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Abstrakt

Praca je zamerana na hodnotenie vplyvu zaokruhlovacich chyb na presnost a efektivitu
numerickych integraénych metdéd. Obsahuje teoretické predpoklady prebrané z existujicej
literatury, implementéciu kniznice zvolenych metdd, experimentalne zistovanie dosiahnutej
presnosti za roznych podmienok a ich porovnanie vzhladom k ¢asovej naro¢nosti. KniZnica
obsahuje metody Runge-Kutta do radu 7 a Adams-Bashforth do radu 20 implementované
pomocou C++ 8ablon, ktoré dovoluja pouzit volitelnu aritmetiku s viacndsobnou presnos-
tou. Na experimenty boli pouzité jednoduché modely so zndmym analytickym rieSenim.

Abstract

Thesis is dedicated to evaluation of roundoff impact on numerical integration methods
accuracy and effectivity. Contains theoretical expectations taken from existing literature,
implementation of chosen methods, experimental measurement of attained accuracy un-
der different circumstances and their comparison with regard to time complexity. Library
contains Runge-Kutta methods to order 7 and Adams-Bashforth methods to order 20 im-
plemented using C++ templates which allow optional arbitrary-precision arithmetic. Small
models with known analytic solution were used for experiments.
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Kapitola 1

Uvod

Numerické metoédy st postupy rieSenia matematickych problémov, ktoré nedavaju presnu
vieobecne platni odpoved, ale pribliznu &iselni hodnotu za konkrétnych podmienok. Po-
uzivaju sa na rozne ucely tam, kde je analytické rieSenie neexistujuce alebo nepraktické,
napriklad na optimalizéciu, hladanie korefiov rovnic, interpolaciu, kvadratiru alebo simu-
laciu. V tejto praci sa zameriame na simula¢né rieSenie obyc¢ajnych diferencidlnych rovnic.

Presnost kazdej numerickej met6dy je obmedzené jednak samotnym principom metédy,
jednak presnostou pouzitej aritmetiky. Kedze kritickou vlastnostou simulécii byva ich rych-
lost, pouziva sa aritmetika zabudovand v procesoroch pocitacov. Na niektoré dlohy vSak ne-
stac¢i. Ak je to nutné, presnejsia operacia sa da ziskat zlozenim vysledkov niekolkych menej
presnych. V sicasnosti sa simulacie s pouzitim takejto viacnésobnej presnosti aritmetiky
v praxi prirodzene pouzivaju v oblastiach, ktoré vyzaduju extrémnu presnost, napriklad
dlhodobé simulacie, velkoplogné simulécie, sledovanie niektorého mikroskopického detailu
v simulécii alebo simuléacie chaotickych systémov.

Neexistuje teoria, ktord by v8eobecne dokédzala predpovedat najvhodnejSiu simulac¢ni
metodu a najvhodnejsiu presnost aritmetiky. Stvisi to s tym, Ze nie je zndma univerzilna
automatizovana metdda zistovania dosiahnutej presnosti lubovolného vypoctu s pohyblivou
desatinnou ¢iarkou [1]|. Na zdklade skisenosti s konkrétnymi simulaciami existuji odporuca-
nia, ale tie platia iba v konkrétnych Specializovanych oblastiach a niekedy st nekonzistentné.
Tato praca sa venuje niekolkym jednoduchym modelom so zndmym analytickym riegenim.
S tymito sa najcastejsie stretavaju Studenti pri vyuke modelovania dynamickych systémov
a spojitej simulacie. Doraz je na sledovani zovSeobecnitelnych zavislosti.

Uvodné kapitoly sa buda venovat teoretickym predpokladom, vo svetle ktorych potom
budeme interpretovat vysledky experimentov. Ako to vyjadril Richard Hamming v knihe
venovanej numerickym metoédam [1] : ,,Zmysel poc¢itania je pochopenie, nie ¢islo.”

Dalej bude nasledovat ¢ast venovana implementécii kniznice numerickych integraénych
metéd. Existujucich nastrojov je mnoho, potreba vyvinit novy pochadza zo Specifickych
poziadaviek. Okrem nastavitelnej presnosti aritmetiky ide hlavne o vhodniu sadu meto6d.
V suicasnosti byva zvykom pouzivat metddy s adaptivnym krokom, preto prevazuju v exis-
tujucich néastrojoch. Ich nevyhodou je, Ze v extrémnych pripadoch, ked sa prejavi nedos-
tatotna presnost zakladnych aritmetickych operacii, mechanizmus regulacie dlzky kroku
zlyha. Prave vplyv zaokruhlenia je predmetom ziujmu tejto prace, preto potrebujeme me-
tody s pevnym krokom. Dalsia poziadavka je mat met6dy roznych, hlavne vysokych, radov,
lebo prave metody vysokych radov na svoje spravne fungovanie vyzaduji vysoki presnost
aritmetiky. Z existujicich simula¢nych kniznic stoji za zmienku Odeint (www.odeint.com),
ktory dovoluje pouzit viacndsobni presnost, lenze neobsahuje vhodni sadu metod.



Posledné kapitola sa bude venovat experimentom a interpretacii nameranych vysledkov.



Kapitola 2

ZAakladné pojmy z oblasti
modelovania a simulacie

Cielom tejto kapitoly je vytvorenie stru¢ného prehladu najdolezitejsich zékladnych pojmov
a definicii z oblasti modelovania a simuldcie spojitych dynamickych systémov, ktoré boli
pouzité v tejto dipomovej praci. Specializovana literatira na tuto tému je napriklad [2].

Systém ,je z filozofického hladiska relativne stabilna, usporiadand mnoZzina elementov
a vztahov, ktord je charakterizovana pomocou existencie urcéitych zékonov t.j. pomocou
vSeobecne potrebnych a podstatnych savislosti” [3]. Z pohl'adu tejto préace sa pod pojmom
dynamickyj systém rozumie ,matematicky opis ¢asovo-zavislého procesu, ktory je vzhladom
k ¢asu homogénny, teda jeho Casovy priebeh je sice zavisly od pociato¢nych podmienok
avSak je nezavisy od poc¢iato¢ného ¢asu” [4]. Autorstvo tejto modernej definicie dynamického
systému patri matematikovi G. D. Birkhoffovi. Iné definicie nevyzaduju homogenitu voci
¢asu a vymedzuja osobitnu kategériu autonomnych systémov.

Autonémny dynamicky systém Ak buduci stav systému zavisi iba od suc¢asného stavu,
ale nezavisi od aktualneho ¢asu, potom sa systém oznacuje ako autonémny (v anglickej li-
teratire sa pouziva pojem time-invariant alebo autonomous). Pre kazdy dynamicky systém
existuje autonémny model. Staci pridat jeden rozmer stavového vektora, ktory bude pred-
stavovat aktualny cas. Preto v dalsom texte moZzeme bez straty vieobecnosti predpokladat
autonémne systémy.

Experiment je metéda analyzy systému, pri ktorej sa cielene overuje urcity predpoklad
alebo domienka o vlastnosti systému, pricom sa na zaklade ziskanych udajov predpoklad
potvrdi alebo vyvrati. Cielom experimentu je teda zistovanie a analyza vlastnosti systému.

Model M je taky systém, ktorym mozeme nahradit v experimente iny systém S a ziska-
nymi udajmi zodpovedat otédzku o S. Pojem model sa vzdy vztahuje k nejakému systému
a experimentu. Napriklad dreveny model ¢loveka mozeme pouzit na skuSanie I'udskych Siat,
ale nemozeme ho pouzit na zistovanie horlavosti Tudi. Tato praca sa venuje vyhradne expe-
rimentom s modelmi. Preto budeme pod pojmom systém vzdy rozumiet model (kazdy model
bude zéroven systémom diferencidlnych rovnic).



Simulacia je experiment s pouZzitim modelu namiesto originalneho systému.

Vlastnosti dynamického systému sa menia pésobenim ¢asu. Vlastnosti v jednom konkrét-
nom Case su charakterizované stavom systému. Aktualny stav systému sa uchovava pomocou
stavovych premenngjch pricom mnozinu vSetkych stavovych premennych oznacujeme stavovy
vektor systému alebo skratene stav.

Dynamicky systém mézeme modelovat pomocou mnoziny moznych stavov a funkcie,
ktora z aktualneho ¢asu, stavu a vstupu urci budici stav a vystup systému. Mnozinu moz-
nych stavov volame aj stavovy priestor.

Dynamicky systém a jeho model maji niektoré spolo¢né vlastnosti, ktoré sa v case vy-
vijaji podobnym sposobom. Priklad: Skdkajica pruzné lopticka mé& v kazdom momente
nejakt vysku nad zemou. Matematicky alebo pocitacovy model skakajtucej lopticky v do-
slovnom zmysle vysku nad zemou nemé, ale ma nejakt vnatorna ¢éiselnt hodnotu, ktora
sa ¢asom meni rovnako, ako sa meni vysledok merania vysky skutoc¢nej lopticky. Proces,
ktorym sa overuje takdto analdgia medzi systémom a jeho modelom, alebo sa zistuje rozsah
podmienok, za ktorych analdgia plati, sa nazyva waliddcia modelu. V tejto praci nebude
dolezita podobnost modelu so skuto¢nostou, iba podobnost réznych simulacii modelu, preto
budeme predpokladat validitu pouzitych modelov a d’alej sa ou nebudeme zaoberat.

Spojity dynamicky systém Kazda zlozka stavového vektora moze byt spojita alebo
diskrétna. Ak uvazujeme, Ze je Cas spojity (reédlne ¢islo) a kazda zlozka stavového vektora
sa v Case meni spojito, potom sa jednd o spojity dynamicky systém.

2.1 Modelovanie dynamickych systémov

Spojity dynamicky systém mozeme zapisat formou sustavy diferencidlnych rovnic. Pre rozne
typy systémov sa pouzivaja typicky tieto zdkladné typy rovnic:

o Obycajné diferencidlne rovnice prvého rddu. VSeobecny tvar sustavy obycajnych dif-
ferencialnych rovnic prvého rddu je mozné vyjadrit vztahom

(1) = 1) 2.1)
pricom
g0 = {yn(0): k= 1,2, ..., K}

je vektor stavovych premennych,

%
y'(t) = {yp(t); k=1,2,.., K}

je vektor derivécii stavovych premmennych podla casu s y; (t) = dyx(t)/dt a f (gﬁ; ) je
Tubovolné funkcia nad vektorom stavovych premennych. V tychto rovniciach vystu-
puju iba prvé derivacie zloziek stavového vektora podla casu. Z typov diferencidlnych
rovnic su najjednoduchsie, zato velmi univerzalne. Modeluju sa nimi systémy konec-
nych rozmerov. Ostatné typy diferenciadlnych rovnic sa daji vyjadrit alebo aspon ap-
roximovat oby¢ajnymi diferencidlnymi rovnicami prvého radu [5]. V tejto praci sa pri
modelovani systémov bude vychadzat prave z tohto druhu zépisu.

o Obycajné diferencidlne rovnice vyssieho rdadu. Sustava differencidlnych rovnic N-tého
radu (N > 1) obsahuje vyssie derivécie stavovych premennych podla ¢asu az do radu



N tj. y,(f) (t),i=1,2,...,N. Dasa ukazat, Ze takato sustava rovnic sa d4 plnohodnotne
previest na rovnice prvého radu (2.1), napriklad metédou znizovania radu derivécie
alebo metodou postupnej integracie [6].

Diferencidlno-algebraické rovnice. Sustavy diferencidlnych a algebraickych rovnic sa
v8eobecne nedaju jednoduchymi tpravami prepisat do tvaru (2.1). Obvykle sa daju
do tohto tvaru dostat preformulovanim problému, alebo sa daja pouzit simula¢né
metody, ktoré dokazu riesit diferencialno-algebraické rovnice priamo.

Parcidlne diferencidlne rovnice. Stustavy parcidlnych diferencidlnych rovnic obsahuju
nie len derivacie podl'a ¢asu, ale aj derivicie podla niektorej zlozky stavového vektora.
Stavovy vektor ma preto nekonecny pocet zloziek a tloha sa neda priamo preformu-
lovat do tvaru (2.1). D4 sa oby¢ajnymi diferencidlnymi rovnicami aproximovat, ak
spojity priestor stavovych premennych diskretizujeme a derivéicie podla stavu nahra-
dime diferenciami. Tento sposob sa vola metoda priamok (method of lines — MOL [5]).
Parcidlnymi diferencidlnymi rovnicami sa najCastejSie popisuju priestorové javy ako
napriklad pridenie tekutin alebo Sirenie mechanického napétia.



Kapitola 3
Aritmetika realnych cisel v pocitaci

Pri rieSeni numerickych met6d sa na dneSnych poéitacoch pouziva spravidla aritmetika
s pohyblivou desatinnou ¢iarkou (inym slovom pldvajicou) |7, 1|. Pevna desatinna Ciarka
je nevhodnd, pretoze medzivysledky vypoctov Casto prekrocia dynamicky rozsah pouzitej
reprezentacie Cisel a preto je nutné pracne implementovat prisposobovanie rozsahu ¢&isel.
Pouzitie raciondlnych &isel vo forme zlomku dvoch celych ¢isel je tiez nevhodné pre neudr-
zatelny rast pamétovej narocnosti v pripade narastu zlozitosti problému. Cisla s pohyblivou
desatinnou ¢iarkou budeme skratene volat redlne ¢7sla, a to aj napriek tomu, Ze sa v principe
jednd o ¢isla racionéalne.

Hlavnou nevyhodou redlnych &isel je chyba zaokrihlenim (roundoff error). Tento efekt
nastane vtedy, ked v zvolenej aritmetike v dosledku obmedzeného rozliSenia neexistuje ¢islo,
ktoré presne reprezentuje vysledok operéacie.

Reprodukovatelnost vypoétu

Dolezitou vlastnostou aritmetiky je reprodukovatelnost kazdého vypodctu t.j. vysledok ope-
racie je deterministicky a nezavisly na pouzitom pocitaci. To umoziuje dobru prenositelnost
programov. Tiez umoziuje, aby sa zaujimavy vysledok nejakého vypoctu vzdy dal detail-
nejSie preskumat, a to aj s odstupom ¢asu, ked povodny pocitac uz nie je k dispozicii.

Absolutna reprodukovatelnost nie je pre praktické pouZivanie realnych ¢isel vzdy nevy-
hnutna. Dolezité je, aby bola presnost vypo¢tu v uréitom limite, predpovedatelna a kontro-
lovatelna [17]. Spravidla je vyhodné, ak je skuto¢na presnost vypoctu lepsia, ako pozado-
vana. Ak pocita¢ dokdze produkovat presnejsie vysledky v rovnakom ¢ase, nebyva dévod to
nevyuzit. V tejto praci vSak budeme vyzadovat prisnejSiu podmienku absolitnej reproduko-
vatelnosti. Aby sme mohli experimentalne overovat vplyv presnosti aritmetiky je dolezité,
aby bola pozadovand presnost aritmetickych operécii iplne pod kontrolou.

3.1 IEEE 754

IEEE 754 [14] je norma pre implementéciu aritmetiky realnych ¢isel. Tato normu spliiaji
takmer v8etky dnesné procesory [17]. Norma definuje:

e interni reprezentaciu realnych ¢&isel a Specidlnych hodnét,
e kodovanie redlnych &isel do retazcov pri komunikacii,

e pravidla zaokrihlovania,



e aritmetické operacie,

e hlésenie chybovych stavov.

Interna reprezentacia realnych ¢éisel

Realne ¢islo sa d& vyjadrit pomocou znamienka, mantisy a exponentu vo forme
x = s.m.b°

kde:

e s je znamienko ¢isla s hodnotou s = (—1)°, pricom S = 0 pre pozitivne &isla a S = 1
pre negativne &isla.

e m je mantisa s hodnotou 1 < m < 2,
e b je zdklad exponentu s hodnotou 2,
e ¢ je exponent.

Znamienko reprezentuje znamienko mantisy a tym aj polaritu celého ¢isla. Nula tiez moze
mat kladné alebo zaporné znamienko, ale kym neddjde k chybe, tieto dve nuly su ekviva-
lentné. Mantisa obsahuje platné slice realneho &sla. Sirka mantisy (pocet bitov) udéava, na
kolko platnych ¢islic sa zaokruhli vysledok vypoc¢tu. Presnost pri reprezentécii ¢isla preto
zévisi hlavne od Sirky mantisy. Najbeznejsie pouzivané Sirky mantisy su:

e 24 bitov — jednoduché presnost, float, single, binary32,
e 53 bitov — dvojnasobnda presnost, double, binary64.

Exponent udéava, kde sa nachadza radova ¢iarka éislal.

Specialne neé&iselné hodnoty

Okrem formétov ¢iselnych hodnot definuje norma nasledujtce neéiselné hodnoty:
e Inf — nekone¢no (infinity). Cislo prili§ velké, pre ktoré nestadi rozsah exponentu.
e -Inf — zaporné nekonecno.

e Nan — not a number — ziadne ¢islo. Vysledok nedefinovanej operacie, napriklad delenia
nulou alebo odmocniny zédporného ¢isla.

Raz vzniknutd neciselnd hodnota sa §iri dalsimi aritmetickymi operaciami. Ak je vstupom
operécie, vysledkom by tiez mala byt niektord ne¢iseln4 hodnota, nie oby¢ajné &islo. To ulah-
¢uje odhalenie a diagnostikovanie chybného vypoc¢tu. Nebezpecné je, Ze necislo sa nemusi
§irit, ak mame vo vypocte pouzité relacné a logické operacie, ako porovnanie na rovnost.
Napriklad vyhladanie minima moze vratit najmensie normalne ¢islo a skryt Nan, ¢im za-
maskuje vzniknuta chybu. Preto IEEE 754 umoznuje signalizovat vznik neéiselnych hodnot,
tato vlastnost ale podporuje iba mélo programovacich jazykov. Jednou z vynimiek je C99
s funkciami z fenv.h.

!Ekvivalent desatinnej ¢iarky, lenze nemusi oddelovat jednotky a desatiny. Podl'a pouZitej &iselnej sistavy
moze oddelovat napriklad jednotky a polovice alebo tisicky a stovky.



Epsilon

Jeden ulp (anglicky wunit in the last place) vyjadruje hodnotu najmenej vyznamného bitu
mantisy. Hodnota ulp zavisi od 8irky mantisy, ale aj od aktuilnej hodnoty exponentu. IEEE
754 vyzaduje, aby vysledok kazdej operécie bol presny na % ulp, teda s najlepSou moznou
presnostou.

Epsilon € je najvicsia relativna chyba operacie s redlnymi ¢islami, Cize % ulp v po-
mere k velkosti ¢isla. Epsilon je rovné % ulp, ak ma realne ¢islo absolutnu hodnotu 1. Pri
experimentalnom urcovani sa da vyuzit vlastnost, Ze € je najvic§ie mozné &islo, pre ktoré
po zaokruhleni na prislusnt Sirku mantisy plati € + 1 = 1. Této skutocnost bude vyuzita
v experimentalnej ¢asti préce pre oznadenie hranice dosiahnutelnej presnosti vypoctov.

3.2 Zdroje vypoctovych chyb

Chyba zaokruhlenim moéze vzniknut v réznych situdcidch. Niektoré sa ale Casto opakuju
a Casto sposobuju nezanedbatelnu stratu presnosti [1].

Sirenie chyby

Epsilon je najviacsia chyba jednej elementarnej operécie za predpokladu, Ze operandy su
presné. Pri zlozitejsich vypoctoch vsak dochadza k tzv. Sireniu chyby (error propagation),
ked niektoré operécie pracuju s operandami zatazenymi chybou predoglych operacii. V ta-
kom pripade moze chyba kone¢ného vysledku rast v zavislosti od po¢tu, postupnosti a druhu
operacii logaritmicky, linedrne alebo dokonca exponencidlne. Vypocty s exponencidlnym ras-
tom chyby st numericky nestabilné.

Numericka nestabilita

Vypocet, v ktorom sa aj mala neistota niektorého ¢isla (sposobené napriklad zaokrihlenim)
prejavi velkou neistotou vysledku je numericky nestabilny[10]. Chyba je pri nestabilnom
vypocte mnohondsobne zviacsend. Napriklad vo vyraze

y=(¥x)" ,n=128 (3.1)

ktory vycislime opakovanim druhej odmocniny a druhej mocniny bude vysledok pre aké-
kolvek = > 1 bude vysledok s pouzitim aritmetiky realnych ¢isel s beZnou presnostou
(pravdepodobne) 1, ¢ize nespravny. Stane sa tak aj napriek tomu, Ze vypocet sa sklada
z pomerne malého po¢tu umocihovani a odmocihovani, kazdé s relativnou chybou maximélne
e. Vysledok '3/z je tak blizky jednotke, Ze vSetky dalsie platné ¢islice sa zaokruhlenim
stratia a vznikne rovnéa 1. Je to akceptovatelne presny vysledok s prihliadnutim na Sirku
mantisy. 1'2® = 1, to je tiez primerane presny vysledok. Ak vSak tieto dve operécie spojime,
dostaneme nezmyselné ( '3/10) 281 Chyba, ktora vznikla odmocnenim a zaokrihlenim
sa pri neskorSom umocneni mnohonésobne posilni.

Séitanie malého a vel'kého ¢&isla

Ak s¢itame velké ¢islo v s malym cislom m, pricom pre exponenty Cisel plati e, > ey,
dochadza v dosledku zarovnania desatinnej ¢iarky pred samotnym sc¢itanim k “wvysunutiu”
menej vyznamovych bitov mensieho ¢isla zo zobrazitelnej Casti mantisy a teda aj k orezaniu



ich prispevku k vysledku po zaokruhleni. Tento efekt sa anglicky nazyva shiftout [1]. V ex-
trémnom pripade, ked m < "lg(v), bude z dovodu zaokruhlovania platit m + v = v, &im sa
vplyv malého &sla m na vysledku vobec neprejavi. Samo o sebe to nie je velky problém,
vysledok ma stéile relativnu chybu najviac .

Uvazujme teraz o probléme shiftout v inom kontexte. Ak sé¢itame velky pocet malych
¢isel m, pricom ich je tak vela, Ze stucet presiahne v, potom pripocitanim I'ubovolného poctu
d'algich m sa uz sucet nezmeni. S¢itanie mnoziny &isel je preto mozné iba do uréitého poctu
sCéitancov zavislého od Sirky mantisy a od Statistického rozlozenia séitancov. Prekrocenim
tejto hranice sa vysledok stane nezmyselnym. Obmedzit tento efekt sa da okrem rozsire-
nia mantisy aj vylepSenym algoritmom s¢itania, napriklad s¢itanim po dvojiciach (pairwise
summation) alebo Kahanovym s¢itanim (Kahan summation [8]). Kahanove s¢itanie sa snazi
urcit velkost zaokrihlenia a pripocitat ho ako korekciu k nasledujucemu séitancu. Pri s¢itani
po dvojiciach (princip bindrneho stromu) rozdelime rad s¢itancov na dvojice a tieto dvojice
séitame nezavisle na ostatnych dvojiciach. Postup opakujeme na vysledkoch predchédzaja-
ceho s¢itania, az kym neziskame jediné vysledné ¢islo. Pre dalSie zlepSenie presnosti vysledku
je mozné rad s¢itancov usporiadat podla velkosti. Tak zabezpecime, aby sa s¢itavali vzdy
“najblizsie” ¢isla, teda ¢isla s ¢o najmensim rozdielom hodno6t.

S efektom shiftout sa stretdvame napr. pri simuldcii, kde sa problém sc¢itania rodzne
vel'kych ¢isel ¢asto objavuje vo vypocte aktudlneho ¢asu. Vypocet typu t, = t,_1 + At vedie
k velkému akumulovaniu chyby v doésledku narastania rozdielu medzi t,_1 a At a preto je
vyhodnejsi algoritmus ¢, = tg + nAt.

Iny pripad vyskytu shiftout v suvislosti so simuléciou spojitych systémov nastane, ked
sa pripocitava zmena stavu systému pocas At k aktualnemu stavu, ¢o pri malom At moze
viest k silnému shiftout. Stretneme sa s tym v experimentilnej Casti tejto prace.

Od¢itanie dvoch podobnych ¢isel

Pri nésobeni a deleni plati, Ze ¢ sa vztahuje k velkosti vysledku. Pri s¢itani a od¢itani je
to chyba relativna vo&i vac§iemu zo sCitancov. Ak od¢itame dve podobné &isla, absolutna
hodnota rozdielu je velmi mal4 a chyba, ktora vznikne, je relativne mala voci vstupnym
¢islam, ale velka voci vysledku. Najvyznamnejsie bity sa vo vysledku vzajomne vynuluju,
¢im zostane v reprezenticii Cisla iba malo platnych ¢islic. Tento efekt sa anglicky nazyva
cancellation.

Pretecenie a podtecéenie

Pretecenie (overflow) a podtecenie (underflow) nastéva, ked hodnota &isla presiahne roz-
sah exponentu. Ak je vysledok operacie prili§ velky, nastane pretec¢enie. Vyraz nadobudne
Specidlnu hodnotu “nekone¢no”. V pripade, Ze sa vysledok blizi k hodnote nula, nastane pod-
tecenie. Vznikne denormalizované ¢islo (prva Cislica mantisy nie je 1) s mengou presnostou,
nez je plna $irka mantisy, lebo najvyznamnejsi bit (alebo niekol'ko najvyznamnejsich bitov)
je rovny nule. Pri dalsom zmengSovani hodnoty sa ¢islo zaokruhli na nulu.

Ak dojde k preteceniu alebo podteCeniu, obvykle nepomdha zvacsit rozsah exponentu
aritmetiky, pretoze ¢asto je chyba v nevhodnej $trukture vypoctov.

Vyznam denormalizovanych ¢isel je sporny. Namiesto prudkej straty presnosti zaokriuh-
lenim na nulu sa presnost straca postupne, lebo mantisa denormalizovaného ¢isla stéle obsa-
huje niekol’ko platnych ¢&islic. To zlepsi presnost vypoctu. Na druhej strane denormalizované
¢islo moze stazit detekciu chyby, ktora by zaokruhlenie na nulu zviditelnilo.
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Delitel blizky nule

Predchédzajice efekty nastavaju najcastejsie vtedy, ked je jeden z medzivysledkov radovo
ovela vACSi ako ostatné. Obrovsky medzivysledok je zas najcastejSie sposobeny delitelom
blizkym nule.

Singularita

Singularitou je bod, v ktorom sa funkcia chova inak ako v bezne pouzivanej oblasti. Presna
definicia zavisi od kontextu, napriklad:

e funkcia je v tomto bode nedefinovana
e je v tomto bode nespojita

e je v tomto bode nediferencovatelnéa

e funk¢nd hodnota sa blizi nekonetnu

Problémom vypoctov v oblasti singularity nebyva iba presny bod singularity, ale aj jeho
okolie. V8eobecne plati, Ze ¢im presnejsiu aritmetiku pouzivame, tym blizSie sa modze naché-
dzat hodnota vstupnych dat k singularite. Napriklad funkcia (3.1) mé singularitu v n — oo,
pricom 128 je uz prili§ blizke nekonec¢nu.

Zistovanie presnosti vypoctov

Univerzalny sposob, ako zistit velkost chyby akéhokolvek vypoc¢tu s redlnymi ¢islami nie
je znadmy. Prikladom c¢asto pouZzivanych technik, ktoré spravidla, ale nie vzdy, umoziuja
kvantifikovat chybu vypoctu, patri:

e Porovanie s vypoctom pomocou iného algoritmu.

e Porovanie s vypocétom so zasumenymi vstupmi. Tak sa niekedy ukiZze neprimerane
vel'ka citlivost na mali zmenu ¢isel. Vyzaduje to mnohonasobné opakovanie vypoctu
a Statistické spracovanie vysledkov.

e Porovanie s vypoctom s inym spdsobom zaokruhlovania. ZaSumenie vstupu sa moze
v zlozitejSom vypocte z dovodu zaokrihlovania stratit a neovplyvnit neskorsie fazy
vypo&tu. Naproti tomu zmena zaokruhlovania vplyva na vSetky medzivypocty. Prob-
lémom tejto metody byva slaba podpora roznych spésobov zaokriuhlovania v progra-
movacich jazykoch.

e Porovanie s vypoctom s inou presnostou aritmetiky.
e Pouzitie intervalovej aritmetiky [9].

V intervalovej aritmetike je kazdé ¢islo reprezentované dvojicou hodnot — vrchnou a spod-
nou hranicou. Kazda aritmetickd operacia sa vykona dvakrat, pricom vysledok pre vrchnu
hranicu sa zaokruhluje nahor, vysledok pre spodnii hranicu nadol. Tym sa zabezpeci, aby
skuto¢ny nezaokrithleny vysledok lezal vo vnutri intervalu. V integra¢nych metodach sa
intervalova aritmetika vic§inou nepouZziva z niekolkych dévodov:

e Zohladiuje iba chybu zaokruhlenim, nezohl'adfiuje chybu orezanim, pri¢om chyba ore-
zanim byva nezanedbatelné.
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e Nezohladniuje stabilitu metody, ktorda zarudi, Ze vplyv kazdej jednotlivej chyby sa
¢asom zmens§uje. Vysledny interval je preto mnohonésobne §irsi, nez je nutné.

e Presnd hodnota nebyva rozlozena rovnomerne okolo stredu intervalu. Napriklad ked
umocnime nezname ¢islo 0,5 o ktorom vieme iba interval (0, 1), dostaneme interval (0,
1), ale spravna nezaokrtuhlend hodnota 0,25 je systematicky mimo stredu intervalu.

Pre zmenSovanie zaokruhlovacich chyb sa z pohladu tejto préace najviac hodi pouzitie roz-
nych algoritmov a presnejSej aritmetiky.

3.3 KniZnice pre vypoéty s l'ubovol'nou presnostou

Lubovolna presnost (v anglickej literature arbitrary precision, alebo aj multiprecision, mul-
tiple precision, bignum, infinite precision) znamené, ze pocet bitov aritmetiky nie je ob-
medzeny aritmetickou jednotkou pouzitého pocitaca. Jedna operacia s ¢islom viacnésobnej
presnosti sa interne sklada z viacerych operacii obyc¢ajnej presnosti, alebo z viacerych celo-
¢iselnych operacii.

Problémom realnych &isel s Tubovolnou presnostou je, 7e neexistuje vieobecne uznévany
standard podobny IEEE-754. Uzivatel si musi byt vedomy désledkov $pecifikicie svojej
konkrétnej kniznice.

V tejto ¢asti budeme uvazovat iba o knizniciach s rozhranim pre jazyky C/C++, ktoré
priamo poskytuju vypocty zékladnych aritmetickych operécii aj beznejich transcenden-
talnych funkcii (sinus, kosinus, exponenciala, logaritmus) pre reélne ¢isla. Vzhladom na
poziadavky, ktoré si kladené na kniznicu numerickych metoéd nie je nutné, aby bola pres-
nost aritmetiky nastavitelna dynamicky pocas behu programu. Postadujuca je aj staticky
nastaviteIna presnost operandov v dobe kompilécie.

Pri experimentoch, kde nie je potrebné nastavovat presnost aritmetiky, budeme z do-
vodu Setrenia vypoctovym c¢asom pouzivat jednoduchu presnost IEEE 754 na simulaciu,
dvojnasobnu presnost na vypocet referen¢ného riegenia a chyby. Matematické kniznice pri
roznych operaénych systémoch a kompilatoroch nie si rovnakej kvality a nedavaja rovnaké
vysledky trigonometrickych funkcii. Je preto délezité poznat vlastnosti a obmedzenia kon-
krétnej matematickej kniznice pri jej aplikacii.

Prikladom kniZnic pre vypoc¢ty s Tubovolnou presnostou si:

e GMP (gmplib.org)

e MPFR (www.mpfr.org, [13])

e apfloat (www.apfloat.org)

e hfloat (www.jjj.de/hfloat/)

e BSDMP (bsdmp.org)

e arprec (crd-legacy.lbl.gov/ ~dhbailey/mpdist/)
e CLN (www.ginac.de/CLN/).
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GMP

Nazov GMP je skratkou anglického nazvu “The GNU Multiple Precision Arithmetic Lib-
rary”. Je navrhnutd s doérazom na rychlost. Pouziva rozne algoritmy optimalizované pre
konkrétne velkosti operandov a konkrétnu architekttru pocitaca.

Medzi jej d'alsie vyhody patri:

e Skalovatelnost. Nemé ziadne obmedzenia na presnost operandov okrem velkosti pa-
mate pocitaca.

e Otvorenost. Je volne dostupné pod slobodnou licenciou LGPL.

e Prenositelnost. Funguje pod viacerymi operaénymi systémami Unix-ového typu vra-
tane Linuxu, aj pod Windows v 32- aj 64- bitovom mode.

e Spolahlivost. M& pomerne velka komunitu pouzivatelov a vyvojarov, ¢o naznacuje
dobré testovanie [13].

Medzi nevyhody patri:

e Reprodukovatelnost vypoctov nie je zarucenda. GMP garantuje, Zze minimdina poza-
dované presnost bude dodrzané, skuto¢na presnost moze byt ina.

e Nizkoturoviiové rozhranie. Je potrebnych vela aprav hotového programu, kym sa moze
GMP pouzivat pri vypoctoch namiesto standardnych datovych typov jazyka C. GMP
obsahuje aj objektovo orientované C++ rozhranie, ale to je zatial v experimentalnom
§tadiu. Samotni autori odporicaja pri vyvoji novych programov nepouzit ho a radsej
pouzit MPFR.

Pre tieto nevyhody nie je GMP priamo vhodné na experimenty s volitelnym po¢tom bitov,
ale jej rychle a spolahlivé algoritmy su zakladom viacerych dalsich kniznic.

MPFR

Kniznica MPFR (“Multiple-precision Binary Floating Point Library with Correct Rounding”)
sa snazi aplikovat myslienky standardu IEEE-754 na ¢isla viacndsobnej presnosti. Je vytvo-
rend ako nadstavba kniznice GMP. Vyhody spominané pri GMP platia aj pre MPFR. Okrem
toho zaru¢uje MPFR aj korektné zaokrihlovanie a reprodukovatelnost bez ohl'adu na po-
uzity procesor a operacny systém. Podporuje viac transcendentéalnych funkcii, rézne mody
zaokriuhlovania a §pecialne hodnoty redlnych &sel: NaN, kladné a zédporné nekoneéno.

Hlavnou nevyhodou je opét nizkouroviiové uzivatel'ské rozhranie. Nasleduje priklad po-
uzitia kniznice MPFR prebrany z [15]:

void schwefel(mpfr_t y, mpfr_t x)

{
mpfr_t t; mpfr_init(t);
mpfr_abs(t,x,GMP_RNDN) ;
mpfr_sqrt(t,t,GMP_RNDN) ;
mpfr_sin(t,t,GMP_RNDN) ;
mpfr_mul (t,t,x,GMP_RNDN) ;
mpfr_set_str(y,"418.9829",10,GMP_RNDN) ;
mpfr_sub(y,y,t,GMP_RNDN) ;
mpfr_clear(t);
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Preto vzniklo viacero alternativnych rozhrani:
e mpfr C++ [15]

e mpfr:real (chschneider.eu/programming/mpfr _real/)

e mpfrcpp (beshenov.ru/mpfrepp/ )

o gmpfrxx (math.berkeley.edu/ wilken/code/gmpfrrz/)

Tieto sa odliuju okrem architektury aj roéznou filozofiou pri nastavovani presnosti medzi-
vypoctov, takze vysledky pri pouziti réznych rozhrani nemusia byt rovnaké.

Mpfr C++

Rozhranie, ktoré zabaluje datové typy MPFR do objektov. Aritmetické operacie si dostupné
pomocou pretazovania operatorov, takze umoziuje pohodlnd konverziu hotového algoritmu
so Standardnymi typmi jazyka C na algoritmus s pouzitim viacnasobnej presnosti. Obsahuje
vlastny systém spravy paméte, ktory ma podla autora zrychlit pracu s medzivysledkami
v zlozitej§ich vyrazoch. Presnost vypoctov je nastavitelna dynamicky, presnost medzivy-
sledkov je dana vzdy maximom presnosti operandov.

Problémy pri pouziti kniZznice:

e Automaticka konverzia na typ double, ktord moze sposobit vo vypoctoch neo¢akavanu
stratu presnosti niti k vel'kej opatrnosti pri zapisovani vyrazov. Automatickej konverzii
sa da zabranit zakdzanim prislu§nych funkcii v zdrojovom kdde kniznice.

e Slaba dokumentécia.

Licencia dovoluje pouzit Mpfr C++ v nekomerénych projektoch. Priklad pouZzitia rozhrania
mpfr C++ [15], rovnaky vypocet ako v predchddzajicom algoritme:

mpreal schwefel (mpreal& x)
{

return 418.9829-x*sin(sqrt(abs(x)));
}

Mpfr::real

je rozhranie podobné mpfr C++. Odlisuje sa svojou vniitornou architekttrou vyuzivajucou
Sablony. Mpfr::real nastavuje presnost datovych typov staticky uz v dobe kompilacie. Pre
pouzitie ¢isel s roznou presnostou je preto potrebnd definicia réznych datovych typov. Ich
spoloéné pouzitie v jednom vyraze zabezpecuju konverzie. Tato filozofia presne zodpoveda
névrhu kniznice, ktora je predmetom tejto prace.

Véznou nevyhodou mpfr::real je skoré stadium vyvoja, ¢ize vysSie riziko chyb. Pri expe-
rimentoch v tejto praci boli dosiahnuté zhodné vysledky vypoétov v porovnani s kniznicou
mpfr C++. Textovy vstup bol v8ak v niektorych situécidch nefunkény. Autor prislabil skora
napravu a zdokumentovanie.

Priklad pouzitia rozhrania mpfr::real, rovnaky vypocet ako v predchadzajicom algo-
ritme:
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mpfr: :real<128> schwefel (mpfr::real<128>& x)
{
return "418.9829"-x*sin(sqrt(abs(x)));

¥

Apfloat a hfloat

Kniznice st optimalizované pre pouzitie ¢isel s mimoriadne velkou presnostou (vicsie ako
100000 bitov). Na nésobenie pouzivaju iba algoritmy zalozené na FFT. Experimenty v tejto
praci sa nezameriavaji na az tak presné ¢isla.

BSDMP

Nézov kniznice vznikol zlicenim skratiek “BSD” a “GMP”. Je to novy projekt, odstartoval
v roku 2010. Snazi sa poskytnut funkcionalitu GMP dostupni pod licenciou BSD. Zatial

nebola vydand ziadna oficidlna verzia vhodné na pouzitie. V budicnosti by sa mohla stat
dobrou ndhradou za GMP.

CLN

je distribuovana pod licenciou GPL, ¢o znemoznuje jej pouzitie v projektoch s nekompati-
bilnou licenciou.

Po zvazeni v8etkych vlastnosti kniznic ako aj v stilade s poziadavkami diplomovej préce

boli pre ucely implementécie kniznice numerickych metéd a experimentov zvolené kniznice
GMP a MPFR s rozhranim mpfr::real.
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Kapitola 4

Principy numerickych integrac¢nych
metod

Presné analytické rieSenia sustav diferencialnych rovnic ¢asto neexistuji, alebo je prili§ na-
ro¢né ich zistit. Preto sa v praxi pouzivaji priblizné numerické rieSenia. Ich principom je
z informacie o stave a o derivacii v tomto stave a/alebo v jeho blizkom okoli odhadnut stav
v blizkej budtcnosti. Z tohto odhadu sa potom vychédza pri odhade vzdialenejSej budic-
nosti. Predpokladom je, Ze derivicia je vzdy konecné redlne ¢islo a v ¢ase sa meni spojito.
Preto sa d4 v malom ¢asovom intervale povazovat za priblizne konstantnu.

Chyba, ktord vznikne pri jednom kroku takéhoto opakovaného vypoctu, sa nazyva lo-
kdlna chyba. Globdlnou chybou sa oznacuje chyba, ktora vznikne akumulaciou lokdlnych chyb
pocas simuldcie daného ¢asového intervalu.

Podkapitoly st zoradené tak, aby sa kazda mohla opriet o konkrétne priklady z predché-
dzajucich podkapitol. Preto st ¢asti venované konkrétnym metédam a casti venované ich
vSeobecnym vlastnostiam vzajomne premieSané. Ani tato kapitola si nekladie za ciel kom-
pletnost ani formalnu korektnost. Ide iba o na¢rtnutie hlavnych myslienok vyuzitych neskor
v tejto praci. Pripadny zaujemca ma na vyber mnoho kvalitnej Specializovanej literatury,
napriklad [5, 1].

V dalsom texte budeme pod skratenymi pojmami “numerickd metoda”, “integra¢né me-
toda”, “simula¢nd metdéda” a “metdda” vidy rozumiet numericku integraént metédu na simu-
laciu modelov popisanych obyc¢ajnymi diferencidlnymi rovnicami, pretoze tejto podmnozine
numerickych metéd je venovana celd praca.

Numerické metody sa zvyknia delit na skupiny podla spolo¢nych vlastnosti: explicitné
a implicitné, ¢isto numerické a kombinované numericko-analytické, jednokrokové a viackro-
kové, metédy roznym sposobom zlozené z inych metéd.

4.1 Explicitné a implicitné metody

Rozdiel medzi implicitnymi a explicitnymi metédami si vysvetlime na konkrétnych prikla-
doch najstarsich a najjednoduchsich metod.
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Eulerova metoda

Eulerova metoda je historickym pionierom v numerickom pristupe k rieSeniu diferencialnych
rovnic. Vypocet je dany opakovanym pouzitim rovnice

y(t+h) = y(t) + hf(y)) (4.1)

pricom h > 0 nazyvame dizka kroku. Dlzka kroku reprezentuje ¢asovy interval, v ktorom
predpokladame, ze f(y,t) je priblizne konstanta. Ide teda o po ¢astiach linedrnu aproximéciu
— krivka z bodu y(t) do bodu y(t + h) sa nahradi priamkou cez bod y(t) so smerom f(y,t).

Simulacia Eulerovou metédou je priamociary proces. Vysledok kazdého kroku je zavisly
len na predchadzajicom kroku a na derivécii. Derivécia je tiez zévisla len na predchadzaja-
com kroku. Vzdy teda mame k dispozicii vetky potrebné udaje na dalsi vypocet. Metody
s touto vlastnostou sa nazyvaju explicitné.

Implicitna Eulerova metdéda

Na rozdiel od obycajnej (explicitnej) Eulerovej metody, pri implicitnej metode sa derivacia
nevyhodnocuje v bode y(t), ale v bode y(t + h)

y(t +h) = y(t) +hf(y(t + 1)) (4.2)

Vyraz y(t) + hf(y(t + h)) sa neda priamo vycislit. Na ziskanie nového stavu potrebu-
jeme derivaciu. Na ziskanie derivacie ale potrebujeme novy stav. Narazili sme na algebraickt
slucku. Metody s touto vlastnostou sa nazyvaju implicitné. Na ich rieSenie sa da pouzit nu-
merické hladanie korefiov nelinedrnych rovnic, najcastejsie Newtonova metoda. Pre nas je
teraz dolezité rieSenie pomocou prediktora: spojenie implicitnej a explicitnej metody. Vy-
sledna metoda je explicitna, ale zachovava si niektoré dobré vlastnosti implicitnych metod.
Zovseobecnenim tohto principu st metédy Runge-Kutta.

Este predtym potrebujeme zaviest niekol’ko dolezitych pojmov, na ¢o vyuzijeme Taylorov
rad.

4.2 Numerické a poloanalytické metody

Predchadzajuce metody boli ¢isto numerické. Vypocty sa tykali iba numerickej hodnoty
stavu a derivicie. Poloanalytické metédy vyuzivaji aj symbolické operacie. Prikladom ta-
kejto metody je Taylorov polyném.

Taylorov rad a Taylorov polyném

Taylorov rad nekonecne diferencovatelnej funkcie g(z) v okoli bodu a je:

g(a) g'(a) 9% (a) 9%(a)
9(@) =T e —a)+ T 3 3!
V kontexte symboliky diferencidlnych rovnic oznatme a =t, g =y, x —a = h, y/'(t) =
f(y(t)). Potom z rovnice (4.3) dostaneme:

(z—a)' + (x —a)* + (x—a)*+... (43)

_ i @ P
y(t+ h) y(t)+hy(t)+2!y (t)+3!y t)+...
2 3
YEER) =y hI) ol P 0) + ) +
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Prvych n+1 ¢lenov Taylorovho radu sa nazyva Taylorov polyném n-tého stupiia. Symbo-
lickou operaciou je ziskanie vysgich derivacii funkcie f(y(t)). V tejto praci nebudeme skimat
presné podmienky, za ktorych rad konverguje a uvedend rovnost plati. BlizSie informécie
opat napriklad v [1].

Za predpokladu priblizne rovnakych absolatnych hodnot f, f/, f® ... a h < 1 sa ab-
solutna hodnota ¢lenov radu zmensuje. Preto pri praktickom vypocte mézeme nahradit
Taylorov rad polynémom n-tého stupiia. Lokalna chyba, ktorej sa pri tom dopustime, je
tumerna h"t!. Nazyva sa chyba orezanim alebo truncation error. V anglickej literattre sa
ale niekedy tym istym pojmom oznacuje aj to, ¢o tu nazyvame roundoff error — chyba
vzniknuta zaokruhlenim (orezanim) realneho ¢isla. To sposobuje nejasnost vo vyznamoch
pojmov.

Cfm mensia je dlzka kroku h, tym rychlejsie klesa vyznam ¢lenov vysgich radov. Rozvoj
mozeme obmedzit na menej ¢lenov a vypocet jedného kroku je rychlej§i. Zaroven vsak po-
trebujeme pre ta istt simuldciu viac krokov. Ak je lokdlna chyba tmerna h"*'pre h — 0,
integracni metodu nazveme metddou n-tého rdadu. Cisto numerické integracné metody vy-
uzivaju na dosiahnutie vysgieho rddu namiesto symbolického vyjadrenia vyssich derivécii ich
nepriamu numerickd aproximéciu. V§imnime si, Ze rovnica 4.1 Eulerovej met6dy sa zhoduje
s Taylorovym polynémom prvého stupia.

Dolezity je aj vplyv presnosti aritmetiky. Cim vy$ssi stupen Taylorovho polynému, tym
st vicgie rozdiely v hodnote jednotlivych ¢lenov a silnejsie sa prejavuje zaokrihlovanie. Od
urcitého stupia uz pridanie dal§ich ¢lenov na numerickom vysledku vobec neprejavi. Pouzi-
tie konkrétnej presnosti aritmetiky, stupiia a dlzky kroku teda musi byt zladené v zavislosti
od pozadovanej presnosti rieSenia |5]. Tento poznatok je hlavnou motivaciou celej diplomovej
prace 1

Taylorov polyném sa pouziva pri analyze a porovnavani integra¢nych metéd nie len
preto, Ze jeho rad sa d& neobmedzene zvySovat. VSetko, ¢o sa d& vypocitat kombinaciou
sCitania, odéitania, nasobenia a delenia, je ekvivalent podielu dvoch polynémov. Existuja
aj iné integracné metddy, ktoré vyuzivaji napriklad trigonometrické alebo exponenciélne
funkcie a na ich analyzu je Taylorov rad nevhodny. Napriklad pre spektralne algoritmy
zalozené na trigonometrickych funkcidch sa pouziva Fourierov rad.

4.3 Zlozené metody

Integracné metody sa daju skladat roznymi sposobmi, ¢im vznikaji nové metddy s novymi
vlastnostami. Priblizime si metédy zalozené na principe prediktor-korektor, pretoze tieto
vedu na metody, ktorymi sa budeme zaoberat v experimentalnej casti.

Metédy typu prediktor-korektor

Uvazujme explicitni a implicitna Eulerovu met6du. Ak do rovnice 4.2 dosadime y(t + h)
z rovnice 4.1, dostaneme modifikovani Eulerovu metddu:

y(t+h) = y(t) + hf(y(t) + hf(y@)))

Celkovo sme ziskali explicitnt metédu druhého radu. Explicitnd Eulerova metéda bola
pouzitd na odhad - predikciu hodnoty y(t + h), implicitna Eulerova metéda potom tento

!Experimenty ukazali, 7e pri inych integraénych metédach sa zvySovanie stupiia prejavuje trochu inak
nez v [5]
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odhad spresnila — korigovala. Moznostou na d’alsie zlepSenie presnosti je opakovat korektor —
vyuzit vysledok korektora ako prediktor pre d'algiu iterdciu korektora. Vypocet sa ukondéi, ed
je rozdiel medzi dvoma iteradciami dostatoc¢ne maly. V praxi sa na zlepSenie chyby castejsie
pouziva iny postup. Namiesto opakovania korektora sa cely vypocet zopakuje so skratenou
dlzkou kroku. Ak je naopak rozdiel zbyto¢ne maly, a teda presnost pravdepodobne velmi
dobra, krok sa predlzi.

Metédy Runge-Kutta

Explicitné metédy Runge-Kutta (RK) st zovSeobecnenim principu prediktor-korektor [1].
Vypocet jedného kroku sa sklada z niekol'kych stupiiov. Prvy stupen je krok Eulerovou me-
todou. Kazdy dalgi stupen vyuziva vazeny priemer predchédzajucich stupiiov ako prediktor.
Celkovy vysledok je potom vazeny priemer jednotlivych stupiov.

ki = hf(y(t))
k‘Q = hf(y(t) + azlk‘l)
ks = hf(y(t) + aziki + aszks)
ks = hf(y(t) + asrki + asoks + aszks)
y(t + h) ~ y(t) + bi1k1 + boko + bsks + baks + . .. (4.4)

Matice konstant a a b identifikuja konkrétnu metédu. Zvyknu byt usporiadané do mne-
motechnickej pomocky zvanej Butcherova tabulka (Butcher tableau, Butcher table)[12]:

0
C2 | a21
C3 | a3l a32

Cpn | Gnl Gp2 ... Gpn-—1

by by ... b1 by

V tabulke je este vektor ¢, ktory vznikol stu¢tom riadkov matice a, pri¢om ¢; = a;1 + a0 +
... Tento parameter je dolezity pri neautonémnych (time-variant) systémoch. Udéva cas
relativne voci zaciatku kroku, v ktorom sa vyhodnocuje derivacia (k; = hf(t + ¢;,y(t) +
a1kl + .. )

Maximalny rad, ktory moéze RK metéda dosiahnut, je zavisly od jej stupiia. Jednostup-
nova Runge-Kutta s Butcherovou tabulkou

0
1
je vlastne explicitna Eulerova metdda, ¢ize prvého radu. Dvojstupiiovéd metdda

0
1|1
0 1
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je modifikovand Eulerova metéda druhého radu. Podobne metéda tretieho radu musi mat
najmenej tri stupne, pre stvrty rad Styri stupne. Potom linedrna zavislost konci. Metdda
piateho rddu potrebuje Sest stupfiov a minimalny pocet stuphov dalej rastie nelinearne. Nie
je znamy vztah pre minimélny pocet stupiiov metody Iubovolného radu, ale nie je horsi
ako kvadraticky [11]. Zavislost radu od stupna RK metody pre rady 1 az 7 je zndzorneny
v tabulke 4.1.

| rad [1]2]3[4][5]
’stupeﬁ‘1‘2‘3‘4‘ ‘

Tabulka 4.1: Zévislost maximalneho dosiahnutelného radu metoédy Runge-Kutta od jej
stupia.

516]7]
6]7]9]

Vs8eobecne pre dany rad a stupeii nie je len jedna metdéda Runge-Kutta, moze ich exis-
tovat niekolko. Pouzivat sa zvyknu tie, ktoré maju absolutne hodnoty &isel v matici a
Butcherovej tabulky priblizne rovnaké, aby sa predislo silnému zaokriuhlovaniu pri s¢itani
nerovnakych ¢isel. Dalsim kritériom je pocCet ndl a jednotiek v matici a. Jednotka uSetri pri
vypocte jednu operédciu nasobenia, nula uSetri jedno nasobenie a jedno s¢itanie.

Najznamejsia metoda typu Runge-Kutta je stvrtého rddu, nazyvana “klasickd Runge-
Kutta” alebo iba “Runge-Kutta” s Butcherovou tabulkou

0
1/2 1/2
Yol 0 1o
1 0 0 1
‘1/6 1/3 1/3 1/6

4.4 Jednokrokové a viackrokové metody

Vsetky doterajsie metody vychédzali na zac¢iatku kazdého kroku z jedinej informacie — okam-
zitého stavu. Po vypocitani nového stavu vSetky medzivysledky zahodili a zacali odznova.
Naproti tomu viackrokové met6dy na dosiahnutie vyssieho radu vyuzivaji extrapolaciu z nie-
kol'kych minulych hodnét.

Extrapolacia polynémom

Ak mame danych n + 1 bodov v tvare [t,y(t)] pricom ¢ € {to,t1,...t,}, existuje prave 1 po-
lyném n-tého stupna, ktory prechddza tymito bodmi. Ak do vSeobecného vzorca polynému

y(t) = ant™ + an 1" L+ ...+ a1t + ag (4.5)

dosadime tieto body, dostaneme n 4+ 1 rovnic o n + 1 neznamych ag, a1, ...a,. Ak Ziadne
dva body nemali rovnaky ¢as t, stustava rovnic mé prave 1 rieSenie — koeficienty hl'adaného
polynému.

Modifikovant met6du urcéovania koeficientov aproximac¢ného polynému ziskame, ak pre
zostavenie ststavy rovnic pouzijem okrem rovnice (4.5) aj derivovanu rovnicu polynému

Y (t) = napt" L+ (n— Dap1t" 4 ... 4 a (4.6)

V tomto pripade dosadzujeme do (4.6) body [t,y/(t)] = [t, f(t)] reprezentujuce deri-
vacie stavovych premennych. Podmienkou pre existenciu jednozna¢ného rieSenia je, ze pri
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zostavovani sdistavy rovnic musime pouzit aspon jeden znamy bod s funkénou hodnotou
stavovej premennej[t, y(t)]. Tento postup sa da zov8eobecnit aj na pouzitie vyssich derivécii.
gpeciélne, ak sa rozhodneme pre jediny Cas t pouzit vSetky derivacie od nultej az po n-tu,
dostaneme Taylorov polyném n-tého radu.

Ak sme pri odvodeni polynému pouzili aspont jednu hodnotu y(t1) a zaroven aspoin jednu
hodnotu f(¢2) (nemusi nutne platit ¢; = t2), m6Zeme ho vyuzit na odhad hodnoty v Case
t1 + h. Ziskali sme integrac¢nit metdédu rovnakého radu, ako je rad pouzitého polynému.

Vseobecnym problémom viackrokovych metod je ich inicializacia. Vyzaduja niekolko
minulych hodndt stavu, ktoré v priebehu simulacie mame k dispozicii. Lenze na zaciatku
simulécie mame spravidla iba jednu aktudlnu hodnotu. V niektorych pripadoch minulé hod-
noty vyplyvaju zo zadania tulohy. Ak nie, musime na niekol’ko prvych krokov simulécie pouzit
jednokrokovi metédu a potom moézeme pokracovat viackrokovou metddou.

Met6dy Adams-Bashforth

Ak na odvodenie polynému pouzijeme aktualnu hodnotu y(¢), aktualnu hodnotu f(t), nie-
kolko historickych hodnodt f(t — h), f(t — 2h), f(t — 3h) ... v rovnakych intervaloch od seba
a tento polyném vyhodnotime v ¢ase ¢t + h, dostaneme metoédu Adams-Bashforth (AB) [5] :

YEER) = U0)+ (B fO) + Bl (6= )+ Bt~ (0= )

y(t+h) = y(t)+(h£”1f(t)+hf"Qf(t—h)Jr...Jrhiﬂ

n
Qn = Z Bri
=1

pricom n udava rad AB metddy, a a 8 sa konstanty. Pre prvé styri rady sa hodnotyS,; dané
nasledovnou tabulkou

ft=(n="1)h)) (47)

i: 1 2 3 4
n=1: 1
n=2: 3 -1
n=3: 23 —16 5
n==4%: 55 =59 37 -9

Metody Adams-Bashforth radu vysgieho ako Sest st nestabilné — neexistuje taka dlzka kroku,
pri ktorej by rieSenie linedrnej diferencidlnej rovnice bolo stabilné. Napriek tomu st za
uréitych podmienok pouzitelné. Globalna chyba s dlzkou simulacie exponencialne rastie, ale
pri kratkej simulacii to nemusi vadit a vyS8i rdd metédy moze dat presnejsi vysledok aj
napriek nestabilite.

Systémy, pri simulacii ktorych predlzovaniu kroku nebréani presnost, ale stabilita, nazy-
vame tuhé systémy. Tuhost je relativny pojem. Ci sa bude systém spravat ako tuhy, zavisi
na konkrétnej pozadovanej presnosti a na pouzitej simulacnej metéde. RozliSovat tuhost ma
zmysel iba pri simulédcii analyticky stabilnych systémov. Ak dostaneme numericky stabilné
rieSenie systému, ktory je analyticky nestabilny, je to skor na §kodu, pretoze vzniknuta chyba
bude velka podobne ako pri nestabilnom rieSeni stabilného systému. Modely pouZité v tejto
praci st ne-tuhé.
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Kapitola 5

Efektivita integracnych metod

Efektivita je vztah medzi vynaloZzenou ndmahou a vykonanou uzitoénou pracou. V kontexte
numerickych metdéd budeme za uzitoénd pracu pokladat presnost simuldcie, za namahu
strojovy Cas procesora alebo pocet elementarnych aritmetickych operacii.

5.1 Chyby integra¢nych metéd

Pri pouziti numerickych metod sa typicky objavuja niektoré zdroje chyb suvisiace s aritme-
tikou realnych ¢isel, ako aj niektoré dalSie:

e zaokruhlovanie
e akumulacia chyby a nestabilita sposobend spatnou vizbou
e orezanie

e chyby modelu

Zaokrihlovanie

Problém, ktory sa typicky objavuje pri pouziti redlnych ¢isel v numerickych integrac¢nych
metddach, je shiftout. Vyplyva z toho, Ze v praxi je velkost hodnét stavovych premennych
nasobne vidsia oproti dizke kroku, a teda aj oproti rychlosti ich zmeny za jeden krok, preto
dochadza k séftaniu malych Cisel s velkymi. Cim mengia dlzka kroku, tym je vplyv vyraznejsi.

O tejto aj dalsich chybach suvisiacich s pohyblivou desatinnou ¢arkou blizsie hovori
kapitola 3.2.

Spitna vizba

V kazdej integracnej metdde je vysledok jedného kroku vstupom do dalsieho kroku. Ako
v kazdom systéme so spitnou vizbou je preto dolezita otézka stability. Met6da musi byt tak
robustné, aby pri pouziti pribliznych vstupov déavala priblizne spravne vysledky. Vyznam
vzniknutych chyb sa musi s postupom ¢asu stracat a nie narastat.

Stabilita metody je zavisla od konkrétneho rieseného problému aj od dizky kroku. Pri
rie§eni linearnych diferencidlnych rovnic explicitnou metédou vizdy existuje dizka kroku, pri
ktorej sa rieSenie stane nestabilnym. Je vhodné pouzit kratsi krok, ako tato hrani¢néa dizka.
Implicitné metdédy byvaji vSeobecne stabilnejsie ako explicitné metody.
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Obr. 5.1: Nadrt oakavanej zavislosti chyby simulacie od dlzky kroku.
Orezanie

Neexistuje simula¢na metéda nekoneéného radu, pomocou ktorej by sa dalo prakticky poci-
tat v koneénom ¢ase. Musime pouzit met6du obmedzeného radu, a preto aj krok obmedze-
nej dizky. Rad metody sa vztahuje k lokalnej chybe, ktora vznikne z (teoreticky) presnych
vstupnych adajov po jednom kroku. Prakticky nas zaujima globélna chyba — presnost celého
iterovaného vypoctu. Délezity je nasledujuci poznatok: ak je rieSenie stabilné a metoda je
radu n, ¢ize lokdlna chyba timerna h"*! potom globalna chyba je imerna h™ [5]. Ak je
rieSenie nestabilné, globalna chyba méze s dizkou simulacie rast exponencialne a je tazgie ju
udrzat v tolerovanej velkosti.

Pri teoreticky nulovej dlzke kroku je chyba orezanim kazdej metody teoreticky nulova —
konverguju k spravnemu rieSeniu.

Chyby modelu

Podobne, ako je dolezitd stabilita integra¢nej metddy, je dolezitd aj citlivost modelu na
nepresnost parametrov. Pri experimentoch v tejto praci boli pouzité jednoduché modely,
aby chyba modelu neznehodnotila porovnévanie metod.

Celkova chyba

Celkovéa chyba je netrividlnou kombinaciou v8etkych chyb, ktoré sa pocas simulacie vyskytli.
Véacsinou sa ale stava, ze jeden druh chyby je o niekol'ko radov viacsi ako ostatné a robi ich
zanedbatelnymi. Pri velmi velkej dlzke kroku je to nestabilita, pri strednej orezanie, pri
velmi malej zaokruhlovanie. Pri uréitej pevnej presnosti vypoctov sa najmengia relativna
chyba (t.j. optimum) dosahuje pri takej hodnote kroku, kedy su chyby orezanim a zaokriih-
Tovanim priblizne rovnaké. Tento bod nazvyme optimdlny bod. Tlustracia tohto principu je
na obrazku 5.1.
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5.2 Urcovanie chyby simulacie v experimentoch

Pri experimentoch v tejto praci bude pri analyze chyby vzdy dostupné referencéné analytické
rieSenie. Toto sa vypodita s pouzitim presnejSej aritmetiky, nez s akou sa bude pocitat
samotny experiment. Oznacme y,(t) referen¢éna hodnotu stavovej premennej a y(¢) hodnotu
stavovej premennej ziskant simuléciou, pri¢om obe st vztiahnuté k rovnakému ¢asu .

Pri analyze chyb signalov sa pouzivaju rozne definicie chyb. Medzi najCastejsie patria ab-
solitna chyba (norma '), Euklidovskd vzdialenost (norma I?) a maximélna chyba (norma
[°°). Pre ucely tejto prace budeme pouzivat okamziti chybu stavovej premennej, a maxi-
mdlnu chybu stavového vektora na simulovanom ¢asovom intervale [5]. Tym zaru¢ime, Zze
bez ohladu na to, ktora zlozka je pre uzivatela dolezita, vSetky zlozky stavového vektora
budi v uvedenej tolerancii. Tiez je takto porovnatelnd chyba medzi vektormi o réznych
poctoch prvkov. Ak je pridana do vektora dalgia zlozka a je aspon tak presna ako ostatné,
meranie to neovplyvni.

Okamzita chyba

Okamzita chyba vyjadruje odchylku simulovanej y(t) od referentnej hodnoty y,(t) stavovej
premennej v ¢ase t t.j. je to rozdiel vypocitanej a referenénej hodnoty stavovej premennej
v Tubovolnom case ¢

d(t) = y(t) — yr(t) (5.1)

Tuto veli¢inu pouzijeme pri zobrazovani priebehu okamzitej chyby v ¢ase, aby bolo vidiet
vel'kost aj polaritu chyby, t.j. kde méa kladnu a kde zaporni hodnotu.

Absolitna chyba simulacie

Nech yg(t) je simulovand hodnota k-tej stavovej premennej v Case t a y,,(t) je hodnota
k-tej referencnej stavovej premennej v ¢ase t. Potom maximélna absolatna chyba stavového
vektora na simulovanom ¢asovom intervale je

Eo = max{|yr(t) — yri ()]} (5.2)

)

Ak je stav systému v Case t vektor realnych cisel, potom cely priebeh simulacie je re-
prezentovany vektorom vektorov hodnoét stavovych premennych t.j. maticou. Na meranie
chyby celej matice budeme pouzivat rovnakt metriku ako na meranie chyby jedného vek-
tora — maximum z chyb jednotlivych zloziek. Je délezité poznamenat, Ze nestadi zistovat
chybu na konci simulécie, pretoze pri rieSeni stabilnych systémov pravdepodobne vznikne
najvicgia chyba niekde v priebehu simulécie a nevieme, v ktorom konkrétnom case je stav
systému pre uzivatela zaujimavy.

Relativna chyba simulacie

Nevyhodou pouzitia absolitnej chyby je jej zavislost na amplitude stavovych premennych.
Tento problém riesi pouzitie relativnej chyby definovanej vztahom

E, — maxvg o yk(t) — yer ()]}

E = maxve. 4 |ye(t)]} B maxyy +{ |yr(t)]}

(5.3)
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V tomto pripade budeme absolitnu chybu simulacie normovat pomocou maximalnej refe-
ren¢nej hodnoty zo vietkych stavovych premennych z celej dlzky simuldcie. Tento pristup
mé viacero vyhod:

e Nedojde k deleniu nulou, ani ked spravna hodnota v ¢ase vzniku chyby bola nulova.

e Maximalna absolatna chyba simulacie nastane v rovnakom ¢ase ako maximalna rela-
tivna chyba simuléacie.

e Vysledok je spravne skalovatelny, nezavisly od pouzitych fyzikalnych jednotiek.

Vztah medzi d a E maximalnou absolitnou chybou je na grafe (7.7).

5.3 Casova naroc¢nost integra¢nych metod

Podobne, ako pri Taylorovom polynéme (4.2), aj pri inych integratnych metédach mame
pri simulacii na vyber medzi:

e metddou s vysokym rddom s dlhym krokom simulacie a s tym spojenou malou lokalnou
chybou orezanim, malym poc¢tom krokov, velkou ¢asovou naro¢nostou na jeden krok,
malym rizikom akumulécie zaokrahlovacich chyb

e metddou s nizkym radom a kratkym krokom simulacie a spolu s tym velkou lokalnou
chybou orezanim, velkym po&tom krokov, malou ¢asovou naro¢nostou na jeden krok,
velkym rizikom akumulécie zaokrahlovacich chyb.

Nie je jednoduché odpoved na to, ktory pristup je pri danej tolerancii globalnej chyby
vyhodnejsi.

Meranie ¢asu

Ak chceme porovnavat Casovu zlozitost, musime si najprv vyjasnit pojem merania ¢asu.

Modelovy ¢as sa vztahuje k simulovanému dynamickému systému. Ak simulujeme jazdu
auta od §tartu v ¢ase nula po prichod do ciela v ¢ase jedna hodina, znamené to simulaciu
jednej hodiny modelového ¢asu.

éas, ktory uplynie pocas prace pocitaca na simulacii, budeme volat redlny cas. Jedna
hodina modelového ¢asu jazdy auta moéze na pomalom pocitac¢i znamenat minitu redlneho
¢asu ¢akania na vysledok simulécie alebo na rychlom pocitaci sekundu redlneho casu.

Pri praktickej simulacii nés zaujima, kol'ko redlneho ¢asu musime ¢akat na vypocitanie
vysledku. Samotny fakt, Ze pocitace maju réoznu rychlost nie je pre porovnivanie problém.
Relativna rychlost réznych metdéd by zostala aj pri inom poéte operacii za sekundu zacho-
vana. Problém je, Ze pomer rychlosti roznych operéacii na dvoch pocitacoch méze byt rozny.
Ak je s¢itanie dvakrat rychlejie, neznamend to, ze musi byt dvakrat rychlejsi aj vypocet
kosinusu. Jedna integra¢né metoda sa modze po prechode na iny pocitac zrychlit, dalgia
spomalit.

Ak chceme porovnavat ¢asovu zlozitost numerickych metod a vysledky zovseobecnit, ok-
rem redlneho ¢asu je potrebné aj nejakd jednotka nezavisla od konkrétneho pocitaca. Jedna
moznost je zratat pocet potrebnijch operdcii (napr. FLOP — Floating Point Operation). Me-
tody, na ktoré sa sustredime v tejto praci, vyuzivaju séitanie a nasobenie priblizne v pomere
1:1, nijaké od¢itanie ani delenie. Tym, Ze je pomer konStantny, vyhneme sa problému roz-
nych relativnych rychlosti réznych operécii.

Dalsia moznost je vychadzat z predpokladov, ze:
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e jeden vypocet derivacii zo stavovych rovnic modelu f(y(t)) prebehne v konstantnom
case,

e model je zlozity, napriklad ak obsahuje transcendentalne funkcie naroéné na vypocet,

e pocet operacii integracnej metdédy je v porovnani so stavovymi rovnicami modelu
zanedbatelny.

V takom pripade mozeme ako univerzalnu metriku ¢asu pouzit pocet vyhodnotent derivdcie,
ktory dana metoda vyzaduje.

Casova zlozitost aritmetickych operacii

V tejto praci budeme povazovat presnost aritmetiky pre vSetky medzivypocty jednej simu-
lacie za konstantnu, ak nebude v popise experimentu uvedend vynimka.

Pre s¢itanie a odcitanie je ¢asova zlozitost v zavislosti od poctu bitov linearna.

Pri nasobeni a deleni je situacia zlozitejsia. Pouzivaji sa desiatky algoritmov s réznou
zlozitostou od najjednoduchsich kvadratickych az po Schénhage-Strassenov algoritmus né-
sobenia zlozitosti O(nlognloglogn) zalozeny na FFT [18]. Algoritmy s dobrou ¢asovou
zlozitostou s nie len implementacne naroc¢nejsie, ale aj pomalsie pre relativne malé pocty
bitov v porovnani s asymptoticky horsimi, zato jednoduchsimi algoritmami.

Naroénost jedného kroku simulacie

Eulerova metoda (rovnica 4.1), ktora je spolotnou podmnozinou vsetkych skupin explicit-
nych numerickych integra¢nych metod, vyzaduje v kazdom kroku jednu hodnotu f(y(t)),
jedno nasobenie a jedno s¢itanie. Ak oznaime d pocet operacii potrebnych na vycislenie
f(y(t)), potom celkovy pocet operacii na jeden krok

op=d+2 (5.4)

Vo vSetkych uvazovanych metédach je pomer séitani a nasobeni priblizne 1:1, preto ich
nebudeme rozlisovat.

Adams-Bashforth (rovnica 4.7) bez ohl'adu na rad vyzaduje na jeden krok jednu hodnotu
derivacie f(y(t)). Pocet ostatnych aritmetickych operacii v zéavislosti od radu n je linearny
2n. Kazdé zvysenie radu prida jedno néasobenie a jedno séitanie. Celkovy pocet operacii na
jeden krok je tak

oAap =d+2n (5.5)

Runge-Kutta (rovnica 4.4) vyzaduje v jednom kroku tolko vypoctov derivécii, aky je
stupet metody s. Pocet ostatnych aritmetickych operacii rastie v zavislosti od stupna kvad-
raticky 2s2. Potom celkova zlozitost na jeden krok je

ORK — sd + 282 (56)

Viac nas zaujima naro¢nost v zavislosti od radu a nie od stupiia, lenze vSeobecny vztah
medzi rddom a stupiiom nie je znamy. Zname hodnoty pre niektoré metody su v tabulke
4.1. Graf zavislosti vypoctovej naro¢nosti metéd RK a AB vo FLOP pre niektoré konkrétne
hodnoty n, s a d je na obrazku 5.2, pricom parameter f reprezentuje vypoctovi naroc-
nost jednej derivacie. Experimentalne namerané trvanie jedného kroku integra¢nej metody
v zavislosti od poc¢tu bitov aritmetiky je na grafe 7.2.
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Obr. 5.2: Pocet aritmetickych operécii na jeden krok metéd Adams-Bashforth (5.2a) a
Runge-Kutta (5.2b) v zavislosti od stupiia a od po¢tu operécii na jedno vyhodnotenie deri-
vacie.
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Casova naroc¢nost simulacie

Casové naro¢nost jedného kroku vyznieva jednozna¢ne v prospech metéd Adams-Bashforth
pred Runge-Kutta. LenZe to nie je jednoznaéna odpoved na otézku, ktora metoda je rych-
lejsia. Runge-Kutta ma vSeobecne lepgiu presnost ako Adams-Bashforth rovnakého radu
pri rovnakej dizke kroku. Aj oblast stability sa u Runge-Kutta s rasticim radom zvi&uje,
u Adams-Bashforth zmenguje. To moze pri metode Adams-Basforth natit k velmi malym
dlzkam kroku, a preto k vyraznému zhorseniu ¢asovej naro¢nosti. Konkrétne experimentalne
vysledky st v Casti 7.
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Kapitola 6

Navrh kniznice numerickych metod

Tato kapitola popisuje implementovani kniznicu numerickych integra¢nych metod, ktord
nazveme DESSL (Differential Equation System Simulation Library). Pri navrhu kniznice
boli zohTadnené nasledujice ciele a poziadavky:

Podpora jednokrokovych aj viackrokovych metéd vysokého radu.
Implementéacia v programovacom jazyku C-++.

Podpora vypoctov s viacnasobnou presnostou ako aj so §tandardnymi ¢iselnymi typmi
pomocou $ablon.

Implementacia nastrojov na analyzu chyby simulécie.
Implementacia nastrojov na vyhodnotenie efektivity simulécie.

Pouzitie iba takych existujicich komponentov, ktoré svojou licenciou neobmedzia po-
uzitelnost, sirenie a dalsi vyvoj.

Prenositelnost.

Citatelnost kodu.

V dalsej casti su priblizené hlavné ¢asti kniZznice spolu s niekolkymi prikladmi jej pouzitia.

6.1

Struktiara kniznice

Triedy a funkcie kniznice DESSL su logicky rozdelené do §tyroch ¢asti (Obrazok 6.1):

Systém,
Simulécia,
Spracovanie,

Automatizacia.

Cast Systém obsahuje triedy a funkcie uréné pre definovanie simulovanych systémov a ich
pocdiato¢nych podmienok. Jadro tvori materska trieda equations, od ktorej sa odvadzaja
triedy konkrétnych systémov charakterizovanych pomocou sustavy stavovych rovnic. Stcas-
tou kniznice je niekolko tried preddefinovanych systémov, ktoré boli pouzité v experimetoch.
Ako priklad uvadzame ¢ast kodu s definiciou stavovych rovnic systému netlmeného oscilatora
s parametrom datového typu number_t:
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template<class number_t>
class sinus_cosinus_eq: public equations<number_t>

{
public:
virtual void derivative(
const vector<number_t> &state,
vector<number_t> &result)
{
result[0] = state[l];
result[1] = state[0] * -1;
}
+;

Na popis linearnych systémov je urcend trieda configurable_linear_equation, ktora
umoziuje popis sustavy linedrnych diferencidlnych rovnic maticou A s kongtantnymi koefi-
cientami ziskanej z externého suboru. Matica pritom nemusi byt znadma v ¢ase prekladu
programu. Trieda ivp (Initial Value Problem) spéja rovnice a podiatotné podmienky do
kompletného popisu tlohy uréenej na simulaciu.

Cast Simuldcia obsahuje triedy a funkcie pre definovanie simuldtorov spojitych dy-
namickych systémov. Zo zakladnej triedy simulator st tu odvodené Specifické simulé-
tory pre met6dy Euler (euler_simulator), Adams-Bashforth (ABsimulator), Runge-Kutta
(RKsimulator) a simulator analytického rieSenia systému (analytic_simulator). Princip
vytvorenia systému a simuldtora naznac¢uje nasledovny kod:

void simuluj()

{
// definovanie pociatocnjych hodndt stav. vektora
vector<number_t> init_value = ...
// vytvorenie systému
system_type<number_t> system;
// vytvorenie ivp
ivp<number_t> problem(init_value, system);
// vytvorenie simulédtora a prepojenie so systémom
simulator_type<number_t> sim(problem);
3

Cast kniznice Spracovanie poskytuje triedy a funkcie pre zadznam a spracovanie priebehu
a vysledkov simulécie. Trieda history_t poskytuje datovd Strultdru pre zdznam priebehu
stavovych premmennych pomocou triedy history_recorder. Trieda result_processor_t
je rozhranim pre spracovanie vysledkov simulécie. Metodika spustenia simulécie s uréenim
sposobu spracovania vysledkov napr. so zdznamom hodnot stavového vektora a vypisom na
Standardny vystup je naznacend v nasledovnom kdde
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void simuluj()

{
// definicia typu spracovania vysledkov
// v tomto pripade ziznam stavu po kazdom kroku simulécie
history_recorder<number_t> observer;

//spustenie simuldcie a prepojenie s rekordérom
sim.run(start_time, stop_time, step_length, observer);

// prikaz na vypisanie zaznamenaného priebehu simulécie
observer.history.print();

Kedze dolezitou sucastou tejto prace bola experimentalna analyza implementovanych
metod s pouzitim mnozstva réoznych parametrov a nastaveni, bolo pri implementacii kniz-
nice nutné automatizovat riadenie experimentov pre definované rozsahy parametrov. Na
tieto ucely boli vyvinuté triedy a funkcie v ¢asti Automatizdicia. Zakladom je tu materska
trieda simulator_factory, ktora sluzi na odvodenie tried generujucich simulatory roéznych
metod pre definované rozsahy parametrov napr. pre davkovi analyzu metéd Runge-Kutta
(rk_factory) a Adams-Beshforth (ab_factory).

Nasledovny zoznam sumarizuje najddlezitejSie elementy kniznice DESSL:

number_t Typovy parameter Sablony, ktory uréuje pouzitia aritmetiku.

number_ref_t Aritmetika na vypocet referen¢ného rieSenia a chyby, obyCajne presnejsia
ako number_t.

Triedy casti: Systém

equations Bézova trieda pre zadévanie diferencidlnych rovnic. Uzivatel moze zadat vliastné
zdedenim a predefinovanim metéd.

exp_eq trieda pre popis systému s exponencidlnym priebehom stavovej premenne;j
sinus_cosinus_eq trieda pre popis netlmeného kyvadla (netlmeny oscilator)

sinus_rounded_eq trieda pre popis netlmeného kyvadla so zaokrihlenym vypoctom
derivacii, pouzité pri experimente o vplyve zaokrihlenia na rézne ¢asti vypodctu

parabola_eq trieda pre popis systému s polynomidlnym rastom hodot stavovej pre-
mennej

pendulum_eq trieda pre popis systému tlmeného kyvadla (tlmeny oscilator)

configurable_linear_eq trieda pre popis systému urceného maticou A s konstant-
nymi koeficientami ulozenou v externom subore

ivp Initial Value Problem, spaja rovnice a poc¢iato¢né podmienky do kompletného popisu
ilohy urcenej na simuléciu.
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Systém

ivp
+ equation : equations &
+ initial_value : vector<number_t>

?

equations

RKsi

lator |
|

Simulacia

analytic_simulator

\/ \/

explicit_tableau

+weights :
+ coeffs:

[lorenz3d_eq|

or

+ derivative()

+dimension() : int
+ analytic()

+ default_start_time()

<
+ default_initial_value()

+ description() exp_e
N

+order:int
- sys:ivp

+step()

+ run(out observer : result_processor._t)

lrosslerBd eql sinus_cosinus eql
\ \ \

lpendulum eql configurable_linear eql
\ | |

Automatizécia

lator_factory

+ get_simulator() : simulator
+ next()
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l all_fixed_step,

1 ‘orsl

Spracovanie

result_processor_t

error_check

+max_abs_err:number_t
+max_rel_err:number_t

JAN

+ process_results()

history_recorder

+ get_history() : history_t

history_t

+ print()

DOE EI’O cessor

+ history_t(filename : char *)

Diagram: class diagram Page 1

Obr. 6.1: Principidlne zobrazenie struktary kniznice
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Triedy c¢asti: Simulacia

simulator Spolo¢né bazova trieda réznych integraénych metod.

euler_simulator Simulator Eulerovou metédou.

analytic_simulator Pseudosimuldtor, ktory namiesto simuldcie pocita analytické
rieSenie. Pouzitelny napriklad pri experimentoch s presnostou.

RKsimulator Simuldtor explicitnou metédou Runge-Kutta. Konkrétny rad je urceny
pouzitou Butcherovou tabulkou.

ABsimulator Simuldtor metoédou Adams-Bashforth.

explicit_tableau Butcherova tabulka, obsahuje konstanty pre explicitné metoédy Runge-
Kutta.

Triedy casti: Spracovanie

history_t Zaznam vyvoja stavovych premennych v ¢ase.

analyzer Porovnanie zaznamov simulécie (off-line po skon¢eni simulovania) a ich jednodu-
ché Statistické spracovanie.

result_processor_t Materska trieda pre objekty, ktoré dostavaju informéciu o priebehu
simulacie po kazdom simula¢nom kroku (on-line spracovanie za behu simulacie). Uziva-
tel moze definovat vlastné priebezné spracovanie vysledkov zdedenim a predefinovanim
metod.

history_recorder_t Specializicia result_processor_t zaznamenava cely priebeh
simulécie.

error_check Specializicia result_processor_t pomocou zndmeho analytického rie-
Senia vyhodnocuje chybu simulécie.

epsilon Zisti € pouZitej aritmetiky.

Triedy casti: Automatizacia

simulator_factory Bézova trieda pre objekty, ktoré vyrabaju simuldtory roznych metod.
Pouzitelné napriklad pri automatizacii experimentov.

all_fixed_step_simulators Specializacia simulator_factory, ktord vyrobi vsetky
simulatory s pevnym krokom.

high_order_factory Specializéeia simulator_factory, ktord vyrobi simulatory vy-
sokého radu. Vhodné na experimenty s velkou presnostou aritmetiky.

ab_factory Trieda pre objekty, ktoré vyrabaju simulatory s metédou Adams-Bashforth.
rk_factory Trieda pre objekty, ktoré vyrdbaji simulatory s metédou Runge-Kutta.

Dalgie moznosti a elementy kni’nice je mozné vy¢itat priamo zo zdrojového kodu kniznice,
ktory je prilozeny v elektronickej podobe k tejto diplomovej praci.
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6.2 Priklady pouzZitia kniznice

V tejto ¢asti poskytneme pre nazornost niekolko konkrétnych prikladov pouzitia kniznice
DESSL. Dalsie priklady pouzitia kniznice je mozné najst v prilozenom zdrojovom kode, ktory
vo fukcii choose_experiment () v subore settings.h obsahuje kod v3etkych experimentov
vykonanych v tejto praci. Vyber a spustenie zvoleného experimentu je mozné pomocou
priloZzeného makefile s pouzitim zodpovedajiceho parametra.

Priklad 1: Simulacia a zobrazenie vysledkov

Ako prvy priklad uvedieme uryvok z C++ funkcie, ktora odsimuluje predpripraveny model
predpripravenou simula¢nou metddou:

//simulovany systém
lorenz_eq<double> eq;

//systém s poliatoénjymi podmienkami
ivp<double> problem(some_initial_value_of_type_vector_double, eq);

//simulalnd metdda
euler_simulator<double> sim(problem) ;

//spracovanie stavu po kaZzdom kroku simuldcie
history_recorder<double> observer;

//spustenie simulécie
sim.run(start_time, stop_time, step_length, observer);

//vypis na Standardny vystup
observer.history.print();

Podrobnejsi popis:

lorenz_eq<double> eq; Tento riadok vyrobi model, ktory chceme simulovat, podla
predpripravenej triedy. Parameter Sablony je typ aritmetiky, ktori chceme pouzit.

ivp<double> problem(..initial_value..., eq); Spoji model s pociatoénym stavom.
Pociato¢ny stav je vektor ¢isel rovnakého typu, aky sme zvolili pri modeli.

euler_simulator<double> sim(problem); Vyrobi pre nas model simuldtor s pouzitim
Eulerovej metody.

history_recorder<double> observer; Vyrobiobjekt, ktory bude sledovat a zazname-
névat priebeh simulédcie pre neskor§ie spracovanie.

sim.run(start_time, stop_time, step_length, observer); Spusti simuldciu zvo-
leného ¢asového intervalu so zvolenou dizkou kroku a zvolenym spésobom spracovania vy-
sledkov.

observer.history.print(); VypiSe vysledky. Okrem metody print() mozno s objek-
tom observer.history manipulovat ako so Standardnym vektorom a je teda pristupny
Tubovolnému dalgiemu spracovaniu.
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Priklad 2: Chyba simulacie vo¢i analytickému rieSeniu

Tenko priklad popisuje jeden z najc¢astejSie pouzivanych experimentov v tejto praci. Zistuje
maximalnu relativnu chybu simulacie pomocou presnejSieho referen¢ného riesenia.

//simulovany model
sinus_cosinus_eq<float> eq;

//referentny model s presnejSou aritmetikou
sinus_cosinus_eq<double> refeq;

//systém s poliatolnymi podmienkami
ivp<float> problem(eq.default_initial_value(), eq);

// spdsob analyzy chyby
error_check<float, double> observer(refeq);

// spustenie simulécie
sim.run(start_time, stop_time, step_length, observer);

// vypi8e E - najv&¢Siu namerani relativnu chybu
std::cout << observer.max_rel_err;

Podrobnejsi popis:

eq.default_initial_value() Ziska pociatocny stav systému, ku ktorému sa vztahuje
analytické rieSenie. Je to dolezité v pripade, ze implementované analytické rieSenie sa vzta-
huje iba na nejakt podmnozinu pociatoénych stavov, ako napriklad v pripade kyvadla.

error_check<float, double> observer(refeq); Vyrobi objekt, ktory bude porovné-
vat referen¢né rieSenie so simulaénym a zapamita si vyskyt najvacsej chyby.
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Kapitola 7

Experimentalne porovnanie presnosti
a efektivity metod

V tejto kapitole sa budeme venovat experimentom s implementovanou kniznicou. Najdo-
lezitejSie experimenty sa budd venovat zavislosti chyby na réznych parametroch simulécie,
hl'adaniu optiméalnych parametrov presnosti a kroku simulacie pre dosiahnutie minimalne]
chyby a nakoniec spotrebovanému strojovému c¢asu v tychto optiméch.

7.1 Casova naro¢nost zakladnych aritmetickych operacii

Jednym 7 cielov tejto prace je meranie redlneho ¢asu potrebného na simulaciu integraénych
metod s viacnasobnou presnostou pomocou implementovanej kniznice. KedZe kniZnica vy-
uziva pre implementaciu typov a operacii vo viacnasobnej presnosti kniznice MPFR a GMP,
vyvstava otdzka, aké je Casova narocnost zékladnych aritmetickych operacii v tychto kniz-
niciach v zavislosti od presnosti. Experiment prebieha tak, Ze pre zvolent presnost mantisy
s po¢tom bitov n sa zvolené aritmetickd operacia opakuje tolkokrat, aby sa dal pomocou
funkcii opera¢ného systému zmerat redlny ¢as. Namerany ¢as sa potom vydeli po¢tom ope-
racii. Jednotlivé operacie st na sebe nezévislé. Preto, ak to pouzitd kniznica dovoli, moze
byt vyuzité aj paralelné a prudové spracovanie. Je zrejmé, ze hodnoty Casovej narocnosti
operacii ako aj celych algoritmov zéavisia od pouzitého hardwaru a softvérového prostre-
dia a je nemozné namerané udaje zovSeobcnit. Pri aplikacidch, kde zalezi na vykone, je
dolezité doladit nastavenia kniznice pre konkrétny pocita¢. Napriek tomu su tieto udaje
cenné pre ulohy predikcie a porovnania s inymi systémami. Kvéli objektivnosti, boli vSetky
tlohy urcovania ¢asovej ndroc¢nosti operacii a algoritmov v tejto praci vykonané na jednom
vypoc¢tovom systéme a pri rovnakych podmienkach. Parametre tohto systému st zhrnuté
v tabulke 7.1.

Ziskané namerané vysledky casovej néroc¢nosti zédkladnych aritmetickych operacii v z&-
vislosti od presnosti vypocétov st na obrézku 7.1. Vyrazny skok v rychlosti nédsobenia je
spdsobeny neoptimalne nastavenym prahom, pri ktorom sa menia pouzité algoritmy.

Pre porovnanie uvedieme vykon daného systému s ohladom na zakladné aritmetické
operacie pri pouziti nativnych a MPFR datovych typov s rovnakou presnostou a roznych
stratégiach optimalizécie::

e Ak su operandy v registroch procesora, testovaci poc¢ita¢ dosahuje s 53-bitovou pres-
nostou rychlost priblizne 0,4 az 1 gigaflop za sekundu.
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Obr. 7.1: Namerand dlzka trvania zékladnych aritmetickych operacii v sekundach (7.1a) a
vyrez najcastejsie pouzivanej oblasti z tohto grafu v linearnej mierke (7.1b).
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Parameter

Hodnota

PC Systém HP EliteBook 8540w
Procesor Intel i7 720 QM 64-bit
Taktovacia frekvencia 1,6 MHz
Max. turbo taktovacia frekvencia 2,4 MHz
Pocet jadier 4
Smart Cache 6 MB
Velkost RAM DDR3 8GB

Typ RAM DDR-1066/1333
0S Linux 3.0.0 x86-64
KniZnica MPFR 64-bit ver. 3.0.1
Kniznica GMP 64-bit ver. 5.0.1
Prekladac GCC ver. 4.6.1
Parameter optimalizacie prekladu -03

Tabulka 7.1: Prehl'ad najdoélezitejsich parametrov pouzitého vypoctového systému

e Pri pouziti SIMD operacii je to 6 az 15 gigaflop.

e Ak st operandy v RAM a vysledok sa ukladd znova do RAM, rychlost je len 15
megaflop za sekundu.

e Pri pouziti kniznice MPFR s rovnakou presnostou je rychlost priblizne 25 megaflop
za sekundu.

Tieto udaje su iba orientacné, zavisia od konkrétnej Struktary vypoctu. Graf zéavislosti
trvania jedného kroku od presnosti aritmetiky pre niektoré konkrétne integracné metody je
na obrazku (7.2). V tomto pokuse bol vypocet derivacii ¢asovo zanedbatelny.

7.2 Modely systémov pouzité na testovanie

7 dovodu nutnosti analyzy chyby, je ddlezité na testovanie zvolit systémy, ktoré maju zname
analytické rieSenie. V takom pripade méze namerand chyba zodpovedat skuto¢nosti a nieje
potrebné porovnavanie s nepresnym referenénym rieSenim. V nasledujticej ¢asti su opisané
modely systémov, ktoré boli pouzité pri testovani implementovanej kniznice.

Netlmené kyvadlo, kruhovy test

Model netlmeného harmonického oscilatora mozno opisat diferencidlnymi rovnicami a po-
¢iato¢nymi podmienkami:

1
—~~
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— — ~— ~—
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|
g
—~
~
~—
—
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38



0.001

Euler

midpoint

RK3 ——

RK4 —
AB14

0.0001 -

le-05 E

strojovy ¢as na 1 krok [s]

le-06 ] ] —
10 100 1000 10000

mantisa [bit]

Obr. 7.2: Redlny ¢as trvania jedného kroku vybranych integra¢nych metod.

pricom p oznacuje polohu kyvadla a v jeho rychlost. Tento systém mé analytické rieSenie vo
forme

v(t) = cos(t)

p(t) = sin(t)
Casovy priebeh stavovych premennych spolu so zobrazenim stavového priestoru pre refe-
rencné rieSenieje na obrazku 7.3. Taylorov rad analytického rieSenia mé vsetky Cleny nenu-

lové, ¢o znamend, Ze je mozné neobmedzene zvySovat rad integra¢nej metody a tym zvySovat
presnost simulécie s ohladom na chybu orezania.

Tlmené kyvadlo

Model tlmeného kyvadla (oscilatora) ziskame zov§eobecnenim modelu netlmeného kyvadla,
ked predpokladame linearnu zavislost odporu prostredia o od okamzitej rychlosti (¢iastoéne
prevzaté z [16]):

pe) = o)
V() = —200(t) — (0 + w?)p(t)
w = 2% (7.2)
p(0) = 1
v(0) = 0

pricom T je peridoda kyvadla, w uhlova rychlost kyvadla a o > 1 je koeficient tlmenia.
V experimentoch budeme pouzivat T =1 a ¢ = 2. Analytické rieSenie je v tvare

p(t) = e (cos(wt)+ USH;W)
v(t) = e 7((ocos(wt) —wsin(wt)) — U(USH;(M) + cos(wt))) (7.3)
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Na rozdiel od netlmeného kyvadla je tento systém stabilny. Ak je stabilné aj jeho nu-
merické riesenie, vtedy s rasticim ¢asom konverguje k spravnemu rieSeniu p = v = 0. Je to
priklad, kde najvicsia okamzita chyba nemusi byt blizko konca simulacie.

éasovy priebeh stavovych premennych spolu so zobrazenim stavového priestoru pre re-
ferencné rieSenie je na obrazku (7.4).

Polynomialny rast

Model polynomialneho rastu je v tvare
y(t) = ny(t) (7.4)

kde n je konStanta — kladné celé ¢islo. Tato forma zapisu je autonémna a mé jednozlozkovy
stavovy vektor. Iny ekvivalentny sposob zépisu je napriklad g/(t) = nt(t)"~!. Analyticke
rieSenie polynomiélneho rastu je

y(t) = t" (7.5)

Pre n = 2 je grafom parabola, pre n = 3 kubika. RieSenie je polyném, preto jeho Taylorov
rad mé konecny pocet ¢lenov zavisly od n.

Pri simulécii je dolezité zvolit pociato¢né podmienky mimo bodu t = 0, y(0) = 0, pretoze
vtedy je systém vo vratkej rovnovihe a analytické aj simula¢né riesenie je y(t) = 0. Casovy
priebeh stavovej premennej referenéného rieSenia pre rozne n je na obrazku 7.5.

7.3 Casovy priebeh chyby

Graf ziskany simuldciou s vhodnymi parametrami byva volnym okom nerozoznatelny od
grafu ziskaného analytickym rieSenim. Ak chceme vidiet priebeh chyby, musime zobrazit
priamo rozdiel medzi analytickym a simula¢nym rieSenim.

Netlmené kyvadlo

Pre demonstraciu si zvolime metodu Runge-Kutta tretieho radu (RK3). Pri tejto metode a
24-bitovej presnosti sa vSetky Zelané efekty prejavia v pohodlnom intervale krokov. Pretoze
sa k tejto tlohe budeme viackrat vracat, nazvyme ju Problém cislo 1 s parametrami:

e model netlmeného kyvadla podla rovnice (7.1),
e modelovy c¢as 0 - 20,

e metoda RK3,

e mantisa 24 bitov.

f)alej si zvolime dlzku kroku h = 10~!. Pri tomto kroku je hlavnym zdrojom chyby orezanie
(pouzili sme metddu tretieho radu). Zanedbané stvrté derivacia méa tvar

pO(@) = cosd)
v®(t) = sin(t)
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Obr. 7.5: Polynomiélny rast

Rozdiel medzi analytickym a simula¢nym rieSenim je timerny zanedbanému najvysSiemu
¢lenu Taylorovho radu. Tiez je umerny dlzke simulacie, pretoze chyba sa akumuluje.

dp(t) ~ tcos(t)
dy(t) =~ tsin(t)

Graf ¢asového priebehu stavovych premennych je na obréazku (7.6).

Aby sme ozrejmili vztah medzi okamzitym rozdielom simula¢ného a analytického rieSenia
d a relativnou chybou simulicie F, zobrazime tento graf este raz, aj s vyznacenou relativnou
chybou — obrazok 7.7. Pretoze maximélna hodnota referen¢ného riesenia je 1 a nastane
hned na zadiatku simulacie v ¢ase 0, absolutna a relativna chyba st pre tento systém vzdy
rovnaké. Chyba je maximum absolitnej hodnoty odchylky, preto narastie vzdy, ked okamzita
odchylka dosiahne novy extrém (kladny alebo zéporny).

Aby sme zobrazili priebeh okamzitej chyby pri inych dizkach kroku, kde sa prejavuji iné
efekty, musime tieto dizky kroku najprv identifikovat. Zistime zavislost relativnej chyby E
od kroku h (obrézok 7.8 log-log zobrazenie).

Na grafe méZzeme rozoznat niekol’ko uisekov zodpovedajucich efektom nestability, oreza-
nia a zaokrthlovania. Pri dizke kroku vicsej ako 2 sa najviac prejavuje nestabilita (viac
o nestabilite v podkapitole 7.3). Ked sa dl7ka kroku este viac predlzuje, za¢ne sa blizit dizke
simuladcie a namerana chyba straca vypovednt hodnotu. Pri krokoch dizky 2 az 1072 je
hlavnym zdrojom chyby orezanie. Sklon tejto ¢asti krivky je priblizne rovny radu pouzitej
metody. Pri dlzke kroku 1072 sa prejavuje priblizne rovnakym dielom orezanie aj zaokrtihlo-
vanie, preto je celkova chyba najmensia. Dalgim skracovanim kroku sa vplyv zaokruhlovania
stupnuje, presahuje vplyv orezania, celkova chyba sa zvicsuje. Priebehy chyby pre niektoré
vyznamné body z tohto grafu st na obrazkoch 7.9 az 7.12.

Skratenim kroku z 1072 na 107° sa priebeh chyby vyrazne zmenil. Priebeh chyby stratil
svoj charakter a nadobudol viditelné pravidelnosti. Chyba orezanim uz nepripomina Stvrta
derivaciu. Oproti priebehom s dlh§imi krokmi je graf fazovo posunuty. Zaokrihlovanie je
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Obr. 7.6: Problém ¢. 1, dlzka kroku 107!, rozdiel medzi analytickym a simulaénym riesenim.
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Obr. 7.10: Priebeh okamzitej chyby d pre problém ¢. 1, dlzka kroku 1073,

také silné, ze niektoré ¢asti vzorca integracnej metdédy vobec neovplyviujua vysledok, preto
sa znizil rdd metdédy. Celkova chyba prudko stipla. Priblizili sme sa k hranici rozliSovacej
schopnosti aritmetiky.

Tlmené kyvadlo

Simulaciu tlmeného kyvadla ozna¢ime ako Problém cislo 2 s parametrami:
e model tlmeného kyvadla podla rovnice (7.2),
e I'=1,

° 0g=2,

modelovy ¢as 0 - 5,

mantisa 24 bitov,

metoda RK3.

éasovy priebeh okamzitej chyby d medzi analytickym a simula¢nym rieSenim je na obrazku
7.13. Pre dlzku kroku 10~ 'je rieSenie stabilné. Chyba najprv s rasticim ¢asom rastie, ale od
okamihu, kedy zacne tlmenie systému prevazovat nad akumulovanou chybou za¢ne chyba
klesat. Simula¢né riefenie sa Gasom zacne priblizovat analytickému. Pre dlzku kroku 4.1071
je rieSenie nestabilné. Chyba sa zvic¢Suje do nekonecna.

Parabola

Simulaciu tlmeného kyvadla oznac¢ime ako Problém cislo 3 s parametrami:

e model polynomialneho rastu podla rovnice (7.4),

o n =2,
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Obr. 7.13: Problém &. 2, rozdiel medzi analytickym a simula¢nym rieSenim pre dizku kroku
1071 (7.13a) a 4.1071 (7.13b).
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Obr. 7.14: Problém ¢islo 3, dizka kroku 107!, rozdiel medzi analytickym a simula¢nym
rieSenim.

e modelovy ¢as 0 - 5,

e mantisa 24 bitov,

e metoda RK3.

Parabola y = t? je monoténna funkcia, aj okamzit4 chyba (hlavny zdroj je chyba orezanim)
sa na rozdiel od netlmeného kyvadla meni monotonne (obrazok 7.14). Pri skrateni kroku na
1072 priebeh okamzitej chyby prestane byt monoténny, zaéne sa prejavovat zaokrithlovanie
(obrazok 7.15).

7.4 Vplyv metody, radu a kroku na presnost

Graf zévislosti relativnej chyby simuldcie F netlmeného kyvadla od kroku h z obrazku 7.8

teraz rozsirime o rozne metody. Pre orientaciu bude v kazdom grafe znidzornenéd hladina

oznacujuca epsilon préve pouzitej aritmetiky. Zo vzdialenosti relativnej chyby od epsilonu

na log-log grafe sa da priblizne urcit, kol'ko najnizgich bitov rieSenia je nespravnych.
Problém ¢islo 4 (je to problém ¢ 1, ale s pouzitim inych integraénych metod):

e model netlmeného kyvadla podla rovnice (7.1),
e modelovy ¢as 0 - 20,

e mantisa 24 bitov.

Met6dy Runge-Kutta

Pre metoédy Runge-Kutta rddu 1 az 7 dostaneme grafy na obrézku 7.16. Kazda krivka vo
svojom optimalnom bode (bod minimalnej chyby) dosahuje priblizne takua relativnu chybu,
ako vietky metody vyssieho radu pri rovnakej dizke kroku. Oblast, v ktorej dominuje chyba
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Obr. 7.15: Problém ¢islo 3, dizka kroku 1072, rozdiel medzi analytickym a simula¢nym
rieSenim.

zaokriuhlovania nema monotonny priebeh, prejavuje sa tam nahodny charakter zaokruhlo-
vania av8ak trend chyby je monoténny. Za povSimnutie stoji, ze krivky blizko optiméalnych
bodov st zasumené, ale dalej smerom k velmi kratkym krokom maja v8etky krivky takmer
presne rovnaky, aj ked zasumeny trend priebehu. Je to sposobené tym, ze zaokruhlovanie
postupne redukuje vplyv konstant, ktorymi sa jednotlivé metédy odli§ujua. Ich vplyv vynaso-
beny dizkou kroku a pripo¢itany k okazitej hodnote stavovych premennych je po zaokrihleni
nulovy a kazda metoda s takto kratkym krokom vypocita priblizne to isté (v extrémnom
pripade nie priblizne, ale presne to isté).

Metody Adams-Bashforth

Ak namiesto metéd Runge-Kutta pouzijeme Adams-Bashforth, dostaneme grafy na obrézku
7.17. Priebehy chyby su podobné ako v pripade metéd RK. Rozdiel je, Ze so stupajucim
radom sa oblast stability zmensuje, preto st metody vyssieho radu presnejsie ako nizsie rady
iba pri malych dizkach kroku, pri dlhgich krokoch to nemusi platit.

Strmo klesajice krivky v oblasti krokov 1 az 10 st nevyznamné artefakty. Vznikli, pre-
toze viackrokova metdéda Adams-Bashforth bola naStartovana analytickym rieSenim. Ked sa
dlzka tohto Startovacieho tseku priblizuje dizke celej simulacie, aj presnost sa blizi presnosti
analytického riesenia.

Pridnim metéd Adams-Bashforth vyssich rddov dostaneme graf na obrazku 7.18. Ob-
sahuje v sebe cely graf (Obr.7.17), preto sa osobitny graf (Obr.7.17) moze zdat zbytocny,
ale bol vlozeny pre prehladnost a analégiu s grafom na obrazku 7.16. Krizujuce sa ¢iary
v grafoch na obrazku 7.18 posobia neprehladne. Na tomto grafe sa vSak ukézal novy jav.
Metody velmi vysokych radov dosahuju tplne inti chybu nezavisla od kroku. Priebeh chyby
v ¢ase pre jeden bod z tejto oblasti (10. rad, krok 1073, 24 bitov presnost aritmetiky) je
na obrazku 7.20. Mozeme sa presvedcit, ze to tiez sivisi so zaokriahlovanim, ked spoc&itame
rovnaky graf s pouZitim vysSej presnosti aritmetiky, napriklad 96 bitov (obrazok 7.19). Viac
o vplyve presnosti aritmetiky je v kapitole 7.5.
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Obr. 7.16: Zavislost relativnej chyby od kroku met6d Runge-Kutta, problém ¢. 4.
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Obr. 7.17: Zavislost relativnej chyby od kroku metéd Adams-Bashforth, problém ¢. 4.
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Obr. 7.18: Zavislost maximalnej chyby od kroku metéd Adams-Bashforth vysokych radov.

[

Obr. 7.19: Zavislost maximalnej chyby od kroku metéd Adams-Bashforth s pouzitim viac-
nasobnej presnosti 96 bitov.

93



5e-06

d(p) ——

4e-06
3e-06
2e-06
le-06

-le-06
-2e-06
-3e-06
-4e-06

-5e-06

5e-08

d(p) ——

se-08 |- 4V) : e e b H

3e-08
2e-08

©  1e-08 |

-1e-08

-2e-08

-3e-08 | | | |

Obr. 7.20: Priebeh chyby v ¢ase metédy AB10, problém ¢.4, krok 1073 (7.20a)a vyrez z tohto
grafu (7.20b).
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Obr. 7.21: Zavislost chyby od kroku pri presnych vypoctoch, ale zaokrihlenych kongtantéch.

Vysvetlenie tejto nezavislosti chyby na kroku je v presnosti konstant. Presved¢ime sa
o tom, ked’ v simulécii pouzijeme vysoku presnost aritmetiky (napr. 96 bitov), ale ete pred
zaciatkom simulacie zaokruhlime v8etky konStanty na nizSiu presnost, akd bola pouzita
v povodnom experimente 7.18 (24 bitov). Dostaneme graf na obrazku 7.21. Je velmi po-
dobny grafu (7.18). Vyplyva z toho zaver, 7e nie je dobré pouzivat metoédy Adams-Bashforth
vysokych radov bez predchidzajicej analyzy. Okrem rizika nestability je aj riziko velkych
zaokrihlovacich chyb, ktorym sa vyhneme metédami nizsieho radu. Pouzitie metéd Adams-
Bashforth vysokych radov je vyhodné v pripade, Ze vyZzadujeme velmi presné rieSenie, mame
k dispozicii velmi presnu aritmetiku a tolerujeme kratke kroky simulacie.

Vplyv rddu metédy

Vplyv radu metédy na presnost simulécie uz bol obsiahnuty v predchadzajicej ¢asti o vplyve
kroku na presnost. Na sprehladnenie zobrazime rovnaké udaje do grafu inym sposobom
(obrazok 7.22a). Ide o netlmené kyvadlo, pre konstantny krok 1072 a 1073, dlzka simulécie
20, dvojnasobné presnost (53 bitov). Ako je vydiet z grafu, so zvySujucim radom metody
dochadza k linearnemu poklesu relativnej chyby (na log-log skile) az po dosiahnutie oblasti
saturacie, ktord je charakteristickd dominanciou chyby zaokruhlovanim.

Vplyv testovacieho systému

Doteraz sme pouzivali ako testovaci systém netlmené kyvadlo, teraz ho vymenime za para-
bolu a budeme sledovat, ¢ sa zmeni dosiahnutd relativna chyba. Zvolime kratsi ¢as simulécie
a dvojnasobnu presnost, aby sme nenarazili na pretecenie referenéného riesenia.

Problém cislo 5:

e model polynomialneho rastu podl'a rovnice (7.4),
e modelovy ¢as 0 - 20,

e mantisa 23 bitov.
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Obr. 7.22: Vplyv radu na presnost simuldcie netlmeného kyvadla pre kroky 1072 a 1073
(7.22a). Chyba pre rozne kroky pri ostatnych nastaveniach rovnakych (7.22b).
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7 vysledkov pre n = 2 na obrazku 7.23 vidiet, ze:

o Runge-Kutta giesteho rddu sa ukazuje vysgieho radu ako Runge-Kutta siedmeho rédu.

o Vsetky metdédy Adams-Bashforth okrem Eulerovej dosahuji vynikajicu presnost a
ziadnu chybu orezanim.

Ak pouZijeme ako testovaci systém namiesto druhej mocniny piatu (n = 5), dostaneme
graf na obrazku 7.24. Met6dy Adams-Bashforth radu 4 a nizSieho vykazuji beznu chybu
orezanim, naproti tomu metédy radu 5 a vyssieho ziadnu. Vyplyva to z principu metédy
(extrapolacia polynéomom). Ak rie§enim je polyném piateho stupiia a extrapolujeme po-
lynémom piateho (a vysSieho) stuphia, mame v ramci zaokruhlovania presné rieSenie. Ak
extrapolujeme polynémom nizsieho stupiia, zanedbané vyssie derivacie sa prejavia ako chyba
orezanim.

7.5 Vplyv zaokruhl'ovania aritmetickych operacii na presnost
metod

Graf z obrazku 7.8 teraz rozsirime o rozne presnosti aritmetiky. PretoZe tento experiment
je naro¢nejsi na procesorovy Cas, pouzijeme metodu vysSieho radu (Runge-Kutta 6. radu),
aby sa zelané efekty prejavili pri dlhsich krokoch. Tiez skratime dizku simulécie.

Problém cislo 6:

e model netlmeného kyvadla podla rovnice (7.1),
e metdda RK6

e modelovy c¢as 0 - 2.

Vysledné grafy sii na obrazku 7.25a. V grafe 7.25b boli odstranené casti, kde prevlada chyba
orezanim, a ponechané su len tie ¢asti, kde dominuje chyba zaokrihlovanim. Tiez tam boli
doplnené priamky ziskané linedrnou regresiou. Linedrne sa javia iba na log-log grafe,na line-
arnej skile st to polynémy, preto bola linedrna regresia pouzitd na zlogaritmované hodnoty
chyby aj kroku. Tieto priamky je mozné popisat parametrami p (strmost) a ¢ (vertikilne
posunutie) na osiach z,y pricom A, je rozdiel ¢ parametrov dvoch priamok. Pre log-log
zobrazenie d'alej plati:

r = 10g10(h)
Yy = pr+gq
E = 10Y

Hodnoty regresnych parametrov p a ¢ pre dana simulaciu su zoradené v nasledovnej tabulke.

bity p q Ag
24 -0,323 —-7,14 —
32 —-0,421 —-9,72 2,58
40 —0,462 —12,2 2,46
48 —-0,515 —14,8 2,64
56 —0,497 —-17,1 2,31
64 —0,468 —19,5 2.34
priemer —0,448 — 2.45
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Obr. 7.23: Problém &.5, n = 2, zavislost maximalnej relativnej chyby na dizke kroku.
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Obr. 7.24: Problém &.5, n = 5, zavislost chyby od dizky kroku.

Z tabulky je zrejmé, sklon priamok y = pz + ¢ je priblizne rovnaky (podobné p) a ze
konstantnému prirastku presnosti (v tomto pripade 8 bitov) zodpoveda priblizne kongtantny
prirastok Agna log-log mierke. Ako kontrolu spravnosti a presnosti moézeme overit, ze ak
zachovame rovnaku dlzku kroku a pridame aritmetike 8 bitov sirky, chyba sa zlepsi priemerne
102%-nasobne. 108 = 10245 = 281 = 2813 = 28 takie chyba sa naozaj zlepsi priblizne o 8
bitov. Uvedené vztahy platia iba priblizne, pretoze namerané udaje maju velky rozptyl a
vypotlty v logaritmickej mierke si velmi citlivé na presnost.

Minima kriviek pre jednotlivé pocty bitov nie st pri rovnakej dlzke kroku. Pridanim
bitov sa optimdalny bod posiva smerom ku kratSim krokom. Preto, ak mame simuléciu
s optimalnou dlzkou kroku a priddame 8 bitov, chyba sa nezlepsi o celych 8 bitov. Musime
skratit dlzku kroku a chyba zaokrthlenim sa pri skracovani kroku zhorguje. O kolko musime
skratit krok, to zalezi od sklonu ¢asti krivky dominovanej orezanim, a ten zavisi od radu
metody.

7.6 Vztah medzi optimalnymi bodmi

Bod, leziaci na grafe zavislosti relativnej chyby F od kroku h, v ktorom majd rovnaky
vplyv chyby orezanim a zaokruhlenim, a v ktorom je relativna chyba najmensia, budeme
volat optimdlny bod.

V praxi moze nastat situécia, ked mame experimentélne zisteny optimalny bod simu-
lacie pre uréity pocet bitov. Potom sa sprisnia poziadavky na presnost a je potrebné urcit
novy vyhovujici optimalny bod. Uloha, je teda n&jst nova dlzku kroku a novi presnost arit-
metiky. Teraz sa pokusime odvodit priblizny vztah pre odhad tychto hodnot. Cely vypocet
bude prebiehat na logaritmickej mierke. Na zaciatku zlogaritmujeme vstupné ¢isla, vysledok
prevedieme z logaritmickej mierky opét do linedrnej. Aby sme zachovali ekvivalenciu so viet-
kymi zobrazenymi grafmi, budeme pouzivat dekadicky logaritmus. Pocet pridanych bitov
je dvojkovy logaritmus, preto ho nakoniec prepocitame. Geometricky vyznam nasledujtucich
vztahov je znézorneny na obrazku 7.26. Nech je:
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e I/ — chyba v znamom optimélnom bode,
e F,.— zelan4 chyba,
e Ap —rozdiel chyby na logaritmickej mierke.
Potom pre rozdiel chyby v logaritmickej mierke plati
Ag =logioE —log By (7.6)
Zavedenim parametrov:
e h — dlzka kroku v znamom optiméalnom bode,
e h, — hladan4 dizka kroku,
e A, — zmena kroku v logaritmickej mierke
plati pre zmenu kroku Ay na logaritmickej mierke
Ay = logiph —logg hy (7.7)
Ak teraz definujeme:

e « — uhol medzi vodorovnou osou a ¢astou krivky, kde prevlada chyba orezanim (krivka
zobrazené na log-log grafe). r = tan(«) , pricomr je rad integratnej met6dy

e 3 — uhol medzi vodorovnou osou a regresnou priamkou: v = —tan(f3) z grafu 7.25b
(pouzijeme zaokrihlent hodnotu -0,5)

o A, — prirastok presnosti aritmetiky vyjadreny v poc¢te dekadickych &islic, je to ekviva-
lent posunutia regresnej priamky z grafu (7.25b) a tiez ekvivalent posunutia strojového
&,

potom priblizne plati:

Ap__Ap

Ap

tan(a) 1
Ay = A+ Ay tan(,@) =Ag — Apv

Ba= A —0) = g1 - ) (7.9)

Z vysledku vo vztahu (7.8) vyplyva, Zze (na log-log mierke) zmena presnosti aritmetiky Ay
je priamo umernd zmene kroku Ay a zmene relativnej chyby Ag. Konstanty tmernosti sa
pritom urcené len sklonmi priamok r a v. Pomocou ApmoéZme teraz prepocitat potrebnu
dlzku kroku hgna linearnej mierke

hy = 10'0910h=5n (7.9)

Pocet bitov, o ktory je potrebné rozgirit mantisu pouzitych ¢isel Ay je dany vztahom

Ab = 10g2(10Ad) = Ad

= —° 1
logy 2 (7.10)
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Obr. 7.26: Znézornenie zavislosti medzi optimalnymi bodmi na log-log gkale. P je referencny
optimélny bod, P, hladany.

Pouzitie tychto vztahov demonstruje nasledujuci priklad. Pre nagu simuldciu mame zisteny
optimalny bod P s dlzkou kroku A = 107! a chybou E = 1077 za pouzitia mantisy 24
bitov a metddy Siesteho radu t.j. » = 6. Teraz potrebujeme presnejs§iu simulaciu toho istého
systému s chybou E, = 107, Riegenia je uvedené v nasledujucom vypocte

Ap = (logg1077) — (logyg 1071) =12

Ap=2=2

hz — 1010g1010’172 — 1073

Ag=12—-2.(-0.5) =13

_ 13 -
Ay = Togio? — 43

Cize pre novii simulaciu musime pouzit dizku kroku h, = 1072 a girku mantisy zvysit
0 Ay = 43 bitov (na 24443 = 67 bitov). Pohladom na graf na obrazku 7.25a sa presved¢ime,
7e tieto vysledky su priblizne spravne.

7.7 Vplyv presnosti aritmetickych operacii na efektivitu me-
tod
V predchadzajicej ¢asti sme sa venovali zavislosti chyby od dlzky kroku, pretoze dlzka
kroku:
e Je nastavitelna.
e Podstatne ovplyviiuje chybu.

e Podstatne ovplyviiuje strojovy ¢as potrebny na simuléciu. Problém je, ze ¢as potrebny
na jeden krok roznych metod nie je rovnaky.
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Ak chceme porovnavat efektivitu metdd, musime vyhodnotit, kolko strojového ¢asu ktora
metdda vyzaduje na dosiahnutie danej presnosti.

Teraz sa zameriame na optimalny bod definovany v podkapitole 7.6 a bude nés zaujimat
redlny strojovy ¢as simulécie v tomto bode. Pokusime sa najst trendy pre rozne metédy a
vzajomne ich porovnat.

HTadanie optimélneho bodu zautomatizujeme tak, aby sme sa pokial mozno vyhli simu-
lacidm s kratkym krokom a tak usSetrili procesorovy ¢as. Vyuzijeme vztahy z predchadzajicej
podkapitoly. Tiez budeme predpokladat, Zze v nejakom tseku grafu zavislost chyby na kroku
priblizne zodpoveda radu metody (oblast chyby orezanim). Algoritmus urc¢ovania optimél-
nych bodov mozno zosumarizovat do nasledovnych bodov:

1. Vyberieme si testovaci systém a dlzku simulacie.
2. Vyberieme si integra¢ni metédu a aritmetiku.

3. Nastavime pociatoény odhad dizky kroku, ktory je uréite dlhsi, ako krok v optimalnom
bode.

4. Simulujeme a meriame dosiahnuta chybu.
5. Zmengime dlzku kroku, znova simulujeme a meriame chybu.

6. Pokracujeme v skracovani kroku, az kym pokles chyby nezodpovedd rddu metddy.
Tym sme prekonali oblast nestability.

7. Pokracujeme v skracovani kroku, az kym sa chyba neza¢ne znova zvySovat.

8. Najdené minimum vyhlasime za priblizny optimdalny bod, zaznamename pre neho
dlzku kroku, chybu, presnost pouzitej aritmetiky a trvanie simulécie.

9. Opakujeme pre rozne presnosti aritmetiky a rézne integracné metody.

Hladanie optiméalneho bodu je vzdy nepresné. Okrem obmedzenej hustoty vzorkovania dizky
krokov je zneistené meranie chyby tym, Ze zaokruhlovacie chyby maju vzdy nahodny charak-
ter. Priklad ndjdenia optimalnych bodov pre problém €. 6 je na obrézku 7.27. Spresnit by sa
dalo napriklad opakovanim pokusu s réznymi pociato¢nymi podmienkami a spriemerovanim.
Priklad vysledkov experimentu pre netlmené kyvadlo simulované do modelového ¢asu
2 st na grafe (7.28). Vidime, 7e ¢im je metoda vysgieho radu, tym menej ¢asu potrebuje
na dosiahnutie danej chyby. Metody Runge-Kutta a Adams-Bashforth rovnakého radu su
priblizne rovnako efektivne. Pri najvyssich radoch je efektivnej$i Adams-Bashforth.
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Obr. 7.27: Problém ¢. 6, zavislost chyby od kroku a néjdené optimélne body.
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Obr. 7.28: Zavislost chyby simulacie od spotrebovaného strojového ¢asu v optimélnych bo-
doch. Kazda ciara predstavuje jednu metddu, kazdy bod na tejto Ciare jednu optimélnu
kombinéciu bitov a kroku. (netlmené kyvadlo, modelovy ¢as 0-2)
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Kapitola 8

Zaver

V knihe venovanej spojitej simulécii [5] odporuca profesor Cellier prisposobit rad integra¢nej
metddy poziadavke na presnost simulacie s odovodnenim, Ze neméa zmysel mrhat strojovym
¢asom pri vypocte presnej metody, ked mame nepresny model. Dalej odporica pri pouziti
aritmetiky jednoduchej presnosti iba Eulerovu met6du, pri dvojnasobnej presnosti metédu
stvrtého rddu. Neuvadza reprodukovatelné experimenty, ktoré by to potvrdzovali. Experi-
menty v tejto préaci naproti tomu naznacuja, 7e aj metody vysSich radov (6 - 10) si pou-
ziteIné s obycajnou presnostou aritmetiky. Metoédy Runge-Kutta vys8ich radov umoziuju
predlzit krok simulacie, a teda cely proces zrychlit a zefektivnit. Pri metédach Adams-
Bashforth je obmedzenim nestabilita, ktora nedovoli predlzovat krok. Na zaklade toho by sa
dalo odporucat pouzitie met6d Runge-Kutta ¢o najvyssieho rddu a dvojnésobnt presnost
(double). Iba ak st poziadavky na presnost simulécie také prisne, Ze je nutna viacnésobna
presnost, nastupujiu metédy Adams-Bashfort dvojcifernych radov.

Implementované kniZznica obsahuje metédy Runge-Kutta do radu 7 a Adams-Bashforth
do radu 20. Nametom na dalgiu pracu je rozsirenie o meto6dy Runke-Kutta vyssich radov,
ktorych koeficienty nie st racionalne ¢isla, ale rieSenia nelinedrnych rovnic. Tieto sa mu-
sia vypocitat podla aktuédlnej pozadovanej presnosti. Dalej by sa dali experimenty rozsirit
o iné skupiny metod, napriklad implicitné. V experimentoch boli pouzité jednoduché mo-
dely so zndmym analytickym rieSenim. Vhodnym rozsirenim do budicna je moznost odhadu
chyby iba na zdklade viacerych simulacii s roznymi nastaveniami, ¢o by umoznilo doplnit
experimenty o rézne zaujimavé a prakticky vyznamné modely.
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Skratky a symboly

S

RK3
AB6

>

¢as
funkcia na vypocet derivacie

stav systému

derivécia stavu podla ¢asu

n-ta derivacia stavu podla casu

referen¢né hodnota stavu vypocitana analyticky

unit in the last place, jednotka na poslednom mieste

epsilon, maximéalna relativna chyba zaokrihlenim na dany pocet bitov
prirodzené ¢islo

dlzka kroku integraénej metody, h = At = t,, — t,_q

rozdiel medzi skuto¢nou a vypocitanou hodnotou

celkova chyba simuléacie

Runge-Kutta tretieho radu

Adams-Bashforth Siesteho radu
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