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Uvod

Teorie pologrup je soucast matematiky, kterd nachazi velké uplatnéni jak
v teoretické, tak i praktické informatice. At jiz jde o teorii formalnich ja-
zyki, kde jazyk je definovan jako podmnozina volného monoidu (tj. volné
pologrupy s neutralnim prvkem), ¢i o praktické feSeni pfenosu a uchovavani
dat v podobé rtznych kodi.

Cisté z matematického hlediska je teorie pologrup ¢asti matematické discip-
liny nazyvané algebra, ktera studuje abstraktni mnoziny spolu s jistymi ope-
racemi na nich definovanymi. Hlavnim cilem teorie pologrup je tplny popis
a klasifikace vSech pologrup. K dosazeni tohoto cile se prevazné vénuje stu-
diu problému konstruovani novych pologrup ze stavajicich, studiu vnitinich
struktur pologrup a specidlnim druhtim pologrup jako jsou napiiklad regu-
larni pologrupy ¢i inverzni pologrupy, jimiz se zabyvame v tomto textu.

V prvni kapitole zavedeme a pripomeneme zakladni pojmy a znaceni, které
budeme pouzivat v dalsim textu. Ve druhé kapitole se sezndmime s pojmem
regularniho prvku a regularni pologrupy a zaméiime se na zakladni vlast-
nosti obecnych regularnich pologrup zejména ve vztahu k vlastnostem jejich
idempotentnich prvki. Ve treti kapitole se pak blize podivame na specialni
tridu regularnich pologrup—inverzni pologrupy.

V literatufe je mozné nalézt spoustu dalsich specialnich t¥id regularnich po-
logrup. Zde se jimi vSak zabyvat nebudeme, nebof ndm jde pouze o strucny
uvod do teorie regularnich pologrup. Pro vice informaci odkazujeme ctenare
na vybornou monografii [1].

1 Zakladni definice

V této kapitole pripomeneme nékteré zakladni definice a pojmy z teorie po-
logrup, které budeme potiebovat v dalsim textu. Nejprve zavedeme pojem

pologrupy.

Definice 1.1 Neprazdna mnozina S spolu s binarni operaci - se nazyva
pologrupa, jestlize operace - je asociativni na S, tj. pro kazdé a, b, c € S plati

a-(b-c)=(a-b)-c.
Pologrupu S s operaci - pak zapisujeme jako dvojici (95, -).
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V dalsim textu se budeme drzet zvyklosti psat misto x - y pouze xy a téz
strucné hovorit o pologrupé S, ¢imz méame na mysli pologrupu (.S, ).

Pokud pro dva prvky a,b € S plati ab = ba, fikdme, ze prvky a a b komutuji.
Pologrupa se nazyva komutativni, jestlize libovolné dva jeji prvky komutuji.

Piiklad 1.2 Prikladem (komutativnich) pologrup jsou (N, +), (Z, +), (Q, +),
(Ru _'_)7 (Cu +)7 (Zna +)7 (N7 ')7 (Zu ');(Qu ')7 (Ru ')7 ((Cu ')7 (Z'm ')7 kde N; Z7 Q>
R, C, Z, postupné zna¢i mnoziny vsech prirozenych, celych, racionalnich,
realnych a komplexnich ¢isel a mnozinu vSech celych ¢isel modulo n. &

Mohutnost mnoziny S se nazyva rdd pologrupy S. Pfedchozi priklad ukazuje,
Ze existuji jak nekonecné (spocetné i nespocetné), tak i konecné pologrupy
libovolného tadu n pro n € N.

Necht S je pologrupa. Jestlize S obsahuje prvek 1 s vlastnosti
lr=2l=x

pro vSechna x € S, pak prvek 1 nazyvame neutrdlnim prvkem pologrupy S.
D4 se snadno ukézat, ze takovy prvek, pokud v pologrupé existuje, je pouze
jediny. Pologrupa s neutralnim prvkem se nazyva monoid.

Nyni zavedeme pojem, ktery bude hrat klicovou roli v celém dalsim textu.

Definice 1.3 Necht S je pologrupa a e € S je prvek takovy, Ze ee = e. Pak
e nazyvame idempotentni prvek ¢i struéné pouze idempotent pologrupy S.

Poznamenejme, ze pologrupa nemusi mit zadny idempotent, nebo jich mize
mit i vice nez jeden.

Definice 1.4 Necht (5,-), (T,x*) jsou pologrupy. Zobrazeni f : S — T se
nazyva homomorfismus, jestlize pro libovolné prvky x,y € S plati

flx-y) = f(z)* f(y).

Homomorfismus f se nazyva monomorfismus, jestlize f je prosté zobrazeni.
Podobné se f nazyva epimorfismus, jestlize f je surjektivni zobrazeni. Bijek-
tivni homomorfismus se nazyva izomorfismus.

Definice 1.5 Necht S je pologrupa. Rekneme, Ze S je grupa, jestlize S je
monoid a kazdy prvek z S méa inverzni prvek (ve smyslu grupy), tj. pro
libovolné x € S existuje y € S takové, ze vy = yr = 1.



Neni tézké ukazat, ze libovolny prvek = grupy S mé praveé jeden inverzni
prvek. Budeme jej znacit z 1.

Definice 1.6 Pologrupa S se nazyva pologrupa s krdcenim, jestlize pro libo-
volné jeji prvky a, b, c plati

ca=chb=a=">

a rovneéz
ac=bc = a=0>.

2 Regularni pologrupy

Jednim ze zékladnich pojmt v teorii pologrup je pravé pojem regularity.
V této kapitole se proto s timto pojmem sezndmime a ukézeme nékteré ze
zakladnich vlastnosti regularnich pologrup. Plijde nam zejména o vlastnosti
idempotentnich prvki a jejich vliv na strukturu regularni pologrupy.

Definice 2.1 Necht S je pologrupa. Prvek a € S se nazyva regquldrni, jestlize
existuje prvek b € S takovy, ze a = aba. Pokud kazdy prvek pologrupy S je
regularni, pak S se nazyva requldrni pologrupa.

Uvazme libovolnou pologrupu a dva jeji rizné regularni prvky. Je pak téz
soudin téchto prvki regularni prvek? Na tuto otazku dava odpovéd nasledu-
jici priklad.

Priklad 2.2 Definujme pologrupu nasledujici tabulkou:

_ [af[bfc[O]
allalc|c|O
b|l0|b|0]O0
cl|O0lc|0]O
0001010

Prvky a a b jsou idempotenty. Jelikoz kazdy idempotent je regularni prvek
(eece = ee = e), jsou a a b regularni. AvSak prvek ab = ¢ regularni neni. <

Lemma 2.3 Necht S je pologrupa s kricenim a a € S prvek, ktery neni
requldrni. Pak ab nent requldrni pro Zadné b € S.



Diikaz. Dikaz provedeme sporem. Necht ab je regularni. Pak existuje y € S
takové, ze
abyab = ab.

Jelikoz S je pologrupa s kracenim, mame téz

abya = a.
Tedy a je regularni. To je vsak spor s predpokladem. O
Nyni budeme definovat pojem velice podobny pojmu z teorie grup — inverzni

prvek. Definice se ovSem ponékud lisi, nebot v pologrupé nemame zarucenu
existenci neutralniho prvku.

Definice 2.4 Necht S je pologrupa. Prvky a,b € S se nazyvaji (vzajemné)
inverzni, jestlize plati a = aba a také b = bab.

Vsimnéme si, ze pokud je S grupa, pak kazdy prvek splnuje predchozi definici.

Déle ukazeme, ze libovolny prvek regularni pologrupy ma inverzni prvek. Ten
vsak nemusi byt dan jednoznacné, jak ukazuje nasledujici priklad.

Priklad 2.5 Necht S je pologrupa definovana tabulkou

allala
bbb

Pak a = aaa = aba, b = bbb = bab. Tedy kazdy z obou prvkil je inverzni
k obéma prvkam. O

Véta 2.6 Necht S je pologrupa. Pak kazdy requldrni prvek z S md alespon
jeden tnverzni prvek.

Dikaz. Necht a € S je regularni prvek a predpokladejme, ze b € S je takovy,
ze a = aba. Polozme ¢ = bab. Nyni mame

a = aba = (aba)ba = a(bab)a = aca
a také

¢ = bab = b(aba)b = (bab)ab = cab = c(aba)b = ca(bab) = cac.
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Tim jsme ukazali, Ze prvky a a ¢ jsou (vzajemné) inverzni. O

Nyni dokazeme tvrzeni, které rika, Zze homomorfni obraz regularni pologrupy
S je opét regularni pologrupa. Navic plati, Ze idempotenty se zobrazuji na
idempotenty a na kazdy idempotent z homomorfniho obrazu se zobrazi ales-
pon jeden idempotent pologrupy S.

Véta 2.7 Necht [ : S — T je homomorfismus z requldrni pologrupy S do
pologrupy T'. Pak imf = {f(z) : x € S} je requldrni pologrupa. Jestlize g je
idempotent vimf, pak existuje idempotent e v S takovy, Ze f(e) = g.

Diikaz. Ziejmé imf je pologrupa. Dokazeme, Ze je regularni.

Uvazme libovolny prvek z imf. Ten je tvaru f(z) pro néjaké x z S. Avsak,
x je reguldrni, tedy existuje y € S takové, ze zyxr = x. Pak f(x)f(y)f(x) =
flzyz) = f(x), a tedy f(x) je regularni.

Nechf nyni g € imf je libovolny idempotent a necht a € S je prvek takovy,
ze f(a) = g. Pak
faa) = f(a)f(a) = g9 = g.

2

Podle ptedchozi véty mé a? inverzni prvek x € S. Tedy plati a?za® = a? a
2

za‘x = x. Polozme e = aza. Pak

62 = araara = CLJ]CL2JZCL = ara = e

a

fle) = flaza) = f(a)f(2)[(a) = f(a®) f(x)f(a®) = f(a’za®) = f(a®) = g.
Tim je ditkaz hotov. O

Déle se podivame na vztah mezi regularnimi pologrupami a grupami. Zde
se dostavame k jiz zminované dilezitosti vlastnosti idempotentnich prvki.
Nasledujici véta 1ika, ze pokud regularni pologrupa S obsahuje pravé jeden
idempotent, pak S je grupa a onen idempotent hraje roli neutralniho prvku.

Véta 2.8 Necht S je regquldrni pologrupa. Pak mdsledujici vlastnosti jsou
ekvivalentni:



(a) S mad prdvé jeden idempotent;
(b) S je pologrupa s kracenim;

(c) S je grupa.

Dikaz. Necht a’ znaci prvek inverzni k prvku a € S.

(a) = (b): Necht S mé pravé jeden idempotent a necht ca = cb, ad = bd pro
né&jaké libovolné prvky a,b,c,d € S. Jelikoz cded = ¢, dede = de, tj. ed i
c ¢ jsou idempotenty, je c¢’ = ’c pro libovolné ¢ € S. Tedy téz ’'c = a’a = dd'.
Nyni
acc=ad'a=a
a téz
dca = cca = ad'a = a.

Méme tedy, Ze ¢’c = 1. Odtud plyne

ca=cb=cca=ccb=a=0

ad = bd = acc = add = bdd' = bec’ = a = b.

(b) = (¢): Necht a € S je libovolny prvek. Pak aa’ = a’a = 1: Plati totiz
dea = cdcada = ¢ = cad, ded = dad'cd = ¢ =adc
a analogicky

acc = ad'acd = ¢ = d'ac, dca' = dca'ad’ = ¢ = cd'a.

Necht a’ a a” jsou inverzni prvky k a € S. Pak ovSem

ada =ad"a = ad =ad’ = d =d".

Tedy, S méa neutralni prvek a kazdy prvek ma praveé jeden prvek s nim inverzni
ve smyslu inverze v pologrupé. Jelikoz vsak pro libovolny prvek a € S plati
aa' = a'a =1, je a’ = a~! téZ inverzni prvek v grupé.

(c) = (a): Necht S je grupa. Pak pro libovolné a € S je aa 'a = a. Tedy S
je regularni. Predpokladejme, Ze a je idempotent. Pak

dat=aw ' '=al=11=a=1.



Tedy 1 je jediny idempotent grupy S. O

Mnoho dalsich zajimavych tfid regularnich pologrup vznikne, klademe-li na
mnozinu vSech idempotentnich prvki jistd omezeni. V dalsi kapitole se bu-
deme vénovat jedné z nich.

3 Inverzni pologrupy

7 predchozi kapitoly vime, ze ke kazdému prvku a regularni pologrupy S
existuje alesponi jeden prvek b € S takovy, Ze a, b jsou (vzéjemné) inverzni.
Omezime-li tento pocet inverznich prvki na jeden, dostavame tzv. inverzni
pologrupu.

Definice 3.1 Pologrupa S se nazyva inverzni (téZ invertibilni), pokud ke
kazdému prvku a € S existuje pravé jeden prvek a=! € S takovy, Ze a, a”!
jsou (vzajemné) inverzni.

Nejprve uvedeme nékolik zakladnich vlastnosti vyplyvajicich piimo z definice:

rr e = x, el = x_l,
(x_l)_l =T,

x2:x:>x’1::1:,

(zx1)? = 227t

Na tomto misté opét ukazeme dilezitost studia idempotentnich prvki.

Néasledujici véta tika, ze pro regularni pologrupu je podminka komutativity
idempotentnich prvkd nutnou i postacujici pro to, aby pologrupa byla in-
verzni.

Véta 3.2 Pologrupa S je inverzni pravé tehdy, kdyZz je requldrni a vsechny
jeji idempotenty komutuyi.

Diikaz. Necht S je inverzni pologrupa. Pak S je zfejmé regularni. Necht e, f €
S jsou dva libovolné idempotenty a necht z = (ef)~!. UvaZzme prvek fze.
Mame

(ef)(fze)(ef) = ef?ze’f = efzef =ef,
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(fze)(ef)(fze) = fze’fPze = f(zefz)e = fze.
Tedy fze je inverzni prvek k ef. Diky jedinec¢nosti inverznich prvka plati
z = fze. Odtud

22 = frefze = f(zefz)e = fze = 2.
Tedy z je idempotent. Pak oviem z = 27! = ef, a tedy ef je idempotent a

sviyj vlastni inverzni prvek. Podobné se ukaze, ze téz fe je idempotent a plati

(ef)(fe)(ef) = ef*e*f =efef =ef, (fe)(ef)(fe) = fe’fPe = fefe = fe.

Tedy i fe je inverzni prvek k ef. Opét z jedine¢nosti inverznich prvkid mame

ef = fe.

Necht naopak S je regularni pologrupa a vSechny jeji idempotenty komutuji.
Predpokladejme, ze 71 a 2’ jsou dva inverzni prvky k € S. Mame

rrt = (z2')(z27t) = (v ) (z2’) = 22
Dale plati
¥ =2vx = 2w ax = a7 wd e = 27w = o7 e = 2L
Tim je ditkaz hotov. O

Jako jednoduchy dtsledek dostavame

Dusledek 3.3 V inverzni pologrupé tvori mnozina vsech idempotentnich
prvkd podpologrupu.

Diikaz. Necht E je mnozina vSech idempotentnich prvkt inverzni pologrupy
S anecht e, f € E. Pak

efef =effe=efe=cef =ef
Tedy ef € E. O

Pro inverzni prvky soucinu plati podobna pravidla jako v piipadé grup.

Véta 3.4 Necht S je inverzni pologrupa. Pak (ab)™' = b~ta™! pro libovolné
prvky a,b € S.



Diikaz. Jelikoz a=ta a bb~! jsou idempotenty, plati
(ab)(b~ta™ ) (ab) = a(bb ) (a ta)b = a(a " a)(bb™1)b = ab,

(b taH(ab)(b e = b Hata) (b )a Tt = b (b D (a ta)a T = b e
Tedy b~'a™! = (ab)~L. O

Tento vysledek se da tplnou indukci zobecnit na nasledujici tvrzeni.

Véta 3.5 Necht ay,as,...,a, €S jsou prvky inverzni pologrupy. Pak

(mpag...an) ' =a, .. . ayta;’.

Odtud dostavame (a")™ = (a™ )", n > 1, tedy mizeme struéné psat a .

Obecné vsak neplati rovnost a?a? = a?*9, p,q € Z.

Velice podobné jako v predchozi kapitole se da ukazat nasledujici tvrzeni.

Véta 3.6 Necht [ : S — T je homomorfismus z inverzni pologrupy S na
pologrupu T'. Pak T je inverzni pologrupa.

Na zavér zminime jesté jeden velice zajimavy vysledek o inverznich pologru-
pach, ktery mé motivaci v Cayleyho vété z teorie grup. Jde o charakteri-
zaci vSech inverznich pologrup jako podpologrup pologrupy vsech ¢aste¢nych
prostych zobrazeni néjaké mnoziny do sebe.

Necht X je nepréazdnd mmnozina. Oznaéme Zx mnozinu vSech ¢astecnych
prostych zobrazeni mnoziny X do sebe. D4 se ukéazat, ze Zx spolu s ope-
raci skladani zobrazeni tvori inverzni pologrupu. Tuto pologrupu nazyvame
symetrickad inverzni pologrupa mnozZiny X.

Nyni se jiz dostavame k hlavnimu vysledku, ktery zde uvedeme bez dikazu.
Ctendafe opét odkazujeme na monografii [1].

Véta 3.7 (Vagner-Preston) Necht S je inverzni pologrupa. Pak ezistuje
symetrickd inverzni pologrupa Zx a monomorfismus f z .S do Ix. Tedy f(S)
je inverzni podpologrupa Ix izomorfni s S.
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