GRAFOVE ALGORITMY - CVICENI 10: TOKY V SITI

Prevzato z Cormen, Leiserson, Rivest, Stein: Introduction to algorithms. The MIT Press
and McGraw-Hill, 2001; kapitola 26.

Priklad 1. Pomoci definice toku dokazte, Ze pokud (u,v) ¢ E a zéroveni (v,u) ¢ E, tak
flu,v) = f(v,u) =0.

Priklad 2. Dokazte, Ze pro kazdy uzel v rtizny od zdroje a spotiebitele se musi celkovy
pozitivni tok vstupujici do v rovnat celkovému pozitivnimu toku, ktery opousti v.

Priklad 3. Rozsiite definice toku a vlastnosti na problém toku v siti s vice zdroji a vice
spottebiteli. UkaZte, Ze vSechny toky v siti s vice zdroji a vice spotiebiteli jsou stejné jako
v siti s jednim zdrojem a jednim spotiebitelem, kterou ziskdme priddnim superzdroje a
superspotiebitele do pivodni sité (hranami s nekone¢nou kapacitou), a naopak.

Priklad 4. Dokazte nasledujici Lemma. Pro tento diikaz byste neméli potfebovat vlastnost
zachovdni toku.

Necht' G = (V,E) je sit’ anecht’ f je tok v G. Pak plati nasledujici rovnosti:
e ProX CV, f(X,X)=0.
e ProX,Y CV, f(X,Y)=—f(Y,X).
e ProX. Y, ZCV . XNY =0, f(XUY,Z2)=f(X,Z2)+f(Y,Z)af(Z,XUY)=f(Z,X)+
f(Z,Y).

Priklad 5. Prosit G = (V,E) atok f z obrdzku 1 najdéte libovolnou dvojici podmnoZin
X,Y CV, pro kterou plati f(X,Y) = —f(V —X,Y). Pak najdéte libovolnou dvojici pod-
mnozin X,Y CV, pro kterou plati f(X,Y) # —f(V—-X,Y).
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Priklad 6. M¢jme zadanou sit’ G = (V,E) anecht’ f a f> jsou funkce V x V — R. Suma
tokit f1 + f> je funkce V x V — R definovana jako:

(fl +f2)<uav) :fl(u7v) +f2(u,v)

pro vSechny u,v € V. Jsou-li f1 a f> toky v G, které ze ti{ zdkladnich vlastnosti toku musi
suma tokl f + f> spliovat a které mtize porusovat?

Priklad 7. Necht je f tok v siti a necht’ o je redlné Cislo. Skaldrni soucin toku, znaCeny
jako o f, je funkce V x V — R definovan4 jako:

(of)(u,v) = o f (u,v).

Dokazte, Ze toky v siti tvoii konvexni mnoZzinu. Tedy ukazte, Ze pokud jsou f] a f>
toky, pak také o f1 + (1 — ) f> je tok pro vSechna a € (0, 1).

Priklad 8. Preformulujte problém maximalniho toku v siti na problém linearniho progra-
movani.

Priklad 9. M¢jme dva sousedy, ktefi se nesnasi a odmitaji jit stejnou cestou do prace
(dany den nevkroci na stejnou ulici; mohou prochédzet pouze stejnymi rohy ulic, tj. kiiZit
se). Nastésti dim, kde bydli, i spolecnost, kde pracuji sidli na rohu ulice. Méjme danu
mapu meésta. UkaZzte, jak formulovat tento problém, zda mohou oba sousedi pracovat ve
stejné spolecnosti, jako problém maximalniho toku v siti.

Ford-Fulkersonova metoda

Priklad 10. UvaZujme sit’ a tok na obrazku 1. Jaky je tok fezem ({s,va,va},{vi,v3,¢})?
Jaka je kapacita tohoto fezu?

Priklad 11. Demonstrujte vykonani Edmonds-Karptiv algoritmus (Ford-Fulkersonova
metoda vyuzivajici BFS pii hledani zlepSujici cesty, kdy uvazuje vZdy zlepSujici cestu
s minimalnim po¢tem hran) nad grafem z obrazku 1 (odmyslete si tok, ktery se teprve bude
timto algoritmem pocitat).

Priklad 12. Uvazujme postup z predchoziho prikladu (pro kazdou iteraci mame sit’ s
vypocitanym tokem a odpovidajici rezidudlni sit’). Najdéte minimdlni fez odpovidajici ma-
ximdlnimu zjisténému toku sité. Které zlepSujici cesty rusi tok?

Priklad 13. Dokazte, Ze pro libovolnou dvojici uzli u a v, libovolnou kapacitu ¢ a libo-
volny tok f plati ¢y (u,v) +cr(v,u) = c(u,v) +c(v,u).

Priklad 14. Uvazujme na prednaskach pobiranou upravu sité s vice zdroji a spotfebici
na sit’ s jednim superzdrojem a jednim superspotiebic¢em. DokaZte, Ze tok vysledné sité
je konecny, pokud maji vSechny hrany ptivodni sité s vice zdroji a spotiebiCi konecné
kapacity.



Priklad 15. Uvazujme problém toku v siti s vice zdroji a spotiebi¢i. Pfredpokladejme,
Ze kazdy zdroj s; produkuje pfesné p; jednotek toku, takZze f(s;,V) = p;. Pfedpoklddejme
také, Ze kazdy spotfebi¢ ¢; konzumuje pfesné ¢; jednotek, takze f(V,t;) = q;, kde ¥; pi =
) ;q;- Ukazte, jak transformovat problém nalezeni toku se zajiSténim téchto podminek na
produkci a konzumaci v siti s vice zdroji a spotfebici na problém nalezeni maximélniho
toku v siti s jednim zdrojem a jednim spotfebiCem.

Priklad 16. Dokazte Lemma 25 z pfednasek: Necht” G = (V,E) je sit’, f jeji tok a p
zlepSujici cesta v G . Definujme funkci

cr(p)  pro (u,v) nap
fp(u,v)=q —cp(p) pro (v,u) nap
0 jinak

Pak f), je tok v G velikosti |f,| = cf(p) > 0.

Priklad 17. Ukazte, Ze maximdlni tok v siti G = (V, E) muze byt vzdy nalezen prozkou-
mdanim nejvySe |E| zlepSujicich cest. (Ndpovéda: UrCete cesty po nalezeni maximalniho
toku.)

Priklad 18. Hranovd souvislost neorientovaného grafu je minimdlni pocet hran, k, které
je tfeba odstranit, aby vznikl nesouvisly graf. Naptiklad, hranova souvislost stromu je 1 a
hranovéa souvislost cyklu je 2. Ukazte, jak zjiSt ovat hranovou souvislost neorientovaného
grafu G = (V,E) pomoci algoritmu pro nalezeni maximdlniho toku na nejvyse |V| sitich,
kdy kazdd ma O(V) uzld a O(E) hran.

Priklad 19. Pfedpoklddejme hranové symetrickou sit' G = (V,E) (j. (u,v) € E, pravé
kdyz (v,u) € E). Ukazte, Ze Edmonds-Karptv algoritmus skon¢i po nejvyse |V||E|/4 ite-
racich. (Ndpovéda: Pro kazdou hranu (u,v) uvazujte, jak se mohou zménit d(s,u) a 8(v,t)
v dobé, kdy je hrana (u,v) kritick4, tj. jeji reziduélni kapacita je rovna rezidudlni kapacité
celé zlepSujici cesty, ktera hranu (u,v) obsahuje.)

Maximalni parovani v bipartitnim grafu

Priklad 20. Na sit’ na obrazku 2 aplikujte Ford-Fulkersondv algoritmus. Po kazdé ite-
raci ukazte prubézné vznikajici rezidudlni sit’. Pri kazdé iteraci vybirejte zlepSujici cesty
lexikograficky od nejmensich (podle navésti vnitfnich uzld).

Priklad 21. Pomoci indukce pies pocet iteraci dokazte nasledujici vétu o celoCiselnosti:
Je-li kapacita ¢ vzdy celoCiselnd, tak 1 maximalni tok f zjiStény Ford-Fulkersonovou me-

todou ma tu vlastnost, Ze |f| je celé ¢islo. Navic pro vSechny uzly u a v je hodnota f(u,v)
celoCiselnd.

Priklad 22. Necht G = (V,E) je bipartitni graf s rozkladem uzli V = LUR a necht’ G’ je
odpovidajici sit’. Jaka je horni mez délky jakékoli zlepSujici cesty v G’ béhem provadéni
metody FORD-FULKERSON.
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Priklad 23*. Perfektni pdrovdni je takové parovani, které paruje vSechny uzly. Necht’
G = (V,E) je neorientovany bipartitni graf s rozkladem uzlti V = LUR, kde |L| = |R|. Pro
libovolné X C V definujme sousedstvi X jako

NX)={yeV:(x,y) €E, xeX},

tedy, mnozina incidentnich vrchold k néjakému vrcholu z X. Dokazte Hallovu vétu: Per-
fektni parovani grafu G existuje, pravé kdyz |A| < |[N(A)| pro v§echny podmnoZiny A C L.

Priklad 24*. Bipartitni graf G = (V, E) s danym rozkladem uzlG V = LUR je d-reguldrni,
pokud je kazdy uzel v € V stupné d. Kazdy d-reguldrni bipartitni graf ma |L| = |R|. Do-
kazte, Ze kazdy d-reguldrni bipartitni graf md parovani kardinality |L| pomoci argumentace,
Ze minimalni fez odpovidajici sité ma kapacitu |L|.



