GRAFOVE ALGORITMY - CVICENI 6: MINIMALNI
KOSTRY

Prevzato z Cormen, Leiserson, Rivest, Stein: Introduction to algorithms. The MIT Press
and McGraw-Hill, 2001; kapitola 23.

Priklad 1. Necht' (u,v) je hrana s minimdln{ vdhou v grafu G = (V, E). UkazZte, Ze hrana
(u,v) patii do néjaké minimdln{ kostry.

Priklad 2. Pomoci protipiikladu vyvrat'te ndsledujici tvrzeni: Necht' G = (V,E) je sou-
visly neorientovany graf, ktery ma vSechny hrany ohodnoceny redlnou funkci w definova-
nounad E (w: E — R). Necht’ A je podmnozZina E (A C E) takova, Ze je obsaZena v néjaké
minimdlni kostfe 7. Necht’ (S,V —S) je néjaky fez grafu G respektujici mnoZinu A a necht’
(u,v) je bezpecnd hrana pro A, kterd kifzi fez (S,V — S). Potom (u,v) je lehka hrana pro
fez (S,V —25).

Priklad 3. Ukazte, Ze je-li hrana (u,v) obsaZena v n&jaké minimdlni kostfe, potom je

(u,v) lehkou hranou kiizici néjaky fez.

Priklad 4. Ukazte takovy souvisly graf, Ze mnozina hran {(u,v): existuje fez (S,V —S),
kde (u,v) je jeho lehkou hranou} netvoii minimélni kostru.

Priklad 5. Necht e je hrana s maximalnim ohodnocenim v né€jaké kruznici souvislého ne-
orientovaného grafu G = (V, E). Dokazte, Ze existuje minimdlni kostra grafu G’ = (V,E —
{e}) takovd, Ze je zédroveni minimélni kostrou grafu G. Jinak feCeno, existuje minimaln{
kostra grafu G, kterd neobsahuje hranu e.

Priklad 6. Dokazte, Ze graf bude mit pravé jednu minimdalni kostru, pokud pro kazdy fez
existuje prave jedna lehkd hrana kiizici tento fez.

UkaZte pomoci protipfikladu, Ze neplati opacné tvrzeni, zZe graf, ktery ma pravé jednu
minimdlni kostru, ma pravé jednu lehkou hranu pro kazdy fez.

Priklad 7. Dokazte, Ze pokud véhy hran v grafu G = (V,E) jsou V&t jak 0, tak potom
jakdkoliv podmnoZina hran, kterd spojuje vSechny vrcholy V a md minimalni vahu, musi
byt strom.

Pomoci protiptikladu ukaZte, Ze stejny zavér neplati, pokud hrany mohou byt ohod-
noceny zaporné.

Priklad 8. Necht T je minimdln{ kostra G = (V,E) a necht’ L je sefazeny seznam vah
hran v T. UkaZte, Ze pro libovolnou jinou minimélni kostru 7’ grafu G je L sefazenym
seznamem vah hran.

Priklad 9. Necht T je minimdlni kostra grafu G = (V,E) a necht V' je podmnoZina V.
Necht' T’ je podgraf T indukovany mnoZinou V' a necht’ G’ je podgraf grafu G indukovany
V’. Ukaite, Ze pokud T je souvisly, potom T’ je minimdlni kostrou grafu G'.
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Priklad 10. Necht' T je minimalni kostra grafu G, ktery ma hrany ohodnoceny funkci w.
Predpoklddejme, Ze jedné hrané€ v T snizime ohodnoceni. Ukazte, Ze T je stidle minimalni
kostra grafu G. Formdlné&ji feCeno, vyberme hranu (x,y) z minimélni kostry 7" a mé&jme
k > 0 (pro sniZeni ohodnoceni). Potom w' je definovéna jako w'(u,v) = w(u,v) pro (u,v) #
(x,y) aw'(u,v) = w(x,y) —k pro (u,v) = (x,y). Ukazte, Ze T je minimdlni kostra G i pfi
ohodnoceni w'.
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Priklad 11. M¢gjme graf G a jeho minimaln{ kostru 7'. Uvazujme, Ze sniZime vahu néjaké
hrany (u,v), kterd nepatif do T. Vytvoite efektivni algoritmus', ktery najde minimalni
kostru v modifikovaném grafu G'.

I'Tj. algoritmus rychlejii neZ vypocet zcela nové minimélni kostry.
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