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Organizace vyuky
> prednasky
» konzultace — viz stranky vyulujiciho

> pisemné vypracovani zadanych ukoli

Vice k tkolim

» rozdéleni do 10 az 12 skupin

> prezentace FeSeni na zacatku uréené prednasky,
¢as max. 1 hodina

» diiraz na elegantni a origindlni YeSenf{
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Uvod
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Zakladni pojmy

> Neformalng, algoritmus je dob¥e definovana vypocetni procedura,
kterd pFijimd n&jaké hodnoty (mnoZinu hodnot) jako a
produkuje n&jakou hodnotu (mnoZinu hodnot) jako

> Algoritmus je tedy posloupnost vypoletnich kroki, které transformuji
vstup na vystup.

» Datova struktura je zplisob jak uloZit a organizovat data tak, aby k
nim bylo co nejvice uleh&eno pFistupovani a modifikovani.
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PoZadavky kladené na algoritmy

v

Algoritmus skon&i pro kazdy (spravné zadany) vstup.

v

Vystup algoritmu je korektni.

v

Cas ani pamé&t nejsou neomezeny.

v

Existuje mnoho ¥eeni urditého problému, ty se viak dramaticky lisi
svoji efektivnosti.

v

Velky ddraz kladen na ¢asovou a prostorovou efektivnost.
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SloZitost algoritmu

Casovs sloitost algoritmu:

» Maximalni poéet “primitivnich” krokd vykonanych danym algoritmem
nad v8emi vstupy stejné “velikost”, tj. pocet krokid v nejhor$im
ptipadé.

» Popsédna funkci z3vislou na velikosti vstupu, T(n).

Prostorova sloZitost algoritmu:

» Maximalni velikost obsazené paméti b&éhem vypoctu algoritmu nad

vdemi vstupy stejné “velikosti”.

» Popsédna funkci z3vislou na velikosti vstupu, S(n).

n miZe byt obecné vektor hodnot.
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®-notace

Necht ¢(n) je funkce.

> Og(n) = {f(n):

c28(n)
/’/
fm
_/ - E‘]_E(r!]
|/ F"/
e
= n
" fm) = @)

Obrazek: ®-notace.

existuji co, c1,ng > 0 takové, Ze

0 <c18(n)

» Obvykle piSeme f(n)
f( ) € 0(g(n)).

< f(n) < cag(n) pron > no}.

= ©(g(n)) misto

> in?— 3n = @(n?) - ovéfte pro

1= 14/ C =

1
f/no =

7.
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O-notace

Necht ¢(n) je funkce.

> O(g(n)) = {f(n):

L
fln) = 0(gn))

Obrazek: O-notace.

existuji ¢, np > 0 takové, ze
0<f(n) <cg(n)pron>mnp}.

> O(g(n)) € O(g(n)).
» n=0(n?), ale n # O(n?).
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()-notace

Necht g(n) je funkce.

» O(g(n)) = {f(n) : existujic,ng > 0 takové, Ze
0 <cg(n) <f(n)pron > np}.

fn)

e Theorem 1.

| ’Z’ - Pro libovolné funkce f(n) a g(n) plati
' f(n) = O(g(n)) pravé kdyz
o - f(n) =0(g(n)) af(n) = Qg(n)).

flny=Qgn))

Obrazek: O-notace.
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0-notace a w-notace

Necht g(n) je funkce.

» o(g(n)) = {f(n) : prokazdé c > 0 existuje ny > 0 takové, ze
0 <f(n) <cg(n)pron>ng}.
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0-notace a w-notace

Necht g(n) je funkce.

» o(g(n)) = {f(n) : prokazdé c > 0 existuje ny > 0 takové, ze
0 <f(n) <cg(n)pron>ng}.

» w(g(n)) = {f(n) : prokazdé c > 0 existuje ny > 0 takové, ze
0 <cg(n) <f(n)pron >ngy}.

> f(n) € w(g(n)) pravé kdyz g(n) € o(f(n)).

> 2n = o(n?), ale 2n* # o(n?). g niﬁ ; wEZ%) "
> okud
jlfl(miﬂooof((é;g :) P > f(n) = ((;?)(n)) pokud
$tn) limy 0 54

A

8(n)
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Vlastnosti

Necht f(n) a g(n) jsou (asymtoticky kladné) funkce.

» Tranzitivita

f(n) = X(g(n)) a g(n) = X(h(n)) implikuje f(n) = X(h(n)),
pro X € {©,0,0,0,w}.
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Vlastnosti

Necht f(n) a g(n) jsou (asymtoticky kladné) funkce.

» Tranzitivita
f(n) = X(g(n)) a g(n) = X(h(n)) implikuje f(n) = X(h(n)),
pro X € {©,0,0,0,w}.
> Reflexivita
f(n) =X(f(n)), pro X € {©,0,0}.
» Symetrie
f(n) = ©(g(n)) pravé kdyz g(n) = O(f(n)).
» Transponovana symetrie
f(n) = 0O(g(n)) préavé kdyz g(n) = Q(f (n)).
£(n) = o(g(n)) prévé kdyz g(n) = w(f(n)).
» Ne vzdy porovnatelné
n a pltsin(n) jsou neporovnatelné.
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Grafy



Grafy: Uvod, historie, definice

» Leonhard Euler, Sedm mostii mésta Kralovce, 1736.

» Otdzka: Je mozné prejit viechny mosty, ale kaZzdy pouze jednou?

Obrazek: Sedm mostd mé&sta Kralovce a jejich grafickd reprezentace.
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Orientovany graf G je dvojice
G=(V,E),
kde

» V je kone€nd mnoZina uzld a

» E C V? je mnoZina hran.

Hrana (u,u) se nazyva smycka.
Pokud (u,v) je hrana, ¥ikime, Ze u a v jsou incidentn.

O— O

G_®

Obréazek: Orientovany graf
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Graf G' = (V/,E') je podgraf grafu G = (V,E), jestlize
» VVCVaE CE.

Mgme V" C V. Podgraf indukovany V" je graf G’ = (V",E"), kde
» E' ={(u,v) € E:u,veV"}

O—F © @—'@) ®

/]

Obréazek: Graf a jeho podgraf indukovany mnoZinou {1,2,3,6}.
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Neorientovany graf G je dvojice
G=(V,E),

kde
» V je kone€nd mnoZina uzld a
» EC (‘2/) je mnoZina hran.

Pozndmka

Hrana je mnoZina {u,v}, kde u,v € V a u # v. | v neorientovaném
p¥ipad& viak budeme hrany znatit (u,v) a povaZovat (u,v) a (v,u) za
stejnou hranu. Smycky nejsou povoleny.

® ©

Obrazek: Neorientovany graf
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» Stupefi uzlu u v neorientovaném grafu je pocet uzlli s nim
incidentnich, zna&i se d(u).

» d(1) =d(2) =d(5) =2, d(3) =d(6) =1, d(4) = 0.

» Pokud d(u) = 0, nazyva se u izolovany uzel.

® ©

Obréazek: Neorientovany graf

18 / 210



> Vystupni stupefi uzlu u v orientovaném grafu je pocet hran z ngj
vychdzejicich, znati se d_(u).

> Vstupni stupen uzlu u je polet hran do néj vstupujicich, znaéi se

di(u).

Stupen uzlu u je soulet vystupniho a vstupniho stupné.

d_(2) =3,d,.(2) =2,d(2) =5.

v

v

® ®

A

Obréazek: Orientovany graf
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» Posloupnost uzld (vg,v1,0y,...,v), kde (v;_1,v;) € E pro
i=1,2,...,k, se nazyva sled délky k z vy do .
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» Posloupnost uzld (vg,v1,0y,...,v), kde (v;_1,v;) € E pro
i=1,2,...,k, se nazyva sled délky k z vy do .

» Sled je tedy urcen uzly vy, vy, ..., a hranami (vg,v1), (v1,02), ...,
(vx_1,0x). Délka sledu je pocet jeho hran.
> Rovnéz se ptipousti sled délky 0 z u do u, pro viechny uzly u.
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>

v

v

Posloupnost uzli (v, v1,0y,...,vk), kde (v;_1,v;) € E pro
i=1,2,...,k, se nazyva sled délky k z vy do .

Sled je tedy uréen uzly vg, vy, ..., vk a hranami (vo,v1), (v1,02), ...

(vx_1,0x). Délka sledu je pocet jeho hran.

Rovnéz se pfipousti sled délky O z u do u, pro vSechny uzly u.

Pokud existuje sled s z u do v/, ¥ik
v S
sledem s, znaeno u ~> u’.

7 ~

ame, 7

e 1’ je dosaZitelny z u
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Rovnéz se pfipousti sled délky O z u do u, pro vSechny uzly u.

Pokud existuje sled s z u do 1/, ¥ikdme, %e 1’ je dosaZitelny z u

v S /
sledem s, znaceno u ~~> u'.

Tah je sled, ve kterém se neopakuji hrany.
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Posloupnost uzli (v, v1,0y,...,vk), kde (v;_1,v;) € E pro
i=1,2,...,k, se nazyva sled délky k z vy do .

Sled je tedy uréen uzly vg, vy, ..., vk a hranami (vo,v1), (v1,02), ...
(vx_1,0x). Délka sledu je pocet jeho hran.

Rovnéz se pfipousti sled délky O z u do u, pro vSechny uzly u.

Pokud existuje sled s z u do 1/, ¥ikdme, %e 1’ je dosaZitelny z u
v S
sledem s, znageno u ~> u'.

Tah je sled, ve kterém se neopakuji hrany.

Cesta je sled, ve kterém se neopakuji uzly.

® » (1,2,5,4) je cesta

» (2,5,4,5) je sled, ktery nenf
cestou (jde o tah?)

O—
oW
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» Podsled (podtah,podcesta) sledu (v, v1,vy,...,vk) je podposloupnost
sousedicich uzld, tj. (v;,vi11,Viy2,...,0;), pro 0 < i <j <k
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» Pro neorientovany graf je tedy k > 3.
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Podsled (podtah,podcesta) sledu (vg, v1,0y,...,v;) je podposloupnost
sousedicich uzld, tj. (v;,vi11,Viy2,...,0;), pro 0 < i <j <k

Sled (tah, cesta) (v, v1,v2,...,Uk) se nazyva uzavieny, pokud
obsahuje alespoii jednu hranu a vg = .

Pro neorientovany graf je tedy k > 3.

Uzav¥end cesta se nazyva kruznice. Orientovand kruZnice se nazyva
cyklus.

> (2,2) je cyklus délky 1
» (1,2,4,1) je cyklus
>

(1,2,4,5,4,1) je ale uzavfeny
sled, ktery neni cyklus

O— ©
oWl
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» (1,2,5,1) je kruznice

» (3,6,3) neni kruZnice
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®
» (1,2,5,1) je kruznice

» (3,6,3) neni kruZnice

® ©

» Orientovany graf se nazyva prosty, pokud neobsahuje smyky.
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®
» (1,2,5,1) je kruznice

» (3,6,3) neni kruZnice

® ©

» Orientovany graf se nazyva prosty, pokud neobsahuje smyky.

» Graf bez cykld (kruZnic) se nazyva acyklicky.
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> Neorientovany graf se nazyva souvisly, pokud mezi libovolnymi dvéma
uzly existuje cesta.
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> Neorientovany graf se nazyva souvisly, pokud mezi libovolnymi dvéma
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> Neorientovany graf se nazyva souvisly, pokud mezi libovolnymi dvéma
uzly existuje cesta.
» Souvislé komponenty grafu jsou t¥idy ekvivalence mnoZiny uzlli podle

relace “

Graf ma t¥i souvislé komponenty:
O, » {1,2,5}
> {3,6}
® © > {4}
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» Orientovany graf se nazyva siln& souvisly, pokud mezi libovolnymi
dvéma uzly existuje orientovand cesta.
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» Orientovany graf se nazyva siln& souvisly, pokud mezi libovolnymi
dvéma uzly existuje orientovand cesta.

> Silné souvislé komponenty grafu jsou t¥idy ekvivalence mnoZiny uzli
podle relace “jsou vzajemné dosazitelné”.

Graf ma t¥i siln& souvislé komponenty:
» {1,2,4,5}
> {3}

@O—
@ > {6}

24 / 210



Reprezentace grafi
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Necht G = (V,E) je graf. Zavedeme n3sledujici zna&eni:
- n=1V]

» m = |E|.

1. Seznam sousedi

» preferovand reprezentace,
» vyhodn&j3i zejména pro ¥idké grafy, tj. takové grafy, kde m < n?,
» vétSina dale uvedenych algoritm{ pouZiva pravé tuto reprezentaci.
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Necht G = (V,E) je graf. Zavedeme n3sledujici zna&eni:
- n=1V]

» m = |E|.

1. Seznam sousedi
» preferovand reprezentace,
» vyhodn&j3i zejména pro ¥idké grafy, tj. takové grafy, kde m < n?,
» vétSina dale uvedenych algoritm{ pouZiva pravé tuto reprezentaci.

2. Matice sousednosti

> miiZe byt vyhodn&j¥i pro husté grafy, tj. ty, kde m je skoro n?

» nebo kdyZ pot¥ebujeme rychle rozhodnout, zda graf obsahuje hranu
spojujici dva dané uzly.
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Seznam sousedu

Seznam sousedil grafu G = (V, E) sestdva z
» pole Adj[1...n] majici n seznam, jeden pro kazdy uzel z V,
» kde Adj[u] obsahuje vechny uzly v takové, %e (u,v) € E.

Y 7*>5/
ENnENOE RO NG
3| 2 7*>4/

o 2 [ s 7*>z/
5i~>4 = 1 7*»2/

3 =N VN Y

:

R R R
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» Pokud G je orientovany graf, pak soulet délek seznami seznamu
soused(i je 11, protoZe kazda hrana tvaru (u,v) je reprezentovana v
vyskytujicim se v Adj[u].

» Pokud G je neorientovany graf, pak soulet délek seznamil seznamu
soused(i je 21, protoZe kazda hrana (u,v) je reprezentovdna v
vyskytujicim se v Adj[u] a u vyskytujicim se v Adj[v].

» MnoZstvi obsazené paméti je v obou p¥ipadech stejnd, @ (m + n).
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Ohodnoceny graf

» Ohodnoceny graf je takovy graf, kde kazda jeho hrana ma p¥ifazenu
néjakou hodnotu, typicky danou vahovou funkci w : E — RR.
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Ohodnoceny graf

» Ohodnoceny graf je takovy graf, kde kazda jeho hrana ma p¥ifazenu
néjakou hodnotu, typicky danou vahovou funkci w : E — RR.

» Seznam soused( se snadno roz&i¥i pro ohodnocené grafy tak, Ze
hodnota w(u,v) je uloZena s uzlem v v seznamu Adj[u].

» Nevyhoda: zjistit, zda je hrana (u,v) p¥itomn3 v grafu znamen3
hledat v v celém seznamu Adj[u].
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Matice sousednosti
Necht G = (V,E) je graf a predpoklddejme, Ze uzly jsou n&jak okisloviny
¢isly 1,2,...,n. Matice sousednosti A = (a;;) je Etvercova matice ¥adu n

takova, Ze
b4l pokud (i,j) € E,
71 0 jinak.

1 2 3 4 5 6

110 1 01 0 O

@ O 2/{0 0 0 0 1 O
3]0 0 0 0 1 1

@: 410 1 0 0 0 O

© @ 5/0 0 01 0 O
6|0 0 0 0 0 1
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1 2 3 4 5

® (2) 1[0 1 0 0 1
2|11 0 1 1 1

"9 3/0 1010

©) @ 410 1 1 0 1
511 1 0 1 O

> Mno¥stvi obsazené paméti je bez ohledu na pottu hran ©(n?).

> Lepsi nebo horsi?
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1 2 3 4 5

® (2) 1[0 1 0 0 1
2|11 0 1 1 1

"9 3/0 1010

©) @ 410 1 1 0 1
511 1 0 1 O

> Mno¥stvi obsazené paméti je bez ohledu na pottu hran ©(n?).

> Lepsi nebo horsi?

> Transponovand matice k A = (a;) je matice AT = (”3;) kde a; = aj;.
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v

v

v

v

1 2 3 4 5
110 1 0 0 1
2|1 0 1 1 1
3/]0 1 0 1 O
4/0 1 1 0 1
5/1 1 0 1 O

2

MnoZstvi obsazené paméti je bez ohledu na po&tu hran ©(n

~—

Lepsi nebo horsi?
Transponovana matice k A = (a;;) je matice AT = (ag) kde a; = aj;.

Pro matici sousednosti A neorientovaného grafu plati A = AT.
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Pro matici sousednosti A neorientovaného grafu plati A = AT.

Stali tedy uloZit do paméti pouze &ast matice nad diagondlou.
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MnoZstvi obsazené paméti je bez ohledu na po&tu hran ©(n
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Lepsi nebo horsi?

Transponovana matice k A = (a;;) je matice AT = (ag) kde a; = aj;.
Pro matici sousednosti A neorientovaného grafu plati A = AT.

Stali tedy uloZit do paméti pouze &ast matice nad diagondlou.

Necht G = (V,E) je ohodnoceny graf, pak

I w(i,j) pokud (i,j) € E,
Y7 | NIL  jinak,

kde NIL je néjaka unikatni hodnota, vétSinou 0 &i co.
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Prohledavani do Sitky
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Prohled4véni do &itky (BFS)

» Vstup: (ne)orientovany graf G = (V,E) a uzel s € V.
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v

Vstup: (ne)orientovany graf G = (V,E) a uzel s € V.

v

Prochdazi viechny uzly dostupné z s a potitd jejich vzdalenost (polet
hran) od s.

v

Vytva¥i strom prohleddvani do 8itky s kofenem s obsahujici vSechny
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Prohled4véni do &itky (BFS)

vV v v v

Vstup: (ne)orientovany graf G = (V,E) a uzel s € V.
Prochdazi viechny uzly dostupné z s a potitd jejich vzdalenost (polet
hran) od s.

Vytva¥i strom prohleddvani do 8itky s kofenem s obsahujici vSechny
uzly dosaZitelné z s. Cesta z s do v je nejkrat¥i cestou v grafu.

P¥i prochazeni grafu obarvuje uzly bilou, $edou a €ernou barvou.

Reprezentace grafu — seznam soused.
color[u] € {WHITE, GRAY, BLACK}.
7t[u] je predchidce u na cesté z s.

d[u] je zdalenost u od s (pocet hran, déle bude rozsifeno na
ohodnocené grafy).
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BFS(G,s)
1 forkazdy uzelu € V — {s}
do color[u] «— WHITE
d[u] «— oo
mlu] < NIL
color[s] «— GRAY
dfs] <0
7t[s] < NIL
Q<0
ENQUEUE(Q, s)
while Q # O
11 do u «— DEQUEUE(Q)
12 for kazdy v € Adj[u]
13 do if color[v] =WHITE
14 then color[v] < GRAY
15 d[v] — d[u] +1
16 nt[v] «— u
17 ENQUEUE(Q, v)
18 color[u] < BLACK

—_
OO XU Wi
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BFS — piiklad




BFS — piiklad
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BFS — piiklad
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Analyza BFS

» Ve while-cyklu jiZz neni mozno obarvit uzel na bilo.
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Analyza BFS

» Ve while-cyklu jiZz neni mozno obarvit uzel na bilo.

» Rédek 13 proto zarutuje, ¥e kazdy uzel bude za¥azen do fronty
(a nasledng vybrdn z fronty) nejvy3e jednou.

» Operace vkldddni a vybirani prvku z fronty je konstantni, tj. O(1),
takZe celkovy &as na operace fronty je O(n).

> ProtoZe se seznam sousedl daného uzlu prochdzi pouze p¥i jeho
vybrani z fronty, je seznam skenovan nejvyse jednou.

» JelikoZ je suma délek t&hto seznamii rovna ©(m), je celkovy &as
skenovéni seznamu sousedt O(m).

» Inicializace zabere ¢as O(n), proto je celkovy &as algoritmu
O(m + n), tj. linedrni vzhledem k velikosti reprezentace grafu G.
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Nejkratsi cesty

» Jak jiz bylo ¥e€eno, BFS rovn&Z uréi vzdilenost v3ech uzli od daného
vstupniho uzlu s.
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» Definujme nejkrat3i vzdalenost é(s,v) z s do v jako minimalni po&et
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Nejkratsi cesty

» Jak jiz bylo ¥e€eno, BFS rovn&Z uréi vzdilenost v3ech uzli od daného
vstupniho uzlu s.

» Definujme nejkrat3i vzdalenost é(s,v) z s do v jako minimalni po&et
hran na jakékoliv cesté z s do v. Pokud cesta neexistuje, je
d(s,v) = .

» Cesta délky 6(s,v) z s do v je nejkrat3i cesta z s do v.
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Lemma 2.
Necht G = (V,E) je orientovany & neorientovany graf a necht s € V je
libovolny uzel. Pak pro kaZdou hranu (u,v) € E plati, Ze

o(s,v) <d(s,u)+1.

Dikaz.

» Pokud je uzel u dosazitelny z s, pak je rovnéz uzel v dosazitelny z s.
To ale znamen3, Ze nejkratsi cesta z s do v nemiize byt delsi nez
nejkratsi cesta z s do u ndsledovana hranou (u,v). Nerovnost tedy
plati.
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Lemma 2.
Necht G = (V,E) je orientovany & neorientovany graf a necht s € V je
libovolny uzel. Pak pro kaZdou hranu (u,v) € E plati, Ze

o(s,v) <d(s,u)+1.

Dikaz.

» Pokud je uzel u dosazitelny z s, pak je rovnéz uzel v dosazitelny z s.
To ale znamen3, Ze nejkratsi cesta z s do v nemiize byt delsi nez
nejkratsi cesta z s do u ndsledovana hranou (u,v). Nerovnost tedy
plati.

» Pokud uzel u neni dosaZitelny z s, pak (s, 1) = co a nerovnost op&t
plati.

O
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Lemma 3.
Necht G = (V,E) je orientovany & neorientovany graf a prepoklddejme,

Ze BFS je spusténo na G z uzlu s € V. Pak po ukonceni BFS plati, Ze
d[v] > 6(s,v) pro kaZdév € V.

Dikaz.
» Indukci vzhledem k pottu ENQUEUE operaci. IP je d[v] > é(s,v) pro
viechna v € V.

]
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» Indukci vzhledem k pottu ENQUEUE operaci. IP je d[v] > é(s,v) pro

véechnav € V.
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Lemma 3.

Necht G = (V,E) je orientovany & neorientovany graf a prepoklddejme,
Ze BFS je spusténo na G z uzlu s € V. Pak po ukonceni BFS plati, Ze
d[v] > 6(s,v) pro kaZdév € V.

Diikaz.
» Indukci vzhledem k pottu ENQUEUE operaci. IP je d[v] > é(s,v) pro
viechna v € V.
» Béze: d[s] =0 =6(s,s) ad[v] =00 >d(s,v), v €V —{s}.
» Necht v je bily uzel prozkoumany b&hem prohledavani z u. Z IP mame
d[u] > 6(s,u). Z ¥adku 15 BFS, IP a pfedchoziho lemmatu mame

dlv] =dlu]+1>6(s,u)+1>6(s,0).

Uzel v je poté vloZen do fronty a uZ nikdy nenf vloZen znovu do
fronty, protoZe je Sedy a ¥adky 14—17 se vykondvaji pouze pro bilé
uzly, tj. hodnota d[v] se jiz nezméni.

O]
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Lemma 4.

Necht b&hem provddéni BFS na grafu G = (V,E) obsahuje fronta Q uzly
(v1,02,...,0r), kde vy je prvni prvek Q a v, je posledni prvek Q. Pak
dloy] < d[v1] +1 ad[v] <d[vipq] proi=1,2,...,r—1.

Dikaz.

» Indukci vzhledem k po&tu operaci fronty. Na potatku je Q = (s) a
tvrzeni plati. Tvrzeni plati po obou frontovych operacich:

O
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(v1,02,...,0r), kde vy je prvni prvek Q a v, je posledni prvek Q. Pak
dloy] < d[v1] +1 ad[v] <d[vipq] proi=1,2,...,r—1.

Dikaz.

» Indukci vzhledem k po&tu operaci fronty. Na potatku je Q = (s) a
tvrzeni plati. Tvrzeni plati po obou frontovych operacich:

» v1 odebrdno, pak v novy prvni prvek (pokud se fronta vyprazdni,
trvzeni plati trividlng). Z IP mame d[v1] < d[v,]. Pak ale
dlv,] < d[v1] +1 < d[vs] + 1, zbytek nerovnosti je nezmé&nén.
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Lemma 4.
Necht b&hem provddéni BFS na grafu G = (V,E) obsahuje fronta Q uzly

(v1,02,...,0r), kde vy je prvni prvek Q a v, je posledni prvek Q. Pak
dloy] < d[v1] +1 ad[v] <d[vipq] proi=1,2,...,r—1.

Diikaz.

» Indukci vzhledem k po&tu operaci fronty. Na potatku je Q = (s) a
tvrzeni plati. Tvrzeni plati po obou frontovych operacich:

» v1 odebrdno, pak v novy prvni prvek (pokud se fronta vyprazdni,
trvzeni plati trividlng). Z IP mame d[v1] < d[v,]. Pak ale
dlv,] < d[v1] +1 < d[vs] + 1, zbytek nerovnosti je nezmé&nén.

» v,.1 vloZzeno do Q (¥adek 17). V tu dobu je jiz z Q vyjmut uzel u,
jehoZ seznam se prochdzi. Z IP madme d[u] < d[v,]. Tedy,
d[vp41] = d[u] +1 < d[v1] + 1. Proto d[v,] <jp d[u] +1 = d[v,41].
Zbytek nerovnosti je nezménén.

L]
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Corollary 5.

Necht uzly v; a vj jsou vloZeny do fronty béhem provadéni BFS a Ze v; je
vloZeno pFed v;. Pak d[v;] < d[v;] v okamZiku vloZeni v; do fronty.
Dikaz.

Z predchoziho lemmatu a vlastnosti, Ze kazdy uzel obdrzi koneénou
hodnotu d nejvyse jednou b&hem vypottu. O]
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Theorem 6 (Korektnost algoritmu BFS).

Necht G = (V,E) je (ne)orientovany graf a s € V. Pak BFS(G,s)
prozkoumd vsechny uzly v € V dosaZitelné z s a po ukonceni plati, Ze
d[v] = (s, v) pro vsechna v € V. Pro kaZdy uzel v # s dosaZitelny z s
navic plati, Ze jedna z nejkratsich cest z s do v je nejkratsi cesta z s do
7t[v] ndsledovand hranou (7t[v],v).

Diikaz

» Sporem. Necht v je uzel s minimélni §(s,v) takovy, Ze d[v] # (s, v).
Ziejm& v #£ s.
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v, tj. 8(s,v) = (s, u) + 1. Protoze §(s,u) < &(s,v) a vzhledem k
volb& v, plati d[u] = (s, u).
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Theorem 6 (Korektnost algoritmu BFS).

Necht G = (V,E) je (ne)orientovany graf a s € V. Pak BFS(G,s)
prozkouma vsechny uzly v € V dosaZitelné z s a po ukonceni plati, Ze
d[v] = (s, v) pro vsechna v € V. Pro kaZdy uzel v # s dosaZitelny z s
navic plati, Ze jedna z nejkratsich cest z s do v je nejkratsi cesta z s do
t[v] ndsledovand hranou (7t[v],v).

Diikaz

» Sporem. Necht v je uzel s minimélni §(s,v) takovy, Ze d[v] # (s, v).
Ziejm& v #£ s.

» Lemma 3 ¥ikd, ze d[v] > é(s,v), proto d[v] > &(s,v). Navic, v musi
byt dosaZitelny z s, protoZe jinak je d(s,v) = oo > d[v].

» Necht u je uzel bezprosttedn& predchdzejici v na nejkrat$i cest& z s do
v, tj. 8(s,v) = (s, u) + 1. Protoze §(s,u) < &(s,v) a vzhledem k
volb& v, plati d[u] = (s, u).

> Celkem tedy d[v] > 6(s,v) = (s, u) +1 =d[u] + 1.

42 / 210



Diikaz(pokra&ovani).

» UvaZme nyni BFS v dobg&, kdy u je vybirdano z Q na Fadku 11, tj. v je
bud bily, $edy, nebo Zerny.

43 / 210



Diikaz(pokra&ovani).

» UvaZme nyni BFS v dobg&, kdy u je vybirdano z Q na Fadku 11, tj. v je
bud bily, $edy, nebo Zerny.
» v je bily, pak ¥ddek 15 nastavuje d[v] = d[u] + 1 — spor.

43 / 210



Diikaz(pokra&ovani).
» UvaZme nyni BFS v dobg&, kdy u je vybirdano z Q na Fadku 11, tj. v je
bud bily, $edy, nebo Zerny.
» v je bily, pak ¥ddek 15 nastavuje d[v] = d[u] + 1 — spor.
> v je Cerny, pak v jiz bylo vybrano z Q a podle Disledku 5 je
d[v] < d[u] - spor.

43 / 210
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d[v] < d[u] - spor.

> v je Sedy, pak v bylo obarveno p¥i vyb&ru n&jakého uzlu w, jenZ byl
vybrdn z Q d¥ive nez u. Navic, d[v] = d[w] + 1. Podle Dasledku 5 je
dlw] < d[u], tj. d[v] < d[u] +1 - spor.

» Tedy d[v] = 6(s,v) pro viechna v € V. Navic, viechny uzly
dosaZitelné z s musi byt prozkoumany, protoZe jinak je jejich d
hodnota nekonecno.
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Diikaz(pokra&ovani).

>

UvaZme nyni BFS v dobg&, kdy u je vybirdno z Q na ¥adku 11, tj. v je
bud bily, $edy, nebo Zerny.

v je bily, pak ¥ddek 15 nastavuje d[v] = d[u] + 1 — spor.

v je Cerny, pak v jiz bylo vybrano z Q a podle Disledku 5 je

d[v] < d[u] - spor.

v je Sedy, pak v bylo obarveno p¥i vybéru néjakého uzlu w, jenz byl
vybrdn z Q d¥ive nez u. Navic, d[v] = d[w] + 1. Podle Dasledku 5 je
dlw] < d[u], tj. d[v] < d[u] +1 - spor.

Tedy d[v] = é(s,v) pro v8echna v € V. Navic, viechny uzly
dosaZitelné z s musi byt prozkoumany, protoZe jinak je jejich d
hodnota nekonetno.

Kone&ng, viimnéme si, e kdy? 7t[v] = u, pak d[v] = d[u] + 1, tj.
nejkratdi cestu z s do v miZeme ziskat p¥iddnim hrany (7t[v],v) k
nejkratsi cesté z s do 7t[v].

0
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Strom prohledavani do 3itky (BFS strom)

» Necht 7 je pole predchidcl vypottené procedurou BFS(G,s) na
n&jakém grafu G = (V,E) auzlus € V.
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Strom prohledavani do 3itky (BFS strom)

v

Necht 7t je pole predchidch vypottené procedurou BFS(G,s) na
n&jakém grafu G = (V,E) auzlus € V.

Podgraf predchidci grafu G je graf G = (V, Ex), kde
Ve={veV:mv] #NIL} U{s} a
Er = {(n[v],v):v € V,—{s}}.

v

v

v
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Strom prohledavani do Sitky (BFS strom)

» Necht 7 je pole predchidcl vypottené procedurou BFS(G,s) na
n&jakém grafu G = (V,E) auzlus € V.

» Podgraf predchidci grafu G je graf G = (V,Ex), kde

» Vi={veV:nv] #NIL} U {s} a

» Ex ={(n[v],v) :v € Vz—{s}}.

» Graf G, je BFS strom, pokud V obsahuje pouze uzly dosaZitelné z s

a pro v8echna v € V existuje pouze jedina cesta z s do v, kterd je
zaroven nejkratsi cestou.

» BFS strom je strom, nebot plati, 2e |E;| = |V| — 1.
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Lemma 7.
Necht G je orientovany & neorientovany graf. Procedura BFS konstruuje
7T tak, Ze G je BFS strom.

Diikaz.

» Radek 16 BFS nastavuje 7t[v] = u pravé kdy? (u,v) € E a
d(s,v) < 0.
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Lemma 7.
Necht G je orientovany & neorientovany graf. Procedura BFS konstruuje
7T tak, Ze G je BFS strom.

Dikaz.
» Radek 16 BFS nastavuje 7t[v] = u pravé kdy? (u,v) € E a
3(s,v) < o0.
» V. tedy obsahuje pouze uzly dosazitelné z s.

» ProtoZe G je strom, obsahuje pouze jednu cestu z s do kazdého z
ostatnich uzld.

> Induktivni aplikaci Teorému 6 dostavame, Ze kazda tato cesta je
nejkratsi.
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Tisk nejkratsi cesty z s do v

PRINT-PATH(G, s, v)
1 ifv=s

2 thenprints

3  elseif [v] = NIL

4 then print “Cesta z” s “do” v “neexistuje!”
5 else PRINT-PATH(G, s, t[v])

6 print v

SloZitost O(n).
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Prohledavani do hloubky



Prohledavani do hloubky (DFS)

» Vstup: (ne)orientovany graf G = (V, E).
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Prohledavani do hloubky (DFS)

v

Vstup: (ne)orientovany graf G = (V,E).
Na rozdil od BFS prochazi DFS viechny uzly.

P¥i prochazeni grafu obarvuje uzly bilou, $edou a ¢ernou barvou.

v

v

v

PouZiva pole pfedchiidci 7.
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Prohledavani do hloubky (DFS)

v

Vstup: (ne)orientovany graf G = (V,E).
Na rozdil od BFS prochazi DFS viechny uzly.

v

v

P¥i prochazeni grafu obarvuje uzly bilou, $edou a ¢ernou barvou.

v

PouZiva pole pfedchiidci 7.

v

Vytva¥i les prohleddvani do hloubky obsahujici vechny uzly grafu,
ktery je definovéan takto: G, = (V,Ex), kde

E; ={(n[v],v) :v €V, n[v] # NIL}.
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» Reprezentace grafu — seznam sousedd.
» color[u] € {WHITE, GRAY, BLACK}.
» d[u] je Casovd zndmka prvniho prozkoumani uzlu (obarveni na ¥edo).

> f[u] je Casovd zndmka dokon&eni prozkoumavani seznamu sousedi
uzlu u (zalern&ni uzlu).
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» Reprezentace grafu — seznam sousedd.
» color[u] € {WHITE, GRAY, BLACK}.
» d[u] je Casovd zndmka prvniho prozkoumani uzlu (obarveni na ¥edo).

> f[u] je Casovd zndmka dokon&eni prozkoumavani seznamu sousedi
uzlu u (zalern&ni uzlu).

1 <du] < flu] <2n.

color[u] =WHITE v Zase pred d[u].

color[u] =GRAY v &ase d[u] az f[u].
u] =BLACK v &ase po f[u].

time je globalni proménna.

color|

vV v v v Y
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DFs(G)

1 for kazdy uzelu € V

2 do color[u] «— WHITE

3 mt[u] « NIL

4 time 0

5 forkazdyuzelu c¢ V

6 do if color[u] = WHITE
7 then DFsS-VISIT(u)
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DFS-VISIT (1)

color[u] «— GRAY

time < time 41

d[u] « time

for kazdy uzel v € Adju]
do if color[v] = WHITE

DFs(G)

1 for kazdy uzelu € V

2 do color[u] «— WHITE
3 mt[u] « NIL

4 time — 0 then 77[v] — u

5 forkazdy uzelu € V DFs-VISIT(v)
6 do if color[u] = WHITE g color[u] «— BLACK

7 then DFs-VISIT(u) 9 flu] « time «— time + 1

NON Ok WDN -
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DFS - p¥iklad

Obrazek: B zna&i back hranu, F zna&i forward hranu a C zna&i cross hranu.
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Casova slo¥itost DFS

DFs(G)

1 forkazdyuzelu € V

2 do color[u] «— WHITE

3 7t[u] « NIL

4 time +— 0

5 forkazdyuzelu c¢ V

6 do if color[u] = WHITE
7 then DFS-VISIT(u)

» Cykly na ¥adcich 1-3 a 57 bez volani funkce DFS-VISIT vezmou &as

O(n).
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Casova slo¥itost DFS

DFS-VISIT (1)
color[u] «— GRAY
time «+ time + 1
d[u] < time
for kazdy uzel v € Adj[u]
do if color[v] = WHITE
then 7t[v] — u
DFs-VISIT(v)
color[u] «— BLACK
flu] « time — time + 1

O O IO Ul WN -

» Funkce je voldna pouze na bilé uzly a prvni véc, kterou udéla, je jejich
obarveni na Sedo. Je tedy volana presné jednou pro kazdy uzel v € V.
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Casova slo¥itost DFS

DFS-VISIT (1)
color[u] «— GRAY
time «+ time + 1
d[u] < time
for kazdy uzel v € Adj[u]
do if color[v] = WHITE
then 7t[v] — u
DFs-VISIT(v)
color[u] «— BLACK
flu] « time — time + 1

O O IO Ul WN -

v

Funkce je voldna pouze na bilé uzly a prvni véc, kterou udéla, je jejich
obarveni na Sedo. Je tedy volana presné jednou pro kazdy uzel v € V.

v

Pro kazdy uzel v je cyklus 4-7 provadén |Adj[v]|-krat.
Jelikoz Y ey |Adj[v]| = ©(m), je celkové cena Yadkd 4-7 ©(m).
Celkov3 sloZitost je tedy ©(m + n).

v

v
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/Zavorkova véta

V prohleddvani do hloubky (ne)orientovaného grafu G = (V,E) pro
libovolné dva uzly u a v plati pravé jedno z nasledujicich:

> intervaly [d[u],f[u]] a [d[v],f[v]] jsou disjunktni a ani u nenf
naslednikem v ani v neni naslednikem u v DFS lese,

» interval [d[u],f[u]] je cely obsaZen v intervalu [d[v],f[v]] a u je
naslednikem v v n&jakém DFS stromé&, nebo

» interval [d[v],f[v]] je cely obsaZen v intervalu [d[u],f[u]] a v je
naslednikem u v n&jakém DFS stromé.
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Zavorkovd véta
V prohleddvani do hloubky (ne)orientovaného grafu G = (V,E) pro
libovolné dva uzly u a v plati pravé jedno z nasledujicich:

> intervaly [d[u],f[u]] a [d[v],f[v]] jsou disjunktni a ani u nenf
naslednikem v ani v neni naslednikem u v DFS lese,

» interval [d[u],f[u]] je cely obsaZen v intervalu [d[v],f[v]] a u je
naslednikem v v n&jakém DFS stromé&, nebo

» interval [d[v],f[v]] je cely obsaZen v intervalu [d[u],f[u]] a v je
naslednikem u v n&jakém DFS stromé.

Diikaz pro d[u] < d[v] (opa&nd nerovnost se dokaZze podobng).

» d[v] < f[u], pak v bylo prozkoumano, kdyZ u bylo $edé. Protoze v
prozkoumdano pozd&ji neZ u, je v dokoneno pred u, tj. f[v] < flu].
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/Zavorkova véta

V prohleddvani do hloubky (ne)orientovaného grafu G = (V,E) pro
libovolné dva uzly u a v plati pravé jedno z nasledujicich:

> intervaly [d[u],f[u]] a [d[v],f[v]] jsou disjunktni a ani u nenf
naslednikem v ani v neni naslednikem u v DFS lese,

interval [d[u],f[u]] je cely obsaZen v intervalu [d[v],f[v]] a u je
naslednikem v v n&jakém DFS stromé&, nebo

interval [d[v],f[v]] je cely obsaZen v intervalu [d[u],f[u]] a v je
naslednikem u v n&jakém DFS stromé.

Diikaz pro d[u] < d[v] (opa&nd nerovnost se dokaZze podobng).

» d[v] < f[u], pak v bylo prozkoumano, kdyZ u bylo $edé. Protoze v
prozkoumdano pozd&ji neZ u, je v dokoneno pred u, tj. f[v] < flu].

> flu] < d[v], pak z vlastnosti d[v] < f[v] plyne, Ze oba intervaly jsou
disjunktni. Navic, kdyZ je prozkoumavan uzel z jednoho intervalu,
nejsou uzly druhého Sedé, proto nemiZe byt jejich naslednikem.
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Corollary 8.

Uzel v je ndslednikem uzlu u v DFS lese grafu G = (V,E) pravé tehdy,
kdyZ
dlu] < dv] < flv] < flu].
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Véta o bilé cesté

V DFS lese grafu G = (V,E) je uzel v naslednikem uzlu u privé tehdy,
kdyZ v Ease d|u] existuje cesta z u do v obsahujici pouze bilé uzly.
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Véta o bilé cesté

V DFS lese grafu G = (V,E) je uzel v naslednikem uzlu u privé tehdy,
kdyZ v Ease d|u] existuje cesta z u do v obsahujici pouze bilé uzly.

Diikaz.

=: Necht v je naslednikem u. Necht w je uzel na cest& z u do v v DFS
lese. Protoze w je naslednikem u, je podle p¥edchoziho diisledku
d[u] < dlw]. Tedy w je v &ase d[u] bilé.

< Necht v je nejbliz&im uzlem k u dosaZitelnym z u v &ase d[u] n&akou
bilou cestou takovy, Ze neni naslednikem u v DFS lese.

» Necht w je predchiidce v na dané cesté. Pak w je naslednikem u a
podle predchoziho disledku je f[w] < f[u] (w miZe byt u).

» ProtoZe v musi byt objeveno po u, ale pfed ukonéenim w, je
lu] < dlo] < flw] < flu]

» Zavorkova véta ¥ika, Ze interval [d[v],f[v]] je cely obsaZen v intervalu
[d[u],f[u]]. Pfedchozi diisledek dava, Ze v je naslednikem u.

L]
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Klasifikace hran

1. Stromové hrany jsou hrany DFS lesa G,. (u,v) je stromova hrana,
jestlize v bylo poprvé objeveno prozkoumdavanim hrany (u,v).
Zvyraznéné hrany v pfedchozich p¥ikladech.

2. Zpétné hrany jsou hrany (u,v) spojujici u s pfedchiidcem v v DFS
lese. Smy€ky jsou zpé&tné hrany. V p¥ikladech znaceno B.

3. Doptedné hrany jsou hrany (u,v) spojujici u s naslednikem v v DFS
lese. V ptikladech znaéeno F.

4. Cross hrany jsou viechny ostatni hrany.
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Priklad
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Nakresleni

KaZdy graf Ize nakreslit tak, Ze stromové a dopfedné hrany vedou dolil a
zpétné hrany vedou nahoru.
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DFS a klasifikace hran

Necht (u,v) je hrana. Pak b&hem provddéni DFS je moZno tuto hranu
klasifikovat podle barvy uzlu v nasledovné:

1. bild indikuje stromovou hranu,
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DFS a klasifikace hran

Necht (u,v) je hrana. Pak b&hem provddéni DFS je moZno tuto hranu
klasifikovat podle barvy uzlu v nasledovné:
1. bild indikuje stromovou hranu,
2. 8edd indikuje zpétnou hranu a
3. &erna indikuje dopFfednou nebo cross hranu.
» (u,0) je dop¥ednd hrana, jestlize d[u] < d[v] a
> cross hrana, jestlize d[u] > d[v].
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Neorientovany graf

Theorem 9.

V prohledavani neorientovaného grafu G je kaZda hrana bud stromovd,
nebo zpétna.

Dikaz.

» Necht (u,v) je libovolnd hrana grafu G a necht d[u] < d[v].
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Diikaz.

» Necht (u,v) je libovolnd hrana grafu G a necht d[u] < d[v].
» Pak v se stane Cerny v dobg, kdy u je Sedy.

» Pokud je hrana (u,v) poprvé prozkoumana ve sméru z u do v, je v
bily — jinak bychom jiZ tuto hranu prozkoumali ve sméru od v do u.
(1,v) je tedy stromova hrana.
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Neorientovany graf

Theorem 9.

V prohledavani neorientovaného grafu G je kaZda hrana bud stromovd,
nebo zpétna.

Dikaz.

>

2

2

Necht (u,v) je libovolna hrana grafu G a necht d[u] < d[v].
Pak v se stane ¢erny v dobé, kdy u je Sedy.

Pokud je hrana (u,v) poprvé prozkoumdna ve sméru z u do v, je v
bily — jinak bychom jiZ tuto hranu prozkoumali ve sméru od v do u.
(1,v) je tedy stromova hrana.

Pokud je hrana (u,v) poprvé prozkoumdana ve sméru z v do u, je u
stdle Sedy — protozZe u je Sedy v dobé, kdy je hrana poprvé
prozkoumdna. (u,v) je tedy zp&tnd hrana.

O
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Topologické usporadan
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Topologické usporadan

» Aplikace DFS

63 / 210



Topologické usporadani
» Aplikace DFS
» Topologické uspo¥adani orientovaného acyklického grafu G = (V,E)

je linedrni uspo¥adani viech jeho uzli tak, Ze pokud (u,v) € E, pak u
pfedchazi v v onom usporadani.
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TOPOLOGICAL-SORT(G)

1 zavolej DFS(G) pro vypotet hodnot f[v]
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3 return L
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Topologické usporadani

» Aplikace DFS

» Topologické uspo¥adani orientovaného acyklického grafu G = (V,E)
je linedrni uspo¥adani viech jeho uzli tak, Ze pokud (u,v) € E, pak u
predchazi v v onom uspo¥adani.

> Pokud G neni acyklicky, pak Zadné linearni uspofadani neexistuje.

TOPOLOGICAL-SORT(G)

1 zavolej DFS(G) pro vypotet hodnot f[v]

2 kazdy dokonceny uzel zafad na zaatek seznamu uzla L
3 return L

» SloZitost DFs je ©®(m + n), p¥idani uzlu do seznamu je konstantni,
proto je celkova sloZitost @ (m + n).
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Topologické usporadani — priklad

11/16 ( spodky 17/18

13/14

12/15 ( kalhoty

kosile ) 1/8
/

6/7 | opasek

vazanka ) 2/5

bunda ) 3/4
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Topologické usporadani — priklad

vazanka

(ponoiky) (spod ky)—)(kalhoty hodinky M

17/18 11/16 12/15 13/14 9/10 1/8 6/7 2/5 3/4
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Lemma 10.
Orientovany graf G je acyklicky pravé kdy? Drs(G) nenajde Z3dnou
zpétnou hranu.

Dikaz.
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zpétnou hranu.

» Necht v je prvni uzel ¢ objeven procedurou DFs(G) a necht (u,v) je
predchdzejici hrana na cyklu c.

» V Case d[v] tvoFi hrany cyklu ¢ bilou cestu z v do u.
» Podle véty o bilé cest& plati, Ze u je naslednikem v v DFS lese. Proto
je (u,v) zpétna hrana.
L]
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Theorem 11.

Procedura TOPOLOGICAL-SORT(G) topologicky uspoFdda orientovany
acyklicky graf G.

Dikaz.
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» Necht DFS je spusténo na orientovany acyklicky graf G = (V,E) a
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acyklicky graf G.

Diikaz.

» Necht DFS je spusténo na orientovany acyklicky graf G = (V,E) a
ur¢i hodnoty f[v].

> Stali ukdzat, Ze pokud (u,v) € E, pak f[v] < f[u].

» Necht (u,v) je pravé prozkoumavéna procedurou DFs(G), pak v
nemiZe byt Zedy, protoZe jinak by byl v predchiidcem u a (u,v) by
byla zpétnd hrana — spor s pfedchozim lemmatem.

> v je bily, pak v je naslednikem u v DFS lese, a proto f[v] < f[u].

> v je Zerny, pak f[v] je jiZ nastaveno. JelikoZ u je stéle
prozkoumdvano, neni f[u] dosud nastaveno, proto f[v] < f[u].

O
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Silné souvislé komponenty
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Silné souvislé komponenty

» Aplikace DFS
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Silné souvislé komponenty

» Aplikace DFS

» G = (V,E) orientovany graf. Siln& souvisld komponenta je maximaln{
mnozina C C V takova, Ze pro kazdé u,v € C, u ~» v i v ~ u.
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Silné souvislé komponenty

» Aplikace DFS

» G = (V,E) orientovany graf. Siln& souvisld komponenta je maximaln{
mnozina C C V takova, Ze pro kazdé u,v € C, u ~» v i v ~ u.

Graf ma t¥i siln& souvislé komponenty:

@—' » {1,2,4,5}
> {3}

oWl > {6}
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» Transponovany graf grafu G = (V,E) je graf GT = (V,E"), kde
E" = {(u,9) : (v,u) € E}.
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» Transponovany graf grafu G = (V,E) je graf GT = (V,E"), kde
E" = {(u,9) : (v,u) € E}.

Scc(G)

1 zavolej DFS(G) pro vypocet hodnot f[u]

2 vypotitej GT

3 zavolej DFs(GT), ale v hlavnim cyklu uvazuj uzly
v klesajicim potadi podle hodnoty f[u]

4 na vystup dej uzly kazdého stromu z DFS lesa, uréeného na fadku 3,
jako samostatnou silné souvislou komponentu
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» Seznam sousedl GT se d4 ur&it ze seznam souseddl G v Zase
O(m +mn). Jak?
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» Transponovany graf grafu G = (V,E) je graf GT = (V,E"), kde
E" = {(u,9) : (v,u) € E}.

Scc(G)

1 zavolej DFS(G) pro vypocet hodnot f[u]

2 vypotitej GT

3 zavolej DFs(GT), ale v hlavnim cyklu uvazuj uzly
v klesajicim potadi podle hodnoty f[u]

4 na vystup dej uzly kazdého stromu z DFS lesa, uréeného na fadku 3,
jako samostatnou silné souvislou komponentu

v

SloZitost @ (m + n).

Seznam sousedli GT se d4 uréit ze seznam sousedii G v &ase

O(m +mn). Jak?

G a GT maji stejné siln& souvislé komponenty — u a v jsou vzdjemn&
dosaZitelné v G pravé kdy? jsou vzajemné dosaZitelné v G .

v

v
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SCC - ptiklad

Obrézek: Vysledek DFs(G). VyznaZeny stromové hrany a siln& souvislé
komponenty.

«O>» «Fr «=)r» «E)»

DA
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SCC - priklad

a/13/14 b/11/16 c/1/10

e/12/15

Obrézek: Graf GT a vysledek ¥adku 3 procedury Scc. Uzly b, ¢, g a h jsou koteny
stromi DFS lesa. Kazdy strom odpovida jedné siln& souvislé komponenté&.
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» Graf komponent grafu G = (V,E) je graf G = (V*¢, E5%)
definovan nasledovné:

» Necht Cy,Cy,...,Cy jsou siln& souvislé komponenty grafu G.
» VI ={v,0y,..., 00} CV, VNG #0,i=1,2,...,k
> (v;,v7) € E*° pokud existuji x € C; a y € Cj takové, Ze (x,y) € E.

12 @
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Vlastnost grafu komponent

Lemma 12.
Necht C a C' jsou riizné siln& souvislé komponenty orientovaného grafu
G = (V,E). Necht u,v € C, ',v' € C" au ~» u' vG. Pak NEplativ' ~ v.
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Vlastnost grafu komponent

Lemma 12.
Necht C a C' jsou riizné siln& souvislé komponenty orientovaného grafu
G = (V,E). Necht u,v € C, ',v' € C" au ~» u' vG. Pak NEplativ' ~ v.

Diikaz.
Pokud v/ ~ v, pak u ~ 1’ ~ 0" a v/ ~~ v~ u, tj. u a v jsou vzajemn&

dosaZitelné — spor. O

» V nésledujicim uvaZujeme pouze &asy d[u] a f[u] vypo&itané prvnim
volanim procedury DFS.

74 / 210



» UCV, pak d(U) = min,ey{d[u]} a f(U) = max,cu{f|u]}.
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» 1) d(C) < d(C’") — necht x je prvni objeveny v C. V Zase d|[x] jsou
véechy uzly CUC’ bilé. Pro w € C' existuje bild cesta
X~ U — v~ w. V&ta o bilé cest& ¥ikd, Ze viechy uzly z CUC’ jsou
nasledniky x v DFS stomu. Disledek zavorkové véty ¥ika, Ze
fla] = £(C) > £(C).

» 2) d(C) > d(C’) — necht y prvni objeveny v C'. V &ase d[y| jsou
vechy uzly C’ bilé a existuje bild cesta z y do kaZdého uzlu C'. Véta
o bilé cesté a diisledek zavorkové véty davaji fly] = f(C'). V Zase d[y]
jsou vSechy uzly C bilé. Z pfedchoziho lemmatu mame, Ze neexistuje
cesta z C' do C. Proto jsou uzly C bilé i v €ase f[y], tj. flw] > f[y],
w € C, coz davd f(C) > f(C').
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Corollary 14.

Necht C a C' jsou riizné silné souvislé komponenty orientovaného grafu
G = (V,E). Necht (u,v) € ET, u € C,v € C'. Pak f(C) < f(C").
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Corollary 14.

Necht C a C' jsou riizné silné souvislé komponenty orientovaného grafu
G = (V,E). Necht (u,v) € ET, u € C,v € C'. Pak f(C) < f(C").

Dilkaz.
(u,v) € ET implikuje, #e (v,u) € E. ProtoZe siln& souvislé komponenty G
a GT jsou stejné, dava predchozi lemma f(C) < f(C'). O
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Theorem 15.
Procedura Scc(G) je korektni.

Dikaz
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Theorem 15.
Procedura Scc(G) je korektni.

Dikaz

» Indukci vzhledem k poctu DFS stromi nalezenych na ¥adku 3
procedury. IP: Prvnich k stromi nalezenych procedurou na ¥adku 3
jsou siln& souvislé komponenty. ZK: k = 0 je trividlni.

» IK: UvaZzme (k + 1)-ni nalezeny strom. Necht u je jeho koFen a necht
u je v siln& souvislé komponent& C.

> flu] =f(C) > f(C’) pro libovonou siln& souvislou komponentu C’
riznou od C, kterd jesté nebyla navstivena.

» Podle IP jsou v &ase dgr[u] viechny uzly z C bilé. Véta o bilé cest&
dava, Ze v DFS stromu.

» Podle IP a pFedchoziho diisledku vede kazda hrana v G jdouci z C
do jiZz navstivené silné souvislé komponenty.

> Tedy
b&hem DFS GT. Uzly stromu tedy tvo¥i siln& souvislou komponentu.
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Minimalni kostry
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Minimalni kostra

» Prvni algoritmus YeSici tento problém navrhl brnénsky matematik
O. Boriivka, 1926.

» Necht G = (V,E) je souvisly neorientovany graf s vdhovou funkci
w:E— R.

» Ukolem je najit takovou mnoZinu hran T C E, Ze

w(T)= Y w(u0)

(u,v)€E

je minimalni.
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P¥iklad




Genericky algoritmus

GENERIC-MST(G, w)

1 A=0O

2 while A netvofi kostru

3 do najdi hranu (1, v) € E bezpe¢nou pro A
4 A—AU{(uv)}

5 return A

» Invariant: P¥ed kaZdou iteraci algoritmu je mnoZina A podmnoZinou
néjaké minimalni kostry.

» Hrana (u,v) € E je bezpetnd pro A, pokud AU {(u,v)} je
podmnozinou né&jaké minimalni kostry.
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Pomocné definice

> Rez grafu G = (V,E) je dvojice (S,V —S), SC V.
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Pomocné definice

v

Rez grafu G = (V,E) je dvojice (S,V —S), SC V.

v

Hrana (u,v) € E k¥izi ¥ez (S,V — S), pokud jeden jeji konec je v S a
druhy ve V —S.

Rez respektuje mnoZinu A hran, pokud Zadna hrana v A nek¥iZi fez.

v

» Hrana se nazyvd lehkd, pokud k¥iZi fez a jeji hodnota je minimalni z
hodnot v3ech hran, které k¥iZi fez.
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Theorem 16.

» Necht G = (V,E) je souvisly neorientovany graf s redlnou vdhovou
funkci w.
» Necht A C E je sou&dsti n&jaké minimaini kostry G.
» Necht (S,V —S) je Fez, ktery respektuje A.
» Necht (u,v) je lehkd hrana h¥izici (S,V — S).
Pak hrana (u,v) je bezpe&nd pro A.

Dikaz
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» Necht (x,y) je hrana z cesty u ~ v v T kfizici ¥ez (S,V — S).
ProtoZe Yez respektuje A, (x,y) ¢ A.
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Diikaz.

> (u,v) je lehkd hrana k¥izici (S,V —S) a (x,y) rovn&z k¥izi fez, tedy
w(u,v) < w(x,y).
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Dikaz.
> (u,v) je lehkd hrana k¥izici (S,V —S) a (x,y) rovn&z k¥izi fez, tedy
w(u,v) < w(x,y).
Tedy, w(T") = w(T) —w(x,y) + w(u,v) < w(T).
» T je minimalni kostra, proto w(T) < w(T’).

v

v

Protoze ACTa (x,y) ¢ A, ACT.

Konetn&, AU {(u,v)} C T'. ProtoZe T" je minim3lIni kostra, je (u,v)
bezpetna pro A.

v

0J
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Corollary 17.

» Necht G = (V,E) je souvisly neorientovany graf s redlnou vdhovou
funkci w.

» Necht A C E je sou&dsti néjaké minimalni kostry G.

» Necht C = (V¢, Ec) je souvisld komponenta (strom) v lese
Ga = (V,A).

Pokud (u,v) je lehkd hrana spojujici C s jinou komponentou z G4, pak
(u,v) je bezpe&nd pro A.
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» Necht G = (V,E) je souvisly neorientovany graf s redlnou vdhovou
funkci w.

» Necht A C E je sou&dsti néjaké minimalni kostry G.

» Necht C = (V¢, Ec) je souvisld komponenta (strom) v lese
Ga = (V,A).

Pokud (u,v) je lehkd hrana spojujici C s jinou komponentou z G4, pak
(u,v) je bezpe&nd pro A.

Diikaz.
Rez (Ve, V — V) respektuje A a (u,v) je lehka hrana tohoto Yezu. Proto
je (u,v) bezpe&na pro A. O
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Kruskaldv a Primidv (Jarnikiv) algoritmus

» ZaloZeny na generickém algoritmu.

» Udavaji pravidlo vybirajici bezpe¢nou hranu, viz ¥adek 3 generického
algoritmu.
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Kruskaldv a Primidv (Jarnikiv) algoritmus

v

ZaloZeny na generickém algoritmu.

v

Uddvaji pravidlo vybirajici bezpe¢nou hranu, viz ¥adek 3 generického
algoritmu.

v

V Kruskalové algoritmu je A les a bezpe&na hrana p¥iddvana do A je
hrana s nejmensim ohodnocenim spojujici dvé riizne komponenty.

v

V Primové (Jarnikov&) algoritmu je A strom a bezpend hrana
pfidavand do A je hrana s nejmensim ohodnocenim spojujici strom s
uzlem, ktery neni souldsti stromu.
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Kruskaliv algoritmus

KRUSKAL-MST(G, w)
A—Q
for kazdy uzelv € V

do MAKE-SET(v)
uspofadej hrany E do neklesajici posloupnosti podle vahy w
for kazdou hranu (u,v) € E branou v neklesajicim uspofadédni podle w

do if FIND-SET(u) # FIND-SET(v)

then A — AU{(u,v)}
UNION(u, v)

O XTI UTL = WIN -

return A

» MAKE-SET(v) vytvo¥ mnoZinu obsahujici v.
» FIND-SET(v) vraci reprezentanta mnoZiny obsahujici v.

» UNION(u,v) sjednoti dv& mnoZiny obsahujici u a v.
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Kruskaliv algoritmus — SloZitost

KRUSKAL-MST(G, w)

1 A<=Q

2 for kazdy uzelv € V

3 do MAKE-SET(v)

4 usporadej hrany E do neklesajici posloupnosti podle vahy w

5 for kazdou hranu (u,v) € E branou v neklesajicim uspofadani podle w
6 do if FIND-SET(u) # FIND-SET(v)

7 then A — AU{(u,0v)}

8 UNION(u,v)

9 return A

~

» Rédek 1: O(1), Radek 4: O(mlogm). Radky 2-3: n-krat sloitost
MAKE-SET — zavisi na implementaci. Radky 5-8: O(m)-krat
FIND-SET a UNION
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MAKE-SET — zavisi na implementaci. Radky 5-8: O(m)-krat
FIND-SET a UNION

» Toto celkem O((m +n)a(n)), a je velmi pomalu rostouci funkce.

» G souvisly davda m > n — 1. Proto mnoZinové operace berou
O(ma(n)). Protoze a(n) = O(logn) = O(logm), celkova sloZitost
je O(mlogm)

> Kdy? si jesté véimneme, ze m < n?, je logm = O(logn), proto
celkem O(mlogn).
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Kruskaliv algoritmus — priklad
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Kruskaliv algoritmus — priklad
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Kruskaliv algoritmus — priklad
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Primiv algoritmus

PRIM-MST(G, w,r)
1 forkazdyu eV
do key[u] « oo
mju] <« NIL
key[r] < O
Q—V
while Q # @
do u «— EXTRACT-MIN(Q)
for kazdy v € Adj[u]
doifv e Qaw(u,v) < key[v]
then 77[v] — u
key[v] <« w(u,v)

— = 000NN U k= WN

_ O

Invariant:
» A={(v,t[v]) :ve V—{r} —Q}.
» v v min. kostfe, pak v € V — Q.
» v € Q. Pokud 7t[v] # NIL, pak key[v] < oo a key[v] je hodnota lehké
hrany (v, 7t[v]) spojujici v s uzlem jiZ v min. kostFe.
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Primiv algoritmus — SloZitost

PRIM-MST(G, w,r)
1 forkazdyu eV
do key[u] «— oo
7fu) — NIL
key[r] <0
Q<V
while Q £ @
do u «— EXTRACT-MIN(Q)
for kazdy v € Adj[u]
doifv e Qaw(u,v) < key[v]
then 7t[v] — u
key[o] — w(u,v)

=0 0 N O\ Ul N

SRS

» Rédky 1-5: O(n) za pouiti binarni haldy.
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sousedli je dohromady 2m.

> Rédek 9 se d4 udglat v ¢ase O(1).

» Rédek 11 bere O(logn) — provést operaci DECREASE-KEY v Q.

> Celkem tedy O(nlogn +mlogn) = O(mlogn).
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Primiv algoritmus — SloZitost

» PouZitim Fibonacciho haldy se da sloZitost vylepsit.
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Primiv algoritmus — SloZitost

» PouZitim Fibonacciho haldy se da sloZitost vylepsit.
» Operace EXTRACT-MIN v &ase O(logn)
» Operace DECREASE-KEY v &ase O(1).
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Primiv algoritmus — SloZitost

v

Pouzitim Fibonacciho haldy se da sloZitost vylepsit.

v

Operace EXTRACT-MIN v &ase O(logn)

v

Operace DECREASE-KEY v &ase O(1).

v

Celkov3 sloZitost je pak O(m + nlogn).
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Primiv algoritmus — ptiklad
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Nejkratsi cesty
z jednoho do v3ech uzli



Nejkratsi cesty

» Dany ohodnoceny orientovany graf G = (V,E) a

» vahova funkce w : E — RR.
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Nejkratsi cesty

» Dany ohodnoceny orientovany graf G = (V,E) a

» vahova funkce w : E — RR.

» Cena cesty p = (vg,v1,...,U) je suma
k
w(p) = Zw(viflfvi)
i=1

v

Cena nejkratsi cesty z u do v je

5(u,0) = min{w(p) : u % v} pokud ex. cesta z u do v
’ 00 jinak

v

Nejkratsi cesta z u do v je pak libovolnd cestapzu dovs
w(p) = 5(u,0).
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Nejkratsi cesty — varianty

v

Nejkratsi cesty z jednoho do vSech uzli

Nejkratsi cesty ze viech uzli do jednoho — pFevracenim orientace hran

v

v

Z jednoho do jednoho — existuje asymptoticky rychlejsi YeSeni nez
pomoci vyse zminénych?

v

Ze vsech do vSech — existuje rychlejsi ¥eSeni neZ vySe zminéné
spusténé pro kazdy uzel.
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Podcesty nejkratsich cest

Lemma 18.

Necht G = (V,E) je ohodnoceny orientovany graf s vahovou funkci
w: E— R. Necht p = (v1,02,...,0;) je nejkratsi cesta z vy do vy.
Pro1 <i<j<k, pj=(v0vi1,...,0;) je podcesta cesty p zv; do v;.
Pak pj; je nejkratsi cesta z v; do v;.

Diikaz.
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w: E— R. Necht p = (v1,02,...,0;) je nejkratsi cesta z vy do vy.
Pro1 <i<j<k, pj=(v0vi1,...,0;) je podcesta cesty p zv; do v;.
Pak pj; je nejkratsi cesta z v; do v;.

Diikaz.
. P pij Pik
> pje vp v v~ v~ v kde w(p) = w(py) +w(py) +w(pi).
> Necht ex. pj; z v; do v; s w(p};) < w(py).

i v
> Pak v 4 o b vj e vy kde w(py;) + w(pl]) +w(pix) < w(p). Spor.

O
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Zaporné hrany

» Pokud G neobsahuje zaporny cyklus dosaZitelny ze zdrojového uzlu s,
pak pro viechna v € V, (s, v) ziistavd dob¥e definovéna (i kdyz ma
zépornou hodnotu).
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Zaporné hrany

» Pokud G neobsahuje zaporny cyklus dosaZitelny ze zdrojového uzlu s,
pak pro viechna v € V, (s, v) ziistavd dob¥e definovéna (i kdyz ma
zépornou hodnotu).

» Pokud G obsahuje zaporny cyklus dosaZitelny ze zdrojového uzlu s,
pak J neziistdva dob¥e definovana — stale prochdzi cyklem a sniZuje
hodnotu.

» Pokud ex. zdporny cyklus na n&jaké cesté z s do v, definujeme
3(s,v) = —oo.

> Pozn. nejkratsi cesta vzdy existuje, ne v8ak nejkratsi sled. Algoritmy
pracuji se sledy, proto vySe zminény problém.
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Reprezentace nejkratSich cest

» G = (V,E) graf.
» 71[v] oznaluje predchldce v na nejkratsi cest&.

» Pro vypsdni miZeme pouZit proceduru PRINT-PATH(G, s, )
(viz d¥ive)
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Reprezentace nejkratSich cest

v

G = (V,E) graf.

7t[v] oznakuje pFedchiidce v na nejkrat3i cestg.

v

v

Pro vypsani mizeme pouZit proceduru PRINT-PATH(G, s, v)
(viz d¥ive)

v

Podgraf ptedchidci G = (V, Ex) je indukovany hodnotami 7
» Va={veV:nv] #NIL} U {s}
» Ex ={(n[v],v) € E:ve Vy—{s}}
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Reprezentace nejkratSich cest

» G = (V,E) graf.
» 71[v] oznaluje predchldce v na nejkratsi cest&.

» Pro vypsdni miZeme pouZit proceduru PRINT-PATH(G, s, )
(viz d¥ive)

v

Podgraf ptedchidci G = (V, Ex) je indukovany hodnotami 7
» Va={veV:nv] #NIL} U {s}
» Ex ={(n[v],v) € E:ve Vy—{s}}

v

V okamziku dokonceni vypoctu algoritmu je G, strom nejkratsich
cest. Tj. kofenovy strom obsahujici nejkratsi cesty ze zdroje s do
v8ech ostatnich uzld.
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Nejedine¢nost nejkratSich cest — priklad

Obréazek: Nejkratsi cesty.
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Nejedine¢nost nejkratSich cest — priklad

Obréazek: Nejkratsi cesty.
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Relaxace

» d[v] — odhad nejkrat3i cesty

INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G, s)
1 forkazdyoveV

2 do d[v] « oo
3 mt[v] « NIL
4 d[s] <0

» SloZitost @(n).
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Relaxace

» d[v] — odhad nejkrat3i cesty

» SloZitost @(n).

INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G, s)
1 forkazdyoveV

2 do d[v] « oo

3 m[v] «— NIL

4 d[s] <0

RELAX(u, v, w)

1 ifd[v] > du] +w(u,v)

2 thend[v] — d[u] +w(u,v)
3 nt[v] «— u

101 / 210



Algoritmus Bellman-Ford
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Algoritmus Bellman-Ford

BELLMAN-FORD(G, w, s)

1 INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G,s)
2 fori—1ton—1

3 do for kazdou hranu (u,v) € E
4 do RELAX(u, v, w)

5 for kazdou hranu (u,v) € E

6 do if d[v] > d[u] + w(u,v)

7 then return FALSE

8 return TRUE

» Pokud vrati FALSE, G obsahuje zapornou kruZnici.

» Pokud vrati TRUE, ma v 7t uloZeny nejkratsi cesty.
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Bellman-Ford — p¥iklad

Obrazek: Prace algoritmu Bellman-Ford.

» Pokud (u,v) € E je oznalend, pak 7t[v] = u
» Hrany se relaxuji v tomto poradi:

(t,x), (ty), (£2), (x, 1), (y, %), (v,2), (2,%), (2.5), (5, 4), (5, ).
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Bellman-Ford — p¥iklad

Obrazek: Prace algoritmu Bellman-Ford.

» Pokud (u,v) € E je oznakend, pak mt[v] = u
» Hrany se relaxuji v tomto poradi:

(t,x), (ty), (,2), (x, 1), (y,x), (¥, 2), (2, %), (2,5), (s, 1), (5, y)-
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Algoritmus Bellman-Ford — SloZitost

BELLMAN-FORD(G, w, s)

1 INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G,s)
2 fori—1ton—1

3 do for kazdou hranu (u,v) € E
4 do RELAX(u, v, w)

5 for kazdou hranu (u,v) € E

6 doif d[v] > d[u] +w(u,v)

7 then return FALSE

8 return TRUE

> Radek 1 bere @(n).
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BELLMAN-FORD(G, w, s)

1 INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G,s)
2 fori—1ton—1

3 do for kazdou hranu (u,v) € E
4 do RELAX(u, v, w)

5 for kazdou hranu (u,v) € E

6 doif d[v] > d[u] +w(u,v)

7 then return FALSE

8 return TRUE

> Radek 1 bere @(n).
> Rédky 2-4 berou n — 1-krat @ (m).
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Algoritmus Bellman-Ford — SloZitost

BELLMAN-FORD(G, w, s)

1 INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G,s)
2 fori—1ton—1

3 do for kazdou hranu (u,v) € E
4 do RELAX(u, v, w)

5 for kazdou hranu (u,v) € E

6 doif d[v] > d[u] +w(u,v)

7 then return FALSE

8 return TRUE

> Radek 1 bere @(n).

> Radky 2-4 berou n — 1-krat @ (m).
» Rédky 5-7 berou ©(m).
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Algoritmus Bellman-Ford — SloZitost

v

v

v

v

BELLMAN-FORD(G, w, s)

1 INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G,s)
2 fori—1ton—1

3 do for kazdou hranu (u,v) € E
4 do RELAX(u, v, w)

5 for kazdou hranu (u,v) € E

6 doif d[v] > d[u] +w(u,v)

7 then return FALSE

8 return TRUE

Rédek 1 bere @(n).

Radky 2-4 berou n — 1-krat @ (m).
Radky 5-7 berou ©(m).

Celkem ©(mn).
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Algoritmus Bellman-Ford — Korektnost

Lemma 19.

Necht G = (V,E) je ohodnoceny orientovany graf se zdrojem s a vdhovou
funkci w : E — R a pFedpokladejme, Ze G neobsahuje Zadny zaporny
cyklus dosaZitelny z s. Pak po n — 1 opakovdni for-cyklu na Fadcich 2-4
d[v] = (s, v) pro vsechny v € V dosaZitelné z s. Pozn. d[v] = oo, pak v
nedosaZitelny z s.
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nedosaZitelny z s.

Diikaz.
» Necht v € V dosazitelny z s.

» Necht p = (vg,v1,...,0%) je nejkratdi cesta z s do v; s = vy a v = .
> p ma nejvySe n — 1 hran, proto k <n —1.
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Lemma 19.
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cyklus dosaZitelny z s. Pak po n — 1 opakovdni for-cyklu na Fadcich 2-4
d[v] = (s, v) pro vsechny v € V dosaZitelné z s. Pozn. d[v] = oo, pak v
nedosaZitelny z s.

Diikaz.

Necht v € V dosaZitelny z s.

>
» Necht p = (vg,v1,...,0%) je nejkratdi cesta z s do v; s = vy a v = .
> p ma nejvySe n — 1 hran, proto k <n —1.

>

Kazda z n — 1 iteraci na ¥adcich 2-4 relaxuje v8ech m hran.
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Lemma 19.

Necht G = (V,E) je ohodnoceny orientovany graf se zdrojem s a vdhovou
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d[v] = (s, v) pro vsechny v € V dosaZitelné z s. Pozn. d[v] = oo, pak v
nedosaZitelny z s.

Diikaz.

» Necht v € V dosazitelny z s.

» Necht p = (vg,v1,...,0%) je nejkratdi cesta z s do v; s = vy a v = .
» p ma nejvySe n — 1 hran, proto k <n —1.

» KaZda z n — 1 iteraci na ¥adcich 2-4 relaxuje v8ech m hran.

» Mezi hranami relaxovanymi v i-tém kroku je i hrana (v;_1,v;) a po
tomto kroku plati d[v;] = d(s,v;). (DokaZte indukci.)
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Algoritmus Bellman-Ford — Korektnost

Lemma 19.

Necht G = (V,E) je ohodnoceny orientovany graf se zdrojem s a vdhovou
funkci w : E — R a pFedpokladejme, Ze G neobsahuje Zadny zaporny
cyklus dosaZitelny z s. Pak po n — 1 opakovdni for-cyklu na Fadcich 2-4
d[v] = (s, v) pro vsechny v € V dosaZitelné z s. Pozn. d[v] = oo, pak v
nedosaZitelny z s.

Diikaz.

Necht v € V dosaZitelny z s.
Necht p = (vg, v1,...,0%) je nejkratdi cesta z s do v; s = vy a v = .

>

>

» p ma nejvySe n — 1 hran, proto k <n —1.

» KaZda z n — 1 iteraci na ¥adcich 2-4 relaxuje v8ech m hran.
| 2

Mezi hranami relaxovanymi v i-tém kroku je i hrana (v;_1,7;) a po
tomto kroku plati d[v;] = d(s,v;). (DokaZte indukci.)

Tedy po k-té iteraci je d[vx] = (s, vk).

v

[
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Algoritmus Bellman-Ford — Korektnost

Theorem 20 (Korektnost I).

» Pokud G neobsahuje zaporny cyklus dosaZitelny z s, algoritmus vraci
TRUE a d[v] = §(s,v) pro vsechnyv € V.
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Theorem 20 (Korektnost I).

» Pokud G neobsahuje zaporny cyklus dosaZitelny z s, algoritmus vraci
TRUE a d[v] = §(s,v) pro vsechnyv € V.

Dikaz.

» Necht G neobsahuje zdporny cyklus dosaZitelny z s.
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Algoritmus Bellman-Ford — Korektnost

Theorem 20 (Korektnost 1).
» Pokud G neobsahuje zaporny cyklus dosaZitelny z s, algoritmus vraci

TRUE a d[v] = §(s,v) pro vsechnyv € V.

Dikaz.

» Necht G neobsahuje zdporny cyklus dosaZitelny z s.

» Po ukon&eni algoritmu je d[v] = é(s,v) pro vechny v € V (Lemma
19)
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Algoritmus Bellman-Ford — Korektnost

Theorem 20 (Korektnost 1).

» Pokud G neobsahuje zaporny cyklus dosaZitelny z s, algoritmus vraci
TRUE a d[v] = §(s,v) pro vsechnyv € V.

Diikaz.
» Necht G neobsahuje zdporny cyklus dosaZitelny z s.
» Po ukon&eni algoritmu je d[v] = é(s,v) pro vechny v € V (Lemma
19)
» Navic, d[v] = 6(s,v) < (s, u) +w(u,v) = d[u] +w(u,v). Proto
algoritmus vraci TRUE.
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Algoritmus Bellman-Ford — Korektnost

Theorem 21 (Korektnost Il).

» Pokud G obsahuje zap. cyklus dosaZitelny z s, alg. vraci FALSE.
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Algoritmus Bellman-Ford — Korektnost
Theorem 21 (Korektnost Il).

» Pokud G obsahuje zap. cyklus dosaZitelny z s, alg. vraci FALSE.

Diikaz.

» Ziporny cyklus ¢ = (vp,v1,...,0k), U9 = Uy, dosaZitelny z s.
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Algoritmus Bellman-Ford — Korektnost

Theorem 21 (Korektnost Il).

» Pokud G obsahuje zap. cyklus dosaZitelny z s, alg. vraci FALSE.

Diikaz.

» Zaporny cyklus ¢ = (vg,v1,...,0k), U9 = U, dosaZitelny z s.
» Pak Z?:l ZU(UZ',LZ)I') < 0.

O
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Algoritmus Bellman-Ford — Korektnost

Theorem 21 (Korektnost Il).

» Pokud G obsahuje zap. cyklus dosaZitelny z s, alg. vraci FALSE.

Diikaz.

» Zaporny cyklus ¢ = (vg,v1,...,0k), U9 = U, dosaZitelny z s.

» Pak Zﬁ-‘zl w(vi_1,v;) < 0.

» Sporem — alg. vraci TRUE, tj. d[v;] < d[v;_1] + w(vi_1,v;) pro
i=1,2,...,k.

O
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Algoritmus Bellman-Ford — Korektnost

Theorem 21 (Korektnost Il).

» Pokud G obsahuje zap. cyklus dosaZitelny z s, alg. vraci FALSE.

Dikaz.
» Zaporny cyklus ¢ = (vg,v1,...,0k), U9 = U, dosaZitelny z s.
» Pak Zﬁ-‘zl w(vi_1,v;) < 0.

» Sporem — alg. vraci TRUE, tj. d[v;] < d[v; 1] + w(v;_1,0;) pro
i=1,2,...,k

> Pak ale ¥, d[v;] < Y5 d[oi1] + 25 w(vi_1, ;).
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Algoritmus Bellman-Ford — Korektnost

Theorem 21 (Korektnost Il).

» Pokud G obsahuje zap. cyklus dosaZitelny z s, alg. vraci FALSE.

Dikaz.
» Zaporny cyklus ¢ = (vg,v1,...,0k), U9 = U, dosaZitelny z s.
Pak Zﬁ-‘zl w(vi_1,v;) < 0.

Sporem — alg. vraci TRUE, tj. d[v;] < d[v;_1] + w(v;_1,v;) pro
i=1,2,...,k

Pak ale Y d[oi] < Y5y d[v;1] + Yoy w(0i1,v;).
Protoze vy = vf, mame YX_ d[v;] = Y5, d[o;_4].

v

v

v

v

O
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Algoritmus Bellman-Ford — Korektnost

Theorem 21 (Korektnost Il).

» Pokud G obsahuje zap. cyklus dosaZitelny z s, alg. vraci FALSE.

Dikaz.
» Zaporny cyklus ¢ = (vg,v1,...,0k), U9 = U, dosaZitelny z s.
Pak Zﬁ-‘zl w(vi_1,v;) < 0.

Sporem — alg. vraci TRUE, tj. d[v;] < d[v;_1] + w(v;_1,v;) pro
i=1,2,...,k

Pak ale Y d[oi] < Y5y d[v;1] + Yoy w(0i1,v;).
Protoze vy = vf, mame YX_ d[v;] = Y5, d[o;_1].

v

v

v

v

v

Jelikoz proi=1,2,...,k je d[v;] < o0, mame 0 < YX_, w(v;_1,7;).
Spor.

O
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Nejkratsi cesty z jednoho do vSech
uzld v acyklickych grafech



Nejkratsi cesty v acyklickych grafech

» Pro acyklické grafy existuje rychlej$i metoda neZ Bellman-Ford.

DAG-SHORTEST-PATHS (G, w, 5)

1 Topologicky uspofadej uzly grafu G

2 INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G, s)

3 for kazdy uzel u, brané podle topologického usporadani
4 do for kazdy uzel v € Adj[u]

5 do RELAX(u, v, w)

» Casova sloZitost (1 + m).
» Casova sloitost topologického uspotadani je O(n+m).
> Rédek dva m3 slozitost O ().
» Radky 3-5 projdou kazdou hranu pravé jednou, tj. vniténi cyklus se
provede m-krat. RELAX je konstantni.
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Priklad
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Korektnost

Theorem 22.

Pokud ohodnoceny orientovany graf G = (V,E) md zdrojovy uzel s a
Zadny cyklus, pak DAG-SHORTEST-PATHS procedura vypolita
d[v] = 6(s,v) prov € V.
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Diikaz.

» Pokud v nedosazitelny z s, pak d[v] = (s, v) = oo.
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Korektnost

Theorem 22.

Pokud ohodnoceny orientovany graf G = (V,E) md zdrojovy uzel s a
Zadny cyklus, pak DAG-SHORTEST-PATHS procedura vypolita
d[v] = 6(s,v) prov € V.

Diikaz.

» Pokud v nedosazitelny z s, pak d[v] = (s, v) = oo.
» Necht p = (vo,v1,...,0), kde s =1y a v = v

> JelikoZ algoritmus prochazi uzly podle topologického uspofadani, jsou
hrany p relaxovany v potadi (v, v1), (v1,02), ..., (Vk_1, k).

O

112 / 210



Korektnost

Theorem 22.

Pokud ohodnoceny orientovany graf G = (V,E) md zdrojovy uzel s a
Zadny cyklus, pak DAG-SHORTEST-PATHS procedura vypolita

d[v] = 6(s,v) prov € V.

Diikaz.

» Pokud v nedosazitelny z s, pak d[v] = (s, v) = oo.

» Necht p = (vo,v1,...,0), kde s =1y a v = v

> JelikoZ algoritmus prochazi uzly podle topologického uspofadani, jsou
hrany p relaxovany v potadi (v, v1), (v1,02), ..., (Vk_1, k).

» Z toho plyne, Ze d[v;] = d(s,v;) po ukonceni algoritmu (dokaZte).

O
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Dijkstriv algoritmus

» Pouze pro ohodnocené orientované grafy bez zdpornych ohodnoceni.

» w(u,v) > 0 pro kazdou hranu (u,v) € E.
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Dijkstriv algoritmus

» Pouze pro ohodnocené orientované grafy bez zdpornych ohodnoceni.

» w(u,v) > 0 pro kazdou hranu (u,v) € E.

» Je moZno jej naimplementovat tak, Ze jeho Casova sloZitost je nizsi
nez algoritmu Bellman-Ford.
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Dijkstriv algoritmus

» S je mnozina uzll, jejichZ nejkratsi vzddlenost od s jiZ byla vypo&tena.

» Q je prioritni fronta; uzel s min. d-hodnotou na vrcholu fronty.

DIKSTRA(G, w, s)
1 INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G,s)
2 S0
3 Q«—V
4 while Q #@
do u —EXTRACT-MIN(Q)
S — SuU{u}
for kazdy uzel v € Adj[u]
do RELAX(u, v, w)

[ BN e I}
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Dijkstriv algoritmus — ptiklad

Obréazek: Prace Dijkstrova algoritmu. Oznacené uzly zna&i uzly z mnoZiny S.
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Dijkstriv algoritmus — ptiklad

Obrazek: Prace Dijkstrova algoritmu. Oznalené uzly zna&i uzly z mnoZiny S.
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Korektnost
Theorem 23.

Dijkstriiv algoritmus, spustén na ohodnoceném orientovaném grafu

G = (V,E) bez zdpornych hran s zdojem s, skon&i a d[v] = (s, v) pro
veV.
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Korektnost
Theorem 23.

Dijkstriiv algoritmus, spustén na ohodnoceném orientovaném grafu

G = (V,E) bez zdpornych hran s zdojem s, skon&i a d[v] = (s, v) pro
veV.

Dikaz.
» Invariant: Na za&4tku kazdého while-cyklu je d[v] = é(s,v) prov € S.
> Plati pro § = @.

» Necht u je uzel pro n&jz d[u] # 6(s,u) v okamZiku p¥idani do S.
» Pak musi byt u # s, protoZe s je p¥idany jako prvnido S a
d[s] = (s, s) = 0 plati v okamZiku p¥idani s do S.

117;]210



Korektnost

Theorem 23.

Dijkstriiv algoritmus, spustén na ohodnoceném orientovaném grafu
G = (V,E) bez zdpornych hran s zdojem s, skon&i a d[v] = (s, v) pro
veV.

Dikaz.
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Korektnost
Theorem 23.

Dijkstriiv algoritmus, spustén na ohodnoceném orientovaném grafu
G = (V,E) bez zdpornych hran s zdojem s, skon&i a d[v] = (s, v) pro
veV.

Diikaz.

» Invariant: Na za&4tku kazdého while-cyklu je d[v] = é(s,v) prov € S.
> Plati pro § = @.

» Necht u je uzel pro n&jz d[u] # 6(s,u) v okamZiku p¥idani do S.
» Pak musi byt u # s, protoZe s je p¥idany jako prvnido S a

d[s] = (s, s) = 0 plati v okamZiku p¥idani s do S.
Protoze u # s, je S # @ (t&sn&) pred p¥idanim u.

Z predpokladu d[u] # (s, u) plyne existence cesty z s do u — jinak je
dlu] = (s, u) = oo.

v
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Korektnost
Theorem 23.

Dijkstriiv algoritmus, spustén na ohodnoceném orientovaném grafu
G = (V,E) bez zdpornych hran s zdojem s, skon&i a d[v] = (s, v) pro
veV.

Dikaz.
» Invariant: Na za&4tku kazdého while-cyklu je d[v] = é(s,v) prov € S.
> Plati pro § = @.
» Necht u je uzel pro n&jz d[u] # 6(s,u) v okamZiku p¥idani do S.
» Pak musi byt u # s, protoZe s je p¥idany jako prvnido S a
d[s] = (s, s) = 0 plati v okamZiku p¥idani s do S.
> Protoze u #s, je S # @ (té&sn&) pied pfidanim u.

» Z predpokladu d[u] # &(s,u) plyne existence cesty z s do u — jinak je
dlu] = (s, u) = oo.

» Existuje tedy nejkratsi cesta p z s do u.
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Korektnost

Pokraovani dikazu.

» Existuje tedy nejkratsi cesta p z s do u.
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Korektnost

Pokracovani diikazu.
» Existuje tedy nejkratsi cesta p z s do u.
> Tésné pred ptidanim u do S spojuje p uzel s € S s uzlemu € V —S.

» RozloZme p ndsledovné:

P1 P2
S~wwX—=Y~»u,
kde y je na cesté, ktery a x je jeho
na p.
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Korektnost

Pokraovani dikazu.

>

| 2

>

Existuje tedy nejkratsi cesta p z s do u.
T&sné pred pfiddnim u do S spojuje p uzel s € S s uzlemu € V —S.

RozloZme p nasledovné:

P1 P2
S~wwX—=Y~»u,
kde y je na cesté, ktery a x je jeho
na p.

Podle prepokladu mdme, Ze d[x] = 6(s,x) v okamZiku pFidani x do S.
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Korektnost

Pokraovani dikazu.

>

| 2

>

Existuje tedy nejkratsi cesta p z s do u.
T&sné pred pfiddnim u do S spojuje p uzel s € S s uzlemu € V —S.

RozloZme p nasledovné:

P1 p2
S X—Yy~1Uu,

kde y je na cesté, ktery a x je jeho
na p.
Podle prepokladu mdme, Ze d[x] = 6(s,x) v okamZiku pFidani x do S.

JelikoZ v tomto okamZiku byla hrana (x,y) relaxovana, d[y] = d(s,y)
v okamziku p¥iddni u do S (dokaZte).

O
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Korektnost

Pokracovani dikazu.

sy — y 143 u, kde y je prvni uzel lezici ve V' — 5 a x je jeho
prechidce na p.

» dly] = (s, y) v okamZiku p¥idani u do S.

0
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Korektnost

Pokracovani dikazu.

>s£1+x—>y&>u,kdeyje a x je jeho

nap.

> d[y] = 6(s,y) v okamZiku p¥idani u do S.

> JelikoZ y lezi pfed u na nejkrat8i cesté z s do u a ohodnoceni hran je
nezaporné, mame 4(s,y) < é(s,u).

0
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Korektnost

Pokracovani dikazu.
»s By y 2y, kde y je prvni uzel lezici ve V' — 5 a x je jeho
prechidce na p.
> d[y] = 6(s,y) v okamZiku p¥idani u do S.

> JelikoZ y lezi pfed u na nejkrat8i cesté z s do u a ohodnoceni hran je
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Korektnost

Pokracovani dikazu.

>s£1+x—>y&>u,kdeyje a x je jeho

na p.
dly] = 6(s,y) v okamZiku p¥idani u do S.

v

v

JelikoZ y lezi pfed u na nejkratsi cesté z s do u a ohodnoceni hran je
nezaporné, mame 4(s,y) < é(s,u).

Tedy, dly] = (s, y) < 6(s,u) < d[u].

ProtoZe v8ak oba uzly y,u € V — S v okamziku, kdy u byl vybran, je
dlu] <d[y].

v

v

0
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Korektnost

Pokracovani dikazu.

sy — y 143 u, kde y je prvni uzel lezici ve V' — 5 a x je jeho
prechidce na p.

> d[y] = 6(s,y) v okamZiku p¥idani u do S.

> JelikoZ y lezi pfed u na nejkrat8i cesté z s do u a ohodnoceni hran je
nezaporné, mame 4(s,y) < é(s,u).

> Tedy, d[y] = d(s,y) < (s, u) < d[ul.

» ProtoZe v3ak oba uzly y,u € V — S v okamziku, kdy u byl vybran, je
dlu] <d[y].

» Celkem tedy d[u] = é(s, u). Spor — $patny predpoklad.
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Korektnost
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>s£1+x—>y&>u,kdeyje a x je jeho

na p.

> d[y] = 6(s,y) v okamZiku p¥idani u do S.

> JelikoZ y lezi pfed u na nejkrat8i cesté z s do u a ohodnoceni hran je
nezaporné, mame 4(s,y) < é(s,u).

> Tedy, d[y] = d(s,y) < (s, u) < d[ul.

» ProtoZe v3ak oba uzly y,u € V — S v okamziku, kdy u byl vybran, je
dlu] <d[y].

» Celkem tedy d[u] = é(s, u). Spor — $patny predpoklad.

» V okamziku ukon&eni je Q = @. Jelikoz Q = V — S (rozmyslete si), je
S = V. Proto d[v] = é(s,v) prov € V.
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Korektnost

Pokracovani dikazu.

>s£1+x—>y&>u,kdeyje a x je jeho

na p.
> d[y] = 6(s,y) v okamZiku p¥idani u do S.
> JelikoZ y lezi pfed u na nejkrat8i cesté z s do u a ohodnoceni hran je
nezaporné, mame 4(s,y) < é(s,u).
> Tedy, d[y] = d(s,y) < (s, u) < d[ul.
» ProtoZe v3ak oba uzly y,u € V — S v okamziku, kdy u byl vybran, je
dlu] <d[y].
» Celkem tedy d[u] = é(s, u). Spor — $patny predpoklad.

» V okamziku ukon&eni je Q = @. Jelikoz Q = V — S (rozmyslete si), je
S = V. Proto d[v] = é(s,v) prov € V.

» Hotovo — uff. ...

0
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SloZitost Dijkstrova algoritmu

Prioritni fronta implementovdna pomoci pole

» INSERT a DECREASE-KEY &as O(1).
» EXTRACT-MIN &as O(n), provede se pro kazdy uzel (¥adek 5).

120 / 210



SloZitost Dijkstrova algoritmu

Prioritni fronta implementovdna pomoci pole
» INSERT a DECREASE-KEY &as O(1).

» EXTRACT-MIN &as O(n), provede se pro kazdy uzel (¥adek 5).

» RELAX na ¥adku 8 se provede m-krat.

120 / 210



SloZitost Dijkstrova algoritmu

Prioritni fronta implementovdna pomoci pole

v

INSERT a DECREASE-KEY ¢as O(1).

v

EXTRACT-MIN &as O(n), provede se pro kazdy uzel (¥adek 5).

» RELAX na ¥adku 8 se provede m-krat.

\4

Celkem O(n? +m) = O(n?).

120 / 210



SloZitost Dijkstrova algoritmu

Prioritni fronta implementovdna pomoci pole

» INSERT a DECREASE-KEY &as O(1).
» EXTRACT-MIN &as O(n), provede se pro kazdy uzel (¥adek 5).
» RELAX na ¥adku 8 se provede m-krat.

v

Celkem O(n? +m) = O(n?).

v

Pro ¥idké grafy, |[E| = o(n?/ logn), Ize dostat &asovou sloZitost
O(mlogn) (pomoci bindrni haldy).

120 / 210



SloZitost Dijkstrova algoritmu

Prioritni fronta implementovdna pomoci pole
» INSERT a DECREASE-KEY &as O(1).
» EXTRACT-MIN &as O(n), provede se pro kazdy uzel (¥adek 5).
» RELAX na ¥adku 8 se provede m-krat.

» Celkem O(n? +m) = O(n?).

> Pro ¥idké grafy, |[E| = o(n?/ logn), Ize dostat &asovou sloZitost
O(mlogn) (pomoci bindrni haldy).

» Obecng, pouzitim Fibonacciho haldy dostaneme ¢asovou sloZitost
O(nlogn+m).
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Nejkratsi cesty
ze vSech uzlu do vSech ostatnich
uzlu
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Nejkratsi cesty

» Dany ohodnoceny orientovany graf G = (V,E) a
> vdhova funkce f : E — RR.
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Nejkratsi cesty

v

Dany ohodnoceny orientovany graf G = (V,E) a
vahova funkce f : E — R.

v

v

MozZno n-krat pouZit algoritmus pro nalezeni nejkratsi cesty z daného
uzlu do v8ech ostatnich.

v

Dijkstriiv algoritmus: Cas O(n® + nm) = O(n®) pro pole, &i
O(n?logn + nm) pro Fibonacciho haldu.
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Nejkratsi cesty

» Dany ohodnoceny orientovany graf G = (V,E) a

» vahova funkce f : E — RR.

» MoZno n-krat pouzit algoritmus pro nalezeni nejkrat$i cesty z daného
uzlu do v8ech ostatnich.

» Dijkstriiv algoritmus: Cas O(n® + nm) = O(n®) pro pole, &
O(n?logn + nm) pro Fibonacciho haldu.

» Pokud povolime zdporné hrany, musime pouZit algoritmus
Bellman-Ford, tj. &as O(n?m), co? je na hustych grafech O(n*).
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Nejkratsi cesty

» Na rozdil od predchozi ¢asti zde pouZivame matici sousednosti
W= (wij), kde

0 proi=j,

wij =9 w(ij) proi#jal(ij)€E,
o0 proj#jal(ij) ¢E
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Nejkratsi cesty

» Na rozdil od predchozi ¢asti zde pouZivame matici sousednosti

W= (wij), kde

0 proi=j,
wij =1 w(i,j) proi#jal(ij)€E,
o0 proj#jal(ij) ¢E

v

P¥ipoustime zaporné hrany.

v

Zatim se omezime na grafy bez zapornych cykli.
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v

Matice predchiidci I1(7r;), kde 7t je
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Nejkratsi cesty

» Na rozdil od predchozi ¢asti zde pouZivame matici sousednosti
W= (wij), kde

0 proi=j,
wij =9 w(ij) proi#ja(ij) €E,
o0 proj#jal(ij) ¢E

v

P¥ipoustime zaporné hrany.

v

Zatim se omezime na grafy bez zapornych cykli.

v

v

Matice predchiidci I1(7r;), kde 7t je
1. NIL, pokud i = j nebo neexistuje cesta z i do j,
2. predchidce j na n&jaké nejkratsi cesté z i.

Vysledek v matici D = (d;;), kde d;; = 6(i,j) po ukonZenf algoritmu.
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Vypis nejkratSich cest

PRINT-ALL-SHORTEST-PATH(IT, i, )

1 ifi=j

2 then printi

3 elseif r;; = NIL

4 then print “Cesta z” i “do” j “neexistuje!”
5 else PRINT-ALL-SHORTEST-PATH(IT, i, 71,»]»)
6 print j
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Nasobeni matic
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Ndsobeni matic — struktura nejkratSich cest

> Reprezentace — matice sousednosti W = (wy;).
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Ndsobeni matic — struktura nejkratSich cest

> Reprezentace — matice sousednosti W = (wy;).

» Necht p je nejkratdi cesta z i do j, kterd ma m’ hran.
» Pokud p nemd zéporny cyklus, pak m’ < oo.
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Ndsobeni matic — struktura nejkratSich cest

Reprezentace — matice sousednosti W = (wy;).

Necht p je nejkrat¥i cesta z i do j, kterd m3 m’ hran.

Pokud p nemd zdporny cyklus, pak m’ < co.
Proi=jjem' =0aw;=4(ij) =0.
Pro i # j rozloZme cestu p takto:

/
itk—j,

kde p" mad m’ —1 hran.
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Ndsobeni matic — struktura nejkratSich cest

Reprezentace — matice sousednosti W = (wy;).
Necht p je nejkrat¥i cesta z i do j, kterd m3 m’ hran.

Pokud p nemd zdporny cyklus, pak m’ < co.

vV v . vvY

Proi=jjem' =0aw;=4(ij) =0.

v

Pro i # j rozloZme cestu p takto:
/

itk—j,

kde p" mad m’ —1 hran.

» p’ je nejkratsi cesta z i do k — rozmyslete — proto

(S(Z,]) = 5(1,]() + Wy
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Ndsobeni matic — rekurze

» Necht lg”) je minidlni ohodnocenfi ze v3ech cest z i do j, které
obsahuji nejvyse m hran.
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Ndsobeni matic — rekurze
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Ndsobeni matic — rekurze

» Necht lfjm) je minidlni ohodnocenfi ze v3ech cest z i do j, které
obsahuji nejvyse m hran.

» m =0 pravé kdyz i =j. Tedy |

o |0 proi=j
i co proi#j

. . n—1 . -1
> lf].m) = min( ,121]{121{15,:” ) 4 wij}) = 1211321{11(’?1 ) 4 Wy}
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Ndsobeni matic — rekurze

v

Necht lfjm) je minidlni ohodnocenfi ze v3ech cest z i do j, které
obsahuji nejvyse m hran.

» m =0 pravé kdyz i = j. Tedy 10 :{ 0 proi=j

ij ©  proiFj

(m—1) 1)

(m) _ - : I S - (m— ]
> ll.]. = min( ’@lgn{lf" +wii}) = glklgn{lik + Wi}
> Nejkratsi cesta z 7 do j md nejvySe n — 1 hran, proto

5(i,j) = ll.(j”*” — ll(],") — ll.(]T‘“)

(Kdyz tam neni zdporny cyklus.)
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Ndsobeni matic — vypocet

> Vstupni matice W = (wjj).
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> Vstupni matice W = (wjj).
2)

» Vypolteme matice L(l),L( ,...,L(”*l), kde prom=1,2,...,n—1,

» L1 pak obsahuje hodnoty nejkratSich cest.
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Ndsobeni matic — vypocet

v

Vstupni matice W = (w;).
Vypodéteme matice L(l),L(z), .. .,L(”*l), kde prom=1,2,...,n—1,

v

L=1) pak obsahuje hodnoty nejkratSich cest.
l(l) = Wij, tj. LM =w.

q

v

v
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Srdce algoritmu

EXTEND-SHORTEST-PATHS(L, W)

1 n <« rows[L]

2 Nechf L/ = (Ij;) je matice ¥adu n
3 fori—1lton

4 doforj«— 1ton

5 do lz{j — 0

6 fork«— 1ton

7 do lz/] — mm(ll’], Ly + wk])
8 return L’

» rows[L] znali polet ¥adkl L.
» Casovid slozitost @(n?).
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Koneé&né souvislost s nasobenim matic

» Necht C = A - B, kde A a B jsou matice ¥adu n.
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» Necht C = A - B, kde A a B jsou matice ¥adu n.
» Pak

n
cij = ) aix by
k=1
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Koneé&né souvislost s nasobenim matic

» Necht C = A - B, kde A a B jsou matice ¥adu n.
» Pak

n
i = Yoo by
k=1
» Pro srovnani

5 = min 00+ wy)
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Najdéte 4 rozdily (mimo ndzvu)

EXTEND-SHORTEST-PATHS(L, W)

1 n < rows|L]

2 Nechf L' = (Ii;) je matice fadu n
3 fori—1lton

4 doforj«— lton

5 do lz{j — o0

6 fork— lton

7 do lz{j — min(l;j, L + wkj)
8 return L/

MATRIX-MULTIPLY (A, B)

1 n « rows|A]

2 Nechf C je matice fadu n
3 fori<— 1ton

4 do forj«— lton

5 doc;j <0

6 fork — 1ton

7 do Cij < Cij + aji - bk]
8 return C
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/Zase nasobeni matic

» Ozname A - B matici vypo&tenou procedurou
EXTEND-SHORTEST-PATHS(A, B).
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/Zase nasobeni matic

» Ozname A - B matici vypo&tenou procedurou
EXTEND-SHORTEST-PATHS(A, B).

» Pak poditame sekvenci matic

LA = 1O.w = W
L@ = M.w = w2
LB = 1@O.w = Wws

LoD = LoDy =

kde W"~1 obsahuje hodnoty nejkrat¥ich cest.
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Pomald metoda

SLOW-ALL-SHORTEST-PATHS(W)
1 n «— rows[W]

2 L —w

3 form«—2ton—1
4 do L(™) — EXTEND-SHORTEST-PATHS(L("~1), W)
5

return L("—1)

> Slozitost O@(n*).
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Rychla (rychlejsi) metoda

> Jak zrychlit?
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134 / 210



Rychla (rychlejsi) metoda

» Jak zrychlit?
> Pokud nemame zéporny cyklus, pak L") = L1 pro m > n —1.

» Nasobeni matic definované procedurou EXTEND-SHORTEST-PATHS
je asociativni.

134 / 210



Rychla (rychlejsi) metoda

» Jak zrychlit?
> Pokud nemame zéporny cyklus, pak L") = L1 pro m > n —1.

» Nasobeni matic definované procedurou EXTEND-SHORTEST-PATHS
je asociativni.

» Nemusime tedy po&itat n — 1 ndsobeni, ale pouze [logn — 1]

134 / 210



Rychla (rychlejsi) metoda

» Jak zrychlit?
> Pokud nemame zéporny cyklus, pak L") = L1 pro m > n —1.

» Nasobeni matic definované procedurou EXTEND-SHORTEST-PATHS
je asociativni.

» Nemusime tedy po&itat n — 1 ndsobeni, ale pouze [logn — 1]
» Potitdme sekvenci matic

1

LM = W

1.2 = W2

L®&) - W _ W2 . W2
L(zﬂogn—l'\) _ W(zﬂégn—ﬂ) _ Wzﬂogn—l]fl . Wzﬂognfﬂ—l

Protoze 2108711 > 5 1 je L@ty — p(n-1)
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Rychla (rychlejsi) metoda

FAST-ALL-SHORTEST-PATHS(W)
1 n « rows[W]|

2 LW —w

3 m—1

4 whilem <n—1
5 do L(2") — EXTEND-SHORTEST-PATHS(L(™), (™))
6 m < 2m

7 return L(")

> SloZitost @(n®logn).
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Floyd-Warshalliv algoritmus
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Floyd-Warshalldv algoritmus

» P¥ipoustime zaporné hrany.

> Av3ak predpokldddme, Ze nemdme zaporné cykly.
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Struktura nejkratSich cest

> Vnitfni uzel nejkratdi cesty p = (v1,0y,...,0k) je libovolny uzel v; pro
1<i<k
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Struktura nejkratSich cest

v

Vnitini uzel nejkratdi cesty p = (v1,v2,...,vk) je libovolny uzel v; pro
1<i<k

Necht {1,2,...,k} CV={1,2,...,n}.

Pro 1,j € V, uvaime v8echny cesty z i do j, kde vnitfni uzly jsou z
mnoziny {1,2,...,k}.

Necht p je nejkrat3i takova cesta.

v

v

v
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» Necht p je nejkratdi takovd cesta.

» Floyd-Warshalllv algoritmus vyuZivd vztahu mezi cestou p a nejkratsi
cestou z i do j, kterd ma vnitini uzly z mnoziny {1,2,...,k—1}.
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» Vnitini uzel nejkratdi cesty p = (v1,02,...,0k) je libovolny uzel v; pro
1<i<k

» Necht {1,2,...,k} CV={1,2,...,n}.

» Proi,j € V, uvaZzme v3echny cesty z i do j, kde vnitfni uzly jsou z
mnoziny {1,2,...,k}.

» Necht p je nejkratdi takovd cesta.

» Floyd-Warshalllv algoritmus vyuZivd vztahu mezi cestou p a nejkratsi
cestou z i do j, kterd ma vnitini uzly z mnoziny {1,2,...,k—1}.
» k neni vnit¥ni uzel p, pak viechny vnit¥ni uzly p jsou z {1,2,...,k—1}.
Tedy nejkratsi cesta z i do j s vnitfnimi uzly z {1,2,...,k—1} je
rovn&z nejkratsi cesta z i do j s vnit¥fnimi uzly z {1,2,...,k}.

» k je vnitfni uzel p, pak i Lk Bi] P¥itom p; je nejkratsi cesta z i do k
s vnitfnimi uzly z {1,2,...,k — 1} a py je nejkrat3i cesta zk do j s
vnit¥nimi uzly z {1,2,...,k—1}.
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Rekurze

» Necht dl(jk) je ohodnoceni nejkratsi cesty z i do j, kterd ma vnit¥ni uzly
pouze z mnoZiny {1,2,...,k}.
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Rekurze

» Necht dl(jk) je ohodnoceni nejkratsi cesty z i do j, kterd ma vnit¥ni uzly

pouze z mnoZiny {1,2,...,k}.

» k=0 pravé kdyz dl(jo)

d(k) _ { wl']‘ pro k=20

min( ,d;,fil) + d/(é,(*])) prok >1

= wi]'. Tedy
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Rekurze

» Necht dl(jk) je ohodnoceni nejkratsi cesty z i do j, kterd ma vnit¥ni uzly

pouze z mnoZiny {1,2,...,k}.

> k =0 pravé kdyz dfjo) — w;. Tedy

d(k) _ { wl']‘ pro k=0

min( ,d;,ffl) + d;;il)) pro k > 1

» ProtoZe viechny vnit¥ni uzly jsou z mnoziny V = {1,2,...,n},

matice D) = (d/") dava d{}" = 6(i,j) pro i,j € V.
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Vypocet

FLOYD-WARSHALL(W)
1 n < rows[W|

2 DO —w

3 fork«—1ton

4 do fori — lton
5 doforj«— 1ton
6

7

dod) — min(al ",y +dlfY)

return D)

> Slozitost @(n®).
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Konstrukce nejkratsi cesty

7'[(0) — NIL prOi:jnebO wl]:oo
/N pro i # j a wj < oo
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Konstrukce nejkratsi cesty

(0) {NIL pro i = j nebo w;; = oo

T T pro i # ja w; < oo
Prok>1,
nzgk_l) pro dz(]-k_l) < dﬂf_l) + dg_l)
)
k— — k— k—
7'[]5]. R pro dl(]k RIS dz(k 2 —l—dl(q. b
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Transitivni uzavér grafu

» Dién orientovany graf G = (V,E), V=1{1,2,...,n}.
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Transitivni uzavér grafu

» Dién orientovany graf G = (V,E), V=1{1,2,...,n}.
» Transitivni uzdvér grafu G je graf G* = (V,E*), kde

E* = {(i,j) : existuje cesta zido jv G}.

» Ohodnotme hrany hodnotou 1 a spustme Floyd-Warshalldv
algoritmus (@(n3)).
> Pokud existuje cesta z i do j, pak d;; < n.
> Jinak je dj; = oo.

> Lze trochu vylepsit. . ..
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Transitivni uzavér grafu |l

» PouZijme logické spojky V a A misto min a +.
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Transitivni uzavér grafu |l

» PouZijme logické spojky V a A misto min a +.
» Definujme tfjk), i,jke{1,2,...,n}, tak, Ze je rovno 1 pokud existuje
cesta z i do j s vnit¥nimi uzly z {1,2,...,k}, O jinak.

> Tedy
{0 _ 0 proi#ja(ij)¢E
1 proi=jnebo (i,j) € E
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Transitivni uzavér grafu |l

» PouZijme logické spojky V a A misto min a +.

» Definujme tfjk), i,jke{1,2,...,n}, tak, Ze je rovno 1 pokud existuje
cesta z i do j s vnit¥nimi uzly z {1,2,...,k}, O jinak.
> Tedy
[0 _ 0 proi#ja(ij)¢E
~ |1 proi=jnebo (i,j) € E

aprok>1,
(k) _ (k=1) (k=1) , ((k=1)
i = (Y Al
> Stejné jako ve Floyd-Warshallov& algoritmu mame t¥i for-cykly, tedy
slozitost @(1%). Prot je lepsi?
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Transitivni uzavér grafu |l

» PouZijme logické spojky V a A misto min a +.
(k)
Y

cesta z i do j s vnit¥nimi uzly z {1,2,...,k}, O jinak.
> Tedy

» Definujme t::7, 1,7,k € {1,2,...,n}, tak, Ze je rovno 1 pokud existuje

{0 _ 0 proi#ja(ij)¢E
~ |1 proi=jnebo (i,j) € E

aprok>1,
(k) _ 4(k=1) (k=1) , ,(k=1)
() =y <tik A ) .
> Stejné jako ve Floyd-Warshallov& algoritmu mame t¥i for-cykly, tedy
slozitost @(1%). Prot je lepsi?
» ProtoZe logické operace na bitech obvykle rychlejsi nez aritmetické
operace na integerech. Navic, v paméti jen bity, ne bajty.
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Toky v siti



—_

» sit G = (V,E) je orientovany graf,
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» sit G = (V,E) je orientovany graf,
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» Necht c(u,v) = 0 pokud (u,v) ¢ E.
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vV v v v

sit G = (V,E) je orientovany graf,

kde kazd4 hrana (1,v) € E ma nezdpornou kapacitu c(u,v) > 0.

Necht c(u,v) = 0 pokud (u,v) ¢ E.

Jsou specifikovany dva uzly: zdroj s a spotrebic ¢
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Necht ¢(u,v) = 0 pokud (u,v) ¢ E.
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—_

vV V. v v v Y

sit G = (V,E) je orientovany graf,

kde kazd4 hrana (1,v) € E ma nezdpornou kapacitu c(u,v) > 0.

Necht ¢(u,v) = 0 pokud (u,v) ¢ E.

Jsou specifikovany dva uzly: zdroj s a spotrebic ¢

Kazdy uzel lezi na cesté zs do ¢, tj. s ~» v ~> t pro kazdy v € V.

Sit je tedy souvisly graf am > n — 1.
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—_

klad

=<

Sit — p

20
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Tok v siti

> Tok v siti G je redlnd funkce f : V x V — R spliiujici:
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Tok v siti

> Tok v siti G je redlnd funkce f : V x V — R spliiujici:
1. Pro kazdé u,v € V, f(u,v) < c(u,v).
2. Pro kazdé u,v € V, f(u,v) = —f(v,u).

3. Prokazdé u € V—{s,t}, Y f(u,0)=0.
veV
» Posledni podminka ¥ikd, Ze to, co vtéka do uzlu u z néj také vytéka.
> f(u,v) se nazyva
> Velikost toku je definovana jako

fl =Y f(s,0).

veV

147 / 210



Tok v siti — ptiklad

» Na hrandch jsou hodnoty f(u,v)/c(u,v).
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Tok v siti — ptiklad

v

Na hrandch jsou hodnoty f(u,v)/c(u,v).

v

Ovétte, Ze jde o tok v siti.
If| =272
f| = 19.

v

v
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Maximalni tok

» Mame danou sit G se zdrojem s a spot¥ebitem t.

» Hledame tok maximalni velikosti.
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Vice zdrojli a spotfebiti

20

» Cos tim?
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Vice zdrojli a spotfebiti

» Co s tim?

» VytvoFime novy zdroj a spotfebié a nastavime novym hrandm
kapacitu ¢ na oo.
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Prace s toky

» Pro X,Y C V, definujme f(X,Y) = Zfoy
xeXyeY
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» Pak plati, Ze |f| = f(s, V).
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Prace s toky

v

Pro X,Y C V, definujme f(X,Y) = Efoy
xeXyeY

v

Pak plati, Ze |f| = f(s, V).
Pro X CV, f(X,X) =0 — s kazdym f(u,v) mame i f(v,u).
Pro X,Y C V, f(X,Y) = —f(Y,X).

v
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Prace s toky

v

Pro X,Y C V, definujme f(X,Y) = Zfoy
xeXyeY

v

Pak plati, Ze |f| = f(s, V).

Pro X CV, f(X,X) =0 — s kazdym f(u,v) mame i f(v,u).
Pro X,Y C V, f(X,Y) = —f(Y,X).

Pro X,Y,ZCV, XNY =0,

v

v

v

fXUY,Z)=f(X,2)+f(Y,Z)

f(Z,XUY)=f(ZX)+f(ZY).
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Prace s toky — priklad

Dokaze, ze |f| = f(V,t).
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Diikaz.
> fl=1(V)
> Vime f(
> Tedy f(s, V) f(V V) —f(V s, V).
> Vime f(V,V) =0 — vy3e.

V,V)=f(s,V)+f(V—s5s,V) - vyse.
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Dokaze, ze |f| = f(V,t).

Dikaz.
> fl=1(V)
» Vime f(V,V) =f(s, V) +f(V —5,V) - vyse.
> Tedy f(s,V) = f(V,V) —f(V —s5,V).

vV v v v

Vime f(V,V) = 0 — vyge.
Tedy f(s,V) = —f(V —5s,V).
Vime f(V,V —s) = f(V,1) + f(V,V —s — t) - vyZe.

Z prechoziho a vlastnosti toku vime, ze f(V,V —s —t) =

SV—s—tV)== ) Yflwo=- ), 0=0

ueV—{st}oveVv ueV—{st}

]
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Dokaze, ze |f| = f(V,t).

Dikaz.
> fl=1(V)
» Vime f(V,V) =f(s, V) +f(V —5,V) - vyse.
> Tedy f(s,V) = f(V,V) —f(V —s5,V).

vV v v v

Vime f(V,V) = 0 — vyge.
Tedy f(s,V) = —f(V —5s,V).
Vime f(V,V —s) = f(V,1) + f(V,V —s — t) - vyZe.

Z prechoziho a vlastnosti toku vime, ze f(V,V —s —t) =

SV—s—tV)== ) Yflwo=- ), 0=0

ueV—{st}oveVv ueV—{st}
Tedy |f| =f(V,1).
[
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> Ne algoritmus, protozZe existuje nékolik implementaci s odliSnou
sloZitosti.
FORD-FULKERSON-METHOD(G, s, t)
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2 while existuje zlepsujici cesta p
3 do zlepsi tok f podle p
4 return f
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Ford-Fulkersonova metoda

» Pro nalezeni maximalniho toku v siti.

> Ne algoritmus, protozZe existuje nékolik implementaci s odliSnou
sloZitosti.
FORD-FULKERSON-METHOD(G, s, t)
1 inicializuj f(u,v) =0prou,v € V
2 while existuje zlepsujici cesta p
3 do zlepsi tok f podle p
4 return f

> Zlepsujici cesta je cesta z s do t, kde miZeme zvé&tsit tok.
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Rezidudlni sit

» RezidudIni kapacita hrany (u,0) je

cr(u,v) = c(u,v) — f(u,0).
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Rezidualni sit

» RezidudIni kapacita hrany (u,0) je

cr(u,v) = c(u,v) — f(u,0).
> Nap¥. ¢(s,01) = 16 — 11 = 5.
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Rezidualni sit

» RezidudIni kapacita hrany (u,0) je

cr(u,v) = c(u,v) — f(u,0).

> Nap¥. ¢(s,01) = 16 — 11 = 5.
» Tok f(u,v) tedy miZe byt zlepsen aZ o 5 jednotek.
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Rezidudlni sit

» Necht G = (V,E) jesit a f je tok v siti G.
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Rezidualni sit

» Necht G = (V,E) jesit a f je tok v siti G.
> Rezidudlni sit sit¢ G indukovana tokem f je sit G¢ = (V, Ef), kde

Ef = {(w,v) € VXV :c(u,0v) > 0}.
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Rezidualni sit

» Necht G = (V,E) jesit a f je tok v siti G.
> Rezidudlni sit sit¢ G indukovana tokem f je sit G¢ = (V, Ef), kde
Ef = {(w,v) € VXV :c(u,0v) > 0}.

> Plati, ze |Ef| < 2|E| - rozmyslete.
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Sit a jeji rezidudlni sit

v e
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Sit a jeji rezidudlni sit

> Pozor! f(v1,v2) = 0+ (—1), proto ¢f(v1,v2) =10 — (—1) = 11.
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Rezidudlni sit

Lemma 24.

Necht G = (V,E) je sit a f je tok v G. Necht G¢ je residudlni sit G
indukovand f a necht f' je tok v Gy.
Pak f +f' je tok v G s hodnotou |f +f'| = |f| + |f'].

Diikaz.

» Spociva v ov&feni podminek z definice toku.
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Podminka 1

Chceme ukézat (f +f")(u,v) < c(u,v).
Diikaz.

> f'(u,v) < cf(u,v).
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Dikaz.
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Podminka 1

Chceme ukézat (f +f")(u,v) < c(u,v).
Dikaz.
> f(u,0) < cf(u,0).
> (f+)(w0) = f(w,0) +f'(u,0)
fu,0) + (c(u,0) = f(u,0))

= c(u,v).

IN
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Podminka 2

Chceme ukdzat (f +f')(u,v) = —(f +f')(u,v).
Dikaz.

> (f+f)(w0) = f(u,0) +f(u,0)
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Podminka 2

Chceme ukdzat (f +f')(u,v) = —(f +f')(u,v).
Dikaz.

> (f+f)(w0) = f(u,0) +f(u,0)
= ~f(ou) = f'(v,u,)
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Podminka 2

Chceme ukdzat (f +f')(u,v) = —(f +f')(u,v).
Dikaz.

> (f+f)(w0) = f(u,0) +f(u,0)
—f(v,u) = f'(o,u,)
—(flo,u) +f'(v,u,))
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Podminka 2

Chceme ukdzat (f +f')(u,v) = —(f +f')(u,v).
Dikaz.

> (f+)(w,0) = f(u,0) +f'(u,0)
—f(o,u) —f'(v,u,)
—(f(o,u) +f (v,u,))
—(f+f)(v,u).
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Podminka 3

Chceme ukézat, Ze prou € V —{s,t}, Y (f+f')(u,0) = 0.

veV
Dikaz.
> LI +)wo) = L (Fwo) +f/(,0))
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Podminka 3

Chceme ukézat, Ze prou € V —{s,t}, Y (f+f')(u,0) = 0.

veV
Diikaz.
> L +fw0) = L (fwo) +f (0)
= Y f0)+ ¥ (,0)
veV veV

161 / 210



Podminka 3

Chceme ukézat, Ze prou € V —{s,t}, Y (f+f')(u,0) = 0.

veV
Diikaz.
> L +fw0) = L (fwo) +f (0)
= Y f0)+ ¥ (,0)
veV veV

=04+0=0.
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Velikost vysledného toku

> f+f1= L (F+f)0)

veV
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Velikost vysledného toku

> f+f1= L (F+f)0)

veV

= ) (f(s,0) +£(s,0))

veV

=) fs0)+ )} f(s0)

veV veV

— If+ 17
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Zlepsujici cesta — priklad

» Necht G = (V,E) je sit a f tok.
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Zlepsujici cesta — priklad

» Necht G = (V,E) je sit a f tok.

» ZlepSujici cesta p je jednoduchd cesta z s do t.

» Pomoci této cesty miizeme zlepsit tok o 4 jednotky.

» Rezidudlni kapacita zlep3ujici cesty p je

cr(p) = min{cs(u,v) : (4,0) je na cest& p}.
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Lemma 25.
Necht G = (V,E) je sit, f jeji tok a p zlep3ujici cesta v Gs. Definujme

funkci
G(p)  pro (u,0) nap
fo(u,0) = —cp(p) pro (v,u) nap

0 Jjinak
Pak f, je tok v Gy velikosti |f,| = cf(p) > 0.

Dikaz.
DU.

O
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Lemma 25.
Necht G = (V,E) je sit, f jeji tok a p zlep3ujici cesta v Gs. Definujme

funkci
{ ce(p)  pro(u,v) nap

fo(u,0) = § —¢¢(p) pro (v,u) nap

0 Jjinak
Pak f, je tok v Gy velikosti |f,| = cf(p) > 0.

Dikaz.
DU. O

Corollary 26.
Necht f' = f +f,. Pak f' je tok v G velikosti |f'| = |f| + |f,| > |f|.
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RezidudlIni sit a jeji zlepgeni 0 4 na s ~~ Uy ~» U3 ~ t
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Rez v siti
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Rez v siti

» Rez v siti G = (V,E) je rozklad mno¥iny V naSa T =V — S takovy,
zescSatel.
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167 / 210



Rez v siti

» Rez v siti G = (V,E) je rozklad mno¥iny V naSa T =V — S takovy,
zescSatel.

Tok Fezem je definovén jako f(S, T).

Kapacita tezu (S, T) je ¢(S,T).

Minimalni fez je ¥ez s minimalni kapacitou.

v

v

v
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Rez v siti — p¥iklad

> Tok fezem f({s, 01,02}, {vs, 04, t}) =
F(v1,03) + f(02,03) + f(v2,04) = 12+ (—4) + 11 = 19.
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Rez v siti — p¥iklad

> Tok fezem f({s, 01,02}, {vs, 04, t}) =
F(v1,03) + f(02,03) + f(v2,04) = 12+ (—4) + 11 = 19.

» kapacita Fezu
c({s,v1,02},{v3,v4,t}) = c(v1,03) + c(v2,v4) = 12+ 14 = 26.
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Vlastnosti

Lemma 27.
Necht f je tok v G se zdrojem s s spotFebicem t a necht (S,T) je Fez G.

Pak |f| = f(S, T).
Diikaz.
> f(5,T) =f(S,V) —£(S,5)
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Vlastnosti

Lemma 27.

Necht f je tok v G se zdrojem s s spotFebicem t a necht (S,T) je Fez G.
Pak |f| = f(S, T).

Diikaz.
> f(S,T) =f(5,V)=£(S,5)
=f(S,V)
=f(s,V)+f(S=sV)
=f(sV)
= If]
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Vlastnosti

Corollary 28.

Velikost libovolného toku f v G je shora omezena kapacitou libovolného
Fezu v G.

Dikaz.
> [fl=£(5T))
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Vlastnosti

Corollary 28.

Velikost libovolného toku f v G je shora omezena kapacitou libovolného
Fezu v G.

Dikaz.

> |fl =f(S5,T))
= Z Zf(u/v)

ueSveT

<Y ) c(u,0)

ueSveT

=¢(S,T)
Velikost maximalniho toku je vZdy nejvySe kapacita minimalniho Fezu.
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Hlavni véta

Necht f je to v G se zdrojem s a spot¥ebitem t. Pak nasledujici je
ekvivalentni.

1. f je maximdlini tok.

2. Rezidudlni sit Gy nemd zlep3ujici cestu.

3. |f| =¢(S,T) pro n&jaky ¥ez (S,T) v G.
Dikaz.

» (1) = (2):
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Necht f je to v G se zdrojem s a spot¥ebitem t. Pak nasledujici je
ekvivalentni.

1. f je maximdlini tok.

2. Rezidudlni sit Gy nemd zlep3ujici cestu.

3. |f| =¢(S,T) pro n&jaky ¥ez (S,T) v G.
Dikaz.

» (1) = (2):

» Necht f je maximalni a p je zlepSujici cesta v G.
> Pak ale f +f, je tok v G a |f + f»| > |f]. Spor.
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» anecht T=V 8.
» Protozes€ SateTje(ST)¥tzvG.
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Hlavni véta
Necht f je tok v G se zdrojem s a spotFebicem t. Pak nisledujici je
ekvivalentni.
1. f je maximdln{ tok.
2. Rezidudlni sit Gf nema zlep3ujici cestu.
3. |f| =¢(S,T) pro n&jaky ¥ez (S,T) v G.
Dikaz.
> (2) = (3):
» Necht G nema zlepSujici cestu, tj. v Gy neexistuje cesta z s do t.
» Necht
S ={v e V:existuje cestazs dov v Gf}
» anecht T=V-8.
» Protozes€ SateTje(ST)¥tzvG.

> Prou € SaveT mimef(u,0) =c(u,v), jinak (1,0) € Ef a to dava
vES.
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Prou € SawveTmimef(u,0) =c(u,v), jinak (4,v) € Ef a to dava
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Hlavni véta

Necht f je to v G se zdrojem s a spot¥ebitem t. Pak nasledujici je
ekvivalentni.

1. f je maximdlini tok.

2. Rezidudlni sit Gy nemd zlep3ujici cestu.

3. |f| =¢(S,T) pro n&jaky ¥ez (S,T) v G.
Dikaz.

> (3) = (1):
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Hlavni véta

Necht f je to v G se zdrojem s a spot¥ebitem t. Pak nasledujici je
ekvivalentni.

1. f je maximdlini tok.
2. Rezidudlni sit Gy nemd zlep3ujici cestu.
3. |f| =¢(S,T) pro n&jaky ¥ez (S,T) v G.
Dikaz.
> (3) = (1):
> [fl <e(S
» Z

,T) pro libovolny Yez (S, T).
[l =c(S,

T) plyne maximalita f.
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Zakladni Ford-Fulkersonuv
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Zakladni Ford-Fulkersoniiv algoritmus

FORD-FULKERSON(G, s, t)
1 for kazdou hranu (u,v) € E
do f[u,v] <0

flo,u] <0
while existuje cesta p z s do t v rezidudlni siti G

do cs(p) « min{cs(u,0) : (u,v) na p}

for kazdou hranu (#,v) na p
do f[u, 0] — flu,v] +cf(p)
flo,u] = —=flu,v]

RO Gl WDN

» SloZitost zavisi na ¥adku 4.

175 / 210
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FORD-FULKERSON(G, s, t)
1 for kazdou hranu (u,v) € E
do f[u,v] <0

flo,u] <0
while existuje cesta p z s do t v rezidudlni siti G

do cs(p) « min{cs(u,0) : (u,v) na p}

for kazdou hranu (#,v) na p
do f[u, 0] — flu,v] +cf(p)
flo,u] = —=flu,v]

RO Gl WDN

» SloZitost zavisi na ¥adku 4.

> Prohleddvani do %itky dava slozitost O(nm?) — tzv. Edmonds-Karp
algoritmus.

175 / 210



Zakladni Ford-Fulkersoniiv algoritmus — ptiklad
o AT
eﬂ. ’e
(]

Obrazek: Rezidudlni sit a cesta v ni z s do t.

Obrézek: Vylepseny tok podle vy3e uvedené cesty.
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Maximalni parovani v bipartitnim
grafu
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Maximalni parovani v bipartitnim grafu

» Necht G = (V,E) je neorientovany graf.
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Maximalni parovani v bipartitnim grafu

v

Necht G = (V,E) je neorientovany graf.

v

Parovani v G je podmoZina hran M C E takova, Ze pro kazdy uzel
v € V, v je incidentni s nejvyse jednou hranou z M.

\{

Uzel je popdrovan, pokud je incidentni s n&jakou hranou z M.

v

Maximalni parovani je parovani s maximalni kardinalitou.
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» Omezujeme se pouze na bipartitni grafy, tj. takové, kde V se da
rozloZitna V=LUR, RNL=®,aECLXxR.
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Maximalni parovani v bipartitnim grafu

» Necht G = (V,E) je neorientovany graf.

» Parovani v G je podmoZzina hran M C E takovid, Ze pro kaZzdy uzel
v € V, v je incidentni s nejvyse jednou hranou z M.

» Uzel je poparovan, pokud je incidentni s n&jakou hranou z M.
» Maximalni parovani je parovani s maximalni kardinalitou.

» Omezujeme se pouze na bipartitni grafy, tj. takové, kde V se da
rozloZitna V=LUR, RNL=®,aECLXxR.

» PouZijeme Ford-Fulkersonovu metodu.
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Transformace na problém nalezeni maximalniho toku

Obrézek: Bipartitni graf a odpovidajici sit. Vyzna&eno maximalni parovani a
maximalni tok (kapacita hran 1)
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Transformace na problém nalezeni maximalniho toku

Obrézek: Bipartitni graf a odpovidajici sit. Vyzna&eno maximalni parovani a
maximalni tok (kapacita hran 1)

» SloZitost O(nm).
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Barveni grafi

180 / 210



Notace

» Necht G = (V,E) je graf.
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Notace

» Necht G = (V,E) je graf.
» Cil: obarvit hrany/uzly tak, aby 74dné dv& incidentni hrany (dva
incidentni uzly) nemély stejnou barvu.

» Formalné, obarveni je funkce
f:E—B

(f : V — B), kde B je n&jakd mnoZina barev a f(e1) # f(ez) pro
e1Ney # @ (f(u) # f(v) pokud {u,v} je hrana).
> P.(G) zna&i minimalni potet barev potfebny k hranovému obarveni G.
> ,(G) zna&i minimaIni pocet barev potfebny k (vrcholovému)
obarveni G.

> A znadi maximalni stupen grafu G.
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Hranové barveni grafi
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Hranové barveni grafi

» Jednoduché pozorovani
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Hranové barveni grafi

» Jednoduché pozorovani
» A < ¢.(G).
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Hranové barveni grafi

Theorem 29.
Pokud je G bipartitni, pak 1.(G) = A.

Diikaz

» Indukci k mohutnosti mnoZiny hran.
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Hranové barveni grafi

Theorem 29.
Pokud je G bipartitni, pak .(G) = A.

Diikaz

v

Indukei k mohutnosti mnoziny hran.
|E| =1 — snadné.
Necht v&echny aZ na jednu hranu jsou obarveny nejvy$e A barvami.

Necht (u,v) je neobavrend hrana.

v

v
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Hranové barveni grafi

Theorem 29.
Pokud je G bipartitni, pak .(G) = A.

Diikaz

2

vV v v v

Indukei k mohutnosti mnoziny hran.

|E| =1 — snadné.

Necht v&echny aZ na jednu hranu jsou obarveny nejvy$e A barvami.
Necht (u,v) je neobavrend hrana.

ProtoZze mame k dispozici A barev, alespofi jedna barva nenf
incidentni s u a alespofi jedna neni incidentni s .

Pokud jsou tyto dvé barvy stejné, tak mame hotovo.
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Hranové barveni grafi

Theorem 29.
Pokud je G bipartitni, pak .(G) = A.

Diikaz

» Indukci k mohutnosti mnoZiny hran.

|E| =1 — snadné.

Necht v&echny aZ na jednu hranu jsou obarveny nejvy$e A barvami.
Necht (u,v) je neobavrend hrana.

vV v v v

ProtoZze mame k dispozici A barev, alespofi jedna barva nenf
incidentni s u a alespofi jedna neni incidentni s .

» Pokud jsou tyto dvé barvy stejné, tak mdme hotovo.

» Necht jsou tedy riizné, ozna&ené postupné C; a Cj.
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Hranové barveni grafi

» Necht jsou tedy riizné, ozna&ené postupné C; a Cj.
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Necht H,(Cy,Cz) je podgraf obsahujici u a vechny hrany dosaZitelné
z u obarvené pouze barvami C; a Cs.
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Pak ale kazda cesta z u do v v H,(Cy,Cy) musi mit posledni hranu
obarvenou C,.
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» Necht jsou tedy riizné, ozna&ené postupné C; a Cj.

» Necht H,(Cy,Cy) je podgraf obsahujici u a vechny hrany dosaZitelné
z u obarvené pouze barvami C; a Cs.

» ProtoZe (u,v) je hrana, pat¥ u a v do rliznych komponent
bipartitniho grafu.

» Pak ale kazda cesta z u do v v H,(Cy,Cy) musi mit posledni hranu
obarvenou C,.

» Hrana obarvena C; v8ak neni incidentni s v, proto v neni v
H,(C1,Ca).

» Zdménou barev C; za Cy a naopak v H,(Cy,C;) dostaneme, Ze Cp
neni incidentni s u.

v

(u,v) tedy miZe byt obarvena Cs. O
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Hranové barveni grafi

Theorem 30.

Pokud je G ipin raf s uzly, pak (G) = { s | 1 oo
Dikaz

» Pokud je n liché, nakresleme graf jako pravidelny polygon (viz déle).
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Hranové barveni grafi

Theorem 30.

Pokud je G ipin raf s uzly, pak (G) = { s | 1 oo

Dikaz

» Pokud je n liché, nakresleme graf jako pravidelny polygon (viz déle).
» Obarvime hrani¢ni hrany barvami 1 azn = A+ 1.

» Kazda vnitfni hrana je obarvena stejné, jako s ni paralelni hrana.
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Hranové barveni grafi

187 / 210



Hranové barveni grafi

» Nejde obarvit A = n — 1 barvami:
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Hranové barveni grafi

» Nejde obarvit A = n — 1 barvami:

> Pokud by %lo, pak protofe G ma 3n(n — 1) hran, alespoli in hran by
mélo stejnou barvu.

» Necht M C E takova, %e ?4dné dv& hrany z M nejsou incidentni.
> Pak [M| < 3(n— 1) — (dokaZte).

188 / 210



Hranové barveni grafi

» Kone&ng, necht 7 je sudé.
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Hranové barveni grafi

» Kone&ng, necht 7 je sudé.

» Divejme se na G jako na uplny graf G’ na n — 1 uzlech s jednim
uzlem navic spojenym se vSemi ostatnimi uzly.

» PouZijme predchozi postup na G'.

» V kazdém uzlu schazi jedna barva.

» Tyto barvy jsou navzajem riizne, proto miZeme ony nové hrany jimi
obarvit.

» PouZito pouze A = n — 1 barev. []

189 / 210



Hranové barveni grafi

Theorem 31.
Necht G je prosty graf. Pak A < ¢,(G) < A+ 1.

Dikaz
» Nutno ukdzat, Ze ¢.(G) < A+ 1.
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Hranové barveni grafi

Theorem 31.
Necht G je prosty graf. Pak A < ¢,(G) < A+ 1.
Diikaz

Nutno ukdzat, Ze 9.(G) < A+ 1.
Indukci k po&tu hran.

Pro jednu hranu plati.

vV v v v

Necht tedy vechny hrany krom& hrany (vg,v1) jsou obarveny nejvyse
A + 1 barvami.

Alespoii jedna barva neni ve vy a alespoii jedna neni ve v1.

v

» Pokud jde o tutéZ barvu, hotovo.
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Hranové barveni grafi

» Necht tedy Cy je barva, kterd neni ve vy a C;1 neni ve ;.

191 / 210



Hranové barveni grafi

» Necht tedy Cy je barva, kterd neni ve vy a C;1 neni ve ;.
» Konstruujme posloupnost hran (vg, v1), (vo, v2), (vo,v3), ... tak, Ze

191 / 210



Hranové barveni grafi

» Necht tedy Cy je barva, kterd neni ve vy a C;1 neni ve ;.
» Konstruujme posloupnost hran (vg, v1), (vo, v2), (vo,v3), ... tak, Ze
» C; neni ve v; a

191 / 210



Hranové barveni grafi

» Necht tedy Cy je barva, kterd neni ve vy a C;1 neni ve ;.

» Konstruujme posloupnost hran (vg, v1), (vo, v2), (vo,v3), ... tak, Ze
» C;nenivev;a
> (Uo,vi+1) ma barvu Ci-

191 / 210



Hranové barveni grafi

» Necht tedy Cy je barva, kterd neni ve vy a C;1 neni ve ;.
» Konstruujme posloupnost hran (vg, v1), (vo, v2), (vo,v3), ... tak, Ze
» C;nenivev;a
> (Uo,vi+1) m3a barvu Ci-
» Mg&jme tedy posloupnost (vg,v1), (vo,v2), (v0,03),...,(vo,v;) a
C1,Cy,Cs,...,C;, pro ngjaké i > 0.
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Hranové barveni grafi
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Hranové barveni grafi

» Necht tedy Cy je barva, kterd neni ve vy a C;1 neni ve ;.

» Konstruujme posloupnost hran (vg, v1), (vo, v2), (vo,v3), ... tak, Ze
» C;nenivev;a
» (vo,vi41) mé barvu C;.

v

Mgjme tedy posloupnost (v, v1), (vo, v2), (vo,v3),. .., (vo,v;) a

C1,Cy,Cs,...,C;, pro ngjaké i > 0.

» V&imn&me si, e mdme nejvyde jednu hranu, (vg,v), s barvou C;.

» Pokud takové v existuje a v ¢ {v1,vo,...,0;}, pak pfiddme hranu
(v0,vi11), kde v;1 1 = v, a Cj41 je barva, kterd neni ve v;, 1.
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Mgjme tedy posloupnost (v, v1), (vo, v2), (vo,v3),. .., (vo,v;) a
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» Pokud takové v existuje a v ¢ {v1,vo,...,0;}, pak pfiddme hranu
(v0,vi11), kde v;1 1 = v, a Cj41 je barva, kterd neni ve v;, 1.

» Jinak ukon&ime budovani posloupnosti.
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Hranové barveni grafi

» Necht tedy Cy je barva, kterd neni ve vy a C;1 neni ve ;.

» Konstruujme posloupnost hran (vg, v1), (vo, v2), (vo,v3), ... tak, Ze
» C;nenivev;a
» (vo,vi41) mé barvu C;.

» Mg&jme tedy posloupnost (vg,v1), (vo,v2), (v0,03),...,(vo,v;) a

C1,Cy,Cs,...,C;, pro ngjaké i > 0.

» V&imn&me si, e mdme nejvyde jednu hranu, (vg,v), s barvou C;.

» Pokud takové v existuje a v ¢ {v1,vo,...,0;}, pak pfiddme hranu
(v0,vi11), kde v;1 1 = v, a Cj41 je barva, kterd neni ve v;, 1.

» Jinak ukonéime budovani posloupnosti.

» KaZda posloupnost koné&i s nejvySe A prvky.

191 / 210



Hranové barveni grafi

> Necht vyslednd posloupnost je (vo, v1), (vo,v2), (v0,3), ..., (vo,7;) a
C1,C2,Cs,...,Cj, pro n&jaké j > 0.
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Hranové barveni grafi

» Necht vyslednd posloupnost je (v, v1), (v0,v2), (v0,03), ..., (v0,7;) a
Cl, Cz, C3, . ,C]‘, pro néjaké ] 2 0.
i) Neexistuje hrana (vg,v) s barvou C;, pak udéldme nasledujici
prebarveni (X # Cj):
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Hranové barveni grafi

» Necht vysledna posloupnost je (vg,v1), (v0,v2), (vo,3), ..., (v0,v}) a
C1,C2, G, ..., Cj, pro néjaké j > 0.
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Hranové barveni grafi

» Necht vysledna posloupnost je (vg,v1), (v0,v2), (vo,3), ..., (v0,v}) a
C1,C2, G, ..., Cj, pro néjaké j > 0.

i) Necht existuje k < j takové, Ze (vp, vx) ma barvu C;.
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Hranové barveni grafii

» Necht vysledna posloupnost je (vg,v1), (v0,v2), (vo,3), ..., (v0,v}) a
C1,C2, G, ..., Cj, pro néjaké j > 0.

i) Necht existuje k < j takové, Ze (vp, vx) ma barvu C;.
» Pak pro i < k prebarvime hrany jako vy3e, tj. (vg,v;) dostane barvu C;.
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Hranové barveni grafi

» Necht vysledna posloupnost je (vg,v1), (v0,v2), (v0,3), ..., (v0,7;) a
Cq1,Cy, C3,...,Cj, pro n&jaké j > 0.
i) Necht existuje k < j takové, Ze (vp, vx) ma barvu C;.
» Pak pro i < k prebarvime hrany jako vy3e, tj. (vg,v;) dostane barvu C;.
» (vo,vy) zidstane neobavrend.
> Kazdd komponenta H(Cy, C;) — podgraf obsahujici véechny hrany
barvy Cp a Cj — je bud cesta, nebo cyklus, protoZe kazdy uzel m3
nejvySe jednu hranu barvy Cy a jednu barvy C;.
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Hranové barveni grafi

» Necht vysledna posloupnost je (vg,v1), (v0,v2), (v0,3), ..., (v0,7;) a
Cq1,Cy, C3,...,Cj, pro n&jaké j > 0.
i) Necht existuje k < j takové, Ze (vp, vx) ma barvu C;.
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> Kazdd komponenta H(Cy, C;) — podgraf obsahujici véechny hrany
barvy Cp a Cj — je bud cesta, nebo cyklus, protoZe kazdy uzel m3
nejvySe jednu hranu barvy Cy a jednu barvy C;.

> Alespoi jedna barva z Cy a C; neni v kazdém z uzld vy, vy, v;.
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Hranové barveni grafi

v

Necht vyslednd posloupnost je (vg,v1), (v0,v2), (v0,3), ..., (v0,7;) a

C1,C2, G, ..., Cj, pro néjaké j > 0.
i) Necht existuje k < j takové, Ze (vp, vx) ma barvu C;.
» Pak pro i < k prebarvime hrany jako vy3e, tj. (vg,v;) dostane barvu C;.
» (vo,vy) zidstane neobavrend.

> Kazdd komponenta H(Cy, C;) — podgraf obsahujici véechny hrany
barvy Cp a Cj — je bud cesta, nebo cyklus, protoZe kazdy uzel m3
nejvySe jednu hranu barvy Cy a jednu barvy C;.

> Alespoi jedna barva z Cy a C; neni v kazdém z uzld vy, vy, v;.

> Proto ne viechny v jedné komponenté H(Co, C;):

G X C
] Q ¥
V) — X — Y ... — U a uZ se nedostaneme do v;.
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Hranové barveni grafi

a) vo & Hy, (Co, Cj) — komponenta H(Co, C;) obsahujici vy — pak
Co < Cj v Hy, (Co, Cj), coz ddvd, ze Cy neni ve vy.
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Hranové barveni grafi

a) vo & Hy, (Co, Cj) — komponenta H(Co, C;) obsahujici vy — pak
Co < Cj v Hy, (Co, Cj), coZ dava, ze Cy neni ve vy.
» Co nenfi ani ve vy, proto obarvime (vg, vx) barvou Cy.
b) vo & Hy,(Co, Cj), pak prebarvime
» (vg,v;) barvou Cj, k <i <j,
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Hranové barveni grafi
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» Co nenfi ani ve vy, proto obarvime (vg, vx) barvou Cy.

b) vo & Hy,(Co, Cj), pak prebarvime

» (vg,v;) barvou Cj, k <i <j,
> (o, v;) zlistane neobavrend.
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Hranové barveni grafi

v ¢ Hy, (Co, Cj) — komponenta H(Cy, C;) obsahujici v — pak
Co < Cj v Hy, (Co, Cj), coz ddvd, ze Cy neni ve vy.
Co neni ani ve vy, proto obarvime (vg, vy) barvou Co.
vy ¢ Hy;(Co, Cj), pak prebarvime

» (vg,v;) barvou Cj, k <i <j,

> (o, v;) zlistane neobavrend.
P¥i ptebarveni se nepouZila ani Co, ani C;, proto H(Co, C;)
nezménéno.
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Hranové barveni grafi

v ¢ Hy, (Co, Cj) — komponenta H(Cy, C;) obsahujici v — pak
Co < Cj v Hy, (Co, Cj), coz ddvd, ze Cy neni ve vy.
Co neni ani ve vy, proto obarvime (vg, vy) barvou Co.
vy ¢ Hy;(Co, Cj), pak prebarvime

» (vg,v;) barvou Cj, k <i <j,

> (o, v;) zlistane neobavrend.
P¥i ptebarveni se nepouZila ani Co, ani C;, proto H(Co, C;)
nezménéno.

Opét Cp «— Cj v ij(CO, Cj) a mame, Ze Cy neni ve ;.
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Hranové barveni grafi

a) vo & Hy, (Co, Cj) — komponenta H(Co, C;) obsahujici vy — pak
Co < Cj v Hy, (Co, Cj), coz ddvd, ze Cy neni ve vy.

» Co nenfi ani ve vy, proto obarvime (vg, vx) barvou Cy.

b) vo & Hy,(Co, Cj), pak prebarvime

» (vg,v;) barvou Cj, k <i <j,
> (o, v;) zlistane neobavrend.

> P¥i prebarveni se nepouzila ani Co, ani C;, proto H(Co, C;)
nezménéno.

» Opét Cp « Cj v ij(CO, Cj) a mame, Ze Cy neni ve ;.
> Obarvime (vp, v;) barvou Co. O
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Hranové barveni grafi

» PYedchozi dikaz ddva polynomidlni algoritmus.
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Hranové barveni grafi
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Hranové barveni grafi

» PYedchozi dikaz ddva polynomidlni algoritmus.
» Vidite ho? :-)

> Jaka je sloZitost?
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Hranové barveni grafi

v

P¥edchozi dikaz dava polynomialni algoritmus.
Vidite ho? :-)

Jaka je slozitost?

v

v

v

Problém, zda ¢.(G) = A je NP-Gplny.
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(Vrcholové) barveni grafi
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Barveni grafi

> Je graf obarvitelny nejvySe k barvami? je NP-dplny problém.
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Barveni grafi

Theorem 32.
Libovolny (prosty) graf G Ize obarvit A + 1 barvami.

Dikaz.

» Indukci k 7.
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» n =1, hotovo.
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Barveni grafi

Theorem 32.
Libovolny (prosty) graf G Ize obarvit A + 1 barvami.

Dikaz.

» Indukci k 7.

» n =1, hotovo.

» Pokud pfidame uzel u, pak bude spojen nejvySe s A jinymi uzly.
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Barveni grafi

Theorem 32.
Libovolny (prosty) graf G Ize obarvit A + 1 barvami.

Dikaz.

» Indukci k n.
» n =1, hotovo.
» Pokud pfidame uzel u, pak bude spojen nejvySe s A jinymi uzly.

> Barev mdme A 4 1, proto miZeme u obarvit néjakou barvou.
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Barveni grafi

» Ve v&tging p¥ipadi ale plati, Ze ¥,(G) < A+ 1.
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Barveni grafi

» Ve v&tging p¥ipadi ale plati, Ze ¥,(G) < A+ 1.
» PFiklad:
» G plandrni, pak ,(G) < 4, pfitom A =k, pro libovolné k > 0.
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Barveni grafi

v

Ve v&t&ing& pripadl ale plati, ze 1,(G) < A+ 1.
P¥iklad:
G planarni, pak ¢,(G) < 4, ptitom A = k, pro libovolné k > 0.

v

v

v

Rychlosouté&z: Jaky algoritmus na obarveni uzli vas napadne?
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Chromaticky polynom

» Necht Px(G) oznaluje potet zpiisobl obarveni grafu G k barvami.
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Chromaticky polynom

» Necht Px(G) oznaluje potet zpiisobl obarveni grafu G k barvami.

» P(G) je polynom.
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Chromaticky polynom

Obrazek: Graf Gy.

» b ...dostane libovolnou z k barev.
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Chromaticky polynom

Obrazek: Graf Gy.

» b ...dostane libovolnou z k barev.
» a,c,d ... libovolnou z k — 1 zbyvajicich barev.
> Pk(G]) = k(k — 1)3

v

Obecng, necht T, je strom na 1 uzlech. Pak Py(T,) = k(k —1)""L.
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Chromaticky polynom

Obréazek: Graf G,.

» g ...dostane libovolnou z k barev.
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Chromaticky polynom

Obréazek: Graf G,.

» g ...dostane libovolnou z k barev.

» b ...libovolnou z k — 1 zbyvajicich barev.

v

¢ ...libovolnou z k — 2 zbyvajicich barev.
Pr(Gy) =k(k—1)(k—2)

\4
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Chromaticky polynom

Obréazek: Graf G,.

» g ...dostane libovolnou z k barev.

» b ...libovolnou z k — 1 zbyvajicich barev.

v

¢ ...libovolnou z k — 2 zbyvajicich barev.
Pi(Gp) = k(k—1)(k—2)
Obecng, necht K, je dplny graf na n uzlech.

v

v
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Chromaticky polynom

Obréazek: Graf G,.

» g ...dostane libovolnou z k barev.

» b ...libovolnou z k — 1 zbyvajicich barev.

v

¢ ...libovolnou z k — 2 zbyvajicich barev.
Pi(Gp) = k(k—1)(k—2)
Obecng, necht K, je dplny graf na n uzlech.

Pak Pi(Kn) = 5%

v

v

v
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Chromaticky polynom

®

® @
Obrézek: Graf Gb.

» g ...dostane libovolnou z k barev.
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Chromaticky polynom

®

® @
Obrézek: Graf Gb.

» a ...dostane libovolnou z k barev.
» b ...libovolnou z k barev.

» ¢ ...libovolnou z k barev.
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Chromaticky polynom

®

® @
Obrézek: Graf Gb.

a ...dostane libovolnou z k barev.
b ...libovolnou z k barev.

¢ ...libovolnou z k barev.

P(Gh) =K

Obecng, necht @, je graf na n uzlech bez hran.

vV v v v v
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Chromaticky polynom

®

® @
Obrézek: Graf Gb.

Obecng, necht @, je graf na n uzlech bez hran.
Pak Pr(®,) = k"

» a ...dostane libovolnou z k barev.
» b ...libovolnou z k barev.

» ¢ ...libovolnou z k barev.

> P(Gy) =K

>

>
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Chromaticky polynom

» Plati: Pokud k < ,(G), pak Px(G) = 0.
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Chromaticky polynom

v

Plati: Pokud k < ¢,(G), pak Px(G) = 0.

v

Necht G je graf.
Jak sestrojit Px(G)?

v

v
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Chromaticky polynom

v

Plati: Pokud k < ¢,(G), pak Px(G) = 0.

v

Necht G je graf.
Jak sestrojit Px(G)?

v

Znaceni:

v

v

G — (u,v) je graf vznikly z G odebranim hrany (u,v)

v

G o (u,v) je graf vznikly z G sloutenim uzld u a v.
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Chromaticky polynom

Theorem 33.
Necht (u,v) je hrana v G, pak

Pr(G) = Py(G = (,0)) = P(G o (u,0)).

Diikaz.

» Pi(G) je potet obarveni, kde u a v maji rliznou barvu.
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Chromaticky polynom

Theorem 33.
Necht (u,v) je hrana v G, pak

Pr(G) = Py(G = (,0)) = P(G o (u,0)).

Diikaz.

» Pi(G) je potet obarveni, kde u a v maji rliznou barvu.
> VZechna tato obarveni jsou zahrnuta i v Py(G — (u,v)).

» Py(G — (u,v)) v8ak navic obsahuje i ta obarveni, kde u a v maji
stejnou barvu.

» Odetteme je tedy v Pr(Go (u,0)).
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Chromaticky polynom

°.0
@—®
Obréazek: Graf Gs.

> Pi(Gs) = Pr(Py) — 4Pr(D3) + 6Pr(D2) — 3Pr(P1)
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Chromaticky polynom

°.0
@—®
Obréazek: Graf Gs.

> Pi(Gs) = Pr(Py) — 4Pr(D3) + 6Pr(D2) — 3Pr(P1)
— k(k—1) (& — 3k + 3)
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Chromaticky polynom

Theorem 34.
Necht (u,v) je hrana v G, pak
Py(G) = Pr(G — (u,v)) — P(G o (u,v)).

» Pokud ma graf hodné hran, je lepsi pouZit pfeformulovanou variantu:
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Chromaticky polynom

Theorem 34.
Necht (u,v) je hrana v G, pak

Pr(G) = Pr(G — (1,0)) — Pr(G o (u,0)).

» Pokud ma graf hodné hran, je lepsi pouZit pfeformulovanou variantu:
> Pi(G) = P(G+ (u,0)) + Pr((G+ (u,v)) o (u,v))
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Chromaticky polynom

Theorem 34.
Necht (u,v) je hrana v G, pak

Pr(G) = Pr(G — (1,0)) — Pr(G o (u,0)).

» Pokud ma graf hodné hran, je lepsi pouZit pfeformulovanou variantu:
» Pu(G) = Pr(G+ (1,v)) + P((G + (1,0)) o (u,0))

> tj., doplfiujeme na uplny graf.
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Chromaticky polynom

Obréazek: Graf Gs.

> Pr(Gs) = Pi(Ks) + 3P(Ky) + 2Pk(K3)
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Chromaticky polynom

Obréazek: Graf Gs.

> Pr(Gs) = Pi(Ks) + 3P(Ky) + 2Pk(K3)
=k(k—1)(k—2)(k* — 4k +5)
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Chromaticky polynom

» Nyni mame, %e ¢,(G) je minimalIni k takové, ze Pr(G) > 0.
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Chromaticky polynom

» Nyni mame, %e ¢,(G) je minimalIni k takové, ze Pr(G) > 0.

> y(G3) =2
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Chromaticky polynom

» Nyni mame, %e ¢,(G) je minimalIni k takové, ze Pr(G) > 0.
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