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1 Uvod
Zakladni pojmy

e Neformdlng, algoritmus je dobie definovana vypocetni procedura, ktera p¥ijiméd néjaké hodnoty (mnoZzinu
hodnot) jako a produkuje néjakou hodnotu (mnoZinu hodnot) jako

e Algoritmus je tedy posloupnost vypocetnich krokt, které transformujf vstup na vystup.
e Datova struktura je zptisob jak uloZit a organizovat data tak, aby k nim bylo co nejvice ulehéeno

pfistupovani a modifikovani.

Pozadavky kladené na algoritmy
e Algoritmus skondi pro kazdy (spravné zadany) vstup.
e Vystup algoritmu je korektni.
e Cas ani paméf nejsou neomezeny.
e Existuje mnoho feSeni urcitého problému, ty se vSak dramaticky lii svoji efektivnosti.

e Velky diiraz kladen na ¢asovou a prostorovou efektivnost.

SlozZitost algoritmu
Casova slozitost algoritmu:

e Maximalni pocet “primitivnich” krokti vykonanych danym algoritmem nad vSemi vstupy stejné “ve-
likost”, tj. pocet krokt1 v nejhorsim piipadé.

e Popsana funkci zdvislou na velikosti vstupu, T(n).

Prostorové sloZitost algoritmu:
e Maximalni velikost obsazené paméti béhem vypoctu algoritmu nad vSemi vstupy stejné “velikosti”.

e Popsana funkci zdvislou na velikosti vstupu, S(n).

n mhZe byt obecné vektor hodnot.

®-notace
Necht g(n) je funkce.

e O(g(n)) ={f(n): existujicy,c1,ng > 0 takové, ze 0 < c19(n) < f(n) < cpg(n) pron > ng}.

e Obvykle piseme f(n) = ©(g(n)) misto f(n) € O(g(n)).

1,2 _ 2 - 1 o1
e ;n° —3n = 0(n°) -ovéfte proc; = 14,62 = 5,10 = 7.
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Obréazek 1: ®-notace.
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Obréazek 2: O-notace.

O-notace
Nechf ¢(n) je funkce.

e O(g(n)) ={f(n): existuji c,ny > 0 takové, ze 0 < f(n) < cg(n) pron > ny}.

e O(g(n)) € O(g(n)).
e n=0(n?),alen # 0O(n?).

()-notace
Nechf ¢(n) je funkce.

e O(g(n)) ={f(n): existujic,ng > 0 takové, ze 0 < cg(n) < f(n) pron > np}.
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Obrézek 3: Q)-notace.

Theorem 1. Pro libovolné funkce f(n) a g(n) plati f(n) = ©(g(n)) privé kdyz f(n) = O(g(n)) a f(n)

Q(g(n)).



o-notace a w-notace
Nechf ¢(n) je funkce.

e 0(g(n)) ={f(n): prokazdé c > 0 existuje ny > 0 takové, ze 0 < f(n) < cg(n) pron > ng}.
e w(g(n)) ={f(n): prokazdé c > 0 existuje ny > 0 takové, ze 0 < cg(n) < f(n) pron > noy}.
o f(n) € w(g(n)) pravé kdyz g(n) € o(f(n)).

e 21 = o(n?), ale 2n? # o(n?).

e f(n)=o0(g(n)) pokud lim, e

e n2/2 = w(n),ale n?/2 # w(n?).

o f(n) = w(g(n)) pokud lim, .
Vlastnosti

Nechf f(n) a g(n) jsou (asymtoticky kladné) funkce.

e Tranzitivita f(n) = X(g(n)) a g(n) = X(h(n)) implikuje f(n) = X(h(n)), pro X € {®,0,Q,0,w}.

e Reflexivita f(n) = X(f(n)), pro X € {©,0,Q}.

o Symetrie f(n) = ©(g(n)) pravé kdyz g(n) = O(f(n)).

e Transponovand symetrie f(n) = O(g(n)) pravé kdyz g(n) = Q(f(n)). f(n) = o(g(n)) pravé kdyz
g(n) = w(f(n)).

e Ne vzdy porovnatelné n a n'+sn()

jsou neporovnatelné.



2 Grafy
Grafy: Uvod, historie, definice

o Leonhard Euler, Sedm mostii mésta Krilovce, 1736.

o Otéazka: Je moZné pfejit vSechny mosty, ale kazdy pouze jednou?

Obrézek 4: Sedm mostti mésta Krélovce a jejich graficka reprezentace.

Orientovany graf G je dvojice
G=(V,E),

kde
o V je kone¢nd mnozina uzlti a
e ECV? je mnoZina hran.

Hrana (u, 1) se nazyva smycka.
Pokud (u,v) je hrana, fikdme, Ze u a v jsou incidentni.

Obréazek 5: Orientovany graf

Graf G’ = (V' E’) je podgraf grafu G = (V, E), jestlize
eV CVaE CE.

Mgjme V" C V. Podgraf indukovany V" je graf G” = (V”,E"), kde
o B/ ={(u,v) €E:uvecV"}

Neorientovany graf G je dvojice
G=(V,E),

kde
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Obrézek 6: Graf a jeho podgraf indukovany mnozinou {1,2,3,6}.

e V je kone¢nd mnozina uzlti a

e EC (‘2/) je mnoZina hran.

Poznadmka
Hrana je mnozina {u,v}, kde u,v € V au # v.1v neorientovaném piipadé vsak budeme hrany znacit
(u,v) a povazovat (u,v) a (v, u) za stejnou hranu. Smy¢ky nejsou povoleny.

® ©

Obrézek 7: Neorientovany graf

e Stuperi uzlu u v neorientovaném grafu je pocet uzlt s nim incidentnich, znaci se d(u).
e d(1)=d(2)=d(5)=2,d(3) =d(6) =1,d(4) = 0.

e Pokud d(u) = 0, nazyva se u izolovany uzel.

® ©

Obrazek 8: Neorientovany graf

Vystupni stupenl uzlu u v orientovaném grafu je po¢et hran z néj vychézejicich, zna¢i se d_ (u).

Vstupni stupeti uzlu u je pocet hran do ngj vstupujicich, znadi se d (u).

Stupen uzlu u je soucet vystupniho a vstupniho stupné.

d_(2) =3,d.(2) =2,d(2) = 5.

Posloupnost uzlt (vg, v1,vy,...,v), kde (v;_1,v;) € Eproi =1,2,...,k, se nazyvé sled délky k z vy
do Ok.
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Obréazek 9: Orientovany graf

Sled je tedy uréen uzly vg,v1,...,v; a hranami (v, v1), (v1,02), ..., (vx_1, k). Délka sledu je pocet
jeho hran.

Rovnéz se ptipousti sled délky 0 z u do u, pro vSechny uzly u.

. . vl 4 > . oy . M S
Pokud existuje sled s z u do v/, fikdme, Ze u’ je dosazitelny z u sledem s, znaceno u ~ u’.
Tah je sled, ve kterém se neopakuji hrany.

Cesta je sled, ve kterém se neopakuji uzly.

O—

(1,2,5,4) je cesta
(2,5,4,5) je sled, ktery neni cestou (jde o tah?)

Podsled (podtah,podcesta) sledu (vg, v1, vy, . . ., vk) je podposloupnost sousedicich uzlt, tj. (v;, vj 1, Viig, . ..

pro0 <i<j<k.

Sled (tah, cesta) (v, v1,7y,...,0x) se nazyva uzavieny, pokud obsahuje alespoii jednu hranu a vy =
Ok

Pro neorientovany graf je tedy k > 3.

Uzaviend cesta se nazyva kruznice. Orientovana kruZnice se nazyva cyklus.



e (2,2)je cyklus délky 1
e (1,2,4,1) je cyklus

e (1,2,4,5,4,1) je ale uzavieny sled, ktery neni cyklus

(1,2,5,1) je kruznice

(3,6,3) neni kruznice

Orientovany graf se nazyva prosty, pokud neobsahuje smy¢ky.

Graf bez cykla (kruZnic) se nazyva acyklicky.

Neorientovany graf se nazyva souvisly, pokud mezi libovolnymi dvéma uzly existuje cesta.

Souvislé komponenty grafu jsou tfidy ekvivalence mnoziny uzli podle relace “

®

Graf ma tfi souvislé komponenty:
e {1,2,5}
o {3,6}
o {4}

e Orientovany graf se nazyva silné souvisly, pokud mezi libovolnymi dvéma uzly existuje orientovana
cesta.

e Silné souvislé komponenty grafu jsou tfidy ekvivalence mnoziny uzl podle relace “

”

Graf ma tfi silné souvislé komponenty:
e {1,2,4,5}
. {3}
. {6}
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3 Reprezentace grafti

Necht G = (V, E) je graf. Zavedeme nasledujici znaceni:
o n=1V|

e m = |E|.

1. Seznam sousedii

e preferovana reprezentace,

e vyhodngjsi zejména pro fidké grafy, tj. takové grafy, kde m < n?,

e vétSina dale uvedenych algoritmii pouZivd praveé tuto reprezentaci.
2. Matice sousednosti

e muZe byt vyhodnéjsi pro husté grafy, tj. ty, kde m je skoro n?

e nebo kdyZ potiebujeme rychle rozhodnout, zda graf obsahuje hranu spojujici dva dané uzly.
Seznam sousedi
Seznam sousedt grafu G = (V, E) sestdva z
e pole Adj[1...n] majici n seznamti, jeden pro kazdy uzel z V,

e kde Adj[u] obsahuje v8echny uzly v takové, Ze (u,v) € E.

J
I IV IS S
|

S Y

T
:
|
:

e Pokud G je orientovany graf, pak soucet délek seznamt seznamu sousedti je 11, protoZe kazda hrana
tvaru (u,v) je reprezentovédna v vyskytujicim se v Adj[u].

e Pokud G je neorientovany graf, pak soucet délek seznamii seznamu sousedtl je 21, protoZe kazda
hrana (u, v) je reprezentovana v vyskytujicim se v Adj[u] a u vyskytujicim se v Adj[v].

e Mnozstvi obsazené paméti je v obou ptipadech stejna, @ (m + n).

10
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Ohodnoceny graf

e Ohodnoceny graf je takovy graf, kde kazda jeho hrana ma prifazenu néjakou hodnotu, typicky danou
vidhovou funkci w : E — R.

e Seznam sousedtl se snadno rozsifi pro ohodnocené grafy tak, Ze hodnota w(u, v) je uloZzena s uzlem
v v seznamu Adj[u].

e Nevyhoda: zjistit, zda je hrana (u, v) pfitomnd v grafu znamena hledat v v celém seznamu Adj[u].

Matice sousednosti
Necht G = (V,E) je graf a pfedpokladejme, Ze uzly jsou né&jak ocislovény &isly 1,2, ..., n. Matice sou-
sednosti A = (a;) je ¢tvercova matice fadu n takova, ze

g — 1 pokud (i,j) € E,
771 0 jinak.

NI WD~

S O OO OO
OO, OO N
SO O OO OW
O R O OO
OO O = OoOu
_0 O = O oS

k= W N =

== ] =
—_ =k O =N
ORLr O O W
— O R R Ol
O~ O Ol
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MnoZstvi obsazené paméti je bez ohledu na po¢tu hran @ (1?).
Lepsi nebo horsi?

Transponovand matice k A = (a;;) je matice AT = (115), kde ”5 = aj;.
Pro matici sousednosti A neorientovaného grafu plati A = AT.
Staci tedy uloZit do paméti pouze ¢ast matice nad diagonélou.

Necht G = (V, E) je ohodnoceny graf, pak

I w(i,j) pokud (i,j) € E,
Y| NIL jinak,

kde NIL je né&jaka unikatni hodnota, vétsinou 0 ¢i .

12



4 Prohledavani do sitky
Prohledavani do sitky (BFS)
e Vstup: (ne)orientovany graf G = (V,E) auzels € V.
e Prochézi vSechny uzly dostupné z s a pocitd jejich vzdalenost (pocet hran) od s.

o Vytvari strom prohleddvini do $itky s kofenem s obsahujici vSechny uzly dosaZitelné z s. Cesta z s do v
je nejkratsi cestou v grafu.

e Pfi prochédzeni grafu obarvuje uzly bilou, Sedou a ¢ernou barvou.

e Reprezentace grafu — seznam sousedi.
e color[u] € {WHITE, GRAY, BLACK}.
e 77[u] je pfedchiidce 1 na cesté z s.

e d[u] je zdalenost u od s (pocet hran, dale bude rozsifeno na ohodnocené grafy).

BFS(G, s)
1 forkazdy uzelu € V — {s}
do color[u] «— WHITE
dlu] «— oo
7t[u] « NIL
color[s] «— GRAY
dfs] <0
7t[s] < NIL
Q=0
ENQUEUE(Q, s)
while Q # @
11 do u «— DEQUEUE(Q)
12 for kazdy v € Adj[u]
13 do if color[v] =WHITE
14 then color[v] < GRAY
15 dlv] — d[u] +1
16 o] —u
17 ENQUEUE(Q, v)
18 color[u] «— BLACK

—_
O OO NONU s WN

BFS - priklad

Analyza BFS

e Ve while-cyklu jiZ neni moZno obarvit uzel na bilo.

e Rédek 13 proto zarutuje, ze kazdy uzel bude zatazen do fronty (a ndsledné vybran z fronty) nejvyse
jednou.

e Operace vkladani a vybirani prvku z fronty je konstantni, tj. O(1), takZe celkovy ¢as na operace fronty
je O(n).

13



e ProtoZe se seznam sousedti daného uzlu prochazi pouze pfijeho vybrani z fronty, je seznam skenovan
nejvyse jednou.

e JelikoZ je suma délek téchto seznamii rovna @(m), je celkovy &as skenovani seznamu sousedt O(m).

e Inicializace zabere ¢as O(n), proto je celkovy ¢as algoritmu O(m + 1), tj. linedrni vzhledem k velikosti
reprezentace grafu G.

Nejkratsi cesty
e Jakjiz bylo feceno, BFS rovnéz urci vzdélenost vsech uzlt od daného vstupniho uzlu s.

e Definujme nejkratsi vzdilenost 6(s,v) z s do v jako minimalni pocet hran na jakékoliv cesté z s do v.
Pokud cesta neexistuje, je 5(s, v) = oo.

e Cesta délky é(s,v) z s do v je nejkratsi cesta z s do v.

Lemma 2. Nechf G = (V, E) je orientovany ¢i neorientovanyj graf a nechf s € V je libovolny uzel. Pak pro kaZdou
hranu (u,v) € E plati, Ze
5(s,v) < (s, u)+1.

Diikaz. e Pokud je uzel u dosaZitelny z s, pak je rovnéz uzel v dosazitelny z s. To ale znamen4, Ze nej-
kratsi cesta z s do v nemitiZe byt delsi neZ nejkratsi cesta z s do u nasledovand hranou (u, v). Nerovnost
tedy plati.

e Pokud uzel u neni dosazitelny z s, pak (s, u) = co a nerovnost opét plati.
O

Lemma 3. Nechf G = (V, E) je orientovany & neorientovany graf a prepoklddejme, Ze BFS je spusténo na G z uzlu
s € V. Pak po ukonceni BFS plati, Ze d[v] > (s, v) pro kazdé v € V.

Diikaz. e Indukci vzhledem k po¢tu ENQUEUE operaci. IP je d[v] > d(s, v) pro vSechnav € V.
e Baze:d[s]| =0=6(s,s) ad[v] =00 > 5(s,v),v €V —{s}.

e Nechf v je bily uzel prozkoumany béhem prohledévani z u. Z IP mame d[u] > 6(s, u). Z fadku 15 BFS,
IP a pfedchoziho lemmatu mame

dlv] =du]+1>46(s,u)+1>6(s,v).

Uzel v je poté vloZen do fronty a uZ nikdy neni vloZen znovu do fronty, protoZe je Sedy a fadky 14-17
se vykonavaji pouze pro bilé uzly, tj. hodnota d[v] se jiZ nezméni.
O

14



Lemma 4. Nechf béhem providéni BFS na grafu G = (V, E) obsahuje fronta Q uzly (v1,v, .. .,v,), kde vy je proni
proek Q a v, je posledni proek Q. Pak d[v,] < d[v1] +1ad[v;] < d[vj41] proi=1,2,...,r — 1.

Diikaz. e Indukci vzhledem k poctu operaci fronty. Na pocatku je Q = (s) a tvrzeni plati. Tvrzeni plati
po obou frontovych operacich:

e v1 odebrédno, pak vy novy prvni prvek (pokud se fronta vyprazdni, trvzeni plati trividlné). Z IP mame
d[v1] < d[vy]. Pak ale d[v,] < d[v1] +1 < d[v;] + 1, zbytek nerovnosti je nezménén.

e 7,41 vlozeno do Q (fadek 17). V tu dobu je jiz z Q vyjmut uzel u, jehoZz seznam se prochézi. Z IP
méme du] < d[v1]. Tedy, d[v, 1] = d[u] +1 < d[v1] + 1. Proto d[v,] <ip d[u] +1 = d[v,1]. Zbytek
nerovnosti je nezménén.

O

Corollary 5. Necht uzly v; a vj jsou vloZeny do fronty béhem providéni BFS a Ze v; je vlozeno pred v;. Pak d[v;] <
d[v;] v okamZiku vloZeni v; do fronty.

Diikaz. Z pfedchoziho lemmatu a vlastnosti, Ze kazdy uzel obdrzi kone¢nou hodnotu 4 nejvyse jednou
béhem vypoctu.

Theorem 6 (Korektnost algoritmu BFS). Nechf G = (V,E) je (ne)orientovany graf a s € V. Pak BFS(G,s)
prozkoumd vsechny uzly v € V dosaZitelné z s a po ukoncent plati, Ze d[v] = 6(s, v) pro vSechna v € V. Pro kazdy
uzel v # s dosaZitelny z s navic plati, Ze jedna z nejkratsich cest z s do v je nejkratsi cesta z s do 7t[v] ndsledovand
hranou (7t[v], v).

Dikaz

e Sporem. Necht v je uzel s minimdlni (s, v) takovy, Ze d[v] # 6(s,v). Ztejmé v # s.

e Lemma 3 tikd, ze d[v] > 4(s,v), proto d[v] > 4(s,v). Navic, v musi byt dosazitelny z s, protoZe jinak
je 6(s,v) = o0 > d[v].

e Nechf u je uzel bezprostiedné predchazejici v na nejkratsi cesté z s do v, §j. 6(s,v) = (s, u) + 1.
ProtoZe (s, u) < 6(s,v) a vzhledem k volbé v, plati d[u] = (s, u).

e Celkem tedy d[v] > d(s,v) = (s, u) +1 =d[u] + 1.
Diikaz(pokracovini). e Uvazme nyni BFS v dobé, kdy u je vybirdno z Q na ¥adku 11, §j. v je bud bily,
Sedy, nebo cerny.
e v je bily, pak fadek 15 nastavuje d[v] = d[u] + 1 - spor.
e v je Cerny, pak v jiZ bylo vybrano z Q a podle Dusledku 5 je d[v] < d[u] — spor.

¢ v je Sedy, pak v bylo obarveno pfi vybéru néjakého uzlu w, jenz byl vybran z Q dfive nez u. Navic,
d[v] = d[w] + 1. Podle Dtisledku 5 je d[w] < d[u], tj. d[v] < d[u] + 1 - spor.

e Tedy d[v] = (s, v) pro vSechna v € V. Navic, vSechny uzly dosaZitelné z s musi byt prozkoumadny,
protoze jinak je jejich d hodnota nekonecno.

e Konet¢né, vdimnéme si, ze kdyz mt[v] = u, pak d[v] = d[u] + 1, §j. nejkratsi cestu z s do v miiZeme
ziskat p¥iddnim hrany (7t[v], v) k nejkratsi cesté z s do 7t[v].
O

15



Strom prohledavani do $ifky (BFS strom)

e Nechf 7 je pole pfedchidct vypoctené procedurou BFS(G, s) na néjakém grafu G = (V,E) a uzlu
seV.

Podgraf predchiidcii grafu G je graf G; = (Vr, Ex), kde
o Vi={veV:nv] #NIL}U{s}a
Er ={(mt[v],v) :v € Vx — {s}}.

Graf Gy je BFS strom, pokud V;; obsahuje pouze uzly dosaZitelné z s a pro vSechna v € V;; existuje
pouze jedind cesta z s do v, kterd je zaroven nejkratsi cestou.

e BFS strom je strom, nebof plati, Ze |Ex| = |V| — 1.
Lemma 7. Nechf G je orientovany & neorientovany graf. Procedura BFS konstruuje 1t tak, Ze Gy je BFS strom.
Diikaz. e Radek 16 BFS nastavuje 7[v] = u pravé kdyz (u,v) € E a é(s,v) < co.

o V; tedy obsahuje pouze uzly dosaZitelné z s.

e ProtoZe Gy je strom, obsahuje pouze jednu cestu z s do kazdého z ostatnich uzlt.

e Induktivni aplikaci Teorému 6 dostdvame, Ze kazda tato cesta je nejkratsi.

Tisk nejkratsi cesty z s do v

PRINT-PATH(G, s, v)

1 ifvo=s

2 thenprints

3 elseif r[v] = NIL

4 then print “Cesta z” s “do” v “neexistuje!”
5 else PRINT-PATH(G, s, 7t[v])

6 print v

Slozitost O(n).

16



5 Prohledavani do hloubky
Prohledavani do hloubky (DFS)
e Vstup: (ne)orientovany graf G = (V, E).
¢ Na rozdil od BFS prochédzi DFS vSechny uzly.
e Pfi prochdzeni grafu obarvuje uzly bilou, Sedou a ¢ernou barvou.
e PouZiva pole predchtidcti 7.

ZN2

o Vytvafi les prohleddvini do hloubky obsahujici vSechny uzly grafu, ktery je definovén takto: G, =
(VI ET()/ kde
Ex = {(7[v],v) :v € V, n[v] # NIL}.

e Reprezentace grafu — seznam sousedi.

e color[u] € {WHITE, GRAY, BLACK}.

e d[u] je asova znamka prvniho prozkoumdni uzlu (obarveni na $edo).

e f[u] je tasovéd zndmka dokonéeni prozkoumavani seznamu sousedii uzlu u (zacernéni uzlu).
o 1 <du] < flu] <2n.

e color[u] =WHITE v ¢ase pted d[u].

e color[u] =GRAY v &ase d[u] az f[u].

e color[u] =BLACK v &ase po fu].

o time je globalni proménna.

DFS-VISIT(u)

color[u] «— GRAY

time <« time + 1

d[u] « time

for kazdy uzel v € Adj[u]
do if color[v] = WHITE

DFs(G)

1 forkazdy uzelu € V

2 do color[u] «— WHITE
3 7t[u] <« NIL

4 time —0 then 77[v] «— u

5 forkazdyuzelu c¢ V DFs-VISIT(v)
6 do if color[u] = WHITE 8 color[u] « BLACK

7 then DFS-VISIT(1u) 9 f[u] «— time — time + 1

NGk WN -

DFS - priklad

Casova slozitost DFS

e Cykly na fadcich 1-3 a 5-7 bez volani funkce DFS-VISIT vezmou ¢as ©(n).
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Obrézek 10: B znadi back hranu, F znaci forward hranu a C znadi cross hranu.

DFs(G)

1 forkaZzdy uzelu € V

2 do color[u] «— WHITE

3 mtlu] < NIL

4 time «+ 0

5 forkazdyuzelu € V

6 do if color[u] = WHITE
7 then DFS-VISIT(u)

Casové slozitost DFS

......

pfesné jednou pro kazdy uzel v € V.
e Pro kazdy uzel v je cyklus 4-7 provadén |Adj[v]|-krét.
o Jelikoz Y ,cy |Adj[v]| = ©(m), je celkova cena Fadka 4-7 O (m).
e Celkové slozitost je tedy ©@(m + n).

Zavorkova véta

V prohledédvéni do hloubky (ne)orientovaného grafu G = (V, E) pro libovolné dva uzly u a v plati pravé
jedno z nasledujicich:

e intervaly [d[u], f[u]] a [d[v], f[v]] jsou disjunkini a ani u neni ndslednikem v ani v neni naslednikem u
v DFS lese,

e interval [d[u], f[u]] je cely obsazen v intervalu [d[v], f[v]] a u je ndslednikem v v n&akém DFS stromé,
nebo

e interval [d[v], f[v]] je cely obsaZen v intervalu [d[u], f[u]] a v je naslednikem u v né&jakém DFS stromé.

Diikaz pro d[u]| < d[v] (opaéna nerovnost se dokaze podobné).

e d[v] < flu], pak v bylo prozkoumano, kdyZ u bylo Sedé. Protoze v prozkoumédno pozdéji nez u, je v
dokonceno pied u, tj. f[v] < f[u].

e flu] < d[v], pak z vlastnosti d[v] < f[v] plyne, Ze oba intervaly jsou disjunktni. Navic, kdyZ je pro-
zkoumadvan uzel z jednoho intervalu, nejsou uzly druhého Sedé, proto nemtize byt jejich naslednikem.

Corollary 8. Uzel v je nislednikem uzlu u v DFS lese grafu G = (V, E) prdvé tehdy, kdyz
dlu] < d[v] < flv] < flu].
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DFS-VISIT(u)
color[u] «— GRAY
time « time + 1
d[u] « time
for kazdy uzel v € Adj[u]
do if color[v] = WHITE
then 7t[v] — u
DFs-VISIT(v)
color[u] «— BLACK
flu] «— time — time + 1

O OO U= WN -

Véta o bilé cesté
V DEFS lese grafu G = (V, E) je uzel v naslednikem uzlu u praveé tehdy, kdyz v ¢ase d[u] existuje cesta z
u do v obsahujici pouze bilé uzly.

Diikaz. = Nechf vje néslednikem u. Nechf w je uzel na cesté z u do v v DFS lese. ProtoZe w je naslednikem

u, je podle pfedchoziho dusledku d[u] < d[w]. Tedy w je v Case d[u] bilé.

Necht v je nejbliz§im uzlem k u dosazitelnym z u v ¢ase d[u] n&akou bilou cestou takovy, Ze neni
néaslednikem u v DFS lese.

Nechf w je pfedchtidce v na dané cesté. Pak w je naslednikem u a podle pfedchoziho disledku je
flw] < flu] (w maze byt u).

ProtoZze v musi byt objeveno po u, ale pfed ukon¢enim w, je d[u] < d[v] < flw] < flu].

Zéavorkova véta tika, ze interval [d[v], f[v]] je cely obsazen v intervalu [d[u], f[u]]. Pfedchozi dtsledek
dava, Ze v je naslednikem u.
O

Klasifikace hran

1.

Stromové hrany jsou hrany DFS lesa G. (1,v) je stromovéa hrana, jestlize v bylo poprvé objeveno
prozkoumévanim hrany (u,v). Zvyraznéné hrany v pfedchozich ptikladech.

Zpétné hrany jsou hrany (u,v) spojujici u s pfedchtidcem v v DFS lese. Smy¢ky jsou zpétné hrany. V
ptikladech znaceno B.

Dopfedné hrany jsou hrany (u,v) spojujici u s naslednikem v v DFS lese. V ptikladech znaceno F.

Cross hrany jsou vSechny ostatni hrany.

Piiklad
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Nakresleni
Kazdy graf lze nakreslit tak, Ze stromové a dopfedné hrany vedou dolti a zpétné hrany vedou nahoru.

DFS a klasifikace hran
Nechf (u,v) je hrana. Pak béhem provadéni DFS je moZno tuto hranu klasifikovat podle barvy uzlu v
nésledovné:

1. bila indikuje stromovou hranu,
2. Seda indikuje zpétnou hranu a
3. Cernd indikuje dopfednou nebo cross hranu.
e (u,v) je dopfednd hrana, jestlize d[u] < d[v] a
e cross hrana, jestlize d[u] > d[v].
Neorientovany graf
Theorem 9. V prohledivini neorientovaného grafu G je kaZdd hrana bud stromovd, nebo zpétn.
Diikaz. e Nechf (u,v) je libovolna hrana grafu G a necht d[u] < d[v].
e Pak v se stane ¢erny v dobé, kdy u je Sedy.

e Pokud je hrana (1, v) poprvé prozkoumdna ve sméru z u do v, je v bily —jinak bychom jiZ tuto hranu
prozkoumali ve sméru od v do u. (u,v) je tedy stromova hrana.

e Pokud je hrana (u,v) poprvé prozkoumana ve sméru z v do u, je u stale Sedy — protoze u je Sedy v
dobé, kdy je hrana poprvé prozkoumana. (1, v) je tedy zpétnd hrana.
O
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5.1 Topologické usporadani
Topologické uspofadani
e Aplikace DFS

e Topologické usporidini orientovaného acyklického grafu G = (V, E) je linedrni uspofdddni vSech jeho
uzli tak, Ze pokud (u,v) € E, pak u pfedchézi v v onom uspofadani.

e Pokud G neni acyklicky, pak Zadné linedrni uspofadani neexistuje.

TOPOLOGICAL-SORT(G)

1 zavolej DFS(G) pro vypocet hodnot f[v]

2 kazdy dokonceny uzel zafad na zatatek seznamu uzlt L
3 return L

e Slozitost DFS je ©(m + n), pfidéni uzlu do seznamu je konstantni, proto je celkova slozitost @ (m + n).

Topologické uspofadani — priklad

11/16 ( spodky

™~

kosile ) 1/8
/

17/18

hodinky ) 9/10

13/14

12/15 ( kalhoty

6/7 ( opasek

vazanka ) 2/5

3/4

Topologické uspofadani — priklad

(ponoiky) (spodky)—)(kalhoty

17/18 11/16 12/15 13/14 9/10 1/8 6/7 2/5 3/4

Lemma 10. Orientovany graf G je acyklicky pravé kdyz D¥S(G) nenajde Zidnou zpétnou hranu.

Diikaz. =: Nechf (1,v) je zpétna hrana. Pak v je naslednikem u v DFS lese, tj. existuje cesta z u do v.
Hrana (u, v) pak uzavira cyklus.

<: Nechf G obsahuje cyklus c. UkdZeme, Ze pak DFS(G) obsahuje zpétnou hranu.
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e Nechf v je prvni uzel ¢ objeven procedurou DFS(G) a nechf (u,v) je pfedchézejici hrana na cyklu c.
e V Case d[v] tvoi{ hrany cyklu c bilou cestu z v do u.

e Podle véty o bilé cesté plati, Ze u je ndslednikem v v DFS lese. Proto je (1, v) zpétnd hrana.

Theorem 11. Procedura TOPOLOGICAL-SORT(G) topologicky uspotddd orientovany acyklicky graf G.
Diikaz. o Nechf DFS je spusténo na orientovany acyklicky graf G = (V, E) a uréi hodnoty f[v].
e Stali ukdazat, Ze pokud (u,v) € E, pak f[v] < f[u].

e Nechf (u,v) je pravé prozkoumévéna procedurou DFS(G), pak v nemtZe byt Sedy, protoZe jinak by
byl v ptedchtudcem u a (1, v) by byla zpétnd hrana — spor s pfedchozim lemmatem.

e v je bily, pak v je ndslednikem u v DFS lese, a proto f[v] < f[u].

e v je erny, pak f[v] je jiz nastaveno. JelikoZ u je stdle prozkoumavano, neni f[u] dosud nastaveno,

proto f[v] < flul.
O
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5.2 Silné souvislé komponenty
Silné souvislé komponenty
e Aplikace DFS

e G = (V,E) orientovany graf. Silné souvisla komponenta je maximalni mnozina C C V takova, Ze pro
kazdé u,v € C,u ~»viv ~ u.

® ®

N

Graf ma tfi silné souvislé komponenty:
o {1,2,4,5)
e {3}
o {6}
e Transponovany graf grafu G = (V,E) je graf GT = (V,ET), kde ET = {(u,v) : (v,u) € E}.

Scc(G)

1 zavolej DFS(G) pro vypocet hodnot f[u]

2 vypotitej GT

3 zavolej Drs(G'), ale v hlavnim cyklu uvazuj uzly
v klesajicim potadi podle hodnoty f|[u]

4 na vystup dej uzly kazdého stromu z DFS lesa, ur¢eného na fadku 3,
jako samostatnou silné souvislou komponentu

e Slozitost ©(m + n).

e Seznam sousedti G se da ur¢it ze seznam sousedti G v &ase O(m + n). Jak?

e G a G maji stejné siln& souvislé komponenty — u a v jsou vzdjemné dosaZitelné v G pravé kdy# jsou
vzéajemné dosazitelné v GT.

SCC - ptiklad

SCC - ptiklad
o Graf komponent grafu G = (V, E) je graf G*¢ = (V*°, E®) definovan nasledovné:

— Nechf Cq,Cy, ..., C jsou silné souvislé komponenty grafu G.
— VS = {vy,09,...,00} CV,VSNC £D,i=1,2,...,k
- (v;,v;) € E°° pokud existuji x € C; ay € C; takové, Ze (x,y) € E.
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a/13/14 3 b/11/16 ¥ c/1/10 d/8/9
o) 16 !

e/12/15

Z S

e/12/15 g/2/7 h/5/6

Obrazek 12: Graf GT a vysledek fadku 3 procedury ScC. Uzly b, ¢, g a h jsou kofeny stromti DFS lesa. Kazdy
strom odpovida jedné silné souvislé komponente.

Vlastnost grafu komponent

Lemma 12. Nechf C a C’ jsou riizné silné souvislé komponenty orientovaného grafu G = (V,E). Nechf u,v € C,
u',v' € C"au~>u'vG. Pak NEplati v’ ~ v.

Diikaz. Pokud v/ ~~ v, pak u ~» u' ~» v' a v’ ~» v ~ u, tj. u a v’ jsou vzdjemné dosazitelné — spor. O
e V nésledujicim uvaZujeme pouze asy d[u] a f[u] vypocitané prvnim voldnim procedury DFS.
e U CV, pakd(U) = minyeu {d[u]} a F(U) = maxycu{ flul}.

Lemma 13. Nechf C a C’ jsou riizné silné souvislé komponenty orientovaného grafu G = (V,E). Necht (u,v) € E,
ueC e C. Pk f(C) > f(C).

Diikaz
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fg h

1) d(C) < d(C’) — necht x je prvni objeveny v C. V &ase d[x] jsou vSechy uzly C U C’ bilé. Prow € C’

existuje bil4 cesta x ~» u — v ~~ w. Véta o bilé cesté ¥ikd, Ze vSechy uzly z C U C’ jsou nasledniky x v
DFS stomu. Dtisledek zavorkové véty iik4, ze f[x] = f(C) > f(C').

2)d(C) > d(C’) —necht y prvni objeveny v C’. V &ase d[y] jsou vechy uzly C’ bilé a existuje bild cesta
z y do kazdého uzlu C'. Véta o bilé cesté a diisledek zavorkové véty davaji fy] = f(C). V &Ease d|y]
jsou v8echy uzly C bilé. Z pfedchoziho lemmatu mame, Ze neexistuje cesta z C’ do C. Proto jsou uzly
Chbiléiv case f[y], §. flw] > fly], w € C, coz dava f(C) > f(C').

Corollary 14. Nechf C a C' jsou riizné silné souvislé komponenty orientovaného grafu G = (V,E). Nechf (u,v) €
ET,u e C ve C.Pak f(C) < f(C).

Diikaz. (u,v) € ET implikuje, Ze (v,u) € E. ProtoZe silné souvislé komponenty G a G' jsou stejné, dava
pfedchozi lemma f(C) < f(C). O

Theorem 15. Procedura SCC(G) je korektni.

Diikaz

Indukci vzhledem k poc¢tu DFS stromti nalezenych na ¥adku 3 procedury. IP: Prvnich k stromti nale-
zenych procedurou na fadku 3 jsou silné souvislé komponenty. ZK: k = 0 je trividlni.

IK: Uvazme (k + 1)-ni nalezeny strom. Nechf u je jeho kofen a nechf u je v silné souvislé komponenté
C.

flu] = f(C) > f(C’) pro libovonou silné souvislou komponentu C’ rtiznou od C, kterd jesté nebyla
navstivena.

Podle IP jsou v Case dr[u] viechny uzly z C bilé. Véta o bilé cesté davd, ze
v DFS stromu.

Podle IP a ptedchoziho dtisledku vede kazdé hrana v G jdouci z C do jiz navtivené silné souvislé
komponenty.

Tedy béhem DFS GT. Uzly stromu tedy
tvori silné souvislou komponentu.
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6 Minimdlni kostry
Minimalni kostra

v 2

e Prvni algoritmus feSici tento problém navrhl brnénsky matematik O. Bortivka, 1926.

e Necht G = (V, E) je souvisly neorientovany graf s vahovou funkei

w:E—R.

e Ukolem je najit takovou mnozinu hran T C E, Ze

je minimdlni.

Pfiklad

Cc
8 7
2
4 9
i
4
6 10
8 7
8
1

h

2

Genericky algoritmus

GENERIC-MST(G, w)

1 A—Q

2 while A netvori kostru

3 do najdi hranu (1, v) € E bezpe¢nou pro A
4 A—AU{(u0)}

5 return A

¢ Invariant: Pfed kazdou iteraci algoritmu je mnoZina A podmnoZinou néjaké minimalni kostry.

e Hrana (u,v) € E je bezpetna pro A, pokud A U {(u,v)} je podmnozinou néjaké minimdlni kostry.

Pomocné definice

e Rez grafu G = (V, E) je dvojice (S,V —S),S C V.

e Hrana (u,v) € E kfizi ¥ez (S,V — S), pokud jeden jeji konecje v S a druhy ve V — S.

e Rez respektuje mnoZinu A hran, pokud Zddna hrana v A neki{Zi fez.
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fez.
Theorem 16. o Nechf G = (V, E) je souvisly neorientovany graf s redlnou vihovou funkci w.
o Nechf A C E je souddsti néjaké minimdlni kostry G.
e Necht (S,V —S) je fez, ktery respektuje A.
e Necht (u,v) je lehkd hrana h¥izici (S,V —S).

Pak hrana (u,v) je bezpecnd pro A.

Diikaz
e Nechf T je minimélni kostra G, A C T, (u,v) ¢ T.

Zyz

e u ~> vjecestav T, 4. pfidani (u,v) vytvaFi kruznici. Necht napf. u € Sav € V — 6.

NN 2

e Nechf (x,y) je hrana z cesty u ~ v v T k¥iZici fez (S, V — S). ProtoZe fez respektuje A, (x,y) ¢ A.
o T'=(T—{(x,y)})U{(u,v)} je kostra grafu G.

M2

Diikaz. e (u,v) jelehka hrana k¥izici (S, V — S) a (x,y) rovnéz kiizi fez, tedy w(u,v) < w(x,y).

Tedy, w(T") = w(T) — w(x,y) + w(u,v) < w(T).

T je minimdln{ kostra, proto w(T) < w(T").

Protoze ACTa(x,y) ¢ A ACT.

Kone¢né, AU {(u,v)} C T'. Protoze T’ je minimalni kostra, je (1, v) bezpetna pro A.

Corollary 17. o Nechf G = (V, E) je souvisly neorientovany graf s redlnou vihovou funkci w.
e Nechf A C E je souddsti néjaké minimdlni kostry G.

e Necht C = (Vc, Ec) je souvisld komponenta (strom) v lese G4 = (V, A).
Pokud (u,v) je lehkd hrana spojujici C s jinou komponentou z G4, pak (u,v) je bezpecnd pro A.

Diikaz. Rez (V¢,V — Vi) respektuje A a (u,v) je lehké hrana tohoto fezu. Proto je (1, v) bezpetna pro A. [

Kruskalav a Primtv (Jarnikav) algoritmus

ZaloZeny na generickém algoritmu.

Udavaji pravidlo vybirajici bezpe¢nou hranu, viz fadek 3 generického algoritmu.

V Kruskalové algoritmu je A les a bezpe¢nd hrana pfiddvana do A je hrana s nejmensim ohodnocenim
spojujici dvé rizne komponenty.

V Primové (Jarnikové) algoritmu je A strom a bezpe¢nd hrana pfidavana do A je hrana s nejmensim
ohodnocenim spojujici strom s uzlem, ktery neni soucasti stromu.

Kruskaldv algoritmus
e MAKE-SET(v) vytvoii mnoZinu obsahujici v.
e FIND-SET(v) vraci reprezentanta mnoziny obsahujici v.

e UNION(u,v) sjednoti dvé mnoziny obsahujici u a v.
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KRUSKAL-MST(G, w)
A—O
for kazdy uzelv € V

do MAKE-SET(v)
usporadej hrany E do neklesajici posloupnosti podle vahy w
for kazdou hranu (u,v) € E branou v neklesajicim uspotadéni podle w

do if FIND-SET(u) # FIND-SET(v)

then A — AU{(u,0)}
UNION(u,v)

O O JION U= WN -

return A

Kruskaltv algoritmus — SloZitost

e Rédek 1: O(1), Radek 4: O(mlog m). Radky 2-3: n-krét slozitost MAKE-SET — zavisi na implementaci.
Rédky 5-8: O(m)-krat FIND-SET a UNION

e Toto celkem O((m + n)a(n)), a je velmi pomalu rostouci funkce.

e G souvisly ddvd m > n — 1. Proto mnozinové operace berou O(ma(n)). Protoze a(n) = O(logn) =
O(log m), celkové slozitost je O(m log )

e Kdyz si jestd véimneme, ze m < n?, je logm = O(logn), proto celkem O(m logn).
Kruskalav algoritmus - p¥iklad

b 8 ¢ 7
2

4 9

i

4
6 10

8 7

1 S f

h 2

Primiv algoritmus
Invariant:

o A={(vn[o]) ;o eV —{r} - Q}
e v v min. kostfe, pakv € V — Q.
e v € Q.Pokud 7[v] # NIL, pak key[v] < oo a key[v] je hodnota lehké hrany (v, 7t[v]) spojujici v s uzlem
jiz v min. kostfe.
Primuav algoritmus — SloZitost
e Radky 1-5: O(n) za pouziti binarni haldy.
e while cyklus se proved n-krat a protoZze EXTRACT-MIN bere O(log 1), je ceklova sloZitost vech volani

EXTRACT-MIN O(nlogn).
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PRIM-MST(G, w, r)
1 forkazdyu e V
do key[u] « oo
mlu] « NIL
key[r] < 0
Q—V
while Q # @
do u «— EXTRACT-MIN(Q)
for kazdy v € Adj[u]
doifv e Qaw(u,v) < key[v]
then 7t[v] «— u
key[v] < w(u,v)

— = 000NNk WN
— O

for cyklus se provede O(m)-krét, protoZe délka vSech seznamti soused je dohromady 2m.

Radek 9 se d4 udélat v ase O(1).

Rédek 11 bere O(log 1) — provést operaci DECREASE-KEY v Q.

Celkem tedy O(nlogn + mlogn) = O(mlogn).

Primav algoritmus — SloZitost

e Pouzitim Fibonacciho haldy se d4 slozitost vylepsit.
e Operace EXTRACT-MIN v &ase O(logn)
e Operace DECREASE-KEY v ¢ase O(1).

e Celkovd slozitost je pak O(m + nlogn).

Primiv algoritmus — pfiklad
c
8 7
2
4 9
i
4
6 10
8 7
1 8

2

Obrézek 13: Sedé hrany jsou hrany fezu.
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7 Nejkratsi cesty z jednoho do vSech uzla

Nejkratsi cesty

Dany ohodnoceny orientovany graf G = (V,E) a

véhové funkce w : E — R.

Cena cesty p = (vg,v1,...,0k) je suma

Cena nejkratsi cesty zu do v je

5(u,0) = min{w(p) : u U8 v} pokud ex.cestazudov
! 00 jinak

Nejkratsi cesta z u do v je pak libovolnd cesta p z u dovs w(p) = d(u,v).

Nejkratsi cesty — varianty
e Nejkratsi cesty z jednoho do vsech uzl
o Nejkratsi cesty ze vsech uzlti do jednoho — pfevracenim orientace hran

e Zjednoho do jednoho — existuje asymptoticky rychlejsi feSeni neZ pomoci vyse zminénych?

e Ze vsech do vsech — existuje rychlejsi feSeni neZ vyse zminéné spusténé pro kazdy uzel.

Podcesty nejkratsich cest

Lemma 18. Nechf G = (V,E) je ohodnoceny orientovany graf s vdhovou funkci w : E — R. Nechf p =
(01,02, ...,0k) je nejkratsi cesta z vy do vy. Pro1 < i < j <k, p;j = (v;,0;11,...,0;) je podcesta cesty p z
v; do vj. Pak pjj je nejkratsi cesta z v; do v;.

Ditkaz. e pjev; Ay, 5 vj % oy kde w(p) = w(pu) +w(pij) + w(pji)-

e Nechf ex. pgj zv;dov;s w(P;j) < w(pij)-

/

i P '
o Pak v, X v, L o, 2 o kde w(pyy) + w(pj;) + w(pje) < w(p). Spor.

Zaporné hrany

e Pokud G neobsahuje zdporny cyklus dosazZitelny ze zdrojového uzlu s, pak pro véechna v € V, é(s, v)
zistdva dobie definovana (i kdyz ma zdpornou hodnotu).

e Pokud G obsahuje zaporny cyklus dosaZitelny ze zdrojového uzlu s, pak § neziistdva dobie defi-
novdna — stdle prochazi cyklem a sniZuje hodnotu.

e Pokud ex. zdporny cyklus na néjakeé cesté z s do v, definujeme 6(s, v) = —oo.

e Pozn. nejkratsi cesta vzdy existuje, ne vSak nejkratsi sled. Algoritmy pracuji se sledy, proto vyse
zminény problém.
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Reprezentace nejkratsich cest

G = (V,E) graf.
e 77[v] oznatuje pfedchiidce v na nejkratsi cesté.

e Pro vypsani miZeme pouZit proceduru PRINT-PATH(G, s, v) (viz dfive)

Podgraf ptedchtidctt G = (Vi Ex) je indukovany hodnotami 7t

- Vi={veV:nv] #NIL}U{s}
- Ex={(nt[v],v) €E:v € Vz—{s}}

V okamziku dokonceni vypoctu algoritmu je G strom nejkratsich cest. Tj. kofenovy strom obsahujici
nejkratsi cesty ze zdroje s do v8ech ostatnich uzlt.

Nejedinecénost nejkratsich cest — piiklad

Obrézek 14: Nejkratsi cesty.

Relaxace

e d[v] — odhad nejkratsi cesty

INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G, s)
1 forkazdyoveV
2 do d[v] « oo
3 nt[v] < NIL
4 dfs] —0

e Slozitost O(n).

RELAX(u, v, w)

1 ifd[v] > du] +w(u,v)

2 thend[v] < d[u] +w(u,v)
3 nt[v] — u



Algoritmus Bellman-Ford

BELLMAN-FORD(G, w, 5)

1 INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G,s)
2 fori—1ton—1

3 do for kazdou hranu (u,v) € E
4 do RELAX(u, v, w)

5 for kazdou hranu (u,v) € E

6 do if d[v] > d[u] + w(u,v)

7 then return FALSE

8 return TRUE

e Pokud vrati FALSE, G obsahuje zapornou kruZnici.

e Pokud vrati TRUE, md v 7 uloZeny nejkratsi cesty.

Bellman-Ford - p¥iklad

Obrézek 15: Prace algoritmu Bellman-Ford.

e Pokud (u#,v) € E je oznacend, pak 7[v] = u

e Hrany se relaxuji v tomto pofadi: (¢, x), (t,y), (t,2z), (x,t), (y,x), (v,2), (2, %), (2,5), (s, t), (s, y).
Algoritmus Bellman-Ford - SloZitost

BELLMAN-FORD(G, w, 5)

1 INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G,s)
2 fori<—1ton—1

3 do for kazdou hranu (u,v) € E
4 do RELAX(u, v, w)

5 for kazdou hranu (u,v) € E

6 doif d[v] > d[u] +w(u,v)

7 then return FALSE

8 return TRUE
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Rédek 1 bere @ ().
Réadky 2-4 berou n — 1-krat @(m).

Réadky 5-7 berou @ (m).

Celkem O (mn).

Algoritmus Bellman-Ford — Korektnost

Lemma 19. Nechf G = (V,E) je ohodnoceny orientovany graf se zdrojem s a vdhovou funkci w : E — Roa
predpokladejme, Ze G neobsahuje Zidny zaporny cyklus dosaZitelnyj z s. Pak po n — 1 opakovéni for-cyklu na ¥idcich
2-4 d[v] = 6(s,v) pro vSechny v € V dosaZitelné z s. Pozn. d[v] = oo, pak v nedosaZitelny z s.

Ditkaz. e Nechf v € V dosazitelny z s.
e Nechf p = (vg,v1,...,vk) je nejkratsi cesta zs do v; s = vpa v = vy.
e pmanejvyse n — 1 hran, protok <n —1.

e Kazda z n — 1 iteraci na fadcich 2-4 relaxuje vsech m hran.

e Mezi hranami relaxovanymi v i-tém kroku je i hrana (v;_1,v;) a po tomto kroku plati d[v;] = é(s, v;).
(Dokazte indukci.)
e Tedy po k-té iteraci je d[vi] = d(s, vy).
O
Algoritmus Bellman-Ford — Korektnost
Theorem 20 (Korektnost I). o Pokud G neobsahuje zdporny cyklus dosaZitelnyj z s, algoritmus vraci TRUE a
d[v] = é(s,v) pro viechnyv € V.
Diikaz. e Nechf G neobsahuje zéporny cyklus dosazitelny z s.
e Po ukoncéeni algoritmu je d[v] = é(s, v) pro véechny v € V (Lemma 19)
e Navic, d[v] = 6(s,v) < d(s,u) + w(u,v) = d[u] + w(u,v). Proto algoritmus vraci TRUE.
O
Algoritmus Bellman-Ford — Korektnost
Theorem 21 (Korektnost II). o Pokud G obsahuje zdp. cyklus dosaZitelnyj z s, alg. vraci FALSE.
Diikaz. e Zaporny cyklus ¢ = (vg, vy, ..., 0x), Vg = v, dosaZitelny z s.
e Pak 25:1 w(v;_1,v;) < 0.
e Sporem - alg. vraci TRUE, tj. d[v;| < d[v;_1] + w(v;_1,v;) proi=1,2,... k.
e Pak ale Zi'(:l dlv;] < Zi-{:l dv; 1]+ ZQ‘:l w(v;_1,9;).
e ProtoZe vy = v, mame Zf-‘:l dlv;] = Zi'(:l d[v;_4].
e Jelikozproi=1,2,...,kjed[v;] < oo, mdme 0 < Z{-‘Zl w(v;_1,0;). Spor.
O
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DAG-SHORTEST-PATHS (G, w, 5)
Topologicky uspotfddej uzly grafu G
INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G, s)
for kazdy uzel u, brané podle topologického uspofadani
do for kazdy uzel v € Adj[u]
do RELAX(u, v, w)

Qs WO N -

7.1 Nejkratsi cesty z jednoho do vSech uzla v acyklickych grafech
Nejkratsi cesty v acyklickych grafech

e Pro acyklické grafy existuje rychlejsi metoda neZ Bellman-Ford.

e Casova slozitost ©(n + m).

— Casova slozitost topologického uspotadani je @ (n + m).
— Rédek dva ma slozitost ().

— Radky 3-5 projdou kazdou hranu pravé jednou, tj. vnitini cyklus se provede m-krat. RELAX je
konstantni.

Piiklad

Korektnost

Theorem 22. Pokud ohodnoceny orientovany graf G = (V,E) md zdrojovy uzel s a Zidny cyklus, pak DAG-
SHORTEST-PATHS procedura vypociti d[v] = 6(s,v) prov € V.

Diikaz. e Pokud v nedosazitelny z s, pak d[v] = é(s,v) = oo.
e Nechf p = (vg,v1,...,0), kdes =vgav = vy.

e Jelikoz algoritmus prochdzi uzly podle topologického uspotdadani, jsou hrany p relaxovany v pofadi
(UO/ Ul)r (vlr UZ)I ceey (kalr Uk)-

e Z toho plyne, Ze d[v;] = (s, v;) po ukonceni algoritmu (dokaZte).

Dijkstrav algoritmus

e Pouze pro ohodnocené orientované grafy bez zapornych ohodnoceni.
e w(u,v) > 0 pro kazdou hranu (u,v) € E.

¢ Je moZno jej naimplementovat tak, Ze jeho ¢asové sloZitost je nizsi nez algoritmu Bellman-Ford.
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Dijkstrav algoritmus
¢ Sje mnoZina uzld, jejichZ nejkratsi vzddlenost od s jiz byla vypoctena.

e (je prioritni fronta; uzel s min. d-hodnotou na vrcholu fronty.

DIKSTRA(G, w, s)
1 INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G,s)
2 S—0Q
3 Q«V
4 while Q #@
do u «—EXTRACT-MIN(Q)
S — Su{u}
for kazdy uzel v € Adju]
do RELAX(u, v, w)

[o BN e O |

Dijkstrav algoritmus — pfiklad

Obrazek 16: Prace Dijkstrova algoritmu. Oznacené uzly znadi uzly z mnoZiny S.

Korektnost

Theorem 23. Dijkstriiv algoritmus, spustén na ohodnoceném orientovaném grafu G = (V, E) bez zdpornijch hran
s zdojem s, skon¢ia d[v] = 6(s,v) prov € V.

Diikaz. e Invariant: Na zacatku kazdého while-cyklu je d[v] = (s, v) prov € S.
e Plati pro S = @.

Necht u je uzel pro n&jz d[u] # 6(s, u) v okamziku p¥idéni do S.

Pak musi byt u # s, protoZe s je p¥idany jako prvnido S a d[s| = (s, s) = 0 plati v okamzZiku pFidani
sdoS.

ProtoZe u # s, je S # @ (tésné) pred pridanim u.

Z ptedpokladu d[u] # (s, u) plyne existence cesty z s do u —jinak je d[u] = é(s, u) = oo.

Existuje tedy nejkratsi cesta p z s do u.

35



Korektnost
Pokracovdini diikazu. o Existuje tedy nejkratsi cesta p z s do u.
e Tésné pred piiddnim u do S spojuje p uzel s € Ssuzlemu € V —S.

e RozloZme p nasledovné:

P1 P2
S~ X —Y~U,

kdeyje na cesté, ktery a x je jeho na p.

e Podle pfepokladu médme, Ze d[x] = 4(s, x) v okamziku p¥idani x do S.

e Jelikoz v tomto okamziku byla hrana (x,y) relaxovéna, dly] = J(s,y) v okamziku pi#idéni u do S
(dokazte).
O
Korektnost
Pokracovini diikazu. o5y y B2 4, kde yije a x je jeho na p.

e d[y] = (s, y) v okamziku p¥idéni u do S.

Jelikoz y lezi pfed u na nejkratsi cesté z s do 1 a ohodnoceni hran je nezdporné, mame 6(s, y) < (s, u).

Tedy, dly] = (s, y) < (s, u) < d[ul.

Protoze v8ak oba uzly y,u € V — S v okamziku, kdy u byl vybran, je d[u| < d[y|.

Celkem tedy d[u] = 6(s, u). Spor — $patny piedpoklad.

e V okamziku ukonéenije Q = @. Jelikoz Q = V — S (rozmyslete si), je S = V. Proto d[v] = (s, v) pro
veV.

Hotovo — uff....

Slozitost Dijkstrova algoritmu Prioritni fronta implementovana pomoci pole
e INSERT a DECREASE-KEY ¢as O(1).
e EXTRACT-MIN ¢as O(n), provede se pro kazdy uzel (tadek 5).

e RELAX na fadku 8 se provede m-krat.

Celkem O(n? + m) = O(n?).

Pro ¥idké grafy, |E| = o(n?/ logn), 1ze dostat Easovou slozitost O(m log 1) (pomoci binarni haldy).

Obecng, pouzitim Fibonacciho haldy dostaneme ¢asovou sloZitost O(nlogn + m).
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8 Nejkratsi cesty ze vSech uzlt do vSech ostatnich uzlt
Nejkratsi cesty

e Dany ohodnoceny orientovany graf G = (V,E) a

e vahovd funkce f : E — R.

MoZno n-krét pouZit algoritmus pro nalezeni nejkratsi cesty z daného uzlu do vSech ostatnich.

Dijkstrtv algoritmus: Cas O(1% + nm) = O(n®) pro pole, & O(n? log n 4 nm) pro Fibonacciho haldu.

Pokud povolime zaporné hrany, musime pouzit algoritmus Bellman-Ford, tj. as O(n?m), coZ je na
hustych grafech O(n*).

Nejkratsi cesty

7 ¥z

e Na rozdil od pfedchozi ¢asti zde pouzivame matici sousednosti W = (w;;), kde

0 proi=j,
wij = w(ij) proi #ja (z,]) €E,
o0 proj #ja(i,j) ¢ E

Pripoustime zdporné hrany.

e Zatim se omezime na grafy bez zapornych cyklt.

Vysledek v matici D = (d;;), kde d;; = (i, j) po ukoncen{ algoritmu.

Matice pfedchadct H(m]-), kde 7t;; je

1. NIL, pokud i = j nebo neexistuje cesta zi do j,

2. predchtidce j na néjaké nejkratsi cesté z i.
Vypis nejkratsich cest

PRINT-ALL-SHORTEST-PATH(IT, , )

1 ifi=j

2 thenprinti

3  elseif 7r;; = NIL

4 then print “Cesta z” i “do” j “neexistuje!”
5 else PRINT-ALL-SHORTEST-PATH(IT, i, 711-]-)
6 print j
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Nasobeni matic — struktura nejkratsich cest

e Reprezentace — matice sousednosti W = (w;;).

Nechf p je nejkratsi cesta z i do j, kterd mé m’ hran.

Pokud p nema zéporny cyklus, pak m’ < co.

e Proi=jjem’ =0aw;=4(i,j) = 0.

Pro i # j rozloZme cestu p takto:

/
iLk—j,

kde p’ ma m’ — 1 hran.
o p'je nejkratsi cesta z i do k — rozmyslete — proto (i, j) = (i, k) + wy;.
Nasobeni matic — rekurze

e Nechf ll-(]m) je minidlni ohodnoceni ze vSech cest z i do j, které obsahujf nejvyse m hran.

- . 0 0 roi = j
om:Opravekdyzz:].Tedyli(j):{Oo Eroi#;’

. . (m—1 . -1
° Zl(]m) = mln( '1r§r}(£n{l;]?l ) + ZUkj}) — 12}32”{11(]:” )+ wk]}

e Nejkratsi cesta z i do j méa nejvyse n — 1 hran, proto
;s -1 +1
8ijy =10 =1l =1 =
(Kdyz tam neni zaporny cyklus.)
Nasobeni matic — vypocet
e Vstupni matice W = (w;;).

¢ Vypocteme matice L(l), L(z), eeey L(”’l), kdeprom=1,2,...,n—1,

o L"~1) pak obsahuje hodnoty nejkratsich cest.

o 11V = w4 L0 =W

Srdce algoritmu
e rows[L] znali pocet Fadku L.

e Casova slozitost ©(n3).
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EXTEND-SHORTEST-PATHS(L, W)
1 n « rows|L]

2 Nechtf L/ = (Ij;) je matice ¥adu n

3 fori— 1ton

4 doforj«— 1ton

5 do lzfj —

6 fork — 1ton

7 do llf]« — min(ll{j, lik + wyj)
8 return L/

Konecné souvislost s ndsobenim matic

e Nechf C = A B, kde A a B jsou matice fadu n.
e Pak

n
cij =) ai - byj
k=1

e Pro srovnani

. -1
1 = 1232”{15,;" )+ wy)

Najdéte 4 rozdily (mimo nazvu)

EXTEND-SHORTEST-PATHS(L, W)

1 n < rows|L]

2 Nechf L' = (Ii;) je matice fadu n
3 fori<—1ton

4 doforj«— lton

5 do 17/',' — o0
6 fork— 1ton
7
8

do l;] “— min(ll{j, L + wk])

MATRIX-MULTIPLY (A, B)

1 n « rows[A]

2 Nechf C je matice fadu n
3 fori—1lton

4 doforj«— 1ton

5 do Cl‘/‘ —0

6 fork «— 1ton

7 do cjj « cjj +ai - bk]'
8 return C

Zase nasobeni matic

e Ozna¢me A - B matici vypoctenou procedurou EXTEND-SHORTEST-PATHS(A, B).
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e Pak pocitdme sekvenci matic

LM LO.w = 1%

. = M.w = w2

L3 L2 . w W3
L(n—l) — L(n—é) W = wnrl

kde W"~! obsahuje hodnoty nejkratsich cest.

Pomali metoda

SLOW-ALL-SHORTEST-PATHS(W)
n «— rows[W]|
LV —w
form «—2ton—1
do L(™) — EXTEND-SHORTEST-PATHS(L("~1), W)
return L")

Ol = W IN -

e Slozitost @(n*).

Rychla (rychlejsi) metoda

Jak zrychlit?

Pokud neméame zaporny cyklus, pak L") = L=V prom > n — 1.

Nésobeni matic definované procedurou EXTEND-SHORTEST-PATHS je asociativni.

Nemusime tedy pocitat n — 1 ndsobeni, ale pouze [logn — 1]

Potitame sekvenci matic

L@ = W

L2 = W2

L4 = w4 = W2 . w2

L® w8 = w4 w#
L(z(logn—ﬂ) _ W(Z[lo‘gn—l'\) _ Wzﬂognfﬂfl . Wzﬂognfl]fl

Protoze z[lognfﬂ >n—1, je L(zﬂogmﬂ) _ L(n,l).

Rychla (rychlejsi) metoda
e Slozitost @(n3logn).

Floyd-Warshallav algoritmus

e Pfipoustime zdporné hrany.

o AvSak pfedpokladdme, Ze nemdme zdporné cykly.
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FAST-ALL-SHORTEST-PATHS(W)
n «— rows[W]
LM —w
m«—1
whilem <n—1
do L") « EXTEND-SHORTEST-PATHS(L(™), L(™))
m <« 2m
return L(")

N OGN -

Struktura nejkratSich cest

e Vnitini uzel nejkratsi cesty p = (vy,v2,...,0x) je libovolny uzel v; pro1 < i < k.

e Nechf {1,2,...,k} CV ={1,2,...,n}.

Proi,j € V, uvazme v8echny cesty z i do j, kde vnitfni uzly jsou z mnoziny {1,2,...,k}.

Nechf p je nejkratsi takova cesta.

o Floyd-Warshalliv algoritmus vyuZiva vztahu mezi cestou p a nejkratsi cestou z i do j, kterd ma vnitfni
uzly zmnoziny {1,2,...,k — 1}.

— kneni vnitfni uzel p, pak véechny vnitini uzly pjsouz {1,2,...,k — 1}. Tedy nejkratsi cesta z i do
jsvnitfnimiuzly z {1,2, ...,k — 1} je rovnéZ nejkrat$i cesta z i do j s vnitinimi uzly z {1,2,.. ., k}.

— k je vnitini uzel p, pak i oy 12 j. Pfitom p; je nejkratsi cesta z i do k s vnitinimi uzly z
{1,2,...,k — 1} a py je nejkratsi cesta z k do j s vnitinimi uzly z {1,2,...,k — 1}.

Rekurze
e Nechf dgc) je ohodnoceni nejkratsi cesty z i do j, kterd ma vnitini uzly pouze z mnoziny {1,2,...,k}.

o k =0 prave kdyz dg;)) = wjj. Tedy

) wjj prok =0
d:’ = . (k—1) (k—1)
min( Sy T+ dk/ ) prok>1

e ProtoZe viechny vnitini uzly jsou z mnoziny V = {1,2,...,n}, matice D(") = (dl(f)) dava dl(]-") =6(i,})
proi,je V.

Vypocet

e Slozitost ®(n3).
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FLOYD-WARSHALL(W)
1 n « rows[W]

2 DO —Ww

3 fork—1ton

4 do fori — lton
5 doforj« 1ton
6

7

o) i )
return D\"

Konstrukce nejkratsi cesty

20 _ NIL proz::j'nebowij:oo
ij i proi # jaw; < oo

Prok > 1,
k—1 k—1 k—1 k—1
" 7'(1-(]- ) pro dl(j ) < dfk ) 4+ d,({]. )
T =
k—1 k—1 k—1 k—1
n,((j ) pro dl(j ) > dfk ) + d,(q. )

Transitivni uzavér grafu
e Dén orientovany graf G = (V,E), V = {1,2,...,n}.
e Transitivni uzévér grafu G je graf G* = (V,E*), kde
E* = {(i,]) : existuje cestazidojv G}.
e Ohodnofme hrany hodnotou 1 a spustme Floyd-Warshall@v algoritmus (@(n2)).

— Pokud existuje cesta z i do j, pak d;; < n.
- Jinakje d;; = oo.

e Lze trochu vylepsit. . ..
Transitivni uzavér grafu II
e Pouzijme logické spojky V a A misto min a +.

e Definujme ti(;(), i,j,k € {1,2,...,n}, tak, Ze je rovno 1 pokud existuje cesta z i do j s vnitinimi uzly z
{1,2,...,k}, Ojinak.

o Tedy

O _ [0 proi#ja(ij) ¢E
i | 1 proi=jnebo(i,j)€E

aprok >1,

k k—1 k—1 k—1
tfj):tgj )v(tl?k )/\t,(cj )).
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e Stejné jako ve Floyd-Warshallové algoritmu mame tfi for-cykly, tedy sloZitost @ (n?). Pro¢ je lepsi?

e ProtoZe logické operace na bitech obvykle rychlejsi nez aritmetické operace na integerech. Navic, v
pameéti jen bity, ne bajty.
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9 Toky v siti
Sit
e sit G = (V, E) je orientovany graf,

e kde kazda hrana (u,v) € E md nezdpornou kapacitu c(u,v) >0

Necht ¢(u,v) = 0 pokud (u,v) ¢ E.

Jsou specifikovany dva uzly: zdroj s a spotfebic ¢

Kazdy uzel lezina cesté zs do t, tj. s ~ v ~~ t prokazdy v € V.

Sif je tedy souvisly grafam > n — 1.

Sif - ptiklad

20

Tok v siti

e Tok v siti G je redlna funkce f : V x V — R spliiujici:
1. Prokazdé u,v € V, f(u,v) < c(u,v).
2. Prokazdé u,v € V, f(u,v) = —f(v,u).

3. Prokazdéu € V—{s,t}, } f(u,0) =0.
veV
e Posledni podminka ¥ik4, Ze to, co vtéka do uzlu u z néj také vytéka.
e f(u,v)senazyva
e Velikost toku je definovédna jako

fl = L fls,0).

veV
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Tok v siti — piiklad
e Na hrandch jsou hodnoty f(u,v)/c(u,v).
e Ovéfte, Ze jde o tok v siti.
o |f| =222

o |If| =19.

Maximdlni tok

e Méme danou sif G se zdrojem s a spotfebicem .

o Hledame tok maximéalni velikosti.

Vice zdrojti a spottebici

e Costim?

e Vytvorime novy zdroj a spotfebi¢ a nastavime novym hrandm kapacitu c na co.

Price s toky

e Pro X,Y C V,definujme f(X,Y) = Y Y f(x,y).
xeXyeY

e Pak plati, ze |f| = f(s, V).
e ProX CV, f(X,X) = 0—skazdym f(u,v) mamei f(v, u).
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e ProX,YCV, f(X,Y)=—f(Y,X).

e ProX,Y,ZCV,XNY =0Q,
f(XUY,Z)=f(X,Z)+ f(Y,Z)
f(Z,XUY)=f(ZX)+ f(ZY).

Price s toky — piiklad

Dokaze, ze |f| = f(V,t).

Diikaz. o [fl=f(s,V)

Vime f(V,V) = f(s, V) + f(V —5s,V) —vySe.

Tedy f(s, V) = f(V,V) — f(V —5,V).

Vime f(V,V) = 0-vyse.

Tedy f(s,V) = —f(V —5s,V).

Vime f(V,V —s) = f(V,t) + f(V,V —s —t) - vySe.

Z piechoziho a vlastnosti toku vime, ze f(V,V —s—t) = —f(V—s—t,V)=— Y ) f(u,0) =
ueV—{st}vev
- ) o0=o.
ueV—{st}

Tedy |f| = f(V,1).

Ford-Fulkersonova metoda
e Pro nalezeni maximélniho toku v siti.
e Ne algoritmus, protoZe existuje nékolik implementaci s odlisnou sloZitosti.
FORD-FULKERSON-METHOD(G, s, t)
1 inicializuj f(u,v) =0prou,v € V
2 while existuje zlepsujici cesta p

3 do zlepsi tok f podle p
4 return f

e Zlepsujici cesta je cesta z s do t, kde mtiZeme zvétsit tok.
Rezidualni sif
e Rezidudlni kapacita hrany (u,v) je
cr(u,0) = c(u,0) — f(u,0).
e Napt.cf(s,v1) =16 —11 =5.

e Tok f(u,v) tedy muZe byt zlepen aZ o 5 jednotek.
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Rezidudlni sif
e Necht G = (V,E)jesit a f je tok v siti G.
e Rezidudlni sif sité G indukovana tokem f je sit Gy = (V, Ey), kde

Ef = {(u,0) € VxV:ce(u,v) >0}.

e Plati, ze |E¢| < 2|E| - rozmyslete.

Sif a jeji rezidudlni sif

e Pozor! f(vy,v2) = 0+ (1), proto c¢(v,v2) =10 — (—1) = 11.

Rezidudlni sif

Lemma 24. Nechf G = (V,E) jesit a f je tok v G. Necht Gy je residudlni sit G indukovand f a necht f' je tok v
Gy. Pak f + f' je tok v G s hodnotou |f + f'| = |f[ +|f'].

Diikaz. e Spocivé v ovéfeni podminek z definice toku.
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Podminka 1
Chceme ukazat (f + f')(u,v) < c(u,v).

Diikaz. o f'(u,v) <cs(u,0).
o (f+f)(u,0) = f(u,0)+ f'(u,0)
(u,0) + (c(u,v) = f(u,0))

c(u,v).

IA

Podminka 2
Chceme ukazat (f + f')(u,v) = —(f + f')(u,v).

Ditkaz. o (f+ f")(u,0) = f(u,0) + f'(u,0)
= —flo,u) = f'(o,u,)

—(f(o,u) + f'(o,u,))
—(f+f)(ou).
Podminka 3
Chceme ukazat, zeprou € V — {s,t}, Y (f + f')(u,v) =0.

veV

Diikaz. o Y (f+ o)=Y (f(u,0)+ f'(u,0))

veV veV

=) flwo)+ ) f(u0)

veV veV

Velikost vysledného toku

o f+f1=2 (f+f)(s0)

veV

=Y (f(s,0) + f'(s,0))
veV

=) fso)+ ) f'(s0)
veV veV

= I+ 1f1.
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Zlepsujici cesta — pfiklad

Necht G = (V,E) jesif a f tok.

Zlepsujici cesta p je jednoduchd cesta z s do ¢.

Pomoci této cesty mizeme zlepsit tok o 4 jednotky.
Rezidudlni kapacita zlepsujici cesty p je

cf(p) = min{cs(u,v) : (u,v) jenacesté p} .

Lemma 25. Nechf G = (V,E) jesit, f jeji tok a p zlepsujici cesta v Gy. Definujme funkci

—cf(p) pro (v,u) na p

cf(p) pro (u,v) na p
fp(u,0) =
0 jinak

Pak f, je tok v Gy velikosti | fp| = c¢(p) > 0.

Diikaz. DU.
Corollary 26. Necht f' = f + f,. Pak f' je tok v G velikosti |f'| = |f| + |fp] > |f].

Rezidualni sif a jeji zlepSeni 0 4 na s ~» vy ~» v3 ~> ¢

10

Rez v siti

Rez v siti

Rez v siti G = (V, E) je rozklad mnoZiny VnaSaT =V — S takovy, Zes € Sat € T.
Tok fezem je definovén jako f(S, T).
Kapacita fezu (S, T) je c(S, T).

Minimalni fez je fez s minimalni kapacitou.
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Rez v siti — pfiklad

e Tok fezem f({S, 01,02}, {03, U4,i’}) = f(v1,03) —l—f(?)z, 03) +f(?)2, 04) =12+ (—4) + 11 =19.

e kapacita fezu c({s,v1,v2}, {v3,v4,t}) = c(v1,v3) + c(va,v4) = 12+ 14 = 26.

Vlastnosti
Lemma 27. Nechf f je tok v G se zdrojem s s spotebicem t a necht (S, T) je ¥ez G. Pak |f| = (S, T).
Diikaz. e (S5, T)=f(S,V)—f(S,S)
=f(S,V)
=f(sV)+f(S=sV)
=f(sV)
= I/l

Vlastnosti
Corollary 28. Velikost libovolného toku f v G je shora omezena kapacitou libovolného vezu v G.

Diikaz. o [fl=f(5T))

=2 ) flwo)

ueSveT

< Z 2 c(u,v)

ueSveT

=¢(S,T)
Velikost maximédlniho toku je vZdy nejvyse kapacita minimalniho fezu.
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Hlavni véta
Nechf f je to v G se zdrojem s a spotiebicem t. Pak nésledujici je ekvivalentni.

1. fje maximdlni tok.

2. Rezidualni sif G¢ nema zlepsujici cestu.

3. |f| = ¢(S, T) pro ngjaky fez (S, T) v G.
Diikaz. e (1) = (2):

- Nechf f je maximalni a p je zlepSujici cesta v G.
— Pakale f + f,jetok v Ga |f + f,| > |f]. Spor.

Hlavni véta
Nechf f je tok v G se zdrojem s a spotiebicem t. Pak nasledujici je ekvivalentni.

1. fje maximdlni tok.

2. Rezidualni sif G¢ nema zlep3ujici cestu.

3. |f| = ¢(S, T) pro ngjaky fez (S, T) v G.
Diikaz. e (2) = (3):

Necht G nemé zlepsujici cestu, tj. v G neexistuje cesta z s do ¢.
— Necht
S = {v € V: existuje cesta zs dov v Gy}
anecht T=V—8.
Protozes € Sat € Tje (S, T) tezv G.
Prou € Sav € Tméme f(u,0) = c(u,v), jinak (u,v) € Efatodévd v € S.

[fI=f(S,T) =e(S,T).

Hlavni véta
Necht f je to v G se zdrojem s a spotfebi¢em t. Pak néasledujici je ekvivalentni.

1. fje maximdlni tok.

2. Rezidualni sif G¢ nema zlepsujici cestu.

3. |f| = ¢(S, T) pro ngjaky fez (S, T) v G.
Diikaz. e (3)=(1):

- |f] <¢(S,T) pro libovolny fez (S, T).
- Z|f| =¢(S, T) plyne maximalita f.

51



FORD-FULKERSON(G, s, t)
1 for kazdou hranu (u,v) € E
do f[u,v] — 0

flo,u) — 0
while existuje cesta p z s do t v rezidudlni siti G

do cf(p) < min{cs(u,v) : (u,v) na p}

for kazdou hranu (u,v) na p
do f[u,0] — flu, 0] +cs(p)
flo,u] — = flu,o]

O U1 WN

Obrézek 17: Rezidudlni sif a cesta v ni z s do t.

Zakladni Ford-Fulkersontiv algoritmus
e SloZitost zavisi na fadku 4.

e Prohledévani do $itky dava sloZitost O(nm?) — tzv. Edmonds-Karp algoritmus.

Zakladni Ford-Fulkersontuv algoritmus — p¥iklad

11 Maximalni parovani v bipartitnim grafu
Maximalni parovani v bipartitnim grafu
e Necht G = (V, E) je neorientovany graf.

e Pédrovani v G je podmozina hran M C E takovd, Ze pro kazdy uzel v € V, v je incidentni s nejvyse
jednou hranou z M.

Uzel je popérovéan, pokud je incidentni s néjakou hranou z M.

Maximalni parovani je parovani s maximalni kardinalitou.

Omezujeme se pouze na bipartitni grafy, tj. takové, kde V se dd rozlozitnaV = LUR, RNL =@, a
ECLXxR.

e PouZijeme Ford-Fulkersonovu metodu.

Transformace na problém nalezeni maximalniho toku

e Slozitost O(nm).
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Obrazek 18: Vylepseny tok podle vyse uvedené cesty.

Obrézek 19: Bipartitni graf a odpovidajici sif. Vyznaeno maximalni parovani a maximdlni tok (kapacita
hran 1)
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12 Barveni graf
Notace
e Necht G = (V,E) je graf.

e Cil: obarvit hrany/uzly tak, aby Zddné dvé incidentni hrany (dva incidentni uzly) nemély stejnou
barvu.

e Formélné, obarventi je funkce
f:E—B

(f : V. — B), kde B je n&jakd mnozina barev a f(e1) # f(e2) proesNexy # @ (f(u) # f(v) pokud
{u, v} je hrana).

¢ (G) zna¢i minimalni pocet barev potiebny k hranovému obarveni G.
e ,(G) znadi minimdlni pocet barev potiebny k (vrcholovému) obarveni G.

e A znadi maximalni stupen grafu G.

12.1 Hranové barveni grafi
Hranové barveni graft
¢ Jednoduché pozorovani

o A< ¢.(G).

Hranové barveni graf

Theorem 29. Pokud je G bipartitni, pak .(G) = A.

Dikaz
o Indukci k mohutnosti mnoziny hran.
e |E| =1-snadné.

e Nechf vSechny aZ na jednu hranu jsou obarveny nejvyse A barvami.

Necht (u,v) je neobavrend hrana.

ProtoZe mame k dispozici A barev, alespori jedna barva neni incidentni s u a alespori jedna nenf inci-
dentni s v.

Pokud jsou tyto dvé barvy stejné, tak mame hotovo.

Nechf jsou tedy riizné, oznacené postupné C; a C.
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Hranové barveni graft

e Necht jsou tedy rtizné, oznacené postupné C; a Cy.

Necht H, (Cy, Cy) je podgraf obsahujici u a vSechny hrany dosaZitelné z u obarvené pouze barvami
Cl a Cz.

Protoze (u,v) je hrana, patii u a v do rtiznych komponent bipartitniho grafu.

Pak ale kazd4 cesta z u do v v H,(Cy, C) musi mit posledni hranu obarvenou Cs.

Hrana obarvena C, v8ak neni incidentni s v, proto v neni v H, (Cq, C).

Zaménou barev C; za C; a naopak v H,,(C1, C;) dostaneme, Ze C; neni incidentni s u.

e (u,v) tedy muze byt obarvena C,. O

Hranové barveni graft

A n sudé

Theorem 30. Pokud je G tiplny graf s n uzly, pak p.(G) = { A+l nliché

Dukaz
e Pokud je n liché, nakresleme graf jako pravidelny polygon (viz déle).
e Obarvime hrani¢ni hrany barvamilazn = A+ 1.

e Kazda vnitini hrana je obarvena stejné, jako s ni paralelni hrana.

Hranové barveni graft

Hranové barveni graf
e Nejde obarvit A = n — 1 barvami:

e Pokud by lo, pak protoze G mé Jn(n — 1) hran, alespoti 31 hran by mélo stejnou barvu.
e Nechf M C E takov4, Ze zadné dvé hrany z M nejsou incidentni.

e Pak |[M| < J(n — 1) - (dokazte).
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Hranové barveni graft
e Koneng, nechf n je sudé.

e Divejme se na G jako na uplny graf G’ na n — 1 uzlech s jednim uzlem navic spojenym se vSemi
ostatnimi uzly.

Pouzijme pfedchozi postup na G'.

o V kazdém uzlu schazi jedna barva.

Tyto barvy jsou navzajem rtizne, proto miiZeme ony nové hrany jimi obarvit.

e Pouzito pouze A = n — 1 barev. O

Hranové barveni graft

Theorem 31. Nechf G je prostyj graf. Pak A < ¢,(G) < A+ 1.

Dtikaz
e Nutno ukézat, Ze ¥,(G) < A+ 1.

Indukci k po¢tu hran.

Pro jednu hranu plati.

Necht tedy v8echny hrany kromé hrany (v, v1) jsou obarveny nejvyse A + 1 barvami.

Alespori jedna barva neni ve vy a alespon jedna neni ve v;.

Pokud jde o tutéz barvu, hotovo.

Hranové barveni graft
e Nechf tedy Cj je barva, ktera neni ve vy a C1 neni ve v;.
e Konstruujme posloupnost hran (vg, v1), (vo, v2), (vo,v3), . . . tak, Ze

— C;nenivev; a

- (vg,vi;1) méd barvu C;.
e Mé&jme tedy posloupnost (vo, v1), (vo, v2), (vo,v3),...,(vo,v;) aC1,Cy,Cs,...,Cj, pro n&aké i > 0.
e Viimnéme si, Ze mame nejvyse jednu hranu, (v, v), s barvou C;.

- Pokud takové v existuje a v ¢ {v1,vy,...,v;}, pak ptidame hranu (vp, v;11), kde v;11 = v,a Ciyq
je barva, kterd neni ve v; 1.

- Jinak ukon¢ime budovani posloupnosti.

e Kazda posloupnost kon¢i s nejvyse A prvky.

Hranové barveni graft

e Nechf vysledna posloupnost je (vg, v1), (vo, v2), (vo,v3), .., (vo, v]-) aCy, G, G, ..., Cj, prongaké j >
0.

i) Neexistuje hrana (g, v) s barvou C;, pak udélame nésledujici ptebarveni (X # C;):
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Hranové barveni graft

e Nechf vysledna posloupnost je (vg, v1), (vo, v2), (vo,03), - - -, (vo, Uj) aCy,C,Cs, ..., Cj, prongjaké j >
0.

ii) Necht existuje k < j takové, Ze (vo, vx) mé barvu C;.
- Pak pro i < k ptebarvime hrany jako vyse, tj. (v, v;) dostane barvu C;.
- (vo, v) zustane neobavrena.

e Kazda komponenta H(Cy, C;) — podgraf obsahujici véechny hrany barvy Cg a C; —je bud’ cesta, nebo
cyklus, protoze kazdy uzel mé nejvyse jednu hranu barvy Cp a jednu barvy C;.

e Alesporijedna barva z Cy a C]- neni v kazdém z uzlt vy, vy, v;.
< . . o G X G 5
e Proto ne viechny v jedné komponenté H(Co, C;j): vg — x = y... — v a uZ se nedostaneme do v;.

Hranové barveni graf

a) vg ¢ Hy, (Co, Cj) — komponenta H(Cy, Cj) obsahujici v — pak Cy < C; v Hy, (Co, Cj), coz dava, ze Cg
neni ve vy.

e Cp neni ani ve v, proto obarvime (v, v) barvou Co.
b) vy & ij(Co, C]-), pak pfebarvime
- (vo,v;) barvou C;, k <i < j,
— (o, v;) zlistane neobavrena.
e Pfi piebarveni se nepouzila ani Cy, ani C;, proto H(Cp, C;) nezménéno.
e OpétCo— C;jv Hz,j(Co, Cj) amame, Ze Cg neni ve v;.

e Obarvime (v, ;) barvou Cy. O

Hranové barveni graft
e Predchozi dlikaz ddvé polynomidlni algoritmus.
e Vidite ho? :-)

e Jakd je slozitost?

e Problém, zda ¢,(G) = A je NP-tplny.
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12.2 (Vrcholové) barveni graft
Barveni grafa

e Je graf obarvitelny nejvyse k barvami? je NP-tipIny problém.

Barveni grafa
Theorem 32. Libovolny (prosty) graf G Ize obarvit A + 1 barvami.
Diikaz. o Indukcik n.
e n =1, hotovo.
e Pokud pfidame uzel u, pak bude spojen nejvyse s A jinymi uzly.

e Barev mdme A + 1, proto mlizeme u obarvit néjakou barvou.

Barveni grafa
o Ve vétsiné piipadu ale plati, Ze ¢,(G) < A+ 1.
Priklad:

G planérni, pak ¢,(G) < 4, ptitom A = k, pro libovolné k > 0.

Rychlosoutéz: Jaky algoritmus na obarveni uzlti vds napadne?

12.3 Chromaticky polynom
Chromaticky polynom
e Nechf P(G) oznacuje pocet zplisobt obarveni grafu G k barvami.

e P(G) je polynom.

Chromaticky polynom

Obrazek 20: Graf G.

b ...dostane libovolnou z k barev.

a,c,d ...libovolnou z k — 1 zbyvajicich barev.
P(G1) = k(k —1)°
Obecng, nechf T, je strom na n uzlech. Pak P(T,) = k(k —1)"1.
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Obrazek 21: Graf G,.

Chromaticky polynom
e a...dostane libovolnou z k barev.
e b...libovolnou z k — 1 zbyvajicich barev.
e ¢...libovolnou z k — 2 zbyvajicich barev.

P(G2) = k(k—1)(k—2)

Obecné, nechf K, je tiplny graf na n uzlech.

Pak P(K,) = (kf!n)!

Chromaticky polynom

® @

Obrazek 22: Graf G}.

e g ...dostane libovolnou z k barev.

b ...libovolnou z k barev.

¢ ...libovolnou z k barev.

P(G}) =k

Obecné, nechf @, je graf na n uzlech bez hran.

Pak P (®P,) = k"

Chromaticky polynom
e Plati: Pokud k < ¢,(G), pak P¢(G) = 0.

Nechf G je graf.
Jak sestrojit P (G)?

e Znaceni:

G — (u,v) je graf vznikly z G odebranim hrany (u,v)

G o (u,v) je graf vznikly z G sloutenim uzlti u a v.
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Chromaticky polynom
Theorem 33. Nechf (u,v) je hrana v G, pak
P(G) = P(G — (u,0)) = P(G o (u,0)).
Diikaz. e P;(G) je pocet obarveni, kde u a v maji rtiznou barvu.
e Vsechna tato obarveni jsou zahrnuta i v P (G — (1, 0)).
e P (G — (u,v)) v8ak navic obsahuje i ta obarveni, kde # a v maji stejnou barvu.

e Odelteme je tedy v P (G o (u,v)).

Chromaticky polynom

Obrazek 23: Graf Gs.

o P(G3) = Pr(®y) — 4P (P3) + 6P (P2) — 3P (D1)
— k(k—1)(K2 — 3k +3)

Chromaticky polynom
Theorem 34. Nechf (u,v) je hrana v G, pak
Pe(G) = P(G = (u,0)) = Pe(G o (u,0)) .
e Pokud ma graf hodné hran, je lepsi pouZit pfeformulovanou variantu:
* P(G) = Pe(G + (u,0)) + Pe((G + (w,0)) o (u,0))

e tj., doplitujeme na tplny graf.

Chromaticky polynom

L
N

Obrazek 24: Graf Gs.

o Pi(Gy) = Pu(Ks) + 3P (Ky) + 2P (K3)
— k(k—1)(k —2) (k2 — 4k + 5)
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Chromaticky polynom

e Nyni mame, Ze ¢, (G) je minimalni k takové, ze Pr(G) > 0.

e Py(Gs) =2
o Py(Gy) =?
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