Nahodné signaly
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Signaly ve skole a v realném

svete
Deterministické Nahodné
. Rovnice . Nevirpe’pfes’né
- Obrazek e ine
* Algoritmus Jprirodnich” a
« Kus kodu g?éﬂg%mky(:h
=  MuzZzeme odhadovat

Muzeme vypocitat
Malo informace !

parametry




PFiklady

Red

Hudba

Video

Kursy men

Technicke signaly (diagnostika)
Mereni (jakychkoliv veliCin)
Proste skoro vse ...



Matematicky

* Pouze pro diskrétni cas (vzorky)

« Systéem nahodnych veliCin definovanych
pro kazdeé n

* Prozatim se na ne budeme divat
nezavisle.
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Mnozina realisaci

Ea[n)]




Souborové odhady

ROSOUND




&11n]

&a[n]

Ealn)

|
| | | |
n

* Fixovat n a vybrat vsechny hodnoty

« Odhadovat — odhad bude platny jen pro
toto n

v



Podle oboru hodnot

» Diskrétni obor hodnot &[n| € [hy, ho, ... . hy]
— Hazeni minci
— Kostka
— Ruleta
— Bity z prenosoveho kanalu

» Redalny obor hodnot  ¢[n] € R
— Sila vetru
— Audio
— Kurs CZK/EUR
— atd




Diskréetni data
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Spojita data

« (2=1068 realizaci teceni vody kohoutkem

« Kazda realizace ma 20ms, F_.=16kHz,
takze N=320.




Popis nahodného signalu
funkcemi

* Distribucni funkce — CPDF (cummulative
probability distribution function)

F(x,n) ="P{&n] <z}

X neni nic nahodného, je to hodnota, pro
kterou distribucni funkci zkoumame,

méfime. Napf. ,jaké procento populace je
mensi nez 165 cm ?* x=165
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Odhad pravdepodobnosti
cehokoliv

probability =

count

total
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Odhad distribucni funkce z dat

N count (&, [n] < x)
F(x,n)=
F(x,n) (@) 0

Jaké dilky na ose x ?

* Dostatecne jemné

* Ale nema cenu, pokud bude odhad porad
stejny...
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&11n]

&a[n]

wln]

Ealn)

Kolikrat byla hodnota mensi nez x=165 ?
P=4/10, F(x,n)=0.4



Fis.ml

Odhad ruleta
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Odhad voda
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Pravdepodobnosti hodnot

 Pro diskrétni obor hodnot OK P(X;,n)
» Celkova masa pravdepodobnosti je 1

Z P(X;,n)=1
V1

* Odhad opét pomoci countu

count(X;,n)
total|n]

,P(AXA,; ?’?) —

17



18

36




P(X.,n)

Vysledek pro ruletu
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Spojity obor hodnot
P(x,n) =777

 Nema vyznam nebo nula ...

=> Potrebujeme hustotu pravdepodobnosti!
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Priklady z realného sveta ...

Jaka je hmotnost kvasu tady,
v souradnicich x,y,z ??7?
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&a% Rychlost

i‘lgji}r,

Hustota
dm_m(ml...xg,yl...yg,z1...z2) Am

p(z,y,2)

AV (e —a) e —y) (- 21) A—V2

2



Funkce hustoty rozdeleni
dF(xz,n)

pravdepodobnosti plam) =

Fix,n), p{x,n)
T

[T

Probability distribution function - PDF
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Neda se odhadnout

jednoduseji?
oy dit) ) —I(ty) _ Al
U()_W_ to—t; At

dm  m(xy...22,Y1...Y2,21...22)  Am
AV (xg —x1)(y2 —y1)(z2 —21) AV

probability

p(r,n) = —————
normalization ) |
Pravdépodobnosti hodnot

jsou nesmysl, ale mizeme
pouzit pravdepodobnosti
intervall — chlivk!
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Histogram

histogram(z € interval,n) = count(x € interval, n)

-0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.:4 0.5
Chlivky ! 25



Pravdepodobnost

count(x € interval,n
P(.f(: S 'in?f@rvaxl? ’I’?) p— ( 9 )

)
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Hustota pravdepodobnosti

count(x € interval,n)

p(x € interval,n) =

Qlinterval
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Jak je to s celkem ?

00
/ p(x,n) =1

L=—0C

Kontrola opet pomoci

28

chlivku...



Sdruzena funkce hustoty
rozdeleni pravdepodobnosti

» Jsou néjaké vztahy mezi vzorky v ruznych
casech ?

» Jsou nezavislé nebo je mezi nimi
souvislost ?

P(XE X} T . 'n.2)

p(mi: Ly Ty, T?,.-Q)
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K ¢emu to bude dobre ?

edani zavislosti

pektralni analyza
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Dva ruzné casy ...

&1ln)

E2[n)]

Swln] | | |
| | | |

e [n}l | | |
| | | |



Odhad — opet otazky, tentokrat
se spojkou ,a"

Neco v
case n,
a

neco v
case n,

count that something happened simultaneously in ny AND no

joint probability =
) p Y total



Sdruzene counts: n,=10, n,=11
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Sdruzeneé pravdepodobnosti: n,=10, n,=11

P(Xi, X;on1,m2) = count(é[ni] = X; AND £[ns] = Xo)
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Sdruzene pravdepodobnosti: n,=10, n,=10

. count(§[ni] = X; AND ¢[ns] = Xo)

p(Xg X] T, TZQ) —

)
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Sdruzene pravdepodobnosti: n,=10, n,=13

P(Xi, X;on1,m2) = count(é[ni] = X; AND £[ns] = Xo)

Q
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Spojity obor hodnot
» Pravdepodobnosti pfimo nepujdou ...
Histogram

=> pravdépodobnosti 2D chlivku
=> hustota pravdepodobnosti v chlivcich
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Sdruzeny histogram — counts,
n,=10, n,=11

histoeram(zy € intervaly.xo € intervals.ny.no) = count(xry € intervali.n7 AND x5 € intervals. n
g (71 1, T2 2,11, 19 1 1,71 2 2. 19
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Sdruzené pravdepodobnosti
chlivku, n,=10, n,=11

count(xy € intervaly,ny AND x4 € intervals, no)

P(xq1 € intervaly, xo € intervaly, ny,ng) =

Q

I0015

- —0.01

F +0.005




Sdruzena funkce hustoty rozdeleni
pravdepodobnosti, n;=10, n,=11

, , count(xq € intervaly,ny AND 29 € intervaly, ng)
p(xy € intervaly, x9 € intervaly, ny, ng) =

Qlintervaly ||intervals|
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Sdruzena funkce hustoty rozdeleni
pravdepodobnosti, n;=10, n,=10

count(xq € intervaly,ny AND 29 € intervaly, ng)

p(xy € intervaly, x9 € intervaly, ny, ng) = — ,
Qlintervaly ||intervals|

0.4 120

0.3
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0.2
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20
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Sdruzena funkce hustoty rozdeleni
pravdepodobnosti, n;,=10, n,=16

, , count(xq € intervaly,ny AND 29 € intervaly, ng)
p(xy € intervaly, x9 € intervaly, ny, ng) =

Qlintervaly ||intervals|
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Sdruzena funkce hustoty rozdeleni
pravdepodobnosti, n;,=10, n,=23

, , count(xq € intervaly,ny AND 29 € intervaly, ng)
p(xy € intervaly, x9 € intervaly, ny, ng) =

Qlintervaly ||intervals|
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Momenty

» JednocCiselne hodnoty charakterizujici
nahodny signal.

* Porad jeste v urCitém case n
« OcCekavani (expectation) neceho

Ocekavanlv: suma pres vsechny mozné hodnoty X
pravdepodobnost (x)
krat to, co ocekavame

Nekdy suma, nekdy integral ...
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Stredni hodnota

* OcCekavani hodnoty

aln| = E{&[n]}
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Stredni hodnota aln] = 3 P(Xin)X,

— diskréetni obor hodnot

T o7 oo D oo A . T So
® Q Lol . ; :

owﬂwmm

10

ol a[10] = 18.0422




Stredni hodnota |
— Spojity obor hodnot

an| =

...............................................................................

/ p(x,n)rdx
LY

a[10] = -0.0073

a7



Rozptyl (variance)

* OcCekavani ustrednéne hodnoty na druhou
* Energie,vykon ...

Dln] = B{(¢[n] — a[n])}
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Rozptyl = 2 P m)(Xi = alnl)?
— dlskretnl obor hodnot

D[10] = 113.8563 i



Rozpty!

H
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D[10] =0.0183
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Souborové odhady

&1ln)

E2[n)]

Swln] | | |
| | | |

Saln) | l |
| | |



Toto znate jiz ze ZS ...

» Diskréetni obor hodnot (ruleta)

* n; =10
Q
iln] = & > & a[10] = 18.0422
T w=1

Dln] = > _(&[n] —a[n))*  D[10] = 113.8563
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Toto znate jiz ze ZS ...

» Spojity obor hodnot (voda)
* n, =10

Q)
ifn] = % S e a[10] = -0.0069
w=1

1 Q2

Dln] = > _(&[n] —a[n))*  D[10] = 0.0183

w=1

... Rovnice jsou stejné ©
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Korelacni koeficient

e Ocekavani nasobeni dvou hodnot
z dvou ruznych Casu

Rni,na] = E{&n1§[nal}

« Co znamena, kdyz je R[n,, n,]
— Velky ?
— Maly nebo nula ?
— Velky zaporny ?

54



Diskréetni obor hodnot, n,=10, n,=11

R[ni,ns| = Z ZP(XlaXQanla no) X1 Xo
VX1 VXo

-4
x 10

><1 XZ
14 35 1200
30
12 1000
25
800
20
600
15
10 400
200
0 0
0 10 20 30

R[10,11] = 324.2020

P(X1,X2,n1,n2)

w

X1 XZ P(X1,X2,n1,n2)
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Diskrétni obor hodnot, n,=10, n,=10

R[?’Zb ?’?,.-2} — Z Z P(Xl ng ni, ﬂ..g)XlXQ
VX1 VX

x1 x?
35 1200
0.025 30
1000
0.02 25
800
20
15 600
’ 10 400
200
0 0
0 10 20 30

. R[10,10] = 439.3770

P(X1,X2,n1,n2)

35
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15
10

(4]
(4]

0 10 20 30

X, X, P(X Xn.n)
35
30
25
20
15

10

(4]
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Diskrétni obor hodnot, n,=10, n,=13

Rni,na| = Z Z P(X1, Xo,n1,n92) X1 X5

VX1 VXo

P(X_,X

1212 1(:.'3

35

30

25

20

15

10

(4]

D

3
2.5
2
1.5
1
0.5

X, X, P(X,Xn.n)

1000

X1 XZ
35 1200
30
25
800
20
15 600
10 400
200
0 0
0 10 20 30

w

R[10,13] = 326.9284
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Spojity obor hodnot, n,=10, n,=11

R[ny,ns| = / / p(x1, x2, N1, No)x1TodrdTs
J I JI9

P(x,x_,n,.n.)

0.4
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o2 14 0.1
: 12 0.2
0.05
10
0 8 0 0
6 -0.05
02 4 0.2
0.1
2
0.4

-0.4 -0.2 0.2 0.4

R[10,11] =0.0159
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Spojity obor hodnot, n,=10, n,=10

R[ny,ns| = / / p(x1, x2, N1, No)x1TodrdTs
J I J I
n)

P(x,,x.,n,,n,

0.4
80 x1 x2
0.2 0.4 0.15
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60 0.2
0 0.05
0 0
-0.2 -0.05
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0.4 0.4
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R[10,10] =0.0184
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Spojity obor hodnot, n,=10, n,=16

R[ny,ns| = / / p(x1, x2, N1, No)x1TodrdTs
J I JI9

p(x1,x2,n1,n2)

0.4

0.4 0.15
0.2 10 0.1
0.2
0.05
0
0 0
0.05
0.2 0.2
0.1
04 0.4
04 02 0 02 04 04 0.2 02 04

R[10,16] = 0.00038
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Spojity obor hodnot, n,=10, n,=23

R[nyi,ns| = / / p(x1, 2, N1, No)x1Todrdrs
J T v T2

0.4

0.2

0

-0.2

-0.4

15

0.4
0.2
-0.2
-0.4

0.15

0.1

0.05

=]

0

-0.05

-0.1

-04 -02 0.2 0.4

R[10,23] = -0.0139



&1[n]

Primy souborovy odhad

Ea[n)]




m ?’?2

Diskrétnl’ obor hodnot

:OZé nléan

R[10,10] = 439.3770

R[10,11] = 324.2020

R[10,13] = 326.9284
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SpOthy obor hodnot

m 12 :OZ§ n1]€u(n2)

R[10,10] = 0.0183
R[10,11] = 0.0160
R[10,16] = 3.8000e-04
R[10, 23] = -0.0140

Stejné rovnice ©
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Sekvence korelacnich
koeficientu - ruleta

550 __________________ ___________________ __________________ __________________ __________________ ___________________ __________________ ________________ 1 Uziteéné

300 b | ’)’)’)
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-0.005 AA L :

Sekvence korelacnich

koeficientu - voda

Zajimave
1



Stacionarita

» Chovani stacionarniho nahodného
procesu se nemeni v case (nebo doufame,
Ze ne ...)

* VeliCiny a funkce nejsou zavislé na Case n

« Korelacni koeficienty nejsou zavislé na n,
an,, ale jen na jejich rozdilu k = n,-n,
F(x,n) — F(x) p(x.n)— p(r)
ajn] —a Dn] —-D on|—o
p(x1,x2,n1,n2) — p(1, 22, k)
R[ni,no| — R(k)
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Je voda stacionarni ?

F(x,n) for many ns

35

25

20

0.4

p(x,n) for many ns

T T | T

350 i ]
3r \ A |
25 |
151 |

-04 -0.3 0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4
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—_0.02 1 1 1 1 1 1
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Ergodicita

« Parametry se daji odhadnout z jediné
realizace

... hebo alespon doufame
... vetsinou nam stejnée nic jineho nezbyva.
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PNl
- N Zé[n}

n=>0

Casové odhady

N—1

-1 _ o
D= > [kl —a* ¢

n=0

Za E[n + k]

n=>0

VD
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Ruleta

a= 18.0348
D =114.4742

RIK]




Voda

a = -0.0035
D =0.0168

RIK]




Casovy odhad sdruZenych

pravdepodobnosti 7
. count(¢[n] = X1 AND ¢n+ k| = Xo)

N

0.03
0.025

Ruleta,
k=0
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nw,nz)

P(XW,XZ,

Ruleta

K

=3
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Spektralni analyza nahodnych
signalu
* Nevime na jakych jsou frekvencich

— Neni zadna zakladni frekvence
— Nejsou zadné harmonicke

« Faze nemaji smysl

« Spektrum musi udavat jen hustotu vykonu
signalu.

=> Spektralni hustota vykonu
(Power spectral density, PSD)
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Vypocet PSD z korelacnich

koeficientu

G() = DET{R[n]}

Normovana .
frekvence G(—) = DFT{R[n]}
SkuteCna
frekvence
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PSD voda

1.4 ! ! ! | ! !
1.2 |- —
o 0 T | |
0_8 e 1 —]
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0.6 [ —
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2000

3000 4000 5000

G000

7000

8000
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Odhad PSD ze signalu

Gk _ IDFTiEn)

> N N
Normovana ? o e
frekvence/c:(#) _ | J{Vé[n}}
Skutecna
frekvence
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Gf)

PSD odhad ze signalu - voda
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Welchova metoda — zlepseni
spolehlivosti odhadu
* Prumérovani pres nekolik useku signalu

Gl




Bily sum

» Spektrum bileho svétla je ploche

» Spektralni hustota vykonu G(f) bileho
sumu by tedy mela byt plocha

G(f)

f

v

86



Korelacni koeficienty bileho

sumu -
G(kTF

« Jak musi vypadat R[k], aby byla jejich DF
konstanta ?

)= DFT{R|n]}

RIK]
1

v
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Bily sum

 Signal, ktery ma jen R[K] nenulovy
* Atedy nema zadné zavislosti mezi

vzorky

20088



Urceni PSD bilého sumu
pomoci DFT

kF

_IDFT{gn))?

G(—)

N

N

P77



Welch ... help ...

i
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000

7000

8000
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SUMMARY

« Nahodné signaly jsou ty, co nas zajimaji
— Jsou kolem nas
— Nesou informaci

» Diskrétni obor hodnot vs. spojity
» Nedaji se presné zapsat, jiné zpusoby popisu
— Mnozina realizaci

— Funkce — distribucni, pravdepodobnosti, hustota
pravdepodobnosti

— Skalary — momenty
— Chovani mezi dvéma casy — korelacni koeficienty,



SUMMARY IlI.

Pocty=County

— Nejakeho jevu ,kolikrat je hodnota v intervalu
5az 107"

Pravdepodobnosti
— se odhaduji jako count/total.

Hustota pravdepodobnosti

— Se odhaduje jako pravdepodobnost / velikost
interval (1D 1 2D)

Je-li k disposici mnozina realizaci —
souborové odhady.
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SUMMARY lII.

e Stacionarita — nezavisi na case.

* Ergodicita — vse Ize odhadnout z jedne
realizace

— Casové odhady
» Spektralni analyza
— Spektralni hustota vykonu

— Z korelacnich koeficientu

— Nebo primo ze signalu, Casto potreba

zlepseni spolehlivosti odhadu prumérovanim
93



SUMMARY |V

» Bily $um
— Nema zavislosti mezi vzorky (nekorelované
vzorky)

— Takze korelacni koeficient R[0] je neco,
ostatni nulove

— Takze je DFT konstantni
— Bile svetlo ma take konstantni spektrum
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TO BE DONE

Da se nejak modelovat tvorba nahodnych
signalu ?

Vzorky pri Casovem odhadu korelacnich
koeficientu ,ubyvaji“, co s tim ?

Da se bily sum obarvit ?

Jak je to presne se spektralni hustotou
vykonu ?

Da se toto celé pouzit pro rozpoznavani /
klasifikaci / detekci ?
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The END



