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Kapitola 1
Uvod

Zde bude tvod
- motivace k napsani tohoto
- aplikace
- Python
- vztah s Al a ML ...



Kapitola 2

Matematicky rozstiel

Signaly a systémy jsou kurs postaveny na matematice, nékteri mu dokonce Fikaji “Aplikovana
matematika”, pfipadné “Fourierovo peklo” (o tom se dozvime pozdéji). Tato kapitola shrnuje po-
tfebny matematicky aparat. Nema za tikol opakovat celou matematiku a kolegové matematici mi
laskavé prominou, Ze neni psana klasickym zptisobem “véta — dikaz”, ale velmi uzivatelsky.

2.1 Funkce a posloupnosti

V dalsi kapitole se dozvime, Ze na signaly se spojitym ¢asem se budeme divat jako na funkce
Casu t a na signaly s diskrétnim ¢asem jako na posloupnosti zévisejici na diskrétnim ¢asu (resp.
pocitadle nebo indexu) n.

2.2 Operace s dvéma funkcemi ¢i posloupnostmi

S funkcemi a posloupnosti lze pracovat jako s normélnimi &isly, v ISS je budeme bézné scitat,
odecitat a nésobit. Zapis

y(t) = 21 (t) + 2(?)

znamend, Ze prosté pro libovolny ¢as t vezmeme patiicné hodnoty funkci 1 a xo a seCteme je,
vysledkem je hodnota funkce y. Pak udélame dalsi ¢as, dalsi, atd atd. V&tSinou to neni slozité a
seCitat funkce dokédZzeme lehce, jako na néasledujicim obréazku.

21
x
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K,
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y(t)

U odecitani y(t) = x1(t) — x2(t) bude vypadat situace podobné — patfi¢nou operaci prosté
provedeme pro kazdy ¢as.
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Pro nasobeni y(t) = z1(t)z2(t) plati totéz — opét pracujeme pro kazdy ¢as. Vsimnéte si, Ze
nuly jsou “agresivni” - pokud je v jednom signélu nula, nemize byt v soucinu nic jiného. Této

N

vlastnosti budeme velmi ¢asto vyuzivat, protoze budeme-li s nééim nésobit signaly omezené v

2

¢ase, nemusime se viibec starat o nulové ¢asti signélu — nic jiného nez nuly tam nebudou.
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Pro posloupnosti to bude podobné - nasledujici obrazky ukazuji, jak to dopadne pro séitani
y[n] = z1[n] + z2[n], odeitani y[n| = x1[n] — z2[n] a nasobeni y[n] = z1[n|xe[n]. VSimnéte si
opét, jak u souc¢inu nulové hodnoty jednoho signalu “zabijeji” vSe ostatni.
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2.3 Zakladni funkce

2.3.1 Linearni funkce
Linearni funkce mé tvar

z(t) = at + b,

kde a (smérnice nebo sklon) a b (posuv, offset, bias) jsou konstanty. Jak uz nazev napovida,
grafem linearni funkce je pfimka. Nasledujici obrizek par takovych obsahuje.




2.4 Derivace a integraly

Opét nebudeme opakovat v8e, co jste se naucili v matematické analyze. Pro ISS budeme po-
tfebovat jak analytické, tak numerické vypocty derivaci a integralt, v piipadé integrélu si také
ukizeme, ze nékdy lze pocitat i velmi piiblizné — “prasécky” — se stale uspokojivym vysledkem.
Nasledujici obrazek obsahuje plot funkce (tady jsme v ISS, takZze muzeme fikat “signéalu”)
zadaného jako:
z(t) =t + 2t + 3,

jedna se tedy o klasicky polynom. Méli bychom umét analyticky najit jeho derivaci podle ¢asu:

dx(t)

=2t+2
dt *

a také jeho primitivni funkci (ta, kdyz se zderivuje, d4 nam puvodni funkei z(t))

3

t
p(t) = 3 + t* + 3t.

— x(t)=t2+2t+3
derivace
10 4 —— prim. funkce

-10

2.4.1 Derivace v daném bodé

Méme za tkol urcit hodnotu derivace pro dany ¢as t;. Prvni moZznost je vyhodnotit analytickou
formu derivace — prosté dosadit t; do 2t + 2. Analytickou formu ovSem nemusime mit k dispo-
sici — funkce z(t) muZe byt pfili§ sloZita, muZze nas popadnout zachvat lenosti nebo (nejéastéji)
nebudeme mit z(t) vibec k disposici jako funkci, ale jen jako sekvenci vzorki. T¥eti pfipad je ve
zpracovani signald velmi obvykly. V tomto pfipadé postupujeme tak, Ze si vzpomeneme, jak se
derivace v daném bodé odvozovala: jako velmi maly p¥iristek hodnoty funkce vii¢i velmi malému
prirastku nezavislé proménné, takto:

de(t)| _ z(te) —x(ts
dt |, ty—t1)

kde t2 neni pfilis daleko od ¢1. Vysledného hodnoty jsou s “inzenyrskou chybou” v poradku, priklad
prot; = 0:



tl1 =0

t2 = t1 + 0.05

presne = 2xtl + 2

priblizne = (np.power(t2,2) + 2*t2 + 3 - (np.power(t1l,2) + 2xtl + 3)) / (t2 - t1)
print (presne,priblizne)

d4 hodnoty 2 2.0500000000000007, pro t;1 = 1 to bude 4 4.050000000000008. MtuZeme si do-
konce vykreslit pfimky s danou smérnici pro oba ¢asy, abychom si ovérili, Zze se jedné skuteéné o
te¢ny puvodni funkce:

— x(t)=t>+2t+3
—— tecna pro t=0
—— tecnaprot=1

o B N W A& U O N ©

|
g
=}

-0.5 0.0 0.5 1.0 15

2.4.2 Integral od do

V ISS budeme docela ¢asto potiebovat urcity integral néjaké funkce. Prvni moznosti je klasicky
analyticky vypocet, kdy dokadzeme vyrobit primitivni funkei x,(¢):

/t ()t = [y ()]

1

Tento strasidelny zapis znamené, Ze do prmitivni funkce prosté dosadime horni limit integralu a
spodni limit a obé hodnoty od sebe odec¢teme:

to
/t 2(8)dt = 2(t2) — ap(t1).
1

Podobné jako v predchéazejicim piipadé ale nemusime mit primitivni funkei ,(t) k disposici:
neumime ji najit, nechce se ndm nebo prosté nemame analytickou formu z(¢). V tomto piipadé si
uvédomime, Ze integrél se definuje jako plocha pod kfivkou. Pokud funkce neni p¥ilis slozita,
muzeme plochu docela dobie odhadnout — na nésledujicim obrazku je zndzornén “prasacky” odhad
integralu fol x(t)dt pomoci plochy Etverce a plochy trojthelnika.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t

Posledni (a ve Vasem budoucim profesionalnim zivoté ziejmé nejuziteénéjsi) metoda je vypo-
¢itat integral numericky. Vyjdeme z toho, Ze libovolnou funkci miazeme rozdélit do obdélnikovych

IS w

x(t)
w

N

-

o

10



“nudli” a vrchni ¢ast nudli budeme povazovat za plochou. Integral se tedy spocité jako soucet
ploch jednotlivych nudli. Pokud definujeme $itku nudle jako A a mezi body t; a to se jich vejde
pravé N, dokdZeme integral aproximovat jako:

ts N-—1
/ w(t)dt = Y alts +nA)A,
2 n=0

kde z(t; +nA) je vyska n-té nudle a x(t; + nA)A je jeji plocha. JelikoZ je ale krok A pro vSechny
¢leny sumy stejny, mizeme ho vypudit pred sumu. Integral se tedy jednodusSe spoéita jako soucet
hodnot v8ech vzorkt, pak musime jen nésobit sitkou:

to N-1
/ z(t)dt =~ A Z z(t; +nA)
131 n=0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t

Budu rad, kdyz se na analytickou, numerickou a prasackou implementaci integrélu podivate
do Python notebooku, pro nasi funkci a t; = 0, to = 1 jsme dostali 4.333333333333333
4.258749999999964 4.5. Prasacky vypocet evidentné dava nejvétsi hodnotu, protoze trojuhel-
nik jde nad skute¢nou funkci, nicméné je poirad dostate¢né presny.

2.4.3 Cosinusovka

Cosinusovka se spojitym ¢asem

Zakladni cosinusovka je ddna jako
x(t) = cos(t)

a patrné jste se o ni uéili uz na zakladni nebo stiedni skole.

1.00 A

0.75 1

0.50 1

0.25 1

0.00 -

x(t)

—0.25 A

—0.50 A

—0.75 A

—1.00 A

0 2 n 3072 2n
t

V ISS méfime thly vzdy v radidnech, zakladni cosinusovka bude mit tedy periodu 27. Pe-
rioda 27 se ndm ovSem nebude piilis libit, radé&ji bychom cosinusovku presvéd¢ili, aby vykonala
tolik period za sekundu, kolik chceme. Pocet period za sekundu se jmenuje frekvence nebo pékné

11



Cesky kmitocet f; a udava se v Hertzich (HZ)E Trvani jedné periody, kratce perioda, se pak

jednoduse spocita jako
1
T =—
fi
a bude v sekundach.
Donuceni cosinusovky, aby jeji jedna perioda méla délku 77 je docela jednoduché: argument
vynésobime hodnotou QT—T = 27 f1 a tim zajistime, Ze kdyZ Cas dojde do T}, bude argumentem

presné 27. Hodnota
27

= — = 2
wi=g =2 fi
se oznac¢uje jako kruhova nebo thlova frekvence (nékdy uslysite i “kruhova nebo tihlova rych-
lost”).
Cosinusovka tedy bude

x(t) = cos(wit)

a na obrazku ji vidime pro 77 = 2 s (tedy f1 = 0.5 Hz).

Pottebujeme-li zménit maximalni vychylku — amplitudu cosinusovky, prosté ji vynésobime
konstantou C7. Na obrazku C; = 10. Kone¢né vodorovné posunuti cosinusovky v ¢ase dokazeme
zajistit pomoci poéatecni faze ¢, kterd je také v radianech. Na poslednim obrézku je faze
¢1 = +75. Pokud mé pocétecni faze kladné znaménko, posouvé se cosinusovka doleva, a a naopak,
viz také obecné posuny signéli, které probereme v nasledujici kapitole v sekci Vzhledem
k tomu, ze argument cosinusovky potiebuje “udélat” 27 na jednu periodu, je jasné, Ze takové
pocatecni faze cosinusovku predbéhne o ¢tvrt periody.

cos(2m0.5¢t)

10cos(2r0.5%)

—10

"10cos(2n0.5t+ n/2) '

10 A

—10

-5.0 -25 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0

Kompletni cosinusovku tedy zapiSeme jako
x(t) = C1 cos(wit + ¢1)

a je dobré cviceni ovérit si, zda funkci ’cos’ “krmime” skuteéné radiany. Kruhova frekvence je
déna jako w; = %r, hodnota 27 je v radianech, T} je v sekundach, ve vztahu se nasobi s ¢asem ¢,
ktery je také v sekundach — sekundy se vykrati a mame radidny. Po¢atecéni faze je v radidnech.
Cosinusovku tedy krmime spravné.

"nenechte se zméast indexy 1. Brzy si budeme hrat s vice frekvencemi, zéakladni hodnotu frekvence tedy budeme

znalit indexem 1.

12



Cosinusovka s diskrétnim éasem

Posloupnost
x[n] = cos(n)

nebude prilis zajimava, budeme spi$ chtit naplnit uréity pocet vzorka N urcitym poctem period
cosinusovky. Pro jednu periodu na to plijjdeme stejnym zptusobem, jako v pifedchazejici sekci:
chceme donutit cosinusovku, aby dokoncila jednu periodu, az bude pocitadlo vzorkt mit hodnotu
n = N. Odvozeni neni tézké, budeme délit IV a nésobit 27, takZe cosinusovka bude mit tvar:

n] 2
z[n] =cos | —=n
N
a pro N = 50 je vidét na obrazku.
MiZeme samoziejmé také pfidat amplitudu a pocatecni fazi, napi:

2m us
:1 B —
x[n] Ocos<Nn+2>

A pokud chceme vice period cosinusovky za N vzorki, nic ndm nebrani doplnit vyraz na

2[n] = cos ('“i;%) ,

kde konstanta k fika, kolik téch period méa byt. V nasledujici kapitole se nau¢ime zrychlovat ¢as
(resp. zhustovat signal - sekce , k nam nefika nic jiného, nez ze mam cosinusovku k-krat
zrychlit. Na obrazku pfedvedeno pro k = 5.

cos(2rtn/N)

jTm””f""*uuimggmuw*""mmw

T10cos(2 + n/2)

o] -.;LlHH“MMM“““.-?TTTTTmmmmﬁh.'

" cos(2n5n/N)

Hodnota QW” je podobnéa kruhové frekvenci w, kterou jsme vidéli u signald se spojitym casem,
ale neni stejna. Néasobi diskrétni ¢as n, takZe nemiZze mit rozmér rad/s, ale pouze rad. Budeme
ji fikat zdkladni normovana kruhova frekvence. Pozdéji se dozvime, Ze mezi normovanymi
a skute¢nou frekvencemi se prechazi pomoci déleni (normovani) a nasobeni (odmonormovani)
vzorkovaci frekvenci. Obvykle se v literatuie znadi také w, takze za¢ateCnici maji nékdy problém
rozlisit, ktera je ktera. Mala rada: cosinusovky a komplexni exponencialy (viz dalsi sekce) “Zerou”
radidny. Nasobi-li se tedy v argumentu takové funkce w s normélnim ¢asem ¢, bude to zFejmé
bézna kruhové frekvenci v rad/s (sekundy se vykrati a mame radiany). Stoji-li vedle pouze dis-
krétni ¢as n, musi se jednat o normovanou kruhovou frekvenci, jejiz jednotkou je pouze radian.

13



2.5 Komplexni ¢isla

Podstatnou ¢ast programu ISS nam zabere spektralni analyza - tedy hledéani, jaké frekvence se
skryvaji v signalu a “jak moc jich tam je”. Analyza se bude provadét docela jednoduSe: budeme
generovat analyza¢ni signaly o zkoumané frekvenci, nasobit jimi, pak vSechno se¢teme a budeme
se divat na vysledné ¢islo. Velké ¢islo znamena “je tam”, malé nebo nula “neni tam”. U cosinusovky
je ale problém to, Ze bychom ji méli generovat se viemi moznymi riznymi posuvy (pocateénimi
fazemi), jinak ji nemusime v signalu “chytit” (viz priklady v kapitole[d]). Situace by se dala vyfesit
pouzitim cosinusovky a sinusovky, ale jesté elegantnéjsi bude pouzit funkce, které obsahuji cosinu-
sovku se vSemi riznymi posuvy (tedy i tu sinusovku) ...a to budou komplexni exponencialy.
Budeme si tedy muset zopakovat zakladni moudra o komplexnich &islech.

2.5.1 Zaklady

Realna ¢isla lezi na 1-rozmérné realné (R) ose. Komplexni ¢isla lezi v komplexni roviné a
maji dvé slozky: realnou a imaginarni. K imaginarni slozce () piSeme i (matematici) nebo j
(elektrotechnici a informatici)ﬂ

(é ( \</ A
Sk / z[<€>7/m «Q&w

Re

‘L x > C{(,

Komplexni jednotka je definovana jako
j=v-1
a méa docela zajimavé vlastnosti. Kdyz s ni postupné nésobime, “obihdme” okolo nuly:
L 1=y, ljj=-1, ljjj=-j, Ljjjj=1, atd

4

2.5.2 Tvary komplexniho ¢isla
Slozkovy tvar komplexniho éisla

je jeho zapis v pravouhlych soutadnicich:

z=a+jb

21 se dost Easto pouziva jako index, tak aby se to nepletlo. . .

14



Komplexni ¢islo si ale také mtuzeme pfedstavit jako vektor, ktery zacina v po¢atku komplexni
roviny a kon¢i v daném komplexnim éisle. Takovy vektor miZzeme zapsat v polarnich soufadnicich
pomoci dvou hodnot:

e modul, absolutni hodnota nebo magnituda r komplexniho ¢&isla je délka tohoto vek-
toru.

e argument, tithel nebo faze ¢ komplexniho ¢&isla je thel, ktery dany vektor svira s redlnou
osou.

AL
-

%:Q(’LT&‘

Pravouhlé (a,b) a polarni (r,¢) soufadnice spolu samoziejmé souvisi. V komplexni roviné
jasné vidime pravouhly trojihelnik, takze pomoci stfedoskolskych znalosti ddme dohromady pfe-
vod z polarnich na pravoihlé:

a=rcos¢ b=rsing

komplexni ¢islo tedy muZzeme zapsat jako:
z =1rcos¢+ jrsin ¢.
U prevodu z pravotiihlych na polarni souradnice to bude podobné:
T:\/m d)ztan*lg,

ale u posledniho vzorce si musime dat velky pozor! Plati totiz pouze pro 1. kvadrant a pokud
maji a ¢i b jind znaménka nez kladna, budeme muset hodnotu vypocéitaného argumentu opravit,
viz nasledujici priklady:

Piiklad 1
4
z=-34j4, r=+/324+42=5 ¢p=tan! — = —0.92 rad

coz je Spatné! Spravny uhel je ¢ = 7 — 0.92 = 2.214 rad.

Priklad 2

1 1 1 1 1 T
= —j—, r=4/=+=, =tan 1= - rad
NG a g @ 1
coZ je také Spatné!. Spravny thel je ¢ = %7? nebo ¢ = —%77.

15
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BéZné matematické knihovny nastésti obsahuji funkce pro pfevod, v NumPy napft.
np.angle().

Exponencialni tvar komplexniho ¢isla:

je jeho zapis pomoci modulu a argumentu:
z=re’® nebo z=rexpjo,

kde e’ resp. exp(+) je exponencialni funkce, tedy umociiovani Eulerova ¢isla 2.71828 na néco. Tato
studijni opora neresi, pro¢ se exponencialni zapis da zavést, ale hloubavy ¢tenaf se muize podivat
na odvozeni a ditkaz do literatury}
Pokud se Vam nékdy do ruky dostane elektrotechnicka literatura, je mozné, ze v ni uvidite i
Zapis
z=rip,

kde znak £ oznacuje fazi.

2.5.3 Operace s komplexnimi ¢isly

s€itani/odecitani s¢itame ¢i odec¢itame jednotlivé typy slozek, tedy redlnou s redlnou a imagi-
narni s imaginarni:

zl+22:a1+a2+j(b1+b2)

21 —2zg =a1 —az + j(by — ba)

Komplexni s¢itani a odecitani je dobré si predstavit jako s¢itédni ¢i odecitani vektort v komplexni
roviné: u séitani “chytneme druhy vektor, zacatkem ho presuneme ke konci prvniho vektoru a
jeho sipka ndm pak bude ukazovat vysledek”. U odecitani udélame totéz, ale druhy vektor pied
“chycenim” oto¢ime. Oboji je ilustrovano na obrézku. Pokud méme é&isla v exponencidlnim tvaru,
je vhodné je nejprve pirevést do slozkového tvaru.

3h‘ctps ://math.stackexchange.com/questions/1327930/proof -of -eulers-formula-that-doesnt-use-differentiation
obsahuje Fadu feSeni, to s rozvojem do Taylorovy fady je asi nejpochopitelnéjsi.
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Nasobeni se da délat ve slozkovém tvaru:
2129 = (a1 + jbl)(ag —l—jbg) = ajaz + j(b1a2 + a1b2) — b1 bs,

ale je to nepifjemné. Mnohem jednodussi je pracovat v exponencidlnim tvaru, kde se vynasobi
moduly a se¢tou argumenty:

2129 = T1T2€J(¢1+¢2)
U déleni se o slozkovy tvar radé&ji nebudeme ani pokousSet, a budeme pracovat rovnou v expo-
nencialnim tvaru: podélime moduly a ode¢teme argumenty.

A1 Eej(%*@)
z2 T2

Komplexni sdruZeni je pomérné diilezité operace pii analyze signali, spoc¢ivéa v “preklopeni”
komplexniho ¢&isla podle realné osy, zajistime ho v obou zapisech tak, ze zménime znaménko u
komplexni jednotky j:

2 =a—jb=re %

V pripadé slozkového zépisu se obrati znaménko imaginérni slozky, v u exponencidlniho tvaru se
obrati argument, takze vysledek je tentyz.
Je dobré védét, ze:

e souctem komplexniho ¢isla s jeho komplexné sdruZzenou variantou ziskime jen redlné &islo:
dvojnésobek ptivodni realné slozky:

2+ 2" =a+jb+ (a—jb) =2a+j(b—b) =2a

Tento trik se dosti ¢asto pouZziva pfi hledani riznych prevoda mezi goniometrickymi funk-
cemi a komplexnimi ¢isly, viz niZe.
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e vynasobenim komplexniho éisla s jeho komplexné sdruzenou variantou ziskdme jeho abso-
lutni hodnotu na druhou:

22° = relPre 1% = p2ei(979) = p2¢0 = ;2

Vzhledem k tomu, Ze absolutni hodnota signali je dilezita (pozdéji pomoci ni budeme
pocitat riizné energie a vykony), tento postup také ¢asto uvidime.

2.5.4 Jednotkova kruZnice

Nejzajimavéjsi komplexni ¢isla maji jednotkovy modul: €/, jejich vzdalenost od nuly je tim pa-
dem jedna a lezi na jednotkové kruzZnici s polomérem r = 1. Vzhledem k tomu, Ze porad plati
zékladn{ geometrie, je realna slozka takového ¢isla dana jako cos ¢ a imaginarni jako sin ¢, takze

e/? = cosp + jsin

LOq ===
/,” \\\\\
7/
z
0.5 A v ) P}
/ sin(9) ‘ yd \
1 \
1 \
! ‘ é \
!
0.0 A : —_—
| cos(¢)
\ 1
\ 1
\\ II
'05 T \\ /l
\ /
AY /
N\ 7
\\\ ,//
“1.0 H———fmmmeest

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Real

Pomoci komplexnich ¢isel na jednotkové kruznici odvodit fadu poucek o komplexnich ¢islech

NP2

eI? 4 e7I? =cos¢+ jsin¢g + cos¢p — jsing = 2cos @

a tedy
jo —jo
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Tento vztah budeme rutinné vyuzivat p¥i déleni cosinusovky na dvé komplexni exponencialy.

1.0 f——— -
N
i P
v d \‘\\
0.0 1 / ® >
\ cos(@) cos(9)
-0.5 1 N

1.0 -
00 05 1.0 15 2.0

Daji se odvodit i jiné pfevody, napf.

e? — 7% = cos ¢+ jsing — cosp — (—jsing) = 2jsin

a tedy

X €J¢ — 67.7(;5
sin ¢ = 727,

Tento vzorecek naopak uvidime pi#i definici tzv. “gebestovy pomtcky”, kterd ndm pomiize u Fou-
rierovy fady a Fourierovy transformace obdélnikovych signéli.

2.6 Komplexni exponenciala e/*

Komplexni &isla e/ lezi na jednotkové kruznici. Jak bude ale vypadat funkce e/*, pokud bude x
realné a bude se ménit ? Pro z = 0 nam funkce da hodnotu e/° = 1, ale pak se za¢ne bod e/®
pohybovat po jednotkové kruznici proti sméru hodinovych ruc¢i¢ek a dostane se zpét do hodnoty
1 pro x = 27 (a pak pro kazdy dalsi nasobek 27):

1.0 A e
e TS a4
el el
7’ ‘\
051+ R
-2 7 \
II \\
I’ ‘I
o )
® 1aem aell=elr=1
IS 0.0 1@ b
= A ]
\ I
\ Il
\
!
059\, ‘
N el5n4 ,@7n/4
N /
104 RSP e3mx

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
Real

Pro wvykresleni funkce e’* v zavislosti na =z budeme potfebovat 3D obra-
zek - osa x bude vodorovné a musime zobrazit jak redlnou, tak imaginarni osu:
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Imag(x(t))

?ea\\)‘m\

Komplexni exponencidla vypada jako Sroubovice, jednu otacku (periodu) udéla za 27. Je
dilezité si uvédomit, ze realné slozka komplexni exponencidly bude cosinusovka a imaginérni
slozka bude sinusovka. Muzeme také ¥ici, ze pramét e’ do roviny £ — R bude cosinusovka a

prumét do roviny x — & bude sinusovka:
J(e’*) =sinz

R(e/) = cosx

imag(x(t))

2.6.1 Komplexni lahev

Pro ilustraci a fyzické “osahani” komplexnich exponencial doporucuji vyrobu komplexni lahve.
Bude Vam stadit libovolna prihledna PET lédhev, pevny drat (doporuc¢uji ocelovy, napf.

“Spajchny” na vyplet kola) a ¢erné nebo barevna lepici paska:
1. vrtdkem nebo nahiatym dratem udélejte do lahve dirky podle obrézku.

2. na lahev nalepte lepici pasku do tvaru sroubovice. Dejte pozor, aby prochézela pies jednu
dirku na strané lahve (bod z = 0, ¢/* = 1).
3. instalujte draty, které budou predstavovat osu x, realnou osu a imaginarni osu. MiiZete si

na né také nalepit znacky.
20



Kromé legrace pfi vyrobé se na komplexni lahvi vyborné demonstruje chovani komplexni

exponencialy:
1. Otocte komplexni lahev tak, abyste méli proti sobé rovinu x — R. Méli byste jasné vidét
cosinusovku.

2. Otocte komplexni ldhev tak, abyste méli proti sobé rovinu x — . Méli byste jasné vidét

sinusovku.

3. Otocte komplexni lahev tak, abyste mé&li proti sobé hrdlo lahve (pozor na poranéni oka dréa-
tem!). Vidite jednotkovou kruznici a pokud si predstavite, jak se po lepici pasce pohybyuje

bod e/*, mélo by to byt proti sméru hodinovych rucicek.

2.6.2 Operace s komplexni exponenciilou

Opacény zavit

zar{dime zménou znaménka u argumentu exponencialy. Funkce e™7% je velmi podobné e/?, jen se
“krouti” naopak: za¢ina ve stejném bodé, pro z = 0 nam funkce da hodnotu e/ = 1, ale pak
pokracuje po sméru hodinovijch rucicek, protoze jeji imaginarni slozka je — sin(z). Na obrazku je

funkce e/* modre, e /¥ Cervend.

imag(x(t))
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Zména modulu
je velmi jednoduché - komplexni exponencidlu prosté vynasobime realnym c¢islem. Na obrazku je
vidét zakladni funkce /¥ modfe, ¢ervené 2¢’* a zelené %e”

Zména predtoceni (faze)

se d& zaridit nasobenim komplexnim ¢islem s modulem 1 (tak, aby se nezménila velikost) a s
argumentem, ktery bude pozadované predtoceni. Chceme-li tedy, aby komplexni exponenciila
nestartovala z bodu 1, ale napf. z bodu e’1 = 0.707 4+ j0.707, budeme generovat funkci e’ e/,

Je jednoduché ovérit, Ze pro bod x = 0 opravdu odstartuje z pozadovaného bodu:
@j%ejo = ej%l = 6]%,

pak bude pokrac¢ovat standardné proti sméru hodinovych ruci¢ek. Obrazek ukazuje ptuvodni
funkei e7* modre, ¢/ 7 el ervend a jesté jedna navic: e 7 % eI elens. Pro poradek je vyznacena
i jednotkova kruznice (v projekei tedy spiSe jednotkova elipsa ¢i jednotkova brambora), abyste si
oveérili, ze z ni skuteéné “startuji” vSechny zminéné komplexni exponencialy.

— et
— eimAgit 1
23 gt =
)
e
o)
0 [}
&
-1

Zména modulu i predtoceni

V minulém odstavci jsme nasobili komplexnim éislem o jednotkovém modulu a doséhli jsme pted-
toceni. Pokud vynasobime komplexnim ¢islem o jiném modulu nez 1, dosdhneme obojiho zaroven:
exponenciala nasobena komplexnim ¢islem ¢ bude mit modul |c| a bude namisto bodu 1 startovat

v bodé c.
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Matematické zdtivodnéni je nasledujici (a podobné budeme brzy hodné vyuzivat): komplexni
¢islo ¢ se da rozlozit na ¢ = |c|e’ arg(c) O néasobeni &sel se stejnym zékladem a rozdilnymi expo-

nenty jsme slySeli uz na stfedni Skole znamou poucku:

Pak je jednoduché rozepsat:

ce® = [e|ed B i — |ofed(atars(e))

takze exponenciala je skuteéné “ztlusténa” nebo “ztencena” na |c| a jeji pFedtoceni je urcéeno argu-

mentem ¢isla c.
. « o . s g . it iy « 2T o
Obrazek ukazuje opét puvodni funkci e/ modfe, 1.5e71e/* Cervené a %e 775 eJ* zelené.

imag(x(t))

— et
—_— 1.5ejrll4ejt
0.58_j2"/3ejt

Zména periody, kladna a zaporna kruhova frekvence

Podobné jako u cosinusovky budeme chtit, aby méla nase komplexni exponenciila jinou periodu
zménime jeji argument na QT—Zt, kde wy = 2T—71r je kruhova frekvence

nez 2m. Stejné jako v sekci(2.4.3
la pak bude pfinucena vykonat jednu periodu za T7.

v rad/s. Komplexni exponencia
Na obrazku je modie komplexni exponenciéla s kruhovou frekvenci w; = 20007 rad/s odpo-

vidajici obycejné frekvenci f; = 1000 Hz. VSimnéte si, Ze jediné véc, ktera se zménila, je ¢asova

osa. Takovou komplexni exponenciilu zapiSeme jako

z(t) = e/t

v tomto piipadé z(t) = 720007t
Potfebujeme-li zménit smér otaceni komplexni exponencialy (jako nahote v sekei[2.6.2), mi-

Zeme pouzit zadpornou kruhovou frekvenci. U realnych signéla by zéporna kruhova frekvence
asi zavanéla esoterii, ale u komplexnich exponencial si ji miuZzeme v klidu dovolit (naopak, poz-

exponencialy:
z(t) = eIt

Na obrazku je ¢ervené zobrazena z(t) = e~72900m na kruhové frekvenci —20007 rad/s.
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Vsechno dohromady
Dokazeme vytvorit komplexni exponencialu, ktera bude mit definovanou kruhovou frekvenci wq

a jsme schopni regulovat jeji tloustku a predtoceni (pocatecni fazi) pomoci nasobeni komplexnim
¢islem c;: absolutni hodnota tohoto ¢isla bude ur¢ovat tloustku exponencialy a argument bude

urcovat predtoceni, resp. pocatecni fazi.
.1‘(t) _ Clejwlt _ |Cl|€argcl ejw1t — |Cl|ejw1t+arg c1

Dokazeme také vyrobit opacné se tocici verzi takové komplexni exponencidly, jeji nésobici
koeficient budeme pro pofadek znacit c_1, oproti ¢; musi byt komplexné sdruzeny (stejny, modul,

opana faze): c_1 = cf: '
z(t) = c e 791,

2.6.3 Vyjadreni cosinusovky pomoci komplexnich exponencial

je celkem trivialni pomoci vzorecku
eIT 4 eI
coOsx = ———
2

odvozeného vyse.

U obou komplexnich exponencial jasné vidime, Ze jejich realné slozky jsou stejné a imaginarni
jsou opacné. V souctu se tedy imaginarni slozky zesili a imaginarni vyrusi a zbyde jen cosinusovka:
eI% 4 e7I% = cos(x) 4 jsin(x) + cos(z) — jsin(x) = 2 cos(z)

Pro dvé komplexni exponencialy o modulu 1 je jeji amplituda 2, pozdéji tedy u v8ech “rozklado-

vych” vzoreckt uvidime nasobeni nebo déleni dvojkou.

Obecna cosinusovka bez pocatecéni faze
Rozklad je podle stejného vzorecku trividlni:
Cr Cy
C cos(wit) = %eﬂwlt + 716_3“’”.

a graficky je vidét na obrazku. Cosinusovka byla schvalné plotnuta “na placato” (realné osa je
vodorovné, imaginarni svisle), abyste jasné vidéli jeji skladani pomoci komplexnich exponencial.
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imag(x(t))

Jak bylo feCeno vySe, neni tfeba se bat zaporné kruhové frekvence —wy, komplexni exponen-
cidla se prosté toc¢i naopa Hodnotu % maji ob& komplexni exponencialy pro ¢as t = 0 a pak

vzdy pro t = kT7.

Obecna cosinusovka i s pocéateéni fazi

Postupujeme naprosto stejné, jen si uvédomime, Ze argument komplexni exponencidly dokdzeme

rozlozit pomoci vztahu

ea+b — eaeb

takto:
Cy cos(wit + ¢1) = %ej(wlt+¢1) + %e—j(w1t+¢1) — ﬁejd)lejmt + %6—j¢1€—jw1t

Cisla ¢ = Sl ac g = %e‘j¢1 jsou komplexni konstanty (neméni se s ¢asem). Vy-
razy %ej(wlt“"m) a %e‘j(“1t+¢1) maji jejich hodnoty pro ¢ = 0 a pak vzdy pro t = kTj. Jejich

argumenty jsou potiebna “predtoceni’ komplexnich exponencial.

Priklad:
x(t) = 5 cos(1007t — E) = 2.5e 75100 4 9 5 tT T 100

1007 rad/s, obycejna frekvence je tedy f1 = 5%

Kruhova frekvence cosinusovky je wq
50 Hz. Perioda bude tedy 17 = % = 20 ms. Koeficienty jsou ¢; = 2.5¢ 7%, c_; = 2.5¢77%. Prvni

obrazek ukazuje rozklad cosinusovky na dvé komplexni exponencialy (podobné jako v minulém
prikladu je cosinusovka zobrazena “na placato” do roviny realna osa—¢as). Druhy naznacuje, jak je
ziskana hodnota signalu pro ¢as ¢t = 0: “pohyblivé” vyrazy /1007 a ¢=71007 jsou v tomto piipadé

oba rovny 1, proto se da x(0) zkonstruovat jen jako soucet ¢ a c_.

43rouby mohou mit také zavit naopak :-)
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Python a webové demo

Rozklad cosinusovky na komplexni exponencialy je dobré vyzkouSet naprogramovat a zobrazit.
Miuazete vyuzit Python notebook, ve kterém jsem tvotil vSechny generované obrazky k tomuto
textu. Rozklad a skladani také nddherné demonstruje webové demo Tomaése Kaﬁokaﬂ které je
vysledkem jeho bakalarské prace z roku 2008/ Ofﬂ Viele doporucuji vyzkouset a poradneé si s nim

pohrat.

2.7 Komplexni exponenciila s diskrétnim ¢asem

Podobné jako jsme v sekci vnutili cosinusovce periodu N, vzork miZeme postupovat s
komplexni exponenciilou. Posloupnost

x[n] = el N

vykoné periodu pravé za N vzorkl. Pokud budeme potiebovat vice period za N vzorki, mizeme
komplexni exponencidlu urychlit takto:

x[n] = eI,

Podobné jako v sekci o diskrétni cosinusovce budeme vyrazu % rikat normovana kru-
hova frekvence a budeme ho znacit také w. Rozpoznéni, ktera w je ta obycejné a kterd ta normo-
vané jsme si nacvidili jiz v sekci [2.4.3} pokud vedle w sedi obyc¢ejny ¢as t v sekundach, bude to
pravdépodobné ta oby¢ejna v rad/s. Pokud vedle sedi diskrétni ¢as n bez jednotky, bude to ta
normované pouze v radianech. Cilem je pfichystat dobré krmeni pro funkci e/, ktera je podobné
mlsné jako cosinus a sinus a Zere pouze radiany.

Obrazky ukazuji pfipady pro N = 32 a k = 1, 2. Uvidime (sekce , Ze pokud se ¢asova
proménna nasobi né¢im vétsim nez 1, signal se zrychluje. Komplexni exponenciala pro k = 2 je
evidentné 2x rychlejsi nez ta pro k = 1.

*http://www.fit.vutbr.cz/study/courses/ISS/public/demos/expo/
Shttp://www.fit.vutbr.cz/study/DP/BP.php.cs?id=8239
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2.7.1 obecna komplexni exponenciala s diskrétnim ¢asem

Podobné jako u komplexni exponencily se spojitym ¢asem (sekce lze komplexni exponen-
cidlu s diskrétnim casem vynésobit komplexnim koeficientem ¢. A podobné jako v predchazeji-
cim pFipadé se exponenciala “zten¢i” nebo “ztlusti” podle modulu |c| a pFedtoé¢i podle argumentu
arg(c). Vysvétleni je naprosto stejné jako v sekci vyuzijeme rozkladu ¢ = |c|e??8() 4
st¥edogkolské poucky ee? = et a exponencialu mitzeme upravit takto:

ced N = |C‘€j arg(c)ej o |C‘6](J N nJrarg(c))7

takZze exponenciala je skute¢né “ztlusténa” nebo “zten¢ena” na |c| a jeji pFedtoceni je uréeno argu-
mentem c.

Obrézek ukazuje ptivodni diskrétni komplexni exponencialu z[n] = e’ B g pak jeji varianty
vynasobené koeficienty ¢; = 5e ™73 (Cervend) a ¢; = 5e/5 (zelend).

e

N

N\
r?aa\\%\“

2.7.2 Rozklad diskrétni cosinusovky na dvé komplexni exponencialy

Postupujeme stejné jako vyse v sekci Uvédomime si, ze argument komplexni exponencialy

dokazeme rozlozit pomoci vztahu e®t? = e%e? takze:
Creos(ZFn 4+ 6y = %ea‘(%nwl) n %e—j(%nwl) _ O i 2 %e—jme—j%n

Cisla ¢; = %eml ac_1 = %e_j‘m jsou opét komplexni konstanty (nemeéni se s ¢asem).
Vyrazy %ej(%’”‘m a %eij(%"ﬂ’l) maji jejich hodnoty pro n = 0 a pak vzdy pro n = %
Jejich argumenty jsou potiebna “predtoceni”’ komplexnich exponencial.
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Rozklad si ukdzeme pro diskrétni cosinusovku o délce periody N = 32 vzorki:

2
z[n] = 5cos(ﬁ7rn - g).

Jeji rozklad dopadne takto:

O _im 2k O Lim _i2mk
z[n] = —e/s¢€’ 32n+§€+]3€ I,

Komplexni koeficienty ¢; a ¢_1 budou mit modul rovnajici se poloviné pivodni amplitudy
cosinusovky, ¢; bude mit argument rovnajici se jeji poCatecni fazi a u c_; bude argument opadcny:

Podobné jako v sekci si cosinusovku zobrazime “na placato” do roviny n-reilna osa. V
pravém obrazku vidime, co se déje pro ¢as n = 0: vzhledem k tomu, Ze “pohyblivé slozky” signalu
B Wl ol jsou obé jedniékov zjednodusi se vypocet na prosty soucet koeficienti ¢; a c_1.
Vzhledem k tomu, Ze jsou komplexné sdruzené, musi to byt reélné ¢islo, hodnota cosinu rozhodné

nemiize byt nic komplexniho.

Imag
o r

L\

0

+

[k

imag(x(ny)
|
N}

Pfi zobrazovani 3D obrazku je docela tézké nastavit pohled (elevaci a azimut) tak, aby byl
obrazek jasny. Silné doporucuji oteviit si mtij Python notebook a zaexperimentovat s fadkou

ax.view_init(elev=45, azim=-40)
Pokud nékdo najde lepsi nastaveni, budu za néj vdéény.

2.7.3 Diskrétni komplexni lahev

.,

“Fyzikaln{” demonstrace komplexni exponencidly s diskrétnim casem je jesté jednodusSsi nez u
“spojité” komplexni lahve (sekce . Pottebujete jen podlouhly mékky predmét a néco, co
se do né&j da zapichovat. V kancelaiskych podminkich je vhodna drevéné tuzka a Spendliky, ale
krasnou diskrétni komplexni exponencidlu si dokazete vyrobit i pii ¢ekani na dalsi pivo v obli-
bené restauraci — pouzijte tfeba parek nebo klobasu (vegetariani to mohou zkusit s okurkou) a

paratka:

"Kdo nechape, dosad si do vyrazii n = 0 a honem si vzpomene, ¢emu se rovné e® !
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1. Podle po¢tu ostrych pfedmétiu si vyberte pocet vzorkt v jedné periodé N. Doporucuji moc-
niny dvou, asi nejprakti¢téjsi jsou hodnoty N = 8 a N = 16. Pozor, ostrych pfedméti
budete potfebovat o jeden vice.

2. na podlouhlém predmétu si udélejte pravidelné dilky. V kancelaii tfeba pomoci pravitka po
1 cm, v hospodé to odhadnete.

3. zapichujte do podlouhlého predmétu postupné ty ostré tak, aby Sly dokola a abyste se za N
vzorku vratili do stejného sméru.

4. natoc¢te Vas vytvor tak, aby prvni ostry pfedmét (vzorek n = 0) mifil vodorovné doprava
(do kladné realné osy). Vzorek n = % by mél miFit nahoru (kladné hodnoty imaginarni
osy), vzorek n = % doleva (zaporné hodnoty reélné osy) an = % dolu (zaporné hodnoty
imaginarni osy). Posledni vzorek n = N by mél odpovidat tomu nultému.

Kromé legrace pii V}’Irobﬂ se na komplexn{ lahvi vyborné demonstruje chovani diskrétni kom-
plexni exponencialy, podobné jako u jeji spojité verze (sekce|2.6.1)), kterou mate jisté jiz hotovou:

1. Otocte vytvor tak, abyste méli proti sobé rovinu n — R. Méli byste jasné vidét diskrétni
cosinusovku.

2. Otocte vytvor tak, abyste méli proti sobé rovinu n — . Méli byste jasné vidét diskrétni
sinusovku.

3. Otocte vytvor tak, abyste mé&li proti sobé& §picku tuzky (pozor na poranéni okaﬂ). Vrcholy
ostrych predmétu (pokud jste je sehnali stejné dlouhé a zapichli podobné hluboko) by mély
lezet na jednotkové kruznici. Pti zvySovani diskrétniho ¢asu n by se mély body pohybo-
vat proti sméru hodinovych ru¢i¢ek. Pokud tomu tak neni, nezoufejte, vyrobili jste nikoliv
eszﬂ”, ale e_jQWw”, a to je takeé fajn!

2.8 Suma a integral komplexni exponencialy pres jednu peri-
odu

Béhem celého kursu budeme sumovat a integrovat komplexni exponencialy pies jednu periodu (u
spojitych to bude T} v ¢ase, u diskrétnich to bude N vzorkil). Pojdme si tedy vypocet udélat tady
v matematickém rozstielu, abychom se s nim pak v “odbornych” kapitolach nemuseli otravovat.

$Doporucuji zadit ve Vasi oblibené restauraci po nékolika pivech!
92v145t8 po doporu¢ené konzumaci. . .
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2.8.1 Suma komplexni exponencialy s diskrétnim ¢asem pres jednu periodu

O kousek vy$ v sekci [2.7] jsme vidéli, Ze diskrétni komplexni exponenciélu s periodou N vzorkt
nadefinujeme takto:
- 27
z[n]=eN",

a muzeme si ji predstavit jako ostny obihajici kolem osy diskrétniho ¢asu n. Pro vypocet sumy
pfes jednu periodu

N-1

n=0

bude dobré si hodnoty e’ N gobrazit jako puntiky nebo vektory v komplexni roviné. Budeme
ukazovat a odvozovat pro sudé NIE Pro hodnoty N = 2,4,8,16:

14 el 1 S G 1 S 1
3
FS ! S ! o o
£ 0{é= = g 0fé= = g ofé= = g o
i \
—l—=Smpe= -1 e -1 e -1
-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1 -1 0 1

Je jasné vidét, ze v obrazku mame vzdy par dvou komplexnich &isel z a —z, ktera lezi proti
sobé a jejich soucet je tedy nula. A soucet nul neni také nic jiného nez nula. Matematicky mizeme
sumu piepsat tak, Zze budeme uvazovat jen “Cervend” ¢isla v intervalun =0... % —1atamodrak
nim doplnime pomoci posunu o % vzork, coz odpovida posunu argumentu o 7 (posun argumentu
o 7 znamen4 nasobeni hodnotou e/™, coz je oviem -1):

N—1 -1
Z %N _ Z [ej%rl,+ej2ﬁ(n+%)} .
n=0 n=0

Diky poucce €20 = ¢%? miiZeme pievést na

N
N

- 27 221w N
E e N [1 + eJWT} )
n=0
a exponent modrého vyrazu QW” (n+ %) upravime na e’7, coZ je oviem -1. Proto se d4 suma upravit
na podobu, u které je jasné, ze je nulova:

N
N

S ¥4 (~1)] = 0.
n=0
Vy$e uvedenti plati i pro vice celych period, pokud “jednotkovou kruznici objedeme nékolikrat
za sebou”, tedy i pro normovanou kruhovou frekvenci k%’r:

N-1 .

k2w
g el N =0.
n=0

Vse bude fungovat i s libovolnou pocétecni fazi komplexni exponencialy, uz je zbytecné to ukazo-
vat, “kolecko” s ¢ervenymi a modrymi komplexnimi ¢isly bude v tom piipadé natocené, ale ¢isla
se budou opét sumovat do nuly. Stejné tak pro jinou velikost exponencialy nez 1 - kole¢ko bude v
tomto pripadé vétsi nebo mensi.

YOdvozeni pro lich4 N s dovolenim necham na Sikovnych studentech ;)
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2.8.2 Suma komplexni exponencialy se spojitym ¢asem pies jednu periodu

Budeme uvazovat komplexni exponencialu s velikosti 1 a s periodou 717, tedy se zédkladni kruhovou
frekvenci wy = % rad/s (podobné jako vyse v sekci|2.6.2))

z(t) = /1t

a pro jednoduchost opét bez pocatecni faze. Chceme vypodcitat integral pres jednu periodu:

/ eIt qt.
T

Subskript 7, znamena “pfes jednu periodu kdekoliv”, nejc¢astéji uvidime limity od 0 do 77, nékdy
od —Z1 do L1, ale mitzeme si vymyslet i jakoukoliv jinou divocinu, tfeba od 1003.27} do 1004.277,
vychazet to bude stéle stejné. Pro obvyklé limity 0 a 77 mtzeme postupovat standardné tak,
7e vyhodnotime primitivni funkci komplexni exponenciély, dosadime do ni horni a spodni limit
integralu, ode¢teme a mame vysledek:

T

T Jwit
. e 1 . .

/ edwit gy — |: :| = - [€Jw1T1 _ e]u;lO].
0 w1 Jo Jwi

Vsimnéme si, Ze pii hledani primitivni funkce vyrazu e/“1* jsme vyuZili toho, Ze derivace e” je opét
e, ale pokud mame najit primitivni funkci e**, musime délit konstantou a, aby v8e vychazelo,
. P i o . ; j 2m i v s .
jak m e/1Tt mizeme upravit na e/17t = /717t = €727 = 1. Dalii vyraz je jednoduchy:

e710 = 0 = 1. Dostaneme tedy:

/ drtdt = —[1—1]=0.
0 Jwi

Situaci si ale miizeme pfedstavit i graficky: poc¢et bodu v obrazku nahotfe budeme postupné
zvétsovat tak, az jich bude nekonecéno a jedna perioda komplexni exponencidly opiSe piesné jed-
notkovou kruznici.

-1 =

-1 0 1
Real

Je zifejmé, ze ke kazdému ¢ervenému komplexnimu ¢éislu mtizeme najit jeho modrého kamarada
leZiciho na opacné strané jednotkové kruznice. Integral pak muze vypadat takto:

i) A
/ ejw1tdt:/2 [ejw1t+€jw1t+7r] dt.
0 0

Je jasné, Ze Cervené a modré Cislo lezi proti sobé a jejich soucet bude tedy nula, tim padem
bude cely integral také nula. Skalni matematici si to mohou jednoduse dokazat, podobné jako pro
diskrétni pripad, takto:

T, Ty

AT -5 . . 2 .
/ et — / et [1 4 &) dt = / /ML + (=1)]dt = 0.
0 0

0

yzpomeneme si, pii derivaci je nutné nasobit derivaci vnitini funkce, tzv. fetézové pravidlo (chain rule).
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Podobné jako u diskrétniho p¥ipadu plati i pro jakoukoliv jinou velikost komplexni exponen-
cialy a jakoukoliv pocate¢ni fazi (“predtoceni”) ¢.
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Kapitola 3

Zakladni informace o signalech

Tato kapitola vysvétluje, co to signaly vlastné jsou a shrnuje zakladni operace s nimi — predevsim
operace s ¢asovou osou.

3.1 Signaly

Signaly mohou byt libovolné fyzikalni veli¢iny, které se néjak méni. Maji jednu nebo nékolik
nezavislych proménnych (vétsinou ¢as), a jednu nebo nékolik zavislych. V ISS se budeme vétsi-
nou zabyvat signaly s jednou nezévislou proménnou — ¢asem — a jednou zavislou — hodnotou
signalu. Zabrousime i do obrazkti, kde jsou nezavislé proménné dvé - dva rozméry v roviné. V
profesionalnim Zivoté se bé&zné setkate se signaly, kde zavisla proménna nebude jedna, ale nékolik
(napf. u barevného obrazku jsou to kanaly RGB, a ve strojovém uceni méame sice jednorozmérny
Cas, ale cely vektor parametri, tzv. “features”).

Na nésledujicich obrazcich jsou nejprve uvedeny klasické piiklady priklady: audio signal
(akusticky tlak vyvolany hlaskou ’e’) a stupné Sedi na ¢ernobilém snimku. Signal mize byt ale
opravdu cokoliv, napf. sila asfaltu na dalnici D1 v zévislosti na vzdalenosti od Brna, nebo kurs
K¢ vici EUR v zavislosti na dnech v mésici.

32.4
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7 1 g
T 32
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3.2 Matematicky pohled na signaly (1 nezavisla promé&nna)

matematicky jsou takové signaly funkce, které prevadéji nezavislou proménnou z defini¢niho
oboru T na obor hodnot A. Podle charakteru mnoziny 7' délime signaly na:

e signaly se spojitym €asem. ¢t € R (jakékoliv redlné ¢islo), protoZe ¢as je definovan vsude.
Priklad: rychlost autobusu na cesté z Prahy do Brna v zavislosti na ¢ase. Budeme znacit
x(t), rozmér ¢asu je v sekundach, a budeme pouzivat kulaté zavorky. Matematici by pouzili
termin funkce.

e signily s diskrétnim ¢asem: n € Z, jsou to pouze celo¢iselné hodnoty, jinde nedefino-
vano. Budeme znacit z[n], n nema rozmér. Pro odliSeni od spojitého ¢asu budeme pouzivat
zévorky hranaté. Diskrétni ¢as obycejné pocitadlo hodnot - programatoii by mu asi fekli
“index”. Prikladem je tfeba mij plat v 12-ti mésicich tohoto roku. Jelikoz diskrétni signaly
nejsou nic jiného nez fady ¢isel, budeme je nékdy nazyvat posloupnosti nebo fady.

Signaly se spojitym ¢asem jsou kolem nas ve fyzickém svété, ale pfi zpracovani na pocitaci z nich
musime udélat diskrétni, protoze jinak je neulozime a nebudeme s nimi moci pocitat. O to se
stara vzorkovani (bude o ném fe¢ pozdéji), proto jim také fikaime vzorkované.

Za mnozinu A budeme v prubé&hu tohoto kursu vétsinou pokladat mnozinu realnych cisel R,
avSsak mohou to byt i komplexni ¢isla. Pro praktické aplikace v I'T bude potieba vzdy konecny
pocéet hodnot, kterého dosahneme kvantovanim (o ném se také pozdéji dozvime).

3.3 Zobrazovani a kresleni signala

Teoreticky bychom méli vzdy rozliSovat, zda pracujeme se spojitymi ¢i diskrétnimi signaly a ty
spojité kreslit jako kiivku, diskrétni pak jako jednotlivé vzorky (jako "latky od plotu"):

:f: il
gy

—1.0 A —1.0 A
-3 -2 -1 0 1 2 3 -30 -20 -10 0 10 20 30
t n

x(t)

xLn]

V realité je to ale jinak: na poc¢itaci mame témér ve 100% piipadi signal ulozeny jako vektor
hodnot, ale chceme, aby vypadal jako spojity. Proto je naprosto bé&zné zobrazovat i diskrétni
signal takto:

1.01

0.51

0.0

x[n]

—0.51

—1.0 A

-30 -20 -10 0 10 20 30
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3.4 Deterministické a nahodné signaly

3.4.1 Deterministické signaly

muZzeme zapsat vztahem, rovnici, nerovnosti, zakreslit obrazkem nebo dat vycet jeho hodnot. Pro
kazdy C¢as t ¢i n presné vime, jakou hodnotu bude signal mit.

Priklad 1: obdélnikovy impuls se spojitym casem:

2.0 A

1.5

2 pro —2<t<2
0 jinde 10,

0.5 1

0.0 1

Piiklad 2: diskrétni jednotkovy impuls:

1.01 L

0.8

_J 1 pron=20 06
Oln] = { 0 jinde

6[n]

0.4 1

0.2 1

001000060666 e60606 0000000

-10 -5 0 5 10
n

3.4.2 NA&ahodné signaly

Nahodné signaly popsat rovnici nemizeme a pro ¢as t ¢i n nikdy pfesné nevime, jaka bude jejich
hodnota. Muzeme je charakterizovat pouze pomoci parametra (napf. stfedni hodnota, rozptyl).
Na tomto misté na zac¢atku kursu to vypada jako esoterie (jako ajtéaci pFece potiebujete vse védét
presné), ale v redlném svété se v 99% vyskytuji ndhodné signaly!
Péar prikladu:
e Nikdy nebudete presné védét, jaké napéti poleze z mikrofonu v ¢ase 1:12:033, kdyz zpiva
V4s oblibeny zpévak. Budete maximalné védét, Ze stfedni hodnota bude asi nula a vychylky
budou v né&jaké rozsahu.

e Nevite pfesné, jaky bude kurs koruny k EURu zitra v 12:00, jen to, Ze to asi bude kolem 25.
Kdybyste to védéli, miuzete zbohatnout. . .

e Nevite, jakd bude hodnota modré barvy pixelu [45,172] na obrazovce béhem vecernich tele-
viznich novin. Vite maximalné, Ze to bude mezi 0 a 255.

Nahodnymi signély se v tomto kursu budeme intenzivné zabyvat - pfedevsim odhadem jejich
parametr.

3.5 Transformace nezavislé proménné — zmény ¢asové osy

V ISS se hodné ¢asto budeme bavit zménami ¢asové osy. Signaly budeme rizné posouvat a otacet.
Nebude to samoucelné - pii filtrovani pomoci &slicovych filtra (zédkladni operace, ktera se tady
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bude probirat) je filtr popsén takzvanou impulsni odezvou. Kdyz budeme chtit filtrovat, musime
ji nejprve otocit v Case, pak s ni posouvat po signalu a vSude, kde se zastavime, nasobit a séitat.
Matematicky aplikujeme na ¢asovou proménnou n&jakou modifikaci. Spojity signal x(t) tedy
zménime na z(modif(t)), podobné diskrétni signal z[n| zménime na z[modif(n)]. Chceme-li zjis-
tit, jak to dopadlo (nejcastéji asi nakreslit nebo vygenerovat vysledny signal), je postup docela
jednoduchy: vybereme si na ¢asové ose néjaky ¢as, vyhodnotime modifikovany ¢as a podivame se,
jaké hodnoty na tomto Case nabyval ptvodni signal. Na néasledujicich piikladech to bude jasnéjsi.

3.5.1 Obraceni

Z puvodniho signalu se spojitym ¢asem x(t) chceme vyrobit signal

y(t) = (1),

Chceme napf. védét hodnotu signalu y(t) pro ¢as t = 1. Vyhodnotime si ¢asovou modifikaci
1 — —1 a podivame se na ¢as —1 v puvodnim signélu. Jeho hodnota je 0 a to je nas vysledek.

Podobné mtzeme postupovat pro vSechny dalsi ¢asové body, zjistime, Ze kreslime signal naopak.
Jedné se tedy o obréaceni signalu v ¢ase.

1.0 1 1.0

0.8 0.8 1

_0.61 o 061

X 04 X 0.4

0.2 1 0.2

0.0 1 L 0.0
3 2 1 o 1 2 3 3 2 -1 o0 1 2 3

t t
Podobné bude fungovat otoceni signalu s diskrétnim ¢asem (pavodnimu signalu fikame “jed-
notkovy skok” a zna¢ime ho o[n]):

1.0 1 L 2 2 B B A & B B 3 2 1.0790 000000600 ¢
0.8 0.8-
_0.61 — 0.6
= T
5 L
0.4 © 0.4
0.2 0.2
001 0o0e0e0eeeeee 0.0 o0 0000000
-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10
n n

3.5.2 Posunuti: zpozdéni a predbéhnuti

Pokud spoéiva modifikace ¢asu
y(t) = x(t — )

v odetteni n&jaké (kladné) hodnoty 7 od ¢asu, posune se signéal doprava - objevi se tedy na ¢asové
ose pozdéji, zpozdi se:

U signalu y(t) = x(t — 1) si stadi vybrat tfeba ¢as 0 a vypocitat si ¢asovou modifikaci: 0 —
0 — 1= —1, v pavodnim signalu se tedy divime do ¢asu —1, kde zrovna “za¢iné kopec”. Podobné
si to miZeme ovérit 1 s ostatnimi Casy.
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1.0 1.0
0.81 0.81
0.6 = 0.6-

% d
0.4 X 0.4
0.2 0.2+
0.0 0.0-

U pfi¢teni néjaké (kladné) hodnoty 7 k ¢asu

0
t

1

2

3

y(t) = z(t+7)

~ o4

je to podobné, ale signal se posouvé doleva, oproti ptivodnimu se objevi diive, je pfedb&éhnuty.
Obrazek uvadi ptiklad pro z(t + 2).

1.0 1.0
0.8 0.8+
0.6 5 0.6

< +

x =
0.4 X 0.4
0.2 0.2
0.0 0.0

0
t

T

2

T

3

2 3

U diskrétnich signalti je situace podobné a uz je nebudeme demonstrovat Je nutné si uvédomit,

2 Mo

Ze posunuti u diskrétnich signala musi byt celé éislo, posouvat o desetiny vzorku nelzeE

3.5.3 Obraceni s posunutim

Obé operace muizeme také zkombinovat a ze signalu z(t) vyrobit y(t) = x(—t+ 7) nebo x(—t — 1)
(pro jednoduchost bude 7 vzdy kladné). Pokud jsme se ale nau¢ili Zze +7 je pfedbéhnuti a —7 je
zpozdéni, musime se to u obracenych signéli pieucit - diky obracenému ¢asu funguji znaménka
naopak. z(—t + 7) bude otoceny a zpozdény signal a z(—t — 7) otofeny a piredbéhnuty. Demon-
strujeme na y(t) = x(—t — 1) a y(t) = x(—t + 2):

1.0 1.0
0.8 0.8
= 0.6 N 0.6
| +
T T
¥ 044 % 0.4
0.2 0.2
0.0 b 0.0 3
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
t t

! Alespoii ne tady v ISS, pokud budete pracovat dale se signaly, nauéite se nadvzorkovat a posunout o zlomek
vzorku, p¥ipadné to udélat i bez nadvzorkovani. Nejedné se o akademickou tlohu, predstavte si, Ze mate dva audio
zdroje, jeden ma vzorkovaci frekvenci 16000 Hz a druhy 15999 Hz a méate ¢asové srovnat jejich zaznamy, jinak se Vam

po dni nahravani “rozjedou” 0 24 x 3600 x (16000 — 15999) X 15455 = 5.4 sekund, coZ miize byt hodné nep¥fjemné. . .
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V téchto ptipadech je opravdu lepsi (alesponi ze za¢atku) nespoléhat na intuici, ale provést
kontrolu tak, jak bylo uvedeno na zacitku sekce: vybrat si vyznamny bod na ¢asové ose, vy-
hodnotit si pro ngj ¢asovou modifikaci, a podivat se do originalniho signalu, co tam ma byt, a
zkontrolovat, zda to je mame dobfe.

Na obrazku vlevo je piiklad z(—t 4+ 1). Vyberme ¢as t = 2 (zacatek kopce), vyhodnotime
¢asovou modifikaci 2 — —2 + 1 = —1 a podivame se do puvodniho signalu, zda tam na case
t = —1 opravdu zacina kopec. Za¢ina, takze to je zfejmé dobie. Podobné pro konec kopce v Case
t = 0; modifikace 0 — —04 1 = 41 ukazuje na konec kopce v puvodnim obrézku, vse je tedy OK.

U diskrétnich signéli je na nésledujicim obrazku je obriceny a posunuty jednotkovy skok
o[—n + 2] a o[—n — 2|, kontroly nechavam na pracovitém ¢tenafi.

1019000000066 000¢0¢0 1019999090000
0.8 1 0.8 1
~ 0.6 ~ 0.6
+ |
; i
5 041 & 0.4
0.2 1 0.2 1
0.0 1 000000 0.0 1 o0 000000000
-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10
n n

3.5.4 Zména casového méritka

U spojitych signélii je moZna i zména ¢asového méfitka: ptivodni signél z(¢) zménime na x(mt),
kde m je kladna konstantaﬂ

V pripadé, Ze je m > 1, béZzi ¢as rychleji a vSechno je kratsi. Ucené se tomuto procesu rika
kontrakce ¢asu. Pro m < 1 bézi ¢as pomaleji a vSechno se natahuje. Ucené dilatace éamﬂ

Na obrazku je puvodni signal z(t), zrychleny signal x(2t) a zpomaleny signal m(%) V piipadé
nejistoty je opét dobré “projet” si kontrolu (v obrazku znacené ¢ervenymi puntiky): u rychlého
signalu je cas % po ¢asové modifikaci (nasobeni dvojkou) roven ¢ = 1. Tam skuteéné v pivodnim
signélu “skoncil kopeéek”. Podobné pro ¢as 3 u zpomaleného signalu.

1.04 1.04 1.04

0.81 0.8 4 0.8 1

0.6 1 0.6 4 0.6 1

x(t)
x(2t)
x(

0.44 0.4 4 0.4
0.21 0.2 4 0.2

0.0 1 0.0 4 0.0

-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2
t t t

Zatimco v realité se s modifikaci ¢asu pfili§ nepotkame, pfi vypoctech nam zkuSenost se zrych-
lenymi a zpomalenymi signaly pomiize.

3.6 Stredni hodnota signalu

Stiredni hodnotu budeme vzdy pocitat v néjakém intervalu: pro signaly se spojitym ¢asem od t1 do
to, pro diskrétni signaly od n; do ns. Elektrotechnici fikaji této hodnoté stejnosmérna slozka.
Neni to nic teoreticktho — pokud maéte napft. zafizeni napajené pomoci Power over Ethernet

2Sadisté ji mohou nadefinovat i zapornou, ale pak se bude signal také otacet
3S ob&ma odbornymi terminy se v b&Zné mluvé moc Gasto nesetkate . .. az do chvile, kdy budete muset, af jiz jako
matky nebo jako otcové, navstivit porodni sal ®
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(PoE), na né&kterych signalovych vodiéich je stejnosmérna slozka, kterou muzete pouzit ke “kr-
meni” cilového zaifzent)
Pro diskrétni signaly odhadneme pomoci oby¢ejného prﬁmérLﬂ

n2

_ 1
x—7n2_n1+12m[n]

ni
Pro signaly se spojitym ¢asem bude nutné integrovat a podélit integraénim intervalem:

z= ! /tQm(t)dt.

ta — 11 Jy

Pokud budeme pracovat s periodickymi signaly, je dobré nastavit interval ¢ aZ to, pfipadné nq az
ng tak, aby pokryval pfesné jednu periodu Ny, resp. 77.
Obrazek ukazuje ptiklad pro diskrétni a spojity signal se zelené vyznacenou stfedni hodnotou:

1.04

0.5

x[n]

0.0 1

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0

3.7 Energie a vykon

3.7.1 Okamzity vykon

7 elektroniky si vzpomeneme, Ze okamzity vykon na rezistoru mtizeme spocitat jako:
p(t) = u(t)i(t) = u*(t)/R = (1) R.

Napéti i proud zde vystupuji ve druhé mocniné. P¥i zpracovani signéli vét§inou zadné rezistory
nemame (pokud by nam opravdu chybél, mtizeme si jej predstavit, s odporem 1), okamzity
vykon bude dan:

p(t) = |z(t)*.

Absolutni hodnota neni potieba pro realné signaly, ale vzhledem k tomu, Ze pozdé&ji uvidime i

pln] = [a[n]|*.

3.7.2 Energie

Energii budeme pocitat (podobné jako v sekei [3.6]) v ngjakém intervalu: pro signaly se spojitym
¢asem od t; do to, pro diskrétni signily od n; do no. Energie je v redlném svété dana integraci
podle ¢asu (pokud je vykon konstantni, sta¢i nasobit), v diskrétim svété sumou:

to 1)
iy, = /t p(t)dt = /t (1) 2dt

1 1

‘https://en.wikipedia.org/wiki/Power_over_Ethernet
*Pokousim se drzet spravnou matematickou terminologii — z dat se nic nepo&ita, ale odhaduje, protoze mohou piijit
nové data a tam to bude trochu jinak — vice v kapitole
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na na
Enyiny = Zp[n] = Z ’x[n]|2
ni ni

Pro periodické signaly bude opét rozumné nastavit interval ¢ az to, pfipadné n; az ng tak,
aby pokryval presné jednu periodu Ny, resp. 1.

3.8 Stiredni vykon a efektivni hodnota

Stredni vykon ziskdme z energie prosté tak, ze podélime délkou intervalu — vzorecky jsou skoro
stejné jako pro stfedni hodnotu, jen mame u signélu absolutni{ hodnotu na druhou:

E 1 r2 1 2
po fut _ / p(t)dt = / 2 (t)|2dt

Cth—t1 ta—t t ta —1t1 Jy

Enin 1 = 1 2 )
E _ 1,12 _ — S .
" gy —mi4+ 1 ng—mng+1 2l n2—n1+1n21|x[n”

ni

Efektivni hodnota (termin zhusta pouZivany v elektrotechnice) je odmocnina ze stfedniho
vykonu a ve spojitém i v diskrétnim piipadé se pocita stejné:

Cep = VP.

Pokud méame né&jaky slozity signal x(t), je efektivni hodnota velikost stejnosmérného (pro infor-
matiky: konstantniho) signalu, ktery bude mit stejny stiedni vykon jako ptuvodni slozity signal.
Pokud je oba nechdme pracovat po stejnou dobu, daji nam tedy oba stejnou energii.

I u vypoctu strednich vykont periodickych signalti bude rozumné nastavit interval t; az to,
pripadné ny az ng tak, aby pokryval pfesné jednu periodu Ny, resp. Tj.

Nasledujici obrazek ukazuje (pouze pro spojity signal) pribéh ptivodniho signalu z(t), a jeho
okamzitého vykonu p(t) (¢ervené) a pribéh stejnosmérného signalu x4,(t) o velikosti Ces a jeho
stfedni vykon pss(t) (zelené). Je docela ziejmé, Ze obé plochy “hodi” stejnou energii E.

1.5+

1.0 1

i

[ ! M AY
0.5_ WWW \/\\,\/VV\/\/J VLR

—0.5 A

2.0 A

1.5 A

1.0 1

p(t)

0.5 A

0.0 A

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0
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U vykonu, energie a efektivni hodnoty je opét dobré budovat si trochu intuice. Hodnota sig-
nalu sice miize byt zaporna, stfedni hodnota také, ale vykon ani energie rozhodné ne — diky
absolutni hodnoté na druhou se prosté zaporné ¢islo nemuze vyskytnout. Odpovida to redlnému
svétu: zatimco auto miize jet doptfedu ¢i couvat, vykon jeho motoru jisté nebude zdporny, stejné
tak vydana energie. Jediny signal s nulovou energii nebo vykonem je nulovy signal.

3.9 Celkova energie

V mnoha p¥ipadech nas bude zajimat celkova energie v celém rozmezi ¢asii od —oco do oo:
“+o0o
B = / o (t) 2dt
—0o0

nebo
Ew = |z[n]]*.

Podle hodnoty FE,, muzeme pak signaly délit na signaly s kone¢nou energii a signaly s
nekonec¢nou energii. Je jasné, Ze signaly, které jsou omezeny do néjakého intervalu od ¢,,;, do
tmaz @ jinde jsou nula, budou mit kone¢nou energii: integral sice mtize béZzet od —oco do oo, ale
nikdy “nenabere” vice energie neZ z tohoto intervalu. Oproti tomu signaly, které nemtuzeme do
takového intervalu omezit (napf. stejnosmérny nebo jakékoliv periodické) budou mit nekone¢nou
energii a ma smysl se bavit pouze o jejich vykonech.

3.10 Periodické signaly

V minulych sekcich se dost ¢asto objevoval termin “periodické signaly”, pojdme si je tedy nadefi-
novat poradné.

3.10.1 Zakladni perioda
Pro spojité signély: pokud dokdzeme najit takové T, ze plati
a(t+T) = a(t),

pak je signal z(t) periodicky, protoze se po kazdém T' opakuje. V obrazku

1.00 A
0.75 A
0.50 A
0.25 A

x(t)

0.00 A
—0.25 A1

—0.50 A
—0.75 A1

-0.1 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
tIsl

je ale patrné, ze moznych T', po kterém se signal opakuje, najdeme hned nékolik: 0.1, 0.2, 0.3, atd.
Vybereme tedy tu nejmensi moznou hodnotu a nazveme ji zdkladni perioda. Pro nas signal
bude T} = 0.1.
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U diskrétnich signali to bude podobné, jen se spojita perioda 77 v sekundéch vymeéni za
diskrétni periodu ve vzorcich. Podminka periodicity je:

z[n + N] = zn],

a ze v8ech moznych N vybereme to nejmensi a nazveme ho opét zakladni perioda. Pro n4as

2 wo

signal bude N7 = 5. Vzorky se nedaji délit na ¢asti, proto musi byt N; celé ¢&islo.

x[n]

3.10.2 Zakladni frekvence

U signalti se spojitym ¢asem prepocet periody na frekvence jednoduchy a jiz jsme ho vidéli
v matematické kapitole v sekci Pocet period za sekundu je frekvence nebo pékné Cesky
kmitocet f1, udava se v Hertzich (Hz) a pfepocet tim ¢ onim smérem je bez problémii:

1 1
~ o=
Ty fi

Casto budeme pracovat se zakladni kruhovou frekvenc ktera je v rad/s a kde jsou prepocty s
periodou také bez problémii:

fi=

2 B 2

w1=27Tf1=T1, T =

w1
Jedna hodnota zakladni periody odpovidé jedné zékladni frekvenci a jedné zakladni kruhové
frekvenci.

U signali s diskrétnim €asem (pro cosinusovku jsme vidéli zaklady v sekci to bude
o néco divocejsi. Diskrétni periodické signaly maji normovanou frekvenci f;, kterd nemé jed-
notku, a normovanou kruhovou frekvenci w; v radianech. Schvalné jsem od sebe “oby¢ejnou’
a normovanou variantu fi ani wy nijak neodligil — v literatufe to totiz také nikdo neodlisuje! Je
na Vas, abyste védéli, Ze v piipadé spojitého ¢asu jsou frekvence obycejné (v Hz a v rad/s) a v
pripadé diskrétnich signali normované (v ni¢em a v rad). Pfepoc¢tu jedné frekvence na druhou se
budeme detailné vénovat v kapitole [9] ale nebude to zadna raketova véda: z oby¢ejnych na nor-
mované se bude prosté délit (normovat) vzorkovaci frekvenci Fy, a pokud ptjdeme zpét, budeme
nasobit (odnormovavat) opét Fj.

Prevod od periody ve vzorcich k normované frekvenci bude jednoduchy:

)

1
f 1 — E
a k normované kruhové frekvenci také: 5
T
w1 = —.
1 N

Snazyva se i “kruhova nebo thlova rychlost”.
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Zpét to bude trochu “ouvej” — intuitivné bychom chtéli pouzit % nebo i—’lr, ale nemutzeme, protoze
by nemuselo vyjit celé ¢islo! Musime tedy nadefinovat periodu jako

k
=— nebo N;= k2m
S

fi’

kde k je celé ¢islo a zvySovat k tak dlouho, dokud Ny nevyjde celé. Budeme-li mit $tésti, podaii se
nam to pro k = 1 (tim padem bude fungovat intuitivni vzorec), pokud méné §tésti, bude k > 1,
ale miizeme mit také smiilu a Ny celé nikdy nevyjde. Vsechny tii pripady prekvapivé uvidime pro
diskrétni cosinusovku v dalsf sekci.

Ny

3.11 Harmonické signaly neboli cosinusovky

3.11.1 Frekvence cosinusovky se spojitym casem
Cosinusovky se spojitym casem jsme jiz velmi dikladné probrali v minulé kapitole v sekci
takZe jen pro poradek, je definovana jako

z(t) = Cy cos(wit + ¢1),

kde pro periodu T} sekund je kruhové frekvence w; = 2T—71r v rad /s, poc¢atecni faze ¢1 je v radidnech

a amplituda C] je v ¢emkoliv (volty, ampéry, dolary, sudy piva. .. ). Nenechame se zviklat indexy
“17, jiz v pristi kapitole budeme signaly rozklddat do spousty cosinusovek, které budou indexované,
proto si na indexy zvykejme jiZ nyni.

Pro jednu hodnotu periody T} existuje jedna hodnota zakladni frekvence f; a jedna hodnota
zakladni kruhové frekvence wy.

3.11.2 Mnoho frekvenci cosinusovky s diskrétnim ¢asem
Cosinusovka s diskrétnim ¢asem byla jiz také probrana (sekce [2.4.3)), zapisujeme ji:
x[n] = Cq cos(win + ¢1),

kde pro periodu N; vzorki je normovana kruhova frekvence wy = ]2\,—7; v radidnech, pocatecni faze
¢1 také v radianech a amplituda C je v ¢emkoliv (volty, ampéry, dolary, sudy piva...). Pokud
mame zadanou periodu Ny, je vypocet normované frekvence (standardni i kruhové) jasny:

2T 2

fl:ﬁl’ wl:ﬁl'

Je to ale jedind mozna frekvence ? Pojdme zkusit k normované kruhové frekvenci p¥idat k-
nésobek hodnoty 27, kde k je libovolné celé ¢islo. Zkusme si zapsat, jak by s takovou normovanou
kruhovou frekvenci vypadala nase cosinusovka:

y[n] = Cj cos (w1 + k2m)n + ¢1) .
Pokud vevnitf cosinu roznasobime, dostaneme:
= C1cos (win + kn2m + ¢1) .

Hodnota kn je urcité celé ¢islo (n je index vzorku, ktery je urcité cely), proto bude kn2m cely
nésobek 27. Z matematiky a kapitoly [2|ale vime, Ze funkce cos je periodicka s periodou 27, pokud
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tedy do jejiho argumentu pFidame libovolny nésobek 27, nic se nestane. Vyraz kn2m muiZzeme tedy
s klidnym svédomim vynechat a cos se nezméni. Vysledny signal:

y[n] = Cy cos (win + ¢1)

je naprosto presné nase ptvodni cosinusovka. Dochézime tedy k pfekvapujicimu zavéru, Ze jedna
diskrétni cosinusovka ma nekoneéné& mnoho riznych normovanych kruhovych frekvenci,
které jsou “odskakané” po 27 rad. Pokud bychom si podobné cvi¢eni udélali s béZnymi normo-
vanymi frekvencemi, do8li bychom k podobnému zavéru: jedna diskrétni cosinusovka mé ne-
koneéné mnoho rdznych normovanych frekvenci, které jsou “odskdkané” po 1. Toto ma
zésadni dopad na spektra diskrétnich signali — budou periodicka s periodou 27, viz kapitola [0

3.11.3 Cosinusovka s diskrétnim ¢asem nemusi byt periodicka !

Bézné nemame zadanou cosinusovku s diskrétnim ¢asem pomoci periody, ale pomoci normované
bézné nebo normované kruhové frekvence. Budeme pocitat s kruhovou, pro béznou staci jedno-
duché uprava (oddélani 27). Abychom pro w; zjistili periodu Ni, nejde to oby¢ejnym délenim,
ale musime si napsat podminku periodicity:

Cy cos[wi(n + N1) + ¢1] = Cy cos(win + ¢1).

Cosinusovka bude davat stejnou hodnotu, pokud mezi jejimi argumenty bude néjaky celo¢iselny
nésobek 27, takze pro argumenty miazeme psit podminku:

(wi(n 4+ N1) + ¢1) — (win + ¢1) = k2.

To jde zjednodusit na

w1N1 = k2m.

a z toho 19
Ny = 2T

w1

Je tedy potieba najit takové celé ¢islo k, pro které N1 bude celé a co nejmensi mozné. Pojdme
si situaci ukazat na tfech prikladech, kde do obrazku k diskrétnim cosinusovkam “plotneme” i ty
odpovidajici spojité.

Piiklad 1: z[n] = 5cos(2mn/12), tedy w1 = /6.

Tunéni hodnoty k v N; = 527 = k12 je jednoduché: k = 1, N} = 12. Kdybychom si mohli dovolit
desetinné vzorky a t = n, \fychazela by “analogovd” cosinusovka stejné. Ru¢né lze napocitat, ze
perioda je skute¢né 12 vzorki.

x[n]
o

-10 =5 0 5 10 15 20 25

44



Priklad 2: xz[n] = cos(87n/31), tedy w; = 8m/31.
Ny = ]‘gzj“ = %, celého N1 = 31 tedy dosdhneme teprve az “vytdhneme” k£ na hodnotu 4.
31
. A ey o . . . . 2 31
Srovnani — kdyby byl signél se spojitym ¢asem, zakladni perioda by byla: T} = 8?731 = 7. To
Bohu Zel nenfi celé ¢islo, v diskrétnim signalu musime ¢ekat 4 “pseudoperiody” dokud nedosdhneme

skute¢né periody:

x[n]
o

-10 0 10 20 30 40

Priklad 3: x[n] = cos(n/6), tedy wy = 1/6.

Ny = ICQT”, N7 = k127. ReSeni neexistuje, protoze neni mozné nalézt takové k, aby k127 bylo celé.
6

Signal tedy neni periodicky, i kdyz tak vypada. Pro srovnéni — kdyby byl signal se spojitym

casem, zakladni perioda by byla: T7 = 12% = 127 (a signal by samoziejmé byl periodicky).

x[n]
o

-10 0 10 20 30 40

3.12 Komplexni exponencialy
jsme jiz také vidéli v minulé kapitole, takze zde pouze zhusténé: Komplexni exponenciala se
spojitym ¢asem (detailné viz sekce [2.6.2)) je dana jako:

z(t) = Ayl @tton),

kde C; je amplituda (jakakoliv jednotka), w; je kruhova frekvence v rad/s a ¢1 je po¢atecni faze v
rad. Amplitudu a fazi miZzeme spojit do jediného komplexniho koeficientu ¢; = A;e/?! uréujiciho
jak amplitudu (tloustku), tak fazi (pfedtoceni) komplexni exponencialy:

z(t) = ¢l

Perioda T7 je unikatni a vypocita se podobné jako pro cosinusovku:

2

T, ==
1 T
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Pro dplnost, bézna frekvence je
f . w1 . 1
YTor Ty

Komplexni exponenciala se diskrétnim éasem (detailné viz sekce [2.7)) je dana jako:
zln] = Alej(”1”+¢1),

kde C; je amplituda (jakakoliv jednotka), wy je normované kruhové frekvence v rad a ¢y je po-
¢atecni faze v rad. Amplitudu a fazi miZzeme opét spojit do jediného komplexniho koeficientu
c1 = A1e7?1 uréujiciho jak amplitudu (tloustku), tak fazi (predtoceni) komplexni exponencialy:

z[n] = ¢y /1™,

Mezi periodou Ni, normovanou kruhovou frekvenci w; a normovanou frekvenci f; jsou po-
dobné komplikované vztahy jako vySe u diskrétni cosinusovky. Také plati, Ze jedna a ta sama
diskrétni komplexni exponencidla ma nekone¢no normovanych kruhovych frekvenci, opét “odska-
kanych” po 2. Pro uklidnéni: periodu komplexni exponencialy si vétSinou definujeme sami a na-
stavujeme ji na mocninu dvou (aby se dobfe a rychle pocitala diskrétni Fourierova transformace,
viz kapitola , proto periody pro “divoké” normované kruhové frekvence neresime. Periodicita
po 27 nés ovSem bude pronasledovat neustale.

3.13 Velmi uziteéné specialni signaly
3.13.1 Diskrétni jednotkovy skok a jednotkovy impuls

Zacfnéme diskrétnimi signély, kde budou specialni signaly jednoduché, predstavitelné a vygenero-
vatelné. Jednotkovy skok je dan:

_ 1 pron>0
ﬂm_{ij®

a méa vzorky do minus prvniho nulové, od nultého jednickové.
Jednotkovy impuls je dan:

M:{ 1 pro n=0

0 jinde
1.0 A 9000000000000 0O 1.0 L 4
0.81 0.81
_ 0.6 _ 0.6
= <
S 9
0.41 0.4 1
0.2 1 0.2 1
001 0000000000 001 0000000000 ' 0000000000000 0
-10 -5 0 5 10 15 -10 -5 0 5 10 15
n n

Vsimnéme si, zZe jednotkovy impuls vznikl diferencovanim jednotkového skoku v zékladni a
o jeden vzorek zpozdéné varianté:

0[n] = o[n] — oln —1].

Diskrétni jednotkovy skok i jednotkovy impuls dokdZzeme bez problémt vygenerovat, napt. v
Pythonu takto:
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n = np.arange(-10,15)
sigma = np.zeros(n.shape)

sigma[np.argwhere(n >= 0)] =1
delta = np.zeros(n.shape)
delta[np.argwhere(n == 0)] = 1

3.13.2 Spojity jednotkovy skok a Diractv impuls

1 prot>0

Jednotkovy skok ve spojitém case je dan takto: o(t) = { 0 jinde

1.01

0.8 A

0.6

o(t)

0.4 1

0.2 A

0.0 A

-4 -2 0 2 4
t
a jednotkovy impuls ve spojitém ¢ase je dan jako jeho derivace podle ¢asu:

o) = 170,

Zdatnéjsi v matematice jiz tusi prugvih, nebot jednotkovy skok je jasné nespojity, proto bude mit
problém s uréenim hodnoty derivace pro ¢t = 0. Pojdme si pomoci “nedokonalého” jednotkového
skoku oa(t), ktery z nuly do jednicky “nevysko¢i” hned, ale bude mu to trvat ¢as A:

0 prot<O
oa(t)=4 %t pro 0<t<A
1 prot>1

Takovy “nedokonaly” jednotkovy skok lze docela snadno zderivovat na “nedokonaly” jednotkovy
impuls 0 (t): tam, kde je hodnota o (t) konstantni, bude jeho derivace nula a pro “horky” interval
od 0 do A bude derivace smérnice primky, tedy %. Na obréazku je situace naznacena pro rizné
hodnoty A:

1.01 — A=05 2.0 o — A=05
A=1 A=1
081 — A=15 154 — A=15
— A=2 — =2
_ 061 =
S S
= <10
S 0.4 [9)
0 t/ 051
0.0 —‘ 0.0 L
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4

t t
Je zajimavé spocitat integral takového ‘nedokonaly” jednotkové impulsu od minus do plus
nekonec¢na, bude to snadné, protoze aktivni je tento signal pouze od nuly do A a v tomto intervalu
mé hodnotu %. Bude se tedy jednat o integraci konstanty a tu umime (plocha obdélnika. . . ):

° A 1
M = A = —dt=—A=1.
/ SA(t)dt ; dt
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At tedy nastavime sitku A jakkoliv, tento integral, ktery nazveme mocnost bude stéale 1. Pojdme
nyni limitné “dotlacit” A az do nuly:

(5(t) = iiglo oA (t)

Vznikne tzv. Diracav impuls (matematici mu uz radéji nefikaji “funkce”, ale radé&ji “distribuce”),
ktery méa vsude hodnotu nula, pouze pro t = 0 méa hodnotu nekoneéno a piitom vime, Ze jeho
) )

mocnost oo
/ §(t)dt = 1.

Budeme ho kreslit pomoci obdélnicku se Sipkou, kterd jde do nekone¢na, vedle obdélnicku
déame do krouzku mocnost.

1.01

20 A

151

0.8

0.6

o(t)
o(t)

0.4 1

H@
0
t

0.0 0.0
-4 -2 0 2 4 -4 -2
t

2 4

Spojity jednotkovy skok a Diractiv impuls nedokdZeme vygenerovat — jedna se o teore-
tické konstrukce, prakticky nejde udélat signal, ktery by za nulovy ¢as pieskoéil z nuly do jednicky,
pripadné ktery by byl potfad nula, jen pro ¢ = 0 mél hodnotu nekoneé¢no. . . DokdZeme se jim pouze
priblizit: prakticky jednotkovy skok vypada tak, Ze za co nejkratsi dobu ptrejde z nuly do jednicky,
prakticky Diractiv impuls je pofad nula, jen kolem ¢asu ¢t = 0 m4 co nejkratsi a co nejvyssi impuls.

3.13.3 Vzorkovaci schopnost Diracova impulsu

Jednotkové impulsy maji tzv. vzorkovaci schopnost: pokud pronasobime jakykoliv signal xz(t)
Diracovym impulsem 6§(¢) a zintegrujeme od minus nekone¢na do plus nekone¢na, dostaneme
hodnotu signalu z(t) v ¢ase t = 0:

+0o0
/ 2(t)6(t)dt = (0),

Diractv impuls tedy z ptivodniho signalu odebere jeden vzorek. Zda se to trapné slozité (pro¢ si
tu hodnotu nenajit a nenapsat pfimo 2(0)?), ale hodné nadm to pomize, kdyz se budeme bavit
o vzorkovani (kapitola E[) Jak je to mozné ? Diractiv impuls je v nasobeni pomérné agresivni:
vzhledem k tomu, Ze je vSude kromé ¢ = 0 nulovy, v nasobeni “killne” i signal x(¢). Jediny ¢as,
ktery zbyva, je t = 0: v ném Dirac “ukradne” signalu z(t) jeho hodnotu a udéla si z ni svou
mocnost, bude tedy (0)d(t). Integral takového Diraca od minus do plus nekone¢na je roven jeho
mocnosti, tedy z(0), ilustrace je na nasledujicim obrazku:

— x(t) 2.0 — x(t)6(t)
A — 5(t) A

154

1 /—\_/—\_/ii\/'\/\ 1.0 I—
[© ()

0

t

N W A U O
L f L L

0.0
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Podobné cvi¢eni miZeme udélat s Diracovym impulsem posunutym do ¢asu 7:  0(t — 7).
Pokud jste jiz pozapomnéli, jak Diraca do tohoto ¢asu dostat, jedna se o obycejné zpozdéni, viz
sekce Takovy Dirac “vykiluje” v8e kromé ¢asu 7 a tam ukradne signalu z(¢) jeho hodnotu,
takZe budeme mit:

+oo
/ x(t)o(t — 7)dt = (7).

—0o0

6 — x(t) 2.0 — x(t)6(t-2)
A 6(t—2) h
5 4
1.5
4
34 /_\/\_/\/Ii\/\ 1.0
P
©
: I
O T T OO L T
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4

3.14 Shrnuti

V této kapitole jsme nejprve rozdélili signaly na spojité a diskrétni, podle toho, jako maji Casovou
osu. Spojité signaly se také mohou nazyvat funkce a budeme je v obréazcich kreslit ¢arou. Dis-
krétni jsou také sekvence nebo fady a v obrazcich je miZzeme kreslit jako “latky od plotu”, i kdyz
¢asto to nebude pravda a jednotlivé vzorky prosté protdhneme ¢arou, tvoiic iluzi spojitého sig-
nalu. Signaly délime na deterministické (ty miZeme popsat rovnici, nerovnici, kusem koédu nebo
obrazkem) a nédhodné (ty nemtizeme). Zatimco s deterministickymi si budeme uZzivat ve skole,
nahodné jsou vSude kolem nés v realném svété.

Seznéamili jsme se s transformaci ¢asové osy: zpozdénim, predbéhnutim, otofenim a jejich
kombinacemi. Zapamatujeme si, Ze pokud signal zpozdime, “jede doprava” (odehraje se pozdé&ji)
a naopak. Pokud bude ale ¢asova osa naopak, uvedené neplati. Signaly dokazeme také zrychlovat
¢i zpomalovat.

Stredni hodnotu signalu spoéitdme jako primér vzorkid nebo integrél pres dany interval a
déleni délkou intervalu. OkamZity vykon neni nic jiného nez hodnota signalu na druhou. St¥edni
vykon v n&jakém intervalu spocitame tak, ze zprimérujeme hodnotu signalu na druhou. Energie
je totéz, jen odstranime normalizaci délkou intervalu nebo poc¢tem vzorkua. Efektivni hodnota je
odmocnina ze stfedniho vykonu a je to hodnota takového stejnosmérného signalu, ktery ma stejny
stfedni vykon, jako ten ptvodni.

Definovali jsme si, co jsou periodické signaly, co je to perioda, frekvence a kruhové frekvence
a ze pro diskrétni signaly mame normované varianty obou frekvenci. Definovali jsme si také jejich
jednotky: zatimco pro spojity ¢as budou obsahovat sekundy a sekundy ! (tedy Hertzy), v dis-
krétnim case, kde neexistuje opravdovy ¢as, ale jen bezrozmérné pocitadlo vzorkd, nic takového
neuvidime.

Jako primarn{ pfiklad periodickych signéli jsme si uvedli harmonické signély: cosinusovky a
komplexni exponencidly. Zatimco u jejich “analogovych” variant se spojitym ¢asem je jasny vztah
mezi periodou a frekvenci, u diskrétnich to neni tak jednoduché: cosinusovka nebo komplexni
exponenciala s jednou periodou mé nekoneéno riznych frekvenci a dokonce najdeme cosinusovky
¢i komplexni exponencialy s tak divnymi frekvencemi, Ze nejsou vibec periodické,

Na zavér jsme se pustili do specialnich signali: jednotkového skoku a jednotkového impulsu.
Zatimco pro diskrétni ¢as se jedna o nevinné signaly, které dokdzeme bez problému vygenerovat,
spojity jednotkovy impuls a hlavné Diractiv impuls jsou teoretické konstrukce, které nam sice
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pomohou v nésledujicich kapitolach k odvozenim, ale prakticky jsou nerealizovatelné, jde se k
nim jen pfiblizit.
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Kapitola 4

Podobnost alias korelace alias
projekce do bazi plus péstovani lasky
ke komplexnim exponencialam

Polovina tohoto kursu bude o hledani podobnosti, resp. korelace mezi nezndmym signalem
x(t) (resp. z[n] pro diskrétni ¢as) a znAmym nebo analyza¢nim signalem b(¢) (resp. b[n] pro
diskrétni ¢as). Matematicky to miZzeme nazvat také “hledani pramétu x(t) do baze b(t)” (nebo
samoziejmeé x[n] do b[n]). Zjednodusené feceno, potiebujeme jedno ¢&islo, které nam sdéli, jak jsou
si nezndmy signal a analyzacni signal podobné.

Nalezeni takového ¢isla neni zadna velka véda, pro diskrétni signaly (budeme piedpokladat,
ze jak neznamy tak analyza¢ni maji N vzorkii) ho dostaneme tak, Ze vynasobime odpovidajici
vzorky analyza¢niho a neznamého signalu mezi sebou a pak vSechno se¢teme:

N-1

c= Z x[n]b[n].

0
Pokud si signély si zapiSeme jako radkové vektory takto:

X = [Q’J[O], :E[l], ,:U[N - 1] ]
a dobfe jsme poslouchali v linearni algebie, je jasné, Ze suma je obycejnym skaldrnim soucinem
obou vektoru:
c=bx'.

Operaci transposice | vyrabime z fadkového vektoru sloupcovy tak, aby soucin fungoval.

U spojitych signala (budeme predpokladat, Ze jak neznamy tak analyza¢ni maji délku 77) se
sumou nepochodime a operaci s¢itani budeme muset provést pomoci integralu (ktery ovSem pfi
programovani v ¢emkoliv stejné nahradime sumou. . . ):

c:/ x(t)b(t)dt
T

Dostaneme-li velké ¢islo, prohlasime o signalech, Ze jsou “podobné”, “korelované” nebo ze “xr ma
velky (silny) primét do b”. Pokud to bude malé &islo, prohlasime o signélech, Ze jsou “nepodobné”,
“nekorelované” nebo ze “x ma slaby (Zadny) priumét do b”. MiuZeme jesté dostat velké zaporné ¢islo,
tomu se budeme vénovat pozdéji, ale intuitivné vytusime, Ze odpoveéd bude “signaly jsou podobné,
ale tak néjak naopak”.

V dalsich sekcich si tyto jednoduché vztahy zdivodnime a povime si, jak by mély vypadat
spravné baze a jak to bude s analyzou velmi obvyklého signalu: cosinusovky.
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4.1 Projekce vektoru do bazi

Na obrazku vidime jednoduchy piiklad, kdy je neznamy vektor dan jako x = [2, 3] a mame dvé
baze: by = [1, 0] a by = [0, 1]. Chceme-li provést pramét (alias projekei alias hledani podobnosti
alias hledani korelace) vektoru x do baze by, provedeme skalarni soucin:

ci=bix' =2x1+3x0=2.
Podobné pro druhou béazi
co=box"' =2x0+3x1=3.

Dostali jsme tedy zpét ptivodni soufadnice vektoru (které uz jsme znali) a hloubavéjsi studenti se
zde mohou zalit pravem ptat “a proc¢ to délame 777”. Cisla ndm nicméné potvrdila, Ze neznamy
vektor x je rozhodné podobnéjsi bazovému vektoru bo nez bazovému vektoru by.

X

o

b1 x1

Odpovédi je o néco slozitéjsi priklad, kdy budeme nas vektor x = [2, 3] promitat do jiného
soufadnicového systému (alias hledat podobnost s jeho bazemi alias hledat korelaci s jeho ba-

. , . s 12 . 1 1 1 1 e a1, . 0 o
zemi). Béaze jsou ted dany jako b; = [ﬁ’ ﬁ] a by = [_ﬁ’ ﬁ} Intuitivné vidime, Ze primét

x do by bude “hodné&” a do by “malo”, ale pfesnou odpovéd nam daji az skalarni soudiny:

1 1
clzble:2x\ﬁ+3xE:3.53
c —be—2><(—i)+3><——0707
2 2 \/é \/7 . .
A X

%q’q,
YV
Opét se potvrdilo to, co intuitivné ¢teme z obrazku: nezndmy vektor x je rozhodné podobnéjsi
bazovému vektoru by nez bazovému vektoru bs.
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4.2 Uz si to nezobrazime, ale skalarni soucin sale funguje

V nésledujicim piiklady budeme porovnavat (alias studovat podobnost alias promitat) vektory v
8-rozmérném prostoru. Nezndmy vektor bude

x=[3210123 4],

a baze budou by = \/g[l 1111111 aby=3cos(3n). Tyto vektory uz si v 8-rozmérném
prostoru jen tak lehce nepfedstavime ani nenakreslime, ale skaldrni soucin stale funguje spoleh-
livé:

N-1
¢ =bx' = Zbl[n]m[n]:3x 1+2x1+4...=5.65
n=0
N-1
ca =box' =) bolnjz[n] = 2.41
n=0
Skalarni soucin skuteéné neni nic jiného nez nasobeni obou signali vzorek po vzorku a pak

seCteni vSech dohromady. Je zajimavé se vynasobené signaly b[n]xz[n] podivat jesté pred souctem
graficky:

x[n] b1[n] x[nlby[n]
44 903510 & & & & ¢ ¢ o 144 ®
0.30 1 1.2
31{e ° 0.25 104® c1=5.66 o
0.20 A 0.8
2 .
0.15 4 0.6
14 0.101 0.4 1
0.05 A 0.21
01 ° 0.00 A 0.0 °
0 2 4 6 0 2 4 6 0 2 4 6
x[n] ba[n] x[nlba[n]
a ° 1.5
] 2.41
3{e ° 1.0 C2=2.
0.2 1
21 0.0 1 ° ° 051 X
-0.2 0.0 A e o [ ]
1 — l
—-0.41 —-0.51
01 °
0 2 4 6 0 2 4 6 0 2 4 6

a uvédomit si, Ze pokud budou mit oba signaly vychylku na stejnou stranu (kladné a kladné, resp.
zédporné a zaporné ¢islo), bude vysledek kladny, pokud to bude naopak (kladné a zaporné, resp.
zaporné a kladné ¢islo), bude vysledek zaporny. Numericky nam vysledky sdéluji, Ze neznamy
signél je vice podobny stejnosmérnému signélu nez jedné periodé cosinusovky. Nepotfebovali
jsme se na signaly divat jako na vektory v 8-rozmérném prostoru, skaldrni soucin nas spolehlivé
informoval o jejich podobnosti.

4.3 Kdyz jsou baze funkce (resp. signaly se spojitym ¢asem)

Signaly mohou byt ov8em i se spojitym Casem a stejné je budeme chtit srovnévat. Na zacatku
této kapitoly jsme si definovali skaldrni soucin, ktery bude operovat nad spojitymi signaly pomoci
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integralu. Pojdme si ukazat, jak takovy vypocet dopadne pro “neznamy” signal, ktery je jednou
periodou cosinusovky s periodou 1 (tedy s kruhovou frekvenci 27):

x(t) = cos(2mt)
Prostudujeme nejprve podobnost se stejnosmérnym analyza¢nim signalem:
b(t) = 1.
Intuitivné bychom fekli “ty dva moc podobné nejsou”, piresné Vypoél’témeﬂ takto:
1
/ 2(O)b(t)dt = 0.

0

Vysledné nula potvrzuje intuici “nejsou podobné”, rad bych také, abyste si na zobrazeni vynaso-

beného signalu x(t)b(t) v8imli proé: kladna a zaporna ¢ast maji stejné plochy, ty se v integralu
vynuluji.

x(t) b(t)

1.0 A 1.50 1.0 1
1.251

0.5 1 1.00 H 0.5 1
0.75 A

0.0 0.50 - 0.0
0.25 A

—0.5 0.00 - —0.5
+0.25 A

—1.0 —1.0

T T T T —0.50 T T T T T T T T T
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Pojd'me nyni na podobnost s iplné stejnou cosinusovkou:
b(t) = cos(2t).

Intuice nam ¥ika “nejen podobné, stejné!” a vypocet pomoci integralu s vysledkem 0.5 to potvr-

zuje:
x(t) b(t) x(t)b(t)
1.0 1.0 1.0
0.5 - 0.5 - 081
0.6
0.0 0.0 9
0.4
—0.5 —0.5 024
~1.0 —1.0 4 0.0 A

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Vyzkousejme nakonec podobnost s dvakrat rychlejsi cosinusovkou. Tu mizeme ziskat tak,
Ze pouzijeme dvakrat vétsi kruhovou frekvenci nebo ze podle sekce dvakrat zrychlime cas.
V kazdém piipadé vyjde toto:
b(t) = cos(4nt)

a intuice pravi “hm, ty moc podobné nejsou”. Vypocet s nulovym vysledkem to potvrzuje.

"Integraly by sly vypocitat analyticky, ale vice m& bavilo jejich numerické poéitani v Pythonu, viz piiloZeny note-
book.
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x(t) b(t) x(t)b(t)

1.0 A 1.0 A 1.0 4
0.5 0.5 0.5 c= 000
0.0 0.0 1 0.0 4

—-0.5 —-0.5 —0.5

~1.0 —~1.0 4 —1.0 A

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

4.4 Ortogonalita, normalnost a ortonormalita bazi

Baze je dobré si nadefinovat rozumné. Co to znamena ?

4.4.1 Ortogonalita

Pokud definujeme sadu bazi, je dobré zajistit, aby priamét (resp. pocitani podobnosti resp. poci-
tani korelace) s kazdou bazi pfinaselo néjakou novou informaci. Srovnejte baze na nasledujicim
obréazku:

1.0 ‘ 1.0 4
0.8 0.8 {
0.6 0.6 1
b,
0.4 0.4 bz/'
02 0.2 -
b, // b,
0.0 = 0.0 1 =

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

a udélejte si mentalni cviceni, jak se do bézi promitaji riizné vektory, kde se bude ménit jen
vodorovné slozka. Zatimco na levych bazich se bude ménit pouze koeficient béze by, na obrazku
vpravo se budou ménit oba dva koeficienty. Baze vpravo na sobé zavisi, jsou korelované a tim
padem budou obé& po prumétu obsahovat podobnou informaci.

Ve 2D rozhodneme o kvalité béazi jednoduse: podivame se, zda jsou kolmé (ortogonalni).
Kolmost dokéZeme oveérit tak, ze spocitdme skaldrni soucin

¢=Dbib,.

U levého obrazku vyjde nula (kolmé), u pravého ne (nejsou kolmé, vypocet obou viz Python no-
tebook). Zatimco ve 2D si miizeme situaci nakreslit a o kolmosti rozhodnout pomoci uhloméru
nebo podle oka, ve vicedimenzionélnich prostorech nebo pro spojité signaly musime skalarni sou-
¢in skutecné spocitat. Je vhodné si opét “plotnout” soucin obou bézi a podivat se na vysledek
souCtu, piipadné integralu.

Pro baze pouzité pro priamét 8-rozmérnych vektorti by = \/g 1111111 1aby=

i cos(%”n) vyjde
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bi[n] ba[n] bi1[nlba[n]

035/ ¢ o o o ¢ o o
0.4 0.157
0.30 A =-
0.10 4 »=-0.00
0.25 0.2
0.05 -
0.20
0.0 ° ° 0.00 - ° °
0.15 A
40.05 A
0.10 4 =0.27
40.10 4
0.05 A
—0.41 10.15 A
0.00
0 2 4 6 0 2 4 6 0 2 4 6

Vysledek je nula, baze jsou tedy ortogonalni (kolmé). Pokud do jedné z nich promitneme
vektor x, nebude vysledek ovliviiovat primét do té druhé.

Podobné prostudujeme i ortogonalitu bézi, které jsme pouzili pro signél se spojitym casem.
Zde musime skalarni sou¢in implementovat pomoci integralu:

¢— / b1 (£)ba(£)dt.
Ty

Pro vSechny tfi pary bazi (tedy ss. signal vs. pomalé cosinusovka, ss. signal vs. rychla cosinusovka
a pomala cosinusovka vs. rychla cosinusovka) je vysledek nasledujici

by(t) b>(t) b1 (t)ba(t)
1.0 1.0
1.04 -
| ] ¢=-0.00
1024 0.5 0.5
1.00 - 0.0 1 0.0 1
0.98 o5 o5
0.96
—1.0 -1.01
0.00 025 050 0.75 1.00 000 025 050 0.75 1.00 0.00 025 050 0.75 1.00
by(t) bs(t) b1 (t)bs(t)
1.0 1.0
1.04 -
1.02 031 031
1.00 4 0.0 1 0.0 1
0.98 o5 o5
0.96
-1.0- -1.0-
0.00 025 050 0.75 1.00 000 0.25 050 0.75 1.00 000 025 050 0.75 1.00
ba(t) bs(t) b (t)bs(t)
1.0 1.0 1.0
0.5 - 0.5 - 0.5 - =-0.00
0.0 0.0 0.0
~0.5 - ~0.5 - -0.5 -
-1.01 -1.0- -1.01

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
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Mizeme tedy konstatovat, Ze naSe baze jsou ortogonélni.

4.4.2 Normalnost

Predstavte si mapu, na které by bylo mé&fitko ve vodorovném sméru méfitko 1:50000 (podrobna
turistickd mapa, 1 cm = 0.5 km ) a ve svislém sméru 1:10000000 (atlas svéta, 1 cm ~ 100 km).
Vyznat se v takové mapé by bylo asi dost tézké. Po bézich tedy budeme chtit, aby mély stejnou
velikost, aby se koeficienty ziskané priméty do nich daly srovnat. Nejlepsi bude, pokud budou
velikosti vSech bazi 1. Takovym bazim pak fikime normalni. Srovnejte “kvalitu” nasledujicich
bazi:

1044
A 10
0.8
0.8
0.6 1
b 0.6
2 b2
0.4
0.4
021 02
b]_ b1
0.0 1 = 0.0 :
00 02 04 06 08 1.0 0 2 4 6 8 10

Délku baze spocitame jako tzv. Ly neboli Euklidovskou normu a dostaneme ji pomoci staré
dobré Pythagorovy véty:
|Ibl2 =

S il
n=0

Uz jsme si zvykli na to, Ze u spojitych signali nahradime sumu integraci, takze:

16(t)]]2 = /Tb(t)Pdt.

Ve vztazich si vSimneme absolutni hodnoty: pokud jsou signaly realné, neni potieba, protoze
mocnina dvou funguje stejné dobie pro kladna i zaporna &isla (22 = 4 a (—2)? = 4). Brzy budeme
ale pracovat i s komplexnimi bazemi (tusite, Ze to asi budou komplexni exponencidly) a tam
nesmime absolutni hodnotu zapomenout: napf. (14 5)? = 2j, zatimco |1+ j|? = 2. Zapamatujme
si, Ze norma je vlastné délka a délka nemiize byt zaporna nebo komplexni, pokud vypocet normy
néco takového dava, hledejte chybu v zapomenuté absolutni hodnoté.

Pro béze pouzité vy3e si miizeme normélnost zkontrolovat: pro by = [1, 0]" je norma ||b;|| =
V12 40?2 = 1, pro by = [%, %] je to [|b1]| = y/2 43 = 1, obdobné& pro baze by a pro

vvvvvv

normaélni.

bs1[n] b?[n]
035{9 ¢ o o o 0 00l (00000000
0.301 0.10 [|all}=1.00
0.25 1
0.08
0.20
0.06
0.15
0.10 | 0.04 1
0.05 A 0.02 A
0.00 - 0.00 -
0 2 4 6 0 2 4 6
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b[n] b3[n]

025 @ .
0.4
0.20
0.2 1
0.15
0.0 ° °
0.10 |b||=1- 0
-0.2 1
0.05
_0.4_
0.00 ° °
0 2 4 6 0 2 4 6

Pro naSe spojité baze pak numericky vypocet normy pomoci integralu (notebook) ukazal, ze
norma ss. signalu je ||b1(t)|| = 1, ale pro pomalou i rychlou cosinusovku plati ||b2(t)|| = ||b3(2)|| =
0.707. Baze bo(t) a b3(t) tedy nejsou normélni, ale miZzeme je opravit (“znormélnét”) tak, Ze je
proste vynasobime hodnotou v/2. Tuto fintu uvidime v nasledujici kapitole o vyrobé bazi pro
Fourierovu radu.

4.4.3 Ortonormalita

je definovana jednoduse: sada bazi, které jsou normalni (maji normu 1) a navzajem ortogonalni,
je ortonormalni.

4.5 Cosinusovka — priklady, kdy to jde

Ve analyze signalt se velmi ¢asto budeme zabyvat cosinusovkou (v dalsi kapitole se dozvime, Ze se
na né daji rozlozit i slozité periodické signaly). O kousek vyse v sekci jsme si uvedli priklady
tspésné analyzy cosinusovky s periodou 1 (tedy s kruhovou frekvenci 27):

x(t) = cos(2mt)

pomoci stejnosmérného signalu (koeficient 0 = neni tam), stejné cosinusovky (koeficient 0.5
= je tam) a dvakrat rychlejsi cosinusovky (koeficient 0 = neni tam). Pro aplnost k pfikladim
“kdy to jde” dopliime jesté analyza¢ni signal (bazi)

b(t) = — cos(2mt)

tedy cosinusovku s opaénou polaritou. Podobnost stale poc¢itame pomoci

- /1a:(t)b(t)dt ~0

x(t) b(t) x(t)b(t)
1.0 4 1.0 4
0.5 0.5
0.0 0.0
-0.5 1 —0.5 1
-1.0 -1.0

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
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Koeficient -0.5 muzeme interpretovat jako “podobnost, ale naopak”, coz odpovidé realité. V
sekci jsme si ukézali analyzu cosinusovky, ktera fungovala: pokud cosinusovka byla pfitomna,
dal ndm vypocet podobnosti (alias projekce do baze) kladné nebo zéporné &islo, podle toho, zda
nezndmé a analyza¢ni cosinusovka byla stejné nebo opac¢né, a nulu, pokud se korelovalo s néé¢im
jinym nez cosinuovkou.

4.6 Posunuta cosinusovka — zac¢ina to drhnout...

Pojdme si vyzkouSet cvifeni, kdy bude neznamy signal posunuté cosinusovka
7r
x(t) = cos(2nt + 5)
a analyzadéni signél zndma neposunuta cosinusovka

b(t) = cos(2t)

x(t) b(t) x(t)b(t)
1.0 1.0 08
0.6
0.5 0.5
0.4
0.0 4 0.0 0.2
—0.5 1 —0.5 0.0 4
] =0.2
—-1.0 —1.0 —0.2

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

S hrizou zjistujeme, Ze prestoZze se jedna o velmi podobné signaly, koeficient je jen 0.25 a
kdybychom nezndmou cosinusovku jesté trochu vice posunuli (dali ji pocatecni fazi ¢ = 7),
byla by to dokonce nula. .. Vzhledem k tomu, Ze s posunutymi cosinusovkammi budeme muset

pracovat, musime néco vymyslet.

4.6.1 Hruba sila — posunuté cosinusovky

Hruba sila je pritelem kazdého informatika. Pokud vime, Ze mame s posunutymi cosinusovkami
problém, vyrobime si spoustu bazi, které budou obsahovat rtizné posunuté cosinusovky, spustime
to, co uz umime, a jedna z nich se prosté musi trefit. Po¢atecni fazi je mozné ménit od 0 do 27
(ono je tedy mozné ji ménit i mimo tento interval, ale to uz se budeme opakovat, protoze funkce
cos je periodickd), rozdélme si tedy tento interval na 10 dilki a pojd'me na to:

x(t) b(t) 0.8 x(t)b(t)
1.0 1.0 :
0.6 1
0.5 0.5
0.4 1
0.0 0.0 = 0*2m/10 021
—0.51 —0.51 0.0
~1.01 ~1.01 —021

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
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x(t) b(t) x(t)b(t)
1.0 1.0 1.0
0.8 1
0.5 0.5
0.6 1
0.0 0.0 ¢ =1*211/10
0.4 1
—0.5 —0.5 0.2 1
~1.0 1 ~1.0 1 001
0.00 025 050 075 1.00 000 025 050 075 1.00 0.0 025 050 075 1.00
x(t) b(t) x(t)b(t)
1.0 1.0 1.0
0.8 1
0.5 0.5
0.6 1
= D%
001 0ol \ ¢ =2%2m/10
0.4 1
—0.5 —0.5 021
~1.0 ~1.0 0.0
000 025 050 075 100 0.00 025 050 075 100 0.0 025 050 0.75 1.00
x(t) b(t) x(t)b(t)
1.0 1.0 081
0.5 1 0.5 A 0.6 1
0.0 1 0.0 ¢ =3*2n/10 041
0.2 1
—0.5 —0.5
0.0 1
1.0 1.0 o2
000 025 050 075 100 000 025 050 075 100 0.0 025 050 0.75 1.00
x(t) b(t) x(t)b(t)
1.0 1.0 0.6
0.4 1
0.5 0.5
0.2 1
*
0.0 1 0.0 1 ¢ 4*2n/1 0
0.0 .
—0.5 —0.5 —0.2
-1.0 1 -1.0 1 —0:41
0.00 025 050 075 1.00 000 025 050 075 1.00 0.0 025 050 075 1.00
x(t) b(t) x(t)b(t)
1.0 1.0 0.2
0.5 0.5 0.0 -
— * — 4
0.0 0.0 =5*2mAL0 |-02
_0.44
—0.5 —0.5
—0.6 1
~1.01 ~1.0 ~
000 025 050 075 100 0.00 025 050 075 100 0.0 025 050 0.75 1.00
x(t) b(t) x(t)b(t)
1.0 1.0 0.0 = -
0.5 1 0.5 0.2 {
— B* —0.4
001 0ol [$=06*A1/10
—0.6 1
—0.5 —0.5
~0.8
~1.01 1.0 10
000 025 050 075 100 000 025 050 075 100 0.0 025 050 0.75 1.00
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x(t) b(t) x(t)b(t)
Fa WV, Wal
1.0 1.0 0.0 c=-049
0.5 1 0.5 1 —0.2
0.4 1
0.0 0.0 ¢ =7X2n/10
—0.6
—0.5 ~0.5
-0.8 1
~1.01 -1.0 1 -1.0
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
x(t) b(t) x()b(t)
1.0 1.0 0.2 1
0.0 =
0.51 0.51
" -0.21
0.0 0.0 ¢ =8*2n/10
-0.4
—0.5 —0.5 —0.6 1
-1.01 -1.0 —0.8
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
x(t) b(t) x(t)b(t)
1.0 1.0 0.4
0.5 1 0.51 0.2 1
0.0 0.0 ¢ % 9*2n/1 001
-0.2
—0.51 —0.5
o4
~1.01 ~1.0 o0
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 ’ 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
Prohlédnutim zjistime, Ze nejvétsi koeficient 0.49 vysel pro fazi 2%, tedy 2%. Nejsme ale zcela

spokojeni, fize nebyla nalezena presné a koeficient podobnosti neni o¢ekavanych 0.5. Budeme tedy
potiebovat néco vice nez hrubou silu.

4.6.2 Cosinusovka a sinusovka

Ve druhém pokusu zkusime promitnou nezndmou cosinusovku

x(t) = cos(2mt + g)

do dvou bazi: do cosinusovky (to uz jsme délali), a navic jesté do sinusovky:

by (t) = cos(2mt),  ba(t) = sin(2mt)

x(t) ba(t) 0.8 x(t)by(t)

1.0 1.0 :
0.6

o5 s ¢ 8 2500
0.4

0.0 0.0
0.2 1

-0.5 - ~0.5 - 0.0 1

-1.0 1 -1.01 —0.21

0.00 025 050 0.75 1.00 000 025 050 0.75 1.00 000 025 050 0.75 1.00
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x(t) by (t) x(t)by(t)

1.0 1.0
0.0
0.5 0.5 024
0.0 0.0 1 —0.41
~0.6 1

~0.51 -0.51
-0.8

~1.01 -1.01

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Koeficient pramétu do by (t) vysel ¢; = 0.25, koeficient pramétu do ba(t) vySel co = —0.433,
Pojdme zkusit z obou koeficientii postavit komplexni ¢islo a vypocitat jeho modul a argument:

c=c1+jco

Modul [c| = 0.5 a argument arg(c) = —%. Je jasné vidét, Ze modul vy3el podle ocekavani a
argument ndm sdéluje poc¢atecni fazi cosinusovky, jen ji ma naopak (nae cosinusovka ma ¢ = %
s kladnym znaménkem). Stacilo by tedy, kdybychom namisto do be(t) = sin(27t) promitli do
ba(t) = —sin(27t) a vSe by bylo v poradku.

4.7 Ultimate solution — komplexni exponenciala

Promitani do dvou rtznych funkci je tézka praceﬂ Uvédomime si ale, Ze existuje funkce, ktera
obsahuje jak cosinusovku, tak sinusovku, a dokonce cokoliv mezi nimi: komplexni exponenciéla.
Zkusme nadefinovat jedinou bazi jako

b(t) = e 72

a promitnout nasi posunutou cosinusovku do ni. V predchazejicim odstavci jsme vidéli, Ze cos je
v poradku, ale u sinu je potieba dat zaporné znaménko, proto vyuzijeme poucky

cosa — jsina = e 7%,
Vysledek dokédZeme najit dokonce i analyticky, pomtzeme si tak, Ze cosinusovku rozlozime pomoci

znamého vzorecku, ktery v ISS pouzivame porad dokola: cosa = M (viz sekce [2.6.3)):

1 1
, 1 ., 1 ., . :
c= / cos(27t + ¢)e I dt = / [Zemeﬂm + 26_3¢e_32”t] e It
0 0

Konstantu Soupneme pied integral a zavorku roznasobime, pak vyuZzijeme toho, ze kdyz se nasobi

&isla se stejnym zékladem, staci secist jejich exponenty (e%e? = e41?)

1 1
_ 1/ [ejqﬁej%rte—j%rt + e—j(be—j27rt€—j27rt} dt = 1/ [ejéej%t—j?ﬂt 4 e Ibpi2nt—g2mt) gy
2 Jo 2 Jo
Pak mizeme vyuzit toho, Ze integrél souctu je soucet integralt a upravit exponenty:

1 1t 1 . .
= / eI?e0dt + / e 1P it gy
2 Jo 2 Jo

Prvni ¢len je integrace konstanty e/® od 0 do 1. Je to sice komplexni &islo, ale neobsahuje ¢, takze
vici integralu je to skutecné konstanta. Integrace konstanty je vypocet plochy obdélnika, kde

Ztoto jsou sludna skripta, takze “drbacka” se smi fikat jen v poznamce pod &arou!
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jednou stranou je ona konstanta a druhé strana ma délku integra¢niho intervalu (nenechame se
rozhodit tim, Ze je konstanta komplexni), tedy e/® x 1 = e/®. Druhy ¢len vypada slozité, ale
v§imneme si, Ze je to integral dvou otocek komplexni exponencialy, je sice nasobené konstantou
e 19, takze je n&jak predtocens, ale to je nam jedno. V sekci jsme si ukazali, Ze takovy
integral je nula. Celkem tedy vychazi komplexni éislo:
1 .
c=—el?,
2
které presné udava polovinu amplitudy cosinusovky a jeji pocatecni fazi.
Graficky je také jasné, Ze dvakrat rychlejsi komplexni exponenciala se po integraci redukuje
na svou stfedni hodnotu — a tou je pravé ziskany koeficient ¢ !

— x(t)

‘ e—j2nt
(o)
[}
£

)e—j2nt
o)
[}
£

Promitnutim do komplexni exponencialy jsme tedy ziskali nastroj, jak najednou a presné
ziskat amplitudu i pocatecéni fazi nezndmé cosinusovky. Popsany postup funguje nejen pro wy =
2w, ale pro jakoukoliv kruhovou frekvenci wy, sta¢i integrovat od 0 ne do 1, ale do T7.

4.7.1 Pro¢ musi byt v bazi minus j ?7

Jeden divod jsme vidéli vySe: musime obratit znaménko funkce sinus (tedy obratit znaménko u j
v komplexni exponenciale), abychom dostali spravné znaménko u faze.

Jesteé jednodussi vysvétleni je nasledujici: pokud rozlozim néjakou hodnotu (nebo signél, nebo
vektor) do bazi a ziskam koeficienty, o¢ekavam, Ze budu moci pivodni hodnotu (nebo signél, nebo
vektor) ziskat tak, ze vynasobim béaze pfislusnymi koeficienty. Pojdme to zkusit u obyc¢ejnych
realnych ¢isel. Pokud mam hodnotu x = 3 a baze b = 1, dostanu koeficient c=ax xb=3x1=3
a bude mi stacit, abych vynasobil bazi koeficientem, abych dostal zpét pivodni ¢islo: ¢ x b =
3x1=3.
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Pojd'me si uvedeny postup zkusit s bazi danou komplexnim él’sle b= %(1 + j). Koeficient

dostaneme takto c = x b =3 x %(1 +j) = %(3 +35). Ocekavam, ze pokud timto koeficientem

vynasobim bézi, dostanu pivodni ¢islo: © = ¢ x b = (34 3j) % %(1 +7) = 3j. Néco se tedy poka-

zilo. .. Aby vychéazel spravny vysledek, musime analyzovat nasobenim komplexné sdruZenou
bazi: c = x x b* =3 x %(1 —Jj)= %(3 — 3j). Po nasobeni bazi pak bude vysledek v poradku:
cxb=6.

Zapamatujeme si tedy, Ze pokud budeme analyzovat (promitat do, hledat podobnost /korelaci
s) komplexni bazi, musime ji pfed pouzitim komplexné sdruzit. Jelikoz komplexni exponenciéla
€72 obsahuje pouze jednou j, staci vymeénit jediné znaménko.

4.7.2 Jak z toho opét dostat cosinusovku ?
Ukazali jsme si, Ze pro cosinusovku s pocateéni fazi ¢
z(t) = cos(2mt + @)

dokézeme pomoci analyzy komplexni exponencidlou

b(t) = e 72
dostat komplexni koeficient
1 .
c=—el?
2 )

ktery perfektné vypovida o amplitudé cosinusovky (kdyby méla amplitudu A, zjistili bychom,
ze modul koeficientu neni %, ale é. ..) a také o jeji fazi: argument tohoto koeficientu je presné
pocatecéni faze: arg %em = ¢. Kdyz ale spocitame podobnost s (prumét do) n&jaké baze, chtéli
bychom také pomoci této baze umét signal dostat zpatky: rekonstruovat ho. To se nAm Bohu Zel
jen s jednou takovou bézi nepodaii, pokud vynasobime koeficient ¢ s (komplexné ne-sdruzenou!)
bazi et727 dostaneme prosté jen jinak tlustou a piedtocenou komplexni exponencialu:

Ce+j27rt _ lej¢€+j27rt _ %ej%rt-i-(ﬁ'
Ocekavali jsme realny signal, méme komplexni, zddna velka slava.

Abychom dostali zpét opravdu cosinusovku, musime pouzit baze dvé: opaéné se vrtici kom-
plexni exponenciily. Zde uz budu béaze znaéit bez pfevraceni znaménka u j a obratime jej
(resp. budeme komplexné konjugovat) teprve pii vyrobé vzorecku pro analyzu. Zaroven je po-
tfeba obé baze néjak oznacit, té s kladnou kruhovou frekvenci dame index +1, té se zdpornou
index -1.

Prvni bazi uz jsme vidéli:

bl(t) — ej2ﬂ't7

vysledkem analyzy (odvozeni je nahote) je koeficient

1 1
, 1.
o = / 2O ()t = / r{t)e "t = e,
0 0

Druhou béazi udélame velmi podobnou jako tu prvni, jen s ni bude komplexné sdruzena (bude
tedy mit opa¢né znaménko u j):

b_l(t) — (€j27rt)* — e—j27rt.

3sazet odmocniny dvou ve zlomcich neni mé oblibena zébava, ale bazi jsem musel dostat normalni. . .
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odvozeni je velmi podobné jako nahote, ale pojdme si ho udélat. Nezapomenme, Ze musime ana-
lyzovat komplexné sdruzenou bazi, tedy e =727 |

1 1
— * _ j2mt
c_1 —/0 x(t)b™(t)dt —/0 x(t)e? T dt

) 1
_ ;/ [ej¢€j2ﬂtej2ﬂ't n efj¢efj27rtej27rt} dt — ;/ [ej¢ej27rt+j27rt + e*j¢ej27rtfj27rt:| dt.
; 0

Podobné jako nahofe miizeme vyuzit toho, Ze integral souc¢tu je soucet integrali a upravit expo-

I 1 [t
= / e]¢ej4”tdt+/ e 1%e0| dt.
2 Jo 2 Jo

a opét naprosto stejné jako nahote zjistime, ze prvni ¢len (integral dvou otoceni exponencidly) se
zintegruje do nuly, kdezto druhy “vyhodi” konstantu. Vysledkem tedy bude

nenty:

c_1 = %eij ¢.

Je zajimavé, ze oba koeficienty jsou navzajem komplexné sdruzené, lisi se pouze v argumentu,
ktery je opacny, takze c; = ¢* ;. Pozdéji zjistime, Ze toto je dilezité vlastnost vSech Fourierovych
analyz: pokud jim predlozime redlny signal, jsou vysledky lezici na opacnych frekvencich vzdy
komplexné sdruzené.

Pojdme ted zkusit poskladat ptivodni signal tak, ze vynasobime koeficienty s p¥islusnymi
(ptivodnimi, ne komplexné sdruzenymi, protoZe ted neanalyzujeme, ale skladame — syntetizujeme
!) bazemi:

1 ., . 1
y(t) = c1bi(t) + c—1b_1(t) = §6J¢6‘72ﬂt + 567](;567327#.
Pomoci zndmého vzorecku o ndsobeni exponencial se d& upravit na

eI2mt+e | o—i(27t+6)
2

. ‘e o ) . . . joLe—do . -
Jakmile ale vidime néco takového, nemtizeme se udrzet a pomoci cos a = % (uz jsme jej tu

vidéli neékolikrat, ale opakovéani je matka moudrosti) upravime na:

y(t) = cos(2mt + ¢).

X

To nés samoziejmé potési, protoze jsme dostali naprosto presné pivodni cosinusovku. Obrazek
toto ilustruje pro jiz difve pouzitou cosinusovku x(t) = cos(2mt + %).

— x(t)
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1
2
modré komplexni exponenciély. Cervena je dana jako

. . j —q T . ¥ L. . v 2
Koeficienty vyjdou ¢; = %eﬂ 3 ac_1 = se 73 ajsou zfetelné jako mista startu cervené, resp.

1 .n .
Zel 3 ed2mt

a modra jako
L% gilmt
Je jasné vidét, Ze jsou komplexné sdruzené, “jdou proti sobé&” a skladaji se presné do originalni
) b
cosinusovky.

4.8 Shrnuti

V této kapitole jsme si osvézili pocitani podobnosti, resp. korelaci resp. promitani do béazi. Ve
se TeSi naprosto stejné: vynasobime neznamy a analyzacéni signal a v8e seCteme. V piipadé dis-
krétnich to bude opravdovym souc¢tem, pokud budou spojité, bude to pomoci integralu, ktery ale
budeme jako informatici stejné implementovat néjakou sumo

Vénovali jsme se analyze cosinusovky, kterd bude zdkladem nasi dalsi prace. Pomoci jiné cosi-
nusovky je analyza tézkopadna a muze nas Gplné zklamat. Pomoci komplexni exponencialy je to
lepsi: vysledek néas pfesné informuje jak o amplitudé, tak o pocateéni fazi cosinusovky.

Problémem je jen Ze z jedné komplexni exponencidly neposkladédme zpét cosinusovku a pri-
tomnost komplexnich ¢isel by mohla nékoho zaskoéit. Pfidame tedy jesté jednu — opacnou —
komplexni exponencialu, koeficienty vypocitame dva a pak uz pujde cosinusovka presné nasynte-
tizovat, je p&kné realné, s dobrou amplitudou i po¢ateéni fazi. Svét je krasny !

*V Python notebooku opravdu zadny integral nenajdete.
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Kapitola 5

Frekvenc¢ni analyza periodickych
signalt — Fourierova rada

V minulé kapitole jsme se docetli o po¢itani podobnosti s cosinusovkami a komplexnimi exponen-
cidlami. Ziskané védomosti ted vyuzijeme pro spektralni analyzu. Podstata je jednoducha: na
vstupu méame signal v ¢ase a mame vypocitat jeho frekvenéni representaci. U jakékoliv varianty
spektralni analyzy (uvidime, Ze nam jich bude postupné pfibyvat) nas zajimaji tii véci:

e kde jsou frekven¢ni komponenty signalu
e kolik je na které frekvenci signalu

e jak je na které frekvenci signal posunuty.

V této kapitole zacneme analyzou periodickych signald se spojitym ¢asem, kterou budeme
provadét Fourierovou fadou (FR), anglicky Fourier series (FS) Uz nazev “fada” napo-
vid4, Ze to bude sekvence ¢isel. Budeme jim fikat koeficienty Fourierovy fady nebo pozdéji
jen koeficienty. FExistuji rizné formy FR, ale my budeme pracovat s jeji komplexni formou, koe-
ficienty budou tedy komplexni ¢isla. Jejich umisténi ve frekvenci ndm odpovi na otézku “kde”,
jejich modul (absolutni hodnota) na otazku “kolik” a jejich argument (faze, thel) na otazku “jak
posunuty”.

V této (i ostatnich kapitolach zabyvajicich se spektralni analyzou, a bude jich v téchto skrip-
tech hodné...) si nejprve F R nadefinujeme. Pak si zkusime vysvétlit intuici — proé& je pro
analyzu periodickych signalt vhodna zrovna néjaka fada ? Poté provedeme odvozeni — pokud
jste pozorné ¢etli minulou kapitolu o podobnosti a lasce ke komplexnim exponencidldm, nebude to
nic slozitého. Nasledné budeme pomoci FR analyzovat typické signély a pak probereme nékteré
jeji vlastnosti — “co se stane s vysledkem FR, kdyz udélam se signdlem néco”.

5.1 Fourierova rada — definice

Méjme periodicky signal se spojitym ¢asem xz(t) = x(t + 11), kde T} je zakladni perioda v sekun-
déch. Zakladni frekvence signalu v Hertzich je f; = T% a zékladni kruhova frekvence signalu v

radidanech za sekundu je
27

?1.

1Joseph Fourier byl Francouz, takze jeho jméno budeme &st “zozef furié”, u rtznych Fad a transformaci budeme

w1 :27Tf1 =

rikat “furiérova’”.
*Pozor, je to “series” i kdy# je fada jen jedna, podobné jako “trousers”.
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5.1.1 Realna forma

FR existuje ve dvou formach. Prvni se snazi rozlozit signal z(¢) do harmonicky vztaZenych
cosinusovek. “Harmonicky vztazeny” zni trochu jako z psychologie, ale znamen4 to, Ze prvni co-
sinusovka ma kruhovou frekvenci w; a dal3i jsou na jejich nasobcich. Syntezaéni vzorec (tedy
jak poskladat signal z jednotlivych frekvenénich komponentii) je dan:

x(t) = co + Cp cos(lwit + ¢1) + Ca cos(2wit + ¢2) + Cs cos(3wit + ¢3) + . ..

Vzhledem k tomu, Ze koeficienti je teoreticky nekone¢no, upsali bychom si s takovym zapisem
ruku, a FR zapisujeme radéji takto:

2(t) = co+ > Crcos(kwit + d).
k=1

Co je v tomto vzorecku co 7 ¢g je konstanta, které elektrotechnici fikaji stejnosmérna slozka
(anglicky direct current, nebo DC-component). k je pofadové ¢islo cosinusovky, Cj je amplituda
k-té cosinusovky (“kolik?”), ¢y je jeji faze (“jak posunuté ?”) a k-ta cosinusovka tepe na kruhové
frekvenci kwi, ktera je k-nasobkem zéakladni kruhové frekvence wy (“kde 77).

5.1.2 Komplexni forma

V minulé kapitole jsme si ukazali, Ze s analyzou pomoci cosinusovek byvaji potize, proto budeme
sméfovat ke komplexnim exponencidlam. Komplexni podoba synteza¢niho vzorecku FR bude
vypadat takto:

z(t)=...+ Coge I3t o jeTI2t L eTdlent 4 ooy o eIt el L paedBent

a jeji kompaktni zapis je to, co ¢lovék najde jako “ta” FR:

+0o0
x(t) = Z cpethert (5.1)

k=—o00

Podobné jako u cosinusovek fikdme funkcim e/*1* harmonicky vztaZené komplexni ex-
ponencialy. ¢; jsou komplexni koeficienty, které “sedi” na k-nasobcich zakladni kruhové frek-
vence wy (“kde 7”). Oproti redlnému zapisu si jen zvykneme na to, Ze indexy k mohou byt kladné i
zaporné. Moduly koeficientti ¢, odpovidaji na otédzku “kolik?”, jejich argumenty na “jak posunuté
?77

Poloham a hodnotam koeficientii ¢, budeme kratce fikat spektrum — v pokracovani téchto
skript uvidime, Ze “spektrum” je genericky pojem a pro jiné signaly (neperiodické, diskrétni) se
pod nim muze skryvat néco trochu jiného.

co ma stejny vyznam u jako u zapisu pomoci cosinusovek — jedna se o stejnosmérnou slozku.
U ni by klidné mohla byt komplexni exponenciala s frekvenci nula: coe/%1t, ale vime, ze ¥ = 1,
takZe nadm zbude jen konstanta cg.

5.1.3 Vztah mezi komplexni a realnou formou

Obé dveé formy syntetizuji ten samy signal, takze musi jit jedna prevést na druhou. Pokud si
o . ves P N Jjae—ja
napiSeme znova tu redlnou a pouZijeme zndmy vzorecek cos @ = &&=

5——, muZeme redlnou formu
velmi jednoduse “zkomplexnit™:

> X Cp /s ot
z(t) =co+ ; Cy cos(kwit + ¢) = co + ; ?k <eJ(k“1t+¢k) + eI hwrt d’k)) )
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Kdyz navic pouzijeme dalsi dobfe znamy vzorecek e® = e%’ (oboji jsme nékolikrat délali v
matematické kapitole , dokézeme prepsat takto:

o (Ck_jon ihnt . Ok —ion —jhuort
=y + Z 76 e + 76 e .
k=1

Ted uZ staéi jen rozetnout sumu na dvé Gasti:

0o k=-1

Cn . .
= co+ E 7k6]¢ke]kwlt+ E : le—J(bke]kwlt’
k=1

k=—00

coz odpovida komplexnimu zapisu FR v ramecku. Stejnosmérné slozka cg je beze zmény a prevody
mezi parametry cosinusovek a komplexnimi koeficienty jsou jasné: je evidentni, Ze koeficienty c
a c_j jsou intimné spojené:

— %ej% c . = %e*jm. (5.2)

2 ’ 2

Slovné Feceno, “koeficient FR s kladnym k-¢kem bude mit modul dany polovinou amplitudy od-
povidajici cosinusovky a jako argument jeji pocatecni fazi, koeficient F R se zapornym k-ckem
bude mit také modul dany polovinou amplitudy odpovidajici cosinusovky a jako argument jeji
minus pocate¢ni faze.” Pokud bychom to chtéli naopak (tedy z komplexnich koeficientii pocitat
parametry cosinusovek), bude to docela prosté:

Ck —k

Cr = 2|ck| = 2|c_g|, ¢p =argep = —arge_y. (5.3)

Dvé komplexni ¢isla majici stejné moduly a opa¢né argumenty jsou oviem komplexné sdru-

zena, takze
ck = C .

Tuto vlastnost, ktera by se dala shrnout jako “pro realny signal jsou na kladné a na zaporné
frekvenci dvé komplexné sdruzena ¢isla” uvidime u v8ech Fourierovych analyz. Budeme si
pamatovat, ze plati pouze pro realny vstup (je nutné, aby bylo vSe komplexné sdruzené), neni
mozné, aby ze syntetizovaného signéalu, ktery méa byt realny “¢ouhalo” néco komplexm’h(ﬂ Pokud
budeme pomoci FR analyzovat komplexni signal, nebude to platit.

5.1.4 Vypocet koeficientit FR

Koeficienty FR nam obvykle nikdo neda, musime je ziskat vypoctem:

1

=_— [ x(t)e Iktqy, (5.4)
T Jr,

Ck

Uz jsme si povsimli, ze FR je vlastné rozklad do bazi e*1. V minulé kapitole jsme se nau-

¢ili hledani koeficientu projekce do béze (neboli korelace neboli podobnosti): provedeme s bazi
skalarni soucin a je to. Pokud je béze spojity signal, musime integrovat. V pripadé FR ma smysl
integrovat pouze pres jednu periodu signalu, protoze pak uz by nam to zadnou dalsi informaci
nepfineslo: signal se opakuje. Periodu k integraci si miazeme vybrat, kde chceme (proto je také u
integralu lisacky uvedeno jen “ptes T”, bez blizgiho uréeni odkud dokud). Nejéasté&ji to bude od 0
do 77 nebo od —% do %, ale sadomasochisté si mohou klidné vyzkouset integraci i od 1006.1 T}
do 1007.1T7 — vyjde to stejné.

SP#i numerickém poéitani se nam vysledek nemusi povést aplné realny kvili numerickym nepfesnostem. Velmi
doporucuji ho pro jistotu nakonec “zreélnét”, v numpy napt. pomoci np.real ()
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Poviimnéme si, Ze jadro transformace (neboli jeji baze) e/*1* je stejna jak u syntezacniho

vzorecku tak u synteza¢niho lisf se jen znaménko, Toto bude platit pro viechny Fou-
rierovy fady a transformace, které dale v tomto kursu uvidime.

Pii hledéni koeficienti FR muZeme postupovat tfemi zptusoby, které uvidime v prikladech
nize:

e v pfipadé signalu analyticky zadaného pomoci cosinusovek nebo komplexnich exponenciél
nebudeme nic integrovat, ale koeficienty ¢ prosté spocitdme — viz priklad kresleni koefici-
ent v sekci

e pokud je funkce analyticky zadana, pokusime se integral vyfesit a pfijit na analytickou
formu koeficienti ¢;. To uvidime nap¥. pro pocitani koeficienti pro sled obdélnikovych
impulsii na za¢atku sekce [5.4.3]

e Pokud analyticky vypocet nejde nebo méme signél zadany pomoci vzorkt, spocéitame in-
tegral numericky tak, jak jsme to vidéli v sekci Uvidime, Ze takovy postup vede na
definici Fourierovy transformace s diskrétnim ¢asem, ale o tom az pozdé&ji v kapitole

5.2 FR — pro¢ ?

vvvvvv

Python notebook obsahuje generovani cosinusovky na 440 Hz (komorni “a”), Jedna se o “nezaji-
mavy a plochy zvuk”, srovnejte ho s krésou, kdyz se podobné “a” zahraje na kvalitnich housliclﬂ
Jak to Ze je houslovy zvuk krasny a bohaty 7 Kromé zakladni frekvence obsahuje jesté vyssi
harmonické, coz jsou nasobky zakladni frekvenc«ﬂ Vysvétleni je na nasledujicim obrészﬁ

A=21
A=1
a=2
3
a=1
2

Délka struny je [, ale struna kmita v riznych médech — vinovéa délka A pro zékladni méd je
2] (struna kmita jen do poloviny cosinusovky), dalsi m6d ma vlnovou délku [ (cela vlna), atd.
Frekvence struny je v vilnové délce vztazena pomoci

°
f’

kde A je vlnova délka, ¢ je rychlost §ifeni zvuku (pozor, neni to obligatnich 330 m/s, zavisi na

A=l =

‘napi. https://www.youtube . com/watch?v=Dv2Hm5tQfBA od 26. sekundy.
SPokud jste chodili do hudebni teorie, mozna jste slyseli “alikvotni tény” nebo “alikvoty”.
Supiraténo z https://physics.fme.vutbr.cz/ mcerny/BF/labiny/struna.pdf
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materialu a tloustce struny), 7" je perioda a f je frekvence. Pokud do odvozeného vztahu

> o

budeme postupné dosazovat za A hodnoty 21, [, ..., dostaneme Fadu frekvenci, kde 2/ bude odpo-

tvv

vidat té nejnizsi (zakladni) fi a v8echny ostatni budou jeji nasobky.

Kmitani struny v jednotlivych médech ale neexistuji izolované, vSechna kmitani se séitaji
a vysledkem je jeden jediny sloZity periodicky Signé]ﬂ Podobné se chovaji dalsi zdroje zvuku z
realného svéta jako trubice (dechové néstroje, ale tieba také pistalka), a velmi dilezity zdroj
zvuku, ktery potfebujeme pro kazdodenni komunikaci — lidské hlasivky. FR nenf omezena jen
na zvuk, ale i na dalsi periodické déje — daji se analyzovat t¥eba i vibra¢ni signaly z rotoru
helikoptéry, z mostu nebo od béziciho ¢lovéka nasnimané pomoci akcelerometri.

5.3 Spektra a intuice

U frekvené¢ni analyzy je dobré budovat si hned ze za¢atku intuici. Zkusme se podivat pouhym
okem na nésledujici t¥i signaly (v8echny jsou periodické se stejnou periodou 77) a Fici si, jak bude
vypadat jejich spektrum.

Prvni signal se hodné podoba stejnosmérnému, ktery se viibec neméni (méa frekvenci nula).
Ve spektru bude tedy dominovat koeficient ¢y popisujici stejnosmérnou slozku, dalsi budou velmi
malé — a pravdépodobné budou pfitomny pouze c¢; a c_1, protoze to vypad4, Ze signal obsahuje
pouze malou cosinusovku na zakladni frekvenci. Pomalu se ménici signial ma tedy velmi
uzké, ‘“nizkofrekvenéni”’ spektrum. Odpovida to tfeba nejtlustsi struné na baskytare nebo
nejvétsi pistale kostelnich varhan — jejich zvuk se méni pomalu (jednotlivé kmity muzeme skoro
citit), bude tedy na nizké frekvenci.

Druhy signal se méni vice, ale d& se o ném Fici, ze je pomérné “hladky” a pokud se zaméfime
na Casy tésné vedle sebe, zména tam nebude velki. Kromé zakladni frekvence dané periodou T3
obsahuje jisté jesté néjaké dalsi, ale nebude jich moc. VSimnéme si, zZe signal neobsahuje Zzadné
“ostré hrany”. Se signdly tohoto typu se okolo sebe setkdme dosti ¢asto: bézné fyzikalni systémy
maji setrvacnost (at uz zdroje nebo prostiedi, kterymi se signaly $i¥i), proto nemohou svou
hodnotu zménit béhem nekonecéné kratkého ¢asu. Budou mit tedy spektrum omezené néjakou
maximaélni frekvenci.

Treti signal ma také periodu 77, ale jeho charakter je tiplné jiny — obsahuje spoustu ostrych
hran, které zaru¢ené vybudi vysoké frekvence (tenka struna na ukulele se hybe rychle, jeji frek-
vence bude tedy vysoka). Tento signal bude mit tedy velmi §iroké spektrum jdouci do vysokych
frekvenci (spousta koecifientti ¢, bude nenulovych). Extrémnim pfipadem takového signalu je
sled obdélnikovych impulsy s ostrymi hranami, ktery ma teoreticky koeficienty FR nenulové az
do k = co. Vice v sekci[5.4.3]

"0 tom, Ze jsou ve zvucich pFitomné daldi zvuky, védi dobfe hradi na strunné nastroje - nizké harmonické se daji
zatlumit a struna pak zni jen na téch vyssich - tzv. flazolety.
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x1(t) Xa(t) Xx3(t)

2.0
2
—— ™ ——T  — T —
5 1.5
4 14 1.0 4
3 0.5
0 0.0
2 .
-0.5 A
14 1
-1.0 1
oA
-1.51
—-24
-0.1 0.0 0.1 0.2 0.3 -0.1 0.0 0.1 0.2 0.3 -0.1 0.0 0.1 0.2 0.3

5.4 Kresleni vysledku FR a ptiklady

FR je dana jako fada ¢isel: komplexnich koeficientii ¢, které bychom mohli vysypat napt. do
tabulky. Od spektra si ale slibujeme, Ze ho budeme moci zobrazit jako graf: frekvenci pékné na
ose x, hodnoty na ose y. Hodnoty frekvence na ose x zndme: budou to nasobky zakladni kru-
hové frekvence wy. Hodnoty budeme kreslit jako jednotlivé vzorky — “latky do plotu”. Drobnym
problémem je to, Ze koeficienty ¢ jsou komplexni, na zobrazeni nam tedy nebude stacit jeden ob-
razek, budou potieba dva. Mohli bychom sice koeficienty rozdélit na realnou a imaginarni slozku,
ale pfipomeneme si, Ze od spektra ofekdvame odpovédi na otézky “kde?”, “kolik?” a “jak posunuté
?” Radéji si tedy udélame prvni obrazek s moduly (“kolik?”) a druhy s argumenty (“jak posunuté

7).
5.4.1 FR komplexni exponencialy
Komplexni exponenciala “bez ni¢eho” na kruhové frekvenci wy:
z(t) = e/t
je ten nejjednodussi mozny signal. Pokud se podivame na “syntezacni’ vzorecek, zjistime, Ze jeji
FR m4 pouze jeden jediny ¢len a koeficient nésobici tu jedinou komplexni exponencialu je ¢; = 1.

Spektrum takového signalu bude tedy trapné jednoduché, nap¥. pro wy = 20007 rad/s (odpovi-
dajici oby¢ejné frekvenci f; = 1 kHz) bude vypadat takto:

1.01
0.8

0.6

ekl

0.4 1
0.2 1

0.0
—10000 —7500 —5000 —2500 0 2500 5000 7500 10000

0.04
. 0.021
S
5 0.00 4 L
©
—0.02 A
—0.04 A
—10000 —7500 -5000 -2500 0 2500 5000 7500 10000
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Nécéim nasobena komplexni exponenciéla
_jE jw t
x(t) = 3e /5l

bude jen o néco malo zajimavéjsi — jeji prvni a jediny koeficient FR m4 hodnotu ¢; = 3e¢775 a
zobrazime ho takto:

—10000 —7500 —5000 —2500 0 2500 5000 7500 10000

arg(ck)

—0.6

—10000 —7500 —5000 —2500 0 2500 5000 7500 10000
w

Vs8imnéme si, Ze v tomto piikladu jsme se tspésné vyhnuli jakémukoliv integrovani.

5.4.2 FR cosinusovky a smési cosinusovek

Pro jednu cosinusovku
x(t) = Cy cos(wit + ¢1)
budeme postupovat pomoci pfevodnich vzorecku “pulka amplitudy a stejna, resp. opacné
taze™ ¢y = %ej¢1, c_1 = %e‘j‘m.
Pokud bude cosinusovek vice, prosté si to nékolikrat zopakujeme, hlidame ale, zda jsou har-
monicky vztazené (tedy zda existuje zakladni frekvence wy a jeji nasobky). Naptiklad pro signal
opé&t na kruhové frekvenci w; = 20007 rad/s (odpovidajici obycejné frekvenci f; = 1 kHz)

x(t) = 3 + 2cos(20007t) + 1 cos(40007t + g) + 3 cos(60007t — g)

x(t)

—0.0020 -0.0015 -0.0010 -0.0005 0.0000 0.0005 0.0010 0.0015 0.0020
t

jsou hodnoty koeficientii FR nésledujict:

1 .= T
=3, =1 c¢_1=1, 02256]2, c-2 = e Iz
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Nakreslime je takto:

3

2

”TT TT[

—2(;000 —15‘000 —16000 —5600 (I) 50‘00 10600 15600 20600
i {

04 L 3 3 $ 2

- 1

-20000  -15000  -10000  —5000 0 5000 10000 15000 20000

¢kl

arg(ck)

a uvédomime si, ze par ¢ar na jedné frekvenci v hornim i spodnim obrazku definuje jeden koefi-
cient ¢ (nahofe je jeho modul, dole je argument).

Skladani ptivodniho signalu pomoci konstanty a t¥i cosinusovek dopadlo dobfe, je vidét, ze
soucet byt jen tii cosinusovek dokéze dat dohromady pomérné slozity puvodni tvar signalu. I
tady jsme se obesli bez integrace.

Co
Cycos(lwrt+ ¢1)

61 —— Ccos(2wst+ ¢2)
—— C3c0s(3wit + ¢3)
4 1 }— soucet
| I N . W
V V vV V

—0.0020 -0.0015 -0.0010 -0.0005 0.0000 0.0005 0.0010 0.0015 0.0020
t

x(t)
N

5.4.3 FR sledu obdélnikovych impulst

Chceme vypocditat koeficienty FR periodického sledu obdélnikovych impulsti:

(t) = D pro —ggtﬁg
1 0 pro —%§t<—gag<t§%

s periodou 7. Poméru %, kdy signél v ramci jedné periody “pracuje”, se fika st¥ida, americky
duty-cycle.
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Intuice popsana vySe nam pravi “jsou tam ostré hrany, budou tedy zfejmé generovat vysoké
frekvence”. Pripravime se tedy na to, Ze koeficientu c¢; bude vice nez v minulych prikladech. V
tomto piikladé si kone¢né zaintegrujeme. Pied vlastnim feSenim budeme ale muset provést malou
matematickou pripravu:

Priprava 1. — kardinalni sinus

Budeme potiebovat kardinalni sinus definovany jako:

sinc(x) =

Sinmﬂ pro x #0
1 pro x =0

Pro z = 0 by vyslo délen{ nuly nulou, proto je v tomto bodé hodnota “natvrdo” nadefinovana jako
1. Spole¢né s originalnim sinem a linearni funkci = (zmenSenou 15x, aby se vlezla) nam obréazek
kardinalniho sinu

1.0 4 —— sin(x)
—— x/15
mmm Sinc(x)

0.5 A
0.0 A
—0.5

-104 Y

dava jasnou predstavu o chovani funkce sinc(z): mé tvar “mexického klobouku”, pro x = 0 méa
maximum 1 a pak prochézi nulou pro kazdy nésobek 7 a postupné slabne.

Prosim dejte pozor na funkci sinc(x) v Matlabu nebo Pythonu: v obou pfipadech je tam
sin(mx)
T

definovana jako kdezto v ISS je to bez w. Je tedy dobré pouzit ji takto: np.sinc(x /

np.pi).
Vypocet integralu z e/*Y aneb “Sebestova pomiicka” (SP)
Za chvili (a pak v riznych obmeénach jesté nékolikrat) uvidime integraci
b .
I(z) = / eIy,
—b
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Bude tedy dobré se na ni nachystat, podobné, jako to u¢il mé pan profesor gebest‘aﬁ7 kdyz jsem
trpél v prvnim kursu o signalech. V exponentu miize byt bud plus nebo minus, vychézi to stejné.

Vypocet rozdélime na dva piipady: pro = 0 je to jednoduché, protoze e’ = 1 a integral z
konstanty 1 od —b do b je prosté 2b. Pro pro x # 0 musime z vnitfku integralu vyrobit primitivni
funkci, integral pak spocitadme jako jeji hodnotu pro horni limit minus hodnotu pro spodni limit

(viz sekce [2.4.2)):

e:i:j:py:| b ej:pb _ e—jmb

I(z) = [

Vysledek je néjak moc slozity, ale pfipomind nam znamy vzorecek pro definici sinu pomoci dvou
) ) 3
, ., . Jx_o—Jj . . ’
komplexnich exponencial sina = % Co ale s dvojkou, kterou ve vztahu neméme 7 Nenf
problém rozsitit zlomkem % = 1, a mizeme upravit na

tjr | _, jx

I(z) = 2ejwb —'e_ij _ 2Sinb1:‘
25 T

Se sinem uz dokizeme pracovat, ale jelikoz jsme se ptfed chvili nauéili funkci sinc, radi bychom
vztah pfitesali do podoby, kdy v argumentu sinu a ve jmenovateli bude to samé. PomtiZzeme si
stejnou fintou, rozsifime zlomkem % =1, a dostaneme:

sin bx

I(z) = 2b
(z) -

= 2b sinc bzx.

Pro hodnotu = 0 nam sinc dava jednicku, takze vzorec funguje i pro tento piipad. MuZeme si
tedy poznamenat

I(z) [eijmyr 2b sinc b (5.5)
T) = - = 2b sinc bz |, .
tjr | _,

Hrrr na periodicky sled obdélnikovych impulsi!

Matematické pifprava je za nami, vzhiru na pocitani FR sledu obdélnikovych impulsii. Z obrazku
signélu je patrné, ze signal je symetricky okolo nuly, integraéni interval tedy nastavime od minus
pilperiody do plus pilperiody, podle vzorecku pro pocitani koeficientt FR:

T
1 [tz

= — e Thwit gy
T ) n z(t)e

Ck

Pro ¢ mimo —g do g ale nema cenu se naméhat: signal je zde 0, nasobeni s komplexni exponen-
cidlou bude tedy také 0 a nic zde nenaintegrujeme. Mizeme tedy integrovat pouze od —g do g,
zde je signal konstantni, takze jeho velikost D miizeme dat rovnou pred integrél:

I )
1 ’ De ket gy — 2 ’ e~ Ikwit gy,

C = —
T1 _% T1 _g

Pro vypocet integralu pouzijeme difive odvozeny vztah — Sebestovu pomicku, kde bude ¢ = Y,
b=19/2 ax = kw;. Diky tomu mtizeme pro k-ty koeficient Fourierovy fady ¢ psat:

D 4 9 9 Y
L = ﬁ2§sinc (2kw1) = Dﬁsinc (2kw1> .

*https://www.urel.feec.vutbr.cz/index.php?page=detail&lang=&pers=53
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Na tomto misté bychom se jako informatici mohli zastavit, zamnout si ruce, prohlasit poc¢itani
za hotoveé, vzit oblibeny matematicky software (jde to dokonce i v Microsoft Excel!), vygenerovat
sekvenci k v n&jakych rozumnych limitech (t¥eba od -20 do 20, kdyZ to nebude p&kné, da se to
zménit. . . ) napsat na jednom fadku vztah pro vypocet koeficientii ¢, zméacknout Enter a vysledek
zobrazit. Spektrum periodického sledu obdélnikovych impulsi je ale ve zpracovani signélu tak
dilezité, ze se je naucime kreslit od ruky. A i kdyZ nam funkce sinc sype pouze realna ¢isla,
budeme kreslit tak, jak se pat¥i, tedy do dvou obrazki: v tom hornim budou moduly koeficientt
¢, ve druhém argumenty cg, samoziejmé na spravnych frekvencich.

Zacneme pomocnou funkci s obecnou kruhovou frekvenci w:

9 . v
Dﬁsmc (2w> .

Funkce sinc ve své zékladni podobé prochéazi vodorovnou osou kazdy néasobek 7. Zde je ale v

vvvvvv

—Wy = T,

|

takZe néas kardinalni sinus bude prochazet nulou pro nasobky

Siiku “laloki” funkce sinc bude tedy uréovat pouze Sfika impulsu ¥, v nepfimé améie, takze
Sirsi (pomalejsi) impuls povede k uzsimu spektru, uzsi (rychlejsi) impuls k 8irsimu spektru. To
odpovidé intuici!

Pro rozdéleni do modulového a argumentového obrazku musime sinc rozdélit na modul a ar-
gument. Funkce sinc dava jen realna ¢isla (levy obrazek), takze pro modul to bude jednoduché:
udélat absolutni hodnotu funkce umime. U argumentu si musime uvédomit, Ze pro kladné hod-
noty kardinalniho sinu bychom méli pouzit nulu (sadomasochisti mohou pouzit jakykoliv nasobek
27...), ale pro reprezentaci zapornych ¢isel mame na vybér:

—hodnota = hodnota /™ nebo hodnota ¢ 7.

Vytesime to tak, ze pro kladné kruhové frekvence budeme pouzivat 4+, pro zaporné —m. Jedna
se ale jen o domluvu, aby byl vysledek pékny, matematicky je jedno, zda bude argument kladné
nebo zaporné m a matematickym softwartim je to aplné jedno: podle toho, jak jim numericky
V)’pr%Tt vyjde Vam daji sekvenci +7 nebo —7 a je na Vas néco s tim udélat, pokud se Vam to
nelib

% Numpy miiZete zkusit numpy . unwrap ().
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DY/T; A DY/T;

[ckl

—Swyx—4wx—3wx—2wyx —Wx 0 Wy 2Wy 3wy 4wy Swy —Swyx—4wx—3wx—2wyx —Wx 0 Wy 2Wyx 3wy 4wy Swy
w

+r

—Swy—4wx—3wx—2wx —Wx 0 Wx 2wy 3wy 4wy Swy
w

Jakmile mame pomocnou funkci hotovou, mtzeme pod ni “nast¥ilet” koeficienty cg. Umisténi
bude jednoduché, budeme je prosté déavat na nasobky zakladni kruhové frekvence wy:

DY/T; A
0_
12Mn 16Mn
+7 Py Py Py
4
& -10w1-9w1 8wy -7Twi -6bwi -5wi F4wi -3wi 2w —wy; 0 w1 2wy Bw; w1 S5wi Pwi [Tw; w1 9w; 10w,
o 0 L J L J L 4 L L 4 . . 4 L J L ]
© -10 -9 6 -5 2 -1 o 1 2 5 6 9 10
=TT A @
-16Mn -12Mn -8Mn -4Mn 0 AMn 8Mn 12Mn 16Mn

Zelené jsou v obrazku oznaceny indexy koeficientti k. Opét si uvédomime, Ze jeden koeficient
¢k je dan svym modulem (horni obréazek), argumentem (spodni obréazek) a “sedi” na frekvenci

kw1 . Uvédomme si také, ze zakladni kruhova frekvence w; sice urcuje, jak budou koeficienty velké
(protoze je k ni vztazena perioda T a velikost nejvyssiho koeficientu je dana jako %9), ale v

Moy

zadném pripadé neurcuje §itku “laloki” spektra — ta je dana pouze a jediné Sifkou impulsu 9.
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Priklad a demonstrace syntézy

Vypocet si nyn{ demonstrujeme na piikladu se skuteénymi hodnotami parametra obdélnikt: Ve-
likost impulsi bude D = 6, zdkladni perioda 71 = 1 us, $ifka impulsu ¥ = 0.5 us.

6-—‘ —

£3

2 .

1 -

O .

-1 0 1 é 3 4
t[us]

St¥ida (duty cycle) bude tedy 50%, zakladni frekvence f; = 1 MHz, a zakladni kruhova frek-
vence w; = 2 x 1067 rad/s. Pomocna funkce bude prochazet nulou pro w, = %’T = 053% =

47 x 1076 = 4M 7. Dovolim si pouzit oznaceni “4 megapi”, podobné jako se pii p¥ipravé rozpoctii
pouzivaji mega-koruny, kilo-Eura, apod. VSimnéme si, Ze w, je pravé dvojnasobkem zékladni
kruhové frekvence wq, proto ndm pomocna funkce “zabije” viechny koeficienty se sudymi indexy,
kromé toho nultého. Posledni hodnotou, kterou budeme potfebovat, je velikost nultého (nejvét-
siho) koeficientu:
DY  6x0.5x107° _ 3
T, 1x106 7
Vsimnéme si, Ze velikost nejvétsiho koeficientu je dana amplitudou signalu nésobenou st¥idou —
¢im vice signal “pracuje”, tim je stfedni hodnota (cy) vyssi, hodnoty D by doséhla pouze pro
konstantni (stejnosmérny) signal.

[kl
-
w

-16Mn -12Mn -8Mn -4Mn 0 AMn 8Mn 12Mn 16Mn

arg ¢k
®
®

Y )

-16Mn -12Mn -8Mn -4Mn 0 AMn 8Mm 12Mn 16Mn
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Moduly koeficientii se sudymi indexy (kromé k& = 0) jsou zahubeny. Jak je to ale s jejich
argumenty — je spravné, ze napi. pro ¢z je to 0 a argcy = m 7 Odpoveéd zni: je to jedno. Pokud je
modul komplexniho ¢&isla nulovy, mtZzeme s jeho argumentem “tocit” jak chceme a stejné to bude
nula.

V nésledujicim obrézku budeme demonstrovat syntézu signidlu pomoci synteza¢niho vzorce
V levém sloupci jsou komplexni exponencialy c,e?*1t (Gervend) a c_pe 7F1t, v prost¥ednim
sloupci cosinusovka, do které se posklddaji a v pravém sloupci postupné pfi¢itame k vyslednému
signalu — syntezaéni vzorec [5.1] neni proveden cely, ale pouze do k, kde pravé jsme. Sudé in-
dexy koeficientn budeme preskakovat, protoze jejich hodnoty jsou nula, takze nam nic nepiidaji.
Pouzité komplexni exponenciély (a i cosinusovky) budou tedy na zakladni frekvenci, pak jejim
3-nasobku, 5-nasobku, atd. Pro prehlednost si ukdzeme jen dvé periody syntetizovaného signalu.
Zatimco u komplexnich exponencial a komponentnich cosinusovek jsme nechali Python, at si na-
stavi osy, u postupné kumulovaného vysledku je drzime porad stejné.
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Je vidét, jak se priddavanim dalsich a dalsich komponenti vysledek postupné zpfesiuje.
Abychom ale dostali dokonale “hranaty” signal, museli bychom jit az do kK = oco. Oproti tomu,
pro diskrétn{ variantu FR (kterou uvidime pozdéji v kapitole dokazeme ptivodni signal po-
sklddat pomoci kone¢ného poc¢tu komponent.
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5.5 FR jako projekce do bazi

V kapitole (4] jsme se dostateéné vyradili s podobnosti, bazemi a projekcemi do nich. Syntezac¢ni
vzoretek FR (mame ho vyse jako ale pojdme si ho zopakovat):

+oo '
z(t) = Z cpetkort

k=—o00
neni nic jiného nez rozklad signalu do bazi
b(t) = elkwtt,

Oproti kapitole[d]si jen musime zvyknout na to, Ze k mize byt zaporné. Jako hloubavi lidé bychom
chtéli zjistit, zda jsou takové baze dobré:

5.5.1 Ortogonalita bazi FR

Jako prvni bychom méli zjistit, zda jsou baze FR ortogonalni: pro jakykoliv par bazi k a [ by
mélo platit, ze pokud k # [, bude jejich skalarni soucin nula. Skalarni sou¢in musime realizovat
pomoci integralu, neb baze jsou funkce ¢asu a tu druhou nezapomeneme napsat jako komplexné
sdruzenou, protoze je komplexni. Integrujeme pouze pres zédkladni periodu 77 — obé béze jsou
periodické, takze jinde to jisté nemé smys

< be(8), bi(t) >:/

bk(t)b‘lk(t)dt = / €jkw1t€_ﬂw1tdt'
T

Ty

To se da upravit na:

/ el k=Dt gy
T

a vzhledem k tomu, ze k # [, bude k — [ urcité celé ¢islo, ne nula. Jedna se tedy o komplexni
exponencialu, ktera za jednu periodu “udéla” |k — [| otacek, pokud k& — [ bud kladné, pijdou
proti sméru, pokud k — [ bude zaporné, po sméru hodinovych rucicek. V matematické kapitole
(sekce jsme si ovSem vysvétlili, Ze integral jedné celé otacky komplexni exponencialy pres
jednu periodu bude nula (protoZe se na ni vzdy najdou dvé komplexni ¢isla lezici pfesné proti
sobé&) a toto bude platit, i kdyZ jednu otacku zopakujeme |k — [|-krat a to v jakémkoliv sméru.
Integral je tedy nula a my jsme dokazali, Ze baze FR jsou ortogonélni.

5.5.2 Normalnost bazi FR

Tady staci dokazat, Ze suma hodnot baze na druhou je rovna jedni¢ce. Baze je funkce, budeme
tedy opét integrovat a dame si pozor na to, ze baze je komplexn{ — rozhodné tedy pouzijeme
absolutni hodnotu:
be(t))2dt = [ |71t 2dt.
T1 Tl
S komplexnimi exponencialami uz jsme ale zna¢né zb&hli a vime, ze absolutni hodnota, e? ¢okoliv
je 1. Proto se vypocet redukuje na
/ 1%dt =T
T

10Skalarni soudin zapsany pomoci Spicatych zavorek najdete hlavné ve francouzské literatuie, ale je to dobry kom-
paktni zapis, zvykejte si. . .
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(integrujeme konstantu 1 pfes periodu T} ), vysledkem je tedy plocha obdélnika o rozmérech 1x 77,
a to bychom méli zvladnout. Vysledek nés ale neuspokojuje, protoze aby byla baze norméalni, méla
by byt norma 1. Proto bazi donutime byt normalni tak, Ze v analyza¢nim vzoretku[5.4 vynasobime
T% a je to vyteSené.

5.5.3 ¢y a stfedni hodnota

O koeficientu cq jsme fekli, Ze bude reprezentovat stfedni hodnotu signalu. Ta se u periodického
signalu spocita jako
1

I=—
T o,

x(t)dt (5.6)
(aplné stejné, jako kdybychom jako p¥i poéitani klasického priméru poséitali hodnoty a pak
podélili jejich po¢tem).

Podle analyzaéniho vzorecku je ale také ¢y dan projekci do baze, a to do velmi specialni nulté
béaze by = /%1t Uz ale vime, ze e = 1, proto je tato baze prosté konstantni signal o hodnoté 1.
Proto . )

co =< x(t), bo(t) >= — [ x(t)ldt = = [ x(t)dt,
T Jr T Jn
coz je opét vzorecek pro vypocet stfedni hodnoty.

Pro periodicky sled obdélnikovych impulst v sekci mé nulty koeficient hodnotu ¢y = %9.
Pokud si zkusime jednu periodu takového signéalu zintegrovat, zjistime, Ze signél je aktivni jen po
dobu ¥ a ma velikost D, podle vztahu [5.6] je tedy st¥edni hodnota

9
1 [2 1
— Ddt = —D?9.
Tl /129 T1

Dokazali jsme tedy, ze koeficient ¢y obsahuje spravnou st¥edni hodnotu.

5.6 Vlastnosti FR

Pro vysvétlovani vlastnosti budeme pouzivat piiklad s obdélnikovymi impulsy, frekvenci 1 MHz
a st¥idou 50%, jak jsme ho vidéli pred chvili.

5.6.1 Linearni kombinace signala

Méame dva signaly: x1(t) a x2(t), prvni ma koeficienty FR c1,; a druhy cp ;. Pokud je pondsobime
néjakymi redlnymi konstantami a, b a se¢teme, fikame, ze jsme provedli jejich linedrni kombinaci:

x(t) = ax1(t) + bxa(t).

Pro praci s FR musi mit oba shodnou periodu Tj. Koeficienty F R vysledného signalu jsou pak
dény toutéz linedrni kombinaci
¢k = acy i + bea g,

jinymi slovy “ponasobime je témi stejnymi konstantami a se¢teme”. Je jasné, pro¢ je pro FR
podminka shodné periody T;: koeficienty obou signalti musi padnout na sebe, aby se mohly s¢itat.
Této vlastnosti se ¥ika zachovani linearni kombinace a bude nés v ISS provézet po celou dobu
u frekvenénich transformaci i u filtrdll

11y 1SS linearitu neopustime, ale jakmile si za¢nete hrat se strojovym uéenim, nevyhnete se ji — neuronové sit& jsou
plné nelinearit.
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5.6.2 Posun nahoru nebo dold

Je dan signal x(t) s koeficienty FR ¢, (ty uz mame spocitané) a signal y(t), ktery se od x(t) lisi
jen o konstantu:

Elektrikaii okamzité feknou, ze k signalu je pfidana kladna nebo zaporna stejnosmérné slozka.
Hledédme koeficienty FR vysledného signalu ¢, ;. Dbame na to, abychom zde i v dalsich piikla-
dech zachovali princip maximalni lenosti a maximalni recyklace — pokud uz mame néco
spocitané, je to potieba zuzitkovat!

VyuZzijeme poucku o skladani signali pomoci linearni kombinace, zjistime, Ze y(t) muZeme
pokladat za soucet dvou signalii: toho pivodniho z(t) a stejnosmérného s hodnotou K. Stejno-
smérny signal ma ovSem pouze jediny koeficient a to nulty, a ten ma hodnotu pravé K. Prohlasime
tedy, Ze:

R Cpk +K pro k=0
Yok Cak jinde

a odchazime se posilnit do oblibené restaurace.

Nasledujici piiklad je pro periodicky sled obdélnikovych impulsi, které jsou ovSem centroviny
okolo hodnoty 0:

x(t)
o

t [us]

Ten miizeme rozlozit na ptuvodni signal (viz vySe) a konstantni o hodnoté -3. Konstanta o
hodnoté -3 mé nulty koeficient FR-3 (pokud trvame na tom, ze koeficienty FR ma ji byt komplexni
¢isla vyjadiena pomoci modulu a argumentu, bude to 3e/™ nebo 3e ™™, ale zde neni potieba si
délat nasili). Koeficient ¢, o nového signalu bude tedy 3 — 3 = 0 a to bude jedina véc, ktera se na
spektru zméni. Recyklace tedy byla témér dokonala.
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5.6.3 FR signalu se zapornym znaménkem

Je dan signél z(t) s koeficienty FR gk (ty uzZ mame spocitané) a signal y(t), ktery se od x(t) lisi
jen znaménkem:

y(t) = —z(t).
Hledame koeficienty FR vysledného signalu cy,k- Podle principu maximéalni lenosti opét vyuZzijeme
poucku o linearité, navic zjednoduSenou, protoze zadny jiny signil nemame. Konstanta a = —1,

koeficientim FR tedy sta¢i zménit znaménko a mame vysledek:
Cyk = —Cgk-

Jak to ale realizovat v grafu, kde mame koeficienty rozbité na modul a argument ? VyuZzijeme
toho, Ze pokud mame kladné redlné ¢islo g a potFebujeme z néj udélat zaporné &islo komplexnimi
operacemi, stac¢i, kdyz modul ponechame a ddme mu argument m nebo —x. U zépornych ¢éisel to
udélame naopak: zapornému ¢islu odebereme argument © nebo —7 a vnutime mu argument nula:

n
=TT
/’ N
/ N
o -g ’I \‘ g
© 0 - - 1 1 ——
— 1
\\ /
\ /
\ /
\\ ,/
Seo -
—I
T
Real
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Ukazme si vysledek na nasem oblibeném signalu, ktery oto¢ime:

. |
B 0 i 2 ; a
t[us]

U vsech koeficientt ¢, musime vyménit znaménko, proto v argumentech ménime 7 nebo —7
na nulu a naopak. Respektujeme zavedeny princip “krasy Fourierovych fad”, proto pro kladné
frekvence pouzivame kladna 7 a pro zaporné —m. Na moduly nesahame. Argumenty sudych ko-
eficienti (kromé toho nultého) nefesime, protoze jejich moduly jsou stejné nula. Vsimnéme si, Ze
stejnosmérna slozka (koeficient ¢g) dostala argument 7: to je v poradku, protoZe je to zaporné
realné ¢islo. Pokud by argument koeficientu ¢y vysel jinak nez nula, m nebo —m, bylo by zle.

ekl
=
w

-16Mn -12Mn -8Mn -4Mn AMn 8Mn 12Mn 16Mn

€ o

arg Cg

-16Mn -12Mn -8Mn -4Mn 0 AMn 8Mn 12Mn 16Mn

5.6.4 FR zrychleného & zpomaleného signalu

Je dan signal x(t) s koeficienty FR ¢, (ty uz mame spocitané) a signal y(t), ktery se od z(t) lisi
¢asovou modifikaci:

y(t) = x(mt).

Hledame opét koeficienty FR vysledného signélu c, ;. Jak jsme vidéli v zakladni kapitole o sig-
nalech (sekce [3.5.4]), pokud je m > 1, bude se jednat o zrychleni, pokud m < 1, bude signéal
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zpomalen. Signal y(¢) bude tim padem mit jinou periodu: ozna&ime-li periodu toho pivodniho

T, bude

T
Tyq = m

(intuitivni kontrola: pokud m > 1, bude signal rychlejsi, perioda bude tedy kratsi, takze m-kem
musime délit). Podobné bude nova zakladni kruhova frekvence

Vypocet novych koeficientii mizeme pomoci analyza¢niho vzorecku zapsat jako

1

. 1 '
x(mt)e‘fkwyvltdt - / .T(mt)e_]kwlmtdt,
mTy

C k —
y,l ly,l m

Matematici by jisté okamzité provedli substituci mt za jinou proménnou, my obycejni lidé se
spokojime s konstatovanim, Ze v integréalu se “potkd” naprosto ten stejny signal s naprosto tou
samou komplexni exponencialou, jen se bude integrovat kratsi (pro m > 1) nebo delsi (prom < 1)
dobu. Rozdil bude ale kompenzovan tim, Ze se normalizuje pivodni periodou nasobenou m, takze
vysledné koeficienty vyjdou naprosto stejné:

Cng = Cx,k-

Znamené to ale, Ze pfed odchodem do restaurace mizeme opravdu copy-pastnout naprosto to
samé spektrum ? Ne tplné, koeficienty ¢, j, maji sice hodnoty stejné jako ptivodni c; x, ale “sed{”
na jinych frekvencich, proto by bylo slusné prekalibrovat frekvenéni osu.

Piiklad je pro nas signal, kterému jsme zvysili frekvenci na f; = 2 MHz (tedy m = 2):

6 —‘ —

-0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
t [us]

Dalo by se fici, Ze kromé frekvenéni osy se vlastné nic nezmeénilo, takze jsme to moZzné mohli
copy-pastnout pfimo, ale pozor — pii analyze ¢ehokoliv jsou spravné frekvence na vodorovné ose
naprosto kritické.
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-32Mn 24Mn -16Mn -8Mn 0 8Mn 16Mn 24Mn 36Mn

arg ¢
o
[
[

-32Mn -24Mn -16Mn -8Mn 0 8Mn 16Mn 24Mn 36Mn

5.6.5 FR posunutého signalu

Je dan signal z(t) s koeficienty FR ¢, . (ty uz mame spocitané) a signal y(t), ktery je oproti (t)
posunuty v Case:
y(t) = z(t — 7).

Hledédme opét koeficienty FR vysledného signalu ¢, ;. V sekci jsme se dozvédeéli, ze pokud
bude 7 kladné, bude se jednat o zpozdéni, pokud bude zaporné, bude to pfedbéhnuti. Nez zacneme
poditat, pojdme zkusit intuici. Kazdé spektrum je dano trojici “kde”, “kolik” a “jak posunuté”.
Pro FR jsou odpovédi polohy, moduly a argumenty koeficientii ¢j. Pokud jen o kousek posuneme
signal, zméni se polohy 7 Ty jsou prece dany nasobky zakladni kruhové frekvence w; a ta je porad
stejna. Moduly (“kolik”) by se také nemély zménit — signal jsme pieci nezeslabili ani nezesilili, ani
ni¢im nevyfiltrovali, jen posunuli. Zména se tedy projevi nejspiSe jen v argumentech.

Pro novy signal si tedy napiseme defini¢éni vzorec pro vypocet koeficient a dosadime x(t —7):

Cyk = Ti z(t — 7)e IRty
1J7n
Zde se troSe pocitani nevyhneme, zkusime zavést novou proménnou g = t — 7, misto ptivodniho
¢asu budeme dosazovat ¢ = g + 7. Musime také prepocitat diferenciél v integralu, ale ten chvéla
Bohu vyjde jednoduse: dt = dg g’ = dg(t — )’ = dg, protoze derivace t — 7 podle ¢ dava 1. Jako
slusni hosi a divky bychom méli také prepocitat integracni meze integralu, ale hieSime na to, Ze
pracujeme s periodickym signalem a Fourierové fadé je jedno, kde vybereme periodu k integraci.
Dostavame tedy: .

Cyk = —
y7
Th

[ ey
T

Exponent jde ale pomoci znamého vzorce e®? = e%e® rozlozit:
1 —jkwig ,—jkwiT
== | x(g)e € dg
T Jp,
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a vyraz e 7*17 je pro integral podle ¢ konstanta, proto ho mizeme bez problémi vypudit pied

integral:

:e—jkwl‘r/ x(g)e—jkwlgdg'

Integral je naprosto stejny jako defini¢éni vztah pro vypocet koeficient FR l} zda je jako Cas
pouzita proménné t nebo g je naprosto jedno, fungovalo by to stejné i s proménnou mald_ Zelvicka.
Proto jsou vysledné koeficienty dany takto:

_ —jkwiT
Cyk = Cg k€ )

tedy vlastné ty pivodni, nasobené jen néjakymi komplexnimi “opravnymi” konstantami. Pojdme
presnéji analyzovat, co se stane s moduly a argumenty ptivodnich koeficienti. Uvédomime si, Ze
modul funkce /9 je jedna a argument je pravé to, co je napsané u j-¢ka v exponentu. P¥i nasobeni
komplexnich ¢isel se moduly nasobi a argumenty sél’taj@ Modul bude tedy:

‘e—jkwm—’ —

ey k] = leak ez k|1 = |ca k]

a podle ocekavani se nezmeéni.
Argument bude

—jkwiT

argcy p = argcy i + arge =argcy , — kwit.

Soucin zakladni kruhové frekvence a zpozdéni je konstanta, od argumentu se tedy bude odecitat
k-krat tato konstanta.

Pojd'me si situaci demonstrovat na nasem oblibeném signélu, ktery posuneme doprava o %Tl.

t [us]

Moduly jsou stejné jako u pivodniho signéalu, v obrazku je jiz nebudeme ukazovat. Argumenty
se zmeéni: pro k-ty koeficient se bude odec¢itat hodnota kTwy = k‘%TlQT—T = k277r, tedy asi 0.9k. Mii-
zeme si dokonce namalovat pomocnou linearni funkei —7w, ktera odec¢itani zachycuje (v obrazku
je Zluté). Vsimnéte si, Ze tam, kde byly hodnoty pivodnich argumentti (modré ¢ary) nuloveé, “sedi”
nové argumenty na této pomocné funkci. Tam, kde byly ptuvodni 4+ nebo —m, jsou patii¢né po-
sunuty nahoru nebo doli. Zjednodusené feceno, argumenty se sklopi z kopce, sklon kopce
odpovidé zpozdénfi signalu 7.

2Toto byste na tomto misté jiz méli umét, jak kdy# bi¢em mrska, pokud ne, honem znovu piedist kapitolu
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-

-16Mn 12Mn -8Mn -4Mn 0 amn 8Mr 12Mn 16Mn
w
Pro tuplnost uvedme jesté argumenty signalu, ktery byl pfedbéhnut o ¢étvrtinu periody:
T = —%Tl. U tohoto signélu se ke kazdému argumentu bude piidavat krw; = k%Tl%r = k%’r
Argumenty tedy “pojedou do kopce” a kopec je prudsi nez ten piredesly:

4 8 5
7
2
. 02 3
o 1
o 0 24 % r
© 3 Il !l-
> %
—4 4
[
_6- %
—16'Mn —12'Mn —8I'VIr( -4I'VIrr (') 4I\'/Irr 8I\'/In 12an 16an

w

Dejte prosim pozor na numerické poéitani FR (i jinych Fourierovych transformaci) takovych
posunutych signala. Argumenty zcela jisté vyjedou z intervalu od —m do 7, takZe pokud odekavate
pékné zobrazeni, je pouZiti rozbalovaci funkce np . unwrap nutnosti.

5.7 Stredni vykon periodickych signali — Parsevaliv teorém

V sekci jsme vidéli vypodet stfedniho vykonu signalu. Pro periodicky signél je dan jako
primér absolutni hodnoty signalu na druhoﬁ

1
Py=— [ |z(t)]dt.
2= [ k)
Integrujeme samoziejmé pres Jednu periodu a délime jednou periodou. Pokud signél zapiSeme
pomoci FR (syntezac¢ni vzorecek [5 , miuzeme jeho vykon vyjadiit také jako soucet vykont jed-

notlivych komplexnich exponen(nal (samoziejmé nasobenych prislusnymi koeficienty cx):

+o00 1
= Z / |ckejkw1t|2dt.
k:—ooT‘1 E3!

BPro realné signaly neni absolutni hodnota tplné potieha, protoze a®> = |a|?, ale v ISS se nam mohou honit i
komplexni signaly, proto ji radéji pouzivejme.
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Jak vime, modul sou¢inu komplexnich ¢&isel je sou¢in moduli, takze miuzeme pfepsat jako:

+o0 1
- Z / |ck\2|ejkw1t|2dt
k::——ooT’1 T

a vime, Ze modul komplexni exponencialy |e’ kwlt\ = 1. Proto se nam vypocet redukuje na

00 1

= >, T/ x| ?dt.
k=00 1 /T

Oproti integraci je ¢ konstanta a vime, Ze integrace konstanty pies néjaky interval je obsah

obdélnika o plose konstantax délka intervalu. Proto:

00 1 o0
P= Y 7y Thlen[dt = > enlat.

k=—o00 k=—o00

Stfedni vykon periodického signalu miizeme tedy vyjadiit i jako soucet moduli jeho koeficientii
FR na druhou, poucka se jmenuje Parsevaltv teorém. Podobné muzZzeme ve frekvenci vyjadrit
i vykony jinych signéli, viz dalsi kapitoly.

5.8 Priklad z readlného svéta

Doposud jsme vidéli priklady na riznych “inZenyrskych signédlech” jako sled obdélnikovych im-
pulsit. Pomoci FR lze ale analyzovat i opravdové signédly. Do souboru xx.wav jsem nachystal
kousek hlasky ‘a’ z fecového signahﬂ, jedna perioda méa 149 vzorki, vzorkovaci frekvence je
Fs = 16000 Hz, takze T7 = 9.31 ms. Kapitola o vzorkovani sice teprve piijde @, ale prepocitat
pocet vzorkl na Cas je kupecky pocet. Zakladni frekvence je tedy 11 = %1 = 107.4 Hz a zakladni
kruhova frekvence w; = 27 f; = 675 rad/s. Na obréazku jsou zobrazeny 3 periody:

0.50 A

0.25 A

x(t)

0.00 A

—0.25 A

0.000 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025

Vypocitali jsm 101 koeficientt FR: od k = —50 do k = 50. Argumenty by nam nic nefekly,
proto nejsou zobrazeny. ProtoZe se nam lidem lépe interpretuje frekvence v Hz, je zobrazena také.
Odbornici na zpracovan{ fe¢i na obrazku jasné€ uvidi “dvojitou” povahu spektra: jemna struktura
je dana nasobky zakladni frekvence, a hruba struktura viditelnymi maximy — tzv. formanty. To
jsou rezonance hlasového tstroji a pro jednotlivé hlésky se daji najit v riznych tabulkéc}ﬂ Pro
ISS toto neni dulezité, ale pro zajemce doporucuji fecovy kurs ZREE, kde se tvorbé fe¢i vénuji o
néco podrobnéji.

“Omlouvam se, je to trochu “fake”, jednu periodu jsem skuteéné vykuchal z opravdové Fedi, ale pak jsem ji naperio-
dizoval uméle — Fecové signaly nejsou tplné periodické a FR by se patné ukazovala.

B detaily v Python notebooku, trochu pfedbihame, protoze je pouzita rychla Fourierova transformace DFT.

Yphapi. https://en.wikipedia.org/wiki/Formant

https://www.fit.vutbr.cz/study/courses/ZRE/public/
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0.08 1

0.07 1

0.06 1

0.05

[

0.03 1
0.02
0.01 A

0.00

Nyni budeme postupné syntetizovat signal, podobné jako vySe u obdélnikovych impulst. Bu-
deme postupovat trochu rychleji, budeme vzdy pridéavat po péti koeficientech: prvni syntéza bude
pro k = 0,+1,£2,£3, £5, pak pfidame k = £6,£7,+8,+9, +10, atd. Na levé strané jsou vy-
kresleny prislusné cosinusovky, na pravé strané kumulovany syntetizovany signal, podobné jako v
sekci [5.4.3] Budeme vzdy sledovat, jak se méni graficky prubéh a viele také doporucuji pustit si
signaly xx_synt_1-5.wav, xx_synt_6-10.wav, atd. nebo si oteviit Python notebook, kde se daji

prehravat.

f[Hz]
0

0.04

—4000 —2000 2000 4000
p
[ ] q
—3d000 —26000 —ldOOO 6 10600 20600 30600

w [rad/s]
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0.05 -

0.00 1

—0.05 A

0.05 4
0.00 -
—0.05 A

0.02 A

0.00 -

—0.02 A

0.005 A

0.000 A

—0.005 1

0.005 A
0.000 A

—0.005 A

0.0025 A
0.0000 -
—0.0025 A

0.0025 A

0.0000 -

—0.0025 A

0.00025 -
0.00000 -

—0.00025 A

0.0005 A
0.0000 -

—0.0005 A

0.00025 -
0.00000 -
—0.00025
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Je zajimavé, Ze z prvnich péti koeficienti zni zvuk jako syntezator nebo varhanni pistala.
Teprve po dalsich péti zaéneme mit pocit, Ze se jedna o lidsky hlas, ale jesté neni poznat hlaska.
Musime dojit v koeficientech ¢ aZz ke druhému formantu, aby bylo poznat “a”.

5.9 Shrnuti

Seznamili jsme se s prvni frekvenéni transormaci — Fourierovou fadou. Ptijimé periodicky signal
se spojitym ¢asem a produkuje fadu koeficientt. Ty “sedi” ve frekvenci na nasobcich zakladni
frekvence signalu - to odpovida na otazku “kde”. Koeficienty jsou komplexni, jejich moduly odpo-
vidaji na otazku “kolik” a argumenty na “jak je to posunuté”. Koeficienty na opa¢nych frekvencich:
cr a c_j, jsou pro redlny vstupni signil komplexné sdruzené, protoze jen tak z nich lze slozit reél-
nou kosinusovku. I tak ale ddme pozor pii syntéze a i kdyz méame vSechno dobfe, pfed presentaci
vystupu (napi. pred generovanim WAV souboru) radéji pouZijte funkci na vybrani pouze realné
slozky.

FR nenf nic jiného nez projekce (hledani podobnosti, hledéni korelace) signalu do bazi, kte-
rymi jsou komplexni exponencialy. Koeficient c; vypocitame tak, Ze provedeme skalarni sou-
¢in vstupniho signalu s danou bazi. Oba jsou funkce ¢asu, musime tedy integrovat. Integrujeme
pres jednu periodu signélu, pfes vice period to neméa cenu, neb se tam signal opakuje. Baze je
komplexni, takZe ji pred hledanim koeficientu komplexné sdruzime. Baze FR jsou ortogonalni,
zékladn{ béze ale nema normu jedna, takze ji k tomu donutime — viz déleni periodou ve analy-
zacnim vzorci Koeficient ¢ je jen jediny a zachycuje stejnosmérnou slozku signélu.

Koeficienty kreslime ve dvou obrazcich — na jednom jsou moduly, na druhém argumenty. Kdo
dokaze sehnat 3D papir nebo 3D monitor, muZze to zkusit na jednom obrazku, ale bude to asi
nepi‘ehledné. Pokud signal syntetizujeme, pii dalSich p¥idavani koeficienti zaregistrujeme jeho
zpresnovani, pridavani detaili a rychlejSich zmén. Koeficienty ale vzdy pridavame v parech cg,
c_p, jinak bude vysledek komplexni a zle se ndm povede.

FR je linearni transformace, pokud smichame dva signaly se stejnou periodou s konstantami a
a b, jsou vysledné koeficienty FR stejnym mixem ptivodnich koeficientii. Pokud signal posuneme
v Case, zméni se pouze argumenty. Pri zpozdéni signalu zac¢nou “sjizdét z kopce” podle linearni
funkce —7w, pokud je signal predbéhnut, zacnou vyjizdét do kopce. Pokud se signal zpomali nebo
zrychli, hodnoty koeficientt ztstanou stejné, ale spektrum se zizi nebo rozsiti. Z koeficienti FR
lze jednoduse spocitat stfedni vykon signalu.

Teoreticky koeficienty FR a7 na nékteré skolnf piiklady nespocitame (integral), ale Sikovné je
umime spocitat numericky — vice v kapitole

Zacnéme si budovat systém intuitivnich znalosti, které ndm poslouzi, i kdyz zapomeneme na
vS8echny vzorecky:

e periodicky signél = diskrétni spektrum (koeficienty)
e pomaly a malo se ménici signal = tzké spektrum
e rychle se ménici signél, ostré hrany = Siroké spektrum

e signél se posune = zméni se jen argument spektra, jinak nic.
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Kapitola 6

Fourierova transformace

Fourierova transformace (FT) je pokracovani spektralni analyzy signali se spojitym ¢asem —
tentokrat pro neperiodické signaly. Podstata je opét jednoduché: na vstupu méame signal v Case a
mame vypocitat jeho frekvenéni representaci. Jako vzdy nas budou zajimat tii véci:

e kde jsou frekven¢ni komponenty signalu
e kolik je na které frekvenci signalu

e jak je na které frekvenci signal posunuty.

Uvédomme si, Ze u neperiodického signilu neexistuje zadna zékladni frekvence — vysledkem
tedy nebude rada, ale funkce definovana pro v8echny frekvence. Budeme ji fikat spektralni
funkce (spectral function), a podobné jako koeficienty FR definované v minulé kapitole zapada
pod genericky pojem spektrum.

FT si nejprve nadefinujeme. Pak si ji odvodime, uvidime, Ze nam k tomu dobie poslouzi
FR, kterou budeme muset “ohnout” pro nekone¢nou periodu. Zbytek kapitoly bude velmi podobny
FR - pomoci F'T budeme analyzovat typické signaly a pak probereme nékteré jeji vlastnosti —
“co se stane s vysledkem F'T, kdyz udéldm néco signalem”. Kapitola bude mnohem kratsi nez ta
pro FR - spoustu véci totiz budeme recyklovat.

6.1 Fourierova transformace — definice

6.1.1 Prima FT

Mgjme signél se spojitym ¢asem z(t). Jeho spektralni funkce X (jw) je definovana pomoci
pfimé Fourierovy transformace (FT) takto:

+00 )
X(jw) = / x(t)e ¥t dt, (6.1)

—00

X (jw) je funkce kruhové frekvence, na rozdil od FR (kde jsme méli koeficienty) je tedy definovana
pro vSechny kruhové frekvence w. V argumentu nés mize prekvapit j — pokud je spektralni
funkce funkei kruhové frekvence, o¢ekavali bychom jen X (w). Prozatim se budeme muset spoko-
jit s konstatovanim “prosté to tak bude”, detailnéji se oné magické komplexni jednotce j budeme
vénovat v kapitole [8l Spektralni funkci také nékdy nazyvame Fouriertv obraz nebo jen obraz
signalu z(t). Podobné jako koeficienttim FR fikame i spektralnf funkei X (jw) zkracené spek-
trum. Fourierovu transformaci zna¢ime nékdy pomoci kaligrafického F:

2(t) 5 X (jw).
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Piiméa Fourierova transformace provadi analyzu signalu a je podobné analyza¢nimu vzorecku

FR[5.4

6.1.2 Zpétna FT

Ze spektralni funkce k signalu se dostaneme pomoci zp&tné (inverzni) Fourierovy transfor-
mace (IFT) néasledovné:

1 [t

x(t) X (jw)ettdw. (6.2)

:% .

Zpétnou Fourierovu transformaci miazeme také zapsat pomoci kaligrafického F:
—1
X(jw) = x(t).
Poviimnéme si, Ze jadro transformace (neboli jeji baze) e/*! je stejna jak u analyza¢niho
vzorecku lisi se jen znaménko, Toto uz jsme vidéli u FR (sekce ) a bude to platit pro
vSechny Fourierovy rady a transformace, které dale v tomto kursu uvidime.

6.1.3 Zakladni vlastnosti spektralni funkce

Pro reélny signal z(t) plati komplexni sdruzeni spektralni funkce na protilehlych kruhovych frek-
vencich:

X (jw) = X*(=jw).
Vzpomeneme si, Ze pro FR muselo také pro protilehlé koeficienty ¢, a c_j, platit ¢, = ¢*, jinak
bychom z nich nedokazali syntetizovat readlnou cosinusovku. U FT je pfedstava diky integralu o

vzoreek [6.1] pfepiSeme pomoci funkef sin a cos:

+oo

“+o0o
X(jw) = / x(t) cos(wt)dt — j/ x(t) sin(wt)dt.

—00 —00

Funkce cos je sudé, proto pro w a —w dostaneme tu samou hodnotu. Reélné slozka spektralni
funkce pro w a —w si budou rovné:

R{X(jw)} = R{X (—jw)}-

Funkce sin je licha, proto pro w a —w dostaneme opac¢né hodnoty. Imaginarni slozky spektralni
funkce pro w a —w budou tedy opacné:

S{X(jw)} = =S{X(—jw)}-

Stejnost realnych a opa¢nost imaginarnich slozek dohromady nam dava komplexni sdruZeni (viz

sekce [2.5.3)).

Sudy signal, pro ktery plati
x(t) = x(—1)

mé pouze reialnou spektralni funkci. Pokud si opét rozepiSeme analyza¢ni vzorecek pomoci
sint a cosini, muzeme ho rozseknout na dva intervaly a psat:

0 0

+oo
x(t) cos(wt)dt — j /0 x(t) sin(wt)dt —j/ x(t) sin(wt)dt.

—0o0

X (jw) = /O+OO:L'(t) cos(wt)dt—i—/

—0o0
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Vime ale, Ze x(t) = z(—t), Ze cos je sudy a sin je lichy, takZe zaporné intervaly frekvenci muZeme
prevést na kladné takto:

+o0 +o0o +o0 +o0o
X (jw) :/0 x(t) cos(wt)dt—i—/o x(t) cos(cut)dt—j/0 x(t) sm(wt)dt—j/o x(t)(— sin(wt))dt.

Je tedy jasné, ze prvni dva integrély se seCtou a vysledek bude redlny, druhé dva integraly se
vyrusi, protoze davaji to samé ¢islo, ale s opaénym znaménkem.

+oo
X(jw) = 2/0 x(t) cos(wt)dt,

coZ je jisté realna funkce.

Lichy signal, pro ktery plati

x(t) = —z(-t)
mé pouze imaginarni spektralni funkci. Pokud si rozsekdme analyzaéni vzorecek tak jako
vySe a uvédomime si, Ze x(t) = —z(—t) a cos je sudy a sin lichy, dostaneme po pfevodu pouze na
kladné frekvence toto:

“+oo +oo +oo o0
X(jw) = /0 x(t) cos(wt)dt—i—/o (—x(t)) cos(wt)dt—]/o x(t) sm(wt)dt—j/o (—x(t))(— sin(wt))dt.

Je jasné, ze prvni dva integraly se vyrusi (davaji to samé &islo, ale s opaénym znaménkem) a
vysledek bude ¢isté imaginarni:

“+oo
X(jw) = —Qj/o x(t) sin(wt)dt,

coZ je Cisté imaginarni funkce.

6.2 Odvozeni — pfechod od FR k FT

Zopakujme si, ze pro periodicky signal x(t) s periodou 77 jsou koeficienty FR dény:

T
1 [tz

= m(t)e_jkwltdt.
T1 _%

Ck

Koeficienty “sedi” na nasobcich kruhové frekvence w; = %—’1’

Prvni ¢ast nasledujicich obrazku ukazuje oblibeny signal — sled obdélnikovych impulst se
stiidou 50% — a moduly jeho koeficienti FR. V sekci jsme odvodili vzorec pro vypocet

koeficientu: 9 9
L = Disinc <2kw1> ,

kde D je vyska impulsa, 9 $itka a 17 perioda. Pojdme zvysit periodu impulst dvakrat. Tvar
funkce sinc “modulujici” velikosti koeficentii se nezméni — §itka jejich lalokt je uréena pomoci 9
a s ni jsme nepohnuli. Zméni se velikost: ve vypocetnim vzorci je T ve jmenovateli, koeficienty se
tedy zmensi 2x a koeficienty se také zhusti: sedi na nasobcich kruhové frekvence %, takze pokud
Ty zvétsime 2%, zmensSi se zakladni kruhova frekvence také 2x a koeficienty si budou ve frekvenci
blize. Pokud to udélame jesté jednou, koeficienty budou jesté mensi a jesté hustsi a pokud se
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pokusime o 17 — oo, dostaneme celou frekvenéni osu pokrytou koeficienty, ale jejich velikost

bude 0.
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6.2.1 Odvozeni — prima FT

Ptimy prechod od FR k FT tedy moc nezafungoval a musime si pomoci matematickym trikem:
namisto koeficient FR budeme pocitat hustotu koeficienti FR: budeme s¢itat koeficienty FR na
ngjakém frekvenénim intervalu Aw. JelikoZ jsou ale pro neperiodické signaly koeficienty roztazené
po celé frekvenéni ose a bylo by tézké urc¢it spravnou velikost Aw, udélame to lisacky: budeme
hustotu pocitat jako nekone¢né maly pfiristek koeficientu FR dc na nekoneéné malém intervalu
ve frekvenci dw: C‘;—Z.
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V tomto piipadé se nam jiz podaii “vytlacit” periodu az do nekonetna: T — oo. Pojdme
zkusit postupné nahradit elementy potiebné pro dosazeni do analyza¢niho vzorecku FR:

e Na levou stranu prijde nekone¢né maly prirtstek koeficientu FR de.

e meze integralu budou —% — —00 a % — 00

e zékladni kruhova frekvence nebude nula (to by celé prestalo fungovat), ale onen nekone¢né
maly priristek kruhové frekvence wi; — dw.

.. . : . . _ 2 _ 2 2o L dw
e Pomoci ni dokdZeme vyhubit periodu 71: w; = T dw = T takze T 9r-

e zbyva nadm jen kwq, vzhledem k tomu, Ze to muze byt libovolna kruhové frekvence, nahra-
dime kwi; — w.

Ted uz miZzeme dat vzorec dohromady:

d teo ,
dc = % . x(t)e “dt.

a upravit na

d oo ;
27r£ = / x(t)e I dt.

—00
Rikat vysledku “nekonec¢né maly piirtstek koeficientu na nekone¢né malém p¥iristku kruhové

frekvence krat dvé pi” by byla trochu divoé¢inka, proto ho radéji nazveme spektralni funkce:

X(jw) = 27‘(‘@

a vysledkem odvozeni je analyza¢ni vzorec|6.1

6.2.2 Odvozeni — zpétna FT

Nazpét uz nam to puajde rychleji. NapiSeme si syntezacéni vzorecek FR (ptvodné :

a provedeme zamény podobné jako vyse:

e namisto sumy pfijde integral pres vSechny kruhové frekvence.

e namisto koeficientu c; prijde “nekone¢né maly priristek koeficientu” vypocteny ze spekt-
raln funkce: de = 5 X (jw)dw.

e kwi, vzhledem k tomu, Ze to mtze byt libovolna kruhova frekvence, nahradime za w.

Synteza¢ni sumu muizeme tedy prepsat na

n= [ Lx(weta
(t) = 5 X (Jw)e’ dw,

—00

coz odpovida synteza¢nimu vzorecku inverzni{ F'T
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6.3 FT je také projekce do bazi

Podobné jako u FR se opét jedna o projekci do bazi a rekonstrukci z bazi. Baze e/ v
analyza¢nim i syntezaénim vzorci je stejné, jen s opaénym znaménkem. Toto jsme vidéli u FR
a uvidime to u v8ech dalgich Fourierovych rad a transformaci. Jedinym problémem FT je fakt,
7e bazi je nekoneéné mnoho a jsou “rozprsklé” po celé frekvenéni ose w, pokud se ale misto sumy

nebojime pouzit integral, neni to zadny problém.

6.4 Spektralni funkce dilezitych signala

Jako v predchozi kapitole budeme pocitat spektra duilezitych signalt. Pamatujme opét na intuici:
pomaly (neménny, konstantni) signal musi mit tzké spektrum, naopak rychle se mé-
nici signal musi mit Siroké spektrum. Uvidime, Ze nékteré ze studovanych signali a spekter
to berou opravdu extrémné.

6.4.1 Diractv impuls 6(¢)

Diractv impuls §(¢) je sice jen teoreticka konstrukce, ktera se neda vygenerovat, ale vzhledem k
tomu, Ze ho budeme hojné vyuZzivat v odvozenich, pojdme si vypocitat jeho FT. Jiz v sekci|3.13.2
jsme si nadefinovali jeho vzorkovaci schopnost:

+00
/ x(t)d(t)dt = x(0).
Pojd'me nejprve spocitat FT zakladni varianty:
o0 )
X (juw) = / S(t)e=itdt.

Pro Diractiv impuls neni e /! nic jiného nez signal, ktery miZe atakovat, “killnout” ho viude
kromé nuly a v nule mu ukrést jeho hodnotu, viz obrazek:

— et 2.0 — elvt5(t)

k=4

o
-
=

1.5

imag(x(t))

1.0

0.5

-1.0

=05 g0

H
I
L
S

=}
=}
o
5

05
t 0 15 20 -1 0.0

-1.0 -0.5 1.0 15 2.0

Vypocet se tedy redukuje na
+o0 )
X (juw) = / 5(t)eidt.

Vime, 7ze ¢ = 1, takze integral bude z oby¢ejného Diracova impulsu a tedy roven 1. Spektralni

funkce Diracova impulsu je tedy
X(jw) =1,

to znamena skuteéné konstanta 1 pro vSechny kruhové frekvence. Je s podivem, Ze spektrum je
nekonecéné §iroké, ale Diractiv impuls také neni zrovna obvykly signal, takZe se nebudeme divit.
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Navic budeme opét péstovat intuici: pomalu se ménici signél = tzké spektrum. Rychle se ménici
signal = Siroké spektrum. Nekoneéné rychle se ménici signal (a to Dirac prosim je, protoZe za 0
sekund dokaze vyskoc¢it do nekoneéna a zase se vratit zpét!) = nekoneéné Siroké spektrum.

Spektralni funkce budou obecné komplexni, takze je budeme opét kreslit ve dvou obrézcich:
zv1ast modulovou a argumentovou ¢ast jako funkce kruhové frekvence. Argumentovy obrazek je
nulovy, protoze argument jednicky (kladného realného &isla) je nula.

1.0 4
0.8
=06
3
=
X 0.4
0.2
0.0 1
-10 -5 0 5 10
w
3 4
2 B
~ 11
3
>
X 0
=
o _1 d
_2 4
—-31 . . . . .
-10 -5 0 5 10

6.4.2 Posunuty Diractv impuls §(t — 7)
Vzorkovaci schopnost posunutého Diraca je
+oo
/ 2(B)3(t — 7)dt = 2(7).
Pokud ho ve FT ddme do mixu s komplexni exponencialou, dostaneme
+o0 )
X (juw) = / 5(t — 7)e Tt dt.

Dopadne to oviem podobné jako v minulé sekci: Dirac napadne signal e=7“*, “killne” ho viude
kromé ¢asu 7 a v tomto ¢ase mu mu ukradne jeho hodnotu, je to sice komplexni ¢islo e 77«7, ale
Dirac nemé problém si udélat komplexni mocnost, viz obrazek:

2.0 — el5(t—T)
A

1.5

1.0 II
||

0.0

imag(x(t))

-10 _gs
5 0.0
05 10 5

2.0 -1 T T T —— T T T
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15 2.0

t
Spektralni funkce Diracova impulsu je tedy integralem Diracova impulsu s mocnosti e 7“7 od
minus do plus nekone¢na. Uvédomme si, Ze vyraz e 7“7 vypadé sloZité, ale vzhledem k integraci
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podle ¢asu to neni nic jiného nez konstanta. Vysledkem integrace neni nic jiného nez tato mocnost.
Proto:

X (jw) = e79vT,

Opét budeme kreslit zvlast modulovou a argumentovou ¢ast jako funkce kruhové frekvence.
Moduly jsou |[e77*7| = 1 (kdo nevi pro&, honem rychle si nalistuje Sekcio komplexnich ¢islech).
Argumentova ¢ast bude arg e 7“7 = —wr (vzpomeneme si, Ze argument komplexniho &isla je to,
co je napsano u komplexni jednotky, pokud je v exponentu). Bude to tedy funkce linearné klesajici
s frekvenci. Néco podobného jsme vidéli jiz u koeficients FR: pokud se signal zpozdil (a Dirac je
oproti tomu originalnimu zpozdény), ziistane modul spektra zachovan a argument bude sklopeny
“z kopce”.

1.01
0.8 A
3 0.6
>
< 0.4 A
0.2
0.0
-10 -5 0 5 10
w
6 .
4 4
3 7]
>
X 04
o
© -2
—4
—6
-10 -5 0 5 10

6.4.3 Stejnosmérny signal

Pro stejnosmérny signél xz(t) = A nadefinujeme FT jako Diractv impuls ve frekvenci:

X(jw) =21 Ad(w)

102



2.0 ‘\
1.51
3
< 1.0 II
0.5 II
0.0 T T T T
-10 -5 0 5 10
w
3 .
2
~ 1A
3
S
< 0
2
© -1
_2 4
_3 b T T T T T
-10 -5 0 5 10

Pomoci zpétné FT dokazeme, Ze je to pravdaﬂ

T or

1 +o0 . 1 +00 . +oo .
x(t) / 2 Ad(w)e’ dw = 227rA/ S(w)etdw = A/ S(w)el“tdw.
™ —0o0

—0o0 —00

Diractv impuls se ve frekvenci chova podobné neuctivé jako v ¢ase: pokud okolo “jede” komplexni
exponenciala e/“!, viude kromé kruhové frekvence w = 0 ji zabije a ve frekvenci w = 0 ji sebere
jeji hodnotu /% = 1, budeme tedy mit:

x(t) = A/_+Oo 16(w)dw,

a jelikoz integral Diracova impulsu od minus nekone¢na do nekone¢na je jedna, at se integracni
proménna jmenuje t, w nebo zelena_kocicka, je vysledek x(t) = A.

6.4.4 Komplexni exponenciala

Pro komplexni exponencialu na kruhové frekvenci wg:
z(t) = elwot
nadefinujeme FT jako posunuty Diractv impuls ve frekvenci:

X(jw) = 2m0(w — wo)

'PFimé odvozeni je mozné, ale pomérné naroéné, pro zajemce doporucuji napf. https://math.stackexchange.
com/questions/891812/integration-of-sinc-function
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a ovéiime podobné, jako jsme to ucinili o kousek vyse pro stejnosmérny signél. NapiSeme
zpétnou FT a vyuzijeme toho, Ze Diractiv impuls “killne” komplexni exponencialu e/“* pro viechny
kruhové frekvence kromé w = wg. Tam sebere jeji hodnotu, takZze dostaneme:

1 +o00 ' +oo '
x(t) / 210 (w — wo)e!tdw = / §(w — wo)e 0t du.

27 —00 —00

Integrujeme tedy Diractiv impuls s mocnosti e/“0| ktera vypada slozité, ale vzhledem k integraci
podle ¢asu je to konstanta. Vysledek integrace je tedy tato konstanta: z(t) = e/“0t,

6.4.5 Periodicky signal zapsany pomoci FR

Méme periodicky signal zapsany pomoci Foueirovy fady nésledovné,

—+00
x(t) = Z cpelkert

k=—00

se zakladni periodou T a zékladni kruhovou frekvenci wy = 2T—71r

Staci jej rozbit na jednotlivé slozky a aplikovat to, co jsme se naucili vyse. FT je (jako vSechny
transformace probirané v tomto kursu) linearni, takze pokud je signal
z(t) = cel*ot,
kde ¢ je komplexni konstanta, bude jeho spektréalni funkce prosté
X(jw) = 2med(w — wp),

kde c je ta saméa komplexni konstanta.
Pojdme tedy postupné, pomoci F budeme znacit pfechod ke spektralni funkei:

. . . . ot F N ,
e jedna komplexni exponenciéla na frekvenci wy: e/“1t % 276(w — wy ), coZ je jeden posunuty
Diractuv impuls.

e jedna komplexni exponenciala na frekvenci kwy: e/5«1t % ons (w — kwy), coz je porad jeden
posunuty Diractv impuls, ale na frekvenci kw; .
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e jedna komplexni exponenciala na frekvenci kw; néasobena koeficientem cj: cpel*1t 7
2mepd(w — kwi), coz je porad jeden posunuty Diractv impuls na frekvenci kwi, ale na-
sobeny konstantou ¢ (uZ jsme si zvykli, Ze ty bestie Diraci nemaji problém mit komplexni
mocnosti).

A konecné ultiméatni feSeni: suma takovych komplexnich exponencial na k-nésobcich zakladni
kruhové frekvence

400 A
x(t) = Z cpeltt,

k=—00

se transformuje na sumu posunutych Diracovych impulst nédsobenych hodnotami 27wcy, kde ¢
jsou koeficienty Fourierovy fady:

+o00
X(jw) = Z 2med(w — kwy).

k=—o00

Nasledujici obrazek p¥inasi srovnani koeficienti F R tak, jak jsme je spocitali v sekci S
odvozenou FT. S dovolenim udéldm prohiesek proti pravidlim, ktera jsem sam nadefinoval, a
jak koeficienty F f{, tak odvozenou FT budu kreslit jako redlné cisla, ne rozdélené na modul a
argument:

-8Mn -4Mn 0 4Mn 8Mn

! ! !

2nc_q 2ncy
| Ay A CaE
.4fv|n 4I\‘/In 8I\‘4n

-8Mn 0

X(jw)

Uvédomme si prosim, Ze zatimco koeficienty ¢, jsou sada izolovanych &isel, X (jw) je spektralni
funkce, ktera je definovana pro vSechny kruhové frekvence.

6.4.6 Obdélnikovy impuls

Pocitani F'T obdélnikového impulsu o vySce D a vysce ¥ bude velmi podobné vypoctu FR pro
periodicky sled takovych impulst (sekee [5.4.3):
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x(th

-/2 v/2 t

V definiénim vzorci miZzeme meze integralu ihned zménit z —oo a 0o na —g a g (protoze nuly

nemé cenu integrovat), signal v tomto intervalu je konstantni (D), a konstantu muzeme vypudit
pred integral.

+o0 4 +3
X(jw) = / x(t)e dt = D/ e Ivdt.

—0o0

w[%

V integralu ale ihned rozpozname tvar, ktery se da fesit pomoci gebestovy pomiicky (odvozena v

sekei [5.4.3)):

b
/ eI dy = 2b sinc(bz),
—b

9
R

kam dosadime b = 5, y =t a x = w. Obdrzime:

X(jw) = D2gsinc <zw> = Ddsinc <gw) . (6.3)

Vyska kardinalniho sinu bude tedy D). Bude nas opét zajimat, kde bude kardinalni sinus protinat
osu kruhovych frekvenci. Vime, Ze pro bézny sinc(z) to bude v nasobcich 7, proto zjistime, kdy k
tomu bude dochéazet pro ten nas:

|

Wy = T,

bude to tedy pro nésobky w, = %’r, podobné jako pro FR (sekce . Déame vsak pozor na to,

Ze zatimco pro FR definoval sinc pouze pomocnou funkei (pod kterou bylo potieba “nastiilet”
koeficienty na kazdy nasobek wy ), zde se jedna o koneény vysledek.

Pii kresleni opét rozdélime na modulovou a argumentovou ¢ast, ziporné hodnoty kardinalniho
sinu budeme v argumentu representovat hodnotou —7 pro zaporné kruhové frekvence a +m pro
kladné kruhové frekvence — opét se ale jedna o konvenci “aby byl obrazek hezky”, je mozné pouzit
jakykoliv lichy nasobek 7.
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Pojdme vysledek zkontrolovat pomoci nagich intuitivnich poudek: §ifka laloku spektra je ur-
¢ena pomoci %’r. To je oproti 9 nepfima ameéra, takze kdyz se ¥ zmensi (uzsi a rychlejsi signal),
bude spektrum $irsi, pokud se 9 rozsifi (Sirsi a pomalejsi signal), spektrum se zazi. To odpovida
intuici.

6.4.7 Zpétny obraz obdélnikové spektralni funkce

Pojd'me zkusit opa¢né cviceni: pokud je definovana spektralni funkce jako n&jaka konstanta od mi-
nus mezni frekvence —w, do plus mezni frekvence w, (pozdéji se dozvime, Ze pokud by se jednalo
o frekvené¢ni charakteristiku filtru, bude to ideélni dolni propust), jak bude vypadat odpovidajici
signélﬂ x(t)?

X(] 0)) A

—0 0 o ®
Pfi feseni napiSeme zpétnou FT a “jedeme” tplné stejné jako v predchazejici sekci: integrujeme
pouze od —w, do w, (jinde to nemé cenu) a konstanta, ktera zde charakterizuje spektrum, pfijde
pred integral:
we

1= : 1 : H A
x(t) = X (jw)edw = — Hetiwt g, — et g
27 J oo 2 2

n —We —We

We

Integrél ovSem zase pfipomina SP, kam dosadime b = w,, y = w (podle ni integrujeme) a x = ¢.
Vyjde:

*Nedotkavy tenaF muze jiz ted nalistovat kapitolu o zékladech systémi se spojitym ¢asem [8] a dozvi se, Ze je to
tzv. impulsni odezva odpovidajiciho filtru.
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H H
x(t) = §2wcsinc(wct) = :c sinc(wet).

Maximalni hodnota signalu bude tedy H;"C

kde bude argument kardinalniho sinu rovny nasobkiam 7, tedy:

a signal bude prosekavat ¢asovou osu v mistech,

Wely =,

takze pro t, = -

Hw/m A

x(t)

-st, —4t, -3t -2t, -t 0 t 2t 3t 4t St
t
Intuice bude opét fungovat: ve vztahu pro ¢, je mezni frekvence w, ve jmenovateli, pokud bude

bude w, velka (8iroké spektrum), bude odpovidajici signal azky a naopak.

6.5 Vlastnosti FR

Vlastnosti FT budou velmi podobné vlastnostem FR, tak, jak jsme je vidéli v sekci Budeme
si je demonstrovat na spektru obdélnikového impulsu o velikosti D = 600000 a $ifce 9 = 0.5 us.
Ano, pamatujete si dobfe, sled takovych impulst jsme vidéli v minulé kapitole o FR. Jen jsme ho
trochu zvétsili, aby vychazely 1épe hodnoty spektra.

600000
500000
400000
£ 300000
200000

100000 -

0 -

-1.00 -075 -050 -025 000 025 050 075  1.00
t[us]
Ve spektralni funkci bude podle (6.3) maximalni hodnota kardinalniho sinu D9 = 600000 x
0.5 x 1079 = 0.3. Kardinaln{ sinus bude protinat osu kruhovych frekvenci protinat pro nasobky
_2m 27

Wz = % = gExio=6 = 4Mm (opét budeme pracovat s hodnotami mega 7).
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6.5.1 Linearita
FT zachovava linearni kombinaci, takze pokud mame dva signaly se svymi spektralnimi funkcemi:

F . F .

z1(t) = X1(jw),  @2(t) = Xa(jw)

a vynasobime je realnymi konstantami a, b a se¢teme:

z(t) = ax1(t) + bxa(t),
je FT tohoto mixu presné stejné linearni kombinace ptivodnich spektralnich funkei:

X (jw) = aX1(jw) + bX2(jw).

Odvozeni je snadné, protoze definiéni integral FT

X(jw) = /00 [azy(t) + bxo(t)] e I@tat

—00

lze snadno rozstipnout na dva integraly a konstanty vytknout pred né:

= a/ xl(t)e_j“Jtdt+b/ zo(t)e It dt.

—0o0 —00

Je jasné, 7e prvni integral je FT signalu x;(t), druhy signalu zo(t), takZe linearita plati.
Ukazme si na piikladu, kdy k obdélnikovému impulsu pridame stejnosmérnou slozku, kterou
miiZeme representovat jako signal xss(t) = 600000:
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1200000 A

1000000 A

800000 A

g
X

600000 A

400000 A

200000 A

-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
t [us]

Vysledkem je linearni kombinace spektralnich funkei, tedy pro obdélnikovy signal kardinal-
niho sinu, a pro stejnosmérny signal Diracova impulsu o mocnosti 274 = 27600000 = 1.2 M.
Argumentova ¢ast spektralni funkce se nezmeéni.

0.4+
0.3+
3
202 I
0.1+ I 21600000
001 : : : — : : : :
-16Mm -12Mn -8Mn -4Mmn 0 4Mn 8Mn 12Mn 16Mmn
w
3 4
2 .
31
>
< 0
o
g
_2 4
_3 4
-16'Mrr -12'Mrr -8I'VIrr —4l'VIn (') 4I\'/Ir1 8I\'/In 12]vm 16an
w
6.5.2 Otoceni znaménka signalu
Pro y(t) = —x(t) postupujeme podle linearity a principu maximélni lenosti a recyklace.
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0]
~100000
~200000

£ -300000 -
~400000

—500000 A

—600000 -

-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
t [us]

Spektralni funkce bude ta ptvodni, jen s opa¢nym znaménkem:
Y (jw) = =X (jw).

Modul (absolutni hodnota) se pfi zméné znaménka nezméni. Argumenty modifikujeme podobné,
jako jsme to udélali v sekci kde jsme “zezaportiovali” koeficienty FR: tam, kde byl ptivodni
argument nula (kladné ¢islo), dame —7 nebo +7 (podle toho, kde jsme ve frekvenci, aby to bylo
pékné), tam kde to bylo —m nebo 4+ (zaporné ¢islo), ddme nulu.

0.30 1
0.25 A1
0.20 1
0.15 A1

[Y(w)]

0.10 1
0.05 A1
0.00

-16Mmn -12Mn -8Mmn -4Mmn 0 4Mn 8Mn 12Mn 16Mn

arg Y(jw)
o

—16'Mrr —12'Mrr —8I'VIrr -4I'VIn 0 4I\'/Ir1 8I\'/In 12]Vlrr 16an

6.5.3 Posunuti v Case
Pokud posuneme ptvodni signal (napf. ho zpozdime o ¢as 7):
y(t) = a(t —7),

111



o¢ekavame intuitivné, Ze modulova spektralni funkce (“kolik”) by se neméla zménit, ale argumen-
tova (“jak posunuté”) uréité ano. Pojdme pro posunuty signal zapsat definici FT:

Y(jw) = /00 z(t —1)e I¥tat.

Pujde vyfesit zavedenim nové proménné g = ¢t — 7, misto ptivodniho ¢asu budeme dosazovat
t = g + 7. Musime také prepocitat diferencial v integralu, ale ten chvéila Bohu vyjde jednoduse:
dt =dgg = dg(t—T1) = dg, protoze derivace t — podle t dava 1. Jako slusni hosi a divky bychom
méli také prepocitat integracéni meze integréalu, ale jestli k nekoneénim néco malo pri¢teme nebo
odec¢teme je opravdu jedno. Dostavame tedy:

[ g

—0o0

kde dokézeme rozdélit e 7@¥tT) = =IwIe=IvT  Vyraz e J¥T je oviem v integraci podle ¢ kon-
stanta, takZe ho miizeme s klidem vySoupnout pied integral a dostavame:

o0
:ej"”/ x(g)e 7*9dg.

—00

Integral ale neni nic jiného nez FT puvodniho signalu (opét se nenechame zmést nazvem pro-
ménné, klide by to mohl byt cerny pejsek) a mame tedy:

Y (jw) = e T X (jw).

spektralni funkci z(jw), jen ji “opravime” faktorem e 7“7, ktery bude zéviset jen na frekvenci.
Jak bude takova oprava vypadat ? Pro modul to bude jednoduché, protoze |e=7“T| = 1, proto

Y (jw)| = e 7T|| X (jw)| = |X (jw)].
Pro argument také, protoze arg e 797 = —jwr, tedy
arg Y (jw) = arge %7 + arg X (jw) = arg X (jw) — wr.
Podobné jako u FR je tedy modul beze zmény (uz ho nebudu kreslit) a k argumentu se musi

pridat hodnoty linearni korekce —wr.
Pro nas signal zpozdény o 7 = 0.25 us:

600000 600000

500000 500000
400000 400000
£ 300000 2 300000
200000 200000

100000 100000

0 —  E— e | 0

-1.00 =075 -050 -025  0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 -1.00 -075 -0.50 -0.25  0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
tlps] t[us]

bude tato korekce —w, tedy —w0.25 x 1075, Pro prvni priichod kardinalniho sinu nulou to tedy
bude —4M70.25 x 1076 = —7.
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— arg X(jw)
-wtT
104 — arg Y(jw)

.

T 1]

-10

-16Mn -12Mn -8Mn -4Mn 0 4Mn 8Mn 12Mn 16Mn
w

Podobné jako u FR mutzeme konstatovat, ze pokud jsme signél zpozdili, argumentova cést
spektralni funkce se “sklopila z kopec¢ka”. Pro pfedbéhnuti signélu by se naopak argumentova ¢ést
spektralni funkce “vyklopila do kopecka”. Modul se neméni, coz odpovida intuici.

6.5.4 Zména ¢asového méritka

Pokud ptvodni signal modifikujeme v ¢ase (pro m > 1 ho zrychlujeme, tj. zuzujeme, pro m < 1
zpomalujeme, tedy roztahujeme):

y(t) = z(mt),

oc¢ekavame, Ze se FT bude opét chovat intuitivné: pro m > 1 by se méla spektréalni funkce zuzit,
pro m < 1 naopak rozsitit. Pojdme opé&t napsat definici F'T:

Y (jw) = /00 x(mt)e <t dt.

—00

a opét provést zaménu proménné: g = mt, misto pivodniho ¢asu budeme dosazovat t = %.
Musime také pfepocitat diferencial v integralu, ten vyjde: dt = dg g’ = dg(mt)’ = mdg, protoze
derivace mt podle t je m. Jako slusni hosi a divky bychom méli také pfepocéitat integra¢ni meze
integréalu, ale jestli ta nekone¢na né¢im vynasobime ¢ vydélime, je opravdu jedno, nechame je
tedy na pokoji. Dostavame: .
Y(w) = [ alg)e o dg.
oo m

Konstantu miZeme odsunout pied integrél a zbude ndm

) 1 [ _iw
Y (jw) = m/ z(g)e?mIdg,

—00
kde integrél je hodnota F'T na frekvenci ne w, ale ;>. Proto je vysledek:

Yo =X (72,

spektralni funkci tedy zrychlujeme nebo zpomalujeme pomoci % To je dobré, protoze pokud
bude m > 1 a signél se zrychli, bude % < 1 a spektrum se zpomali (roztahne) a naopak. Odpovida
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to tedy intuici. Proc je ale jeSté nutné nasobit velikost spektralni funkce konstantou % ? Pokud se
signal pro m > 1 zrychli, bude “pracovat” kratsi dobu a FT by ho méla méné naintegrovat, proto
se musi spektraln{ funkce zmensit, a naopak. Viz nasledujici obrazek, kde nas oblibeny signal
zrychlime 3x a zpomalime 2Xx:

600000 — (B
— x(3t)
500000 — x(t/2)
400000
300000

200000

100000

0

-1.00 -0.75 —0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
t [us]

Spektralni funkce (argumenty jsem si dovolil trochu vertikalné posunout, aby byly vidét) nam
jasné ukazuji, ze plati “SirSi signal = uZzsi spektralni funkce” a “uzsi signal = §irsi spektralni
funkce” tak, jak jsme to o¢ekévali.

0.6 1

— X(w)|
0.5 — |1/3X(w/3)|
— 2X(2w)]|

0.4 1
0.3 A
0.2 1
0.1
0.0

— arg X(jw)
—— arg 1/3X(jw/3)
27 — arg 2X(2w)

-16'Mrr -12'Mrr -8I'VIrr —4I'VIn (') 4I\'/Ir1 8I\'/In 12]vm 16an

6.6 Parsevaliiv teorém - celkova energie signalu pomoci spekt-
ralni funkce

V sekci jsme si ukézali, Ze stfedni vykon periodického signélu lze pocitat také pomoci koefi-
cienti FR. U F'T nema cenu se bavit o vykonu, protoze nevime, jakym intervalem bychom délili,
ale miZzeme se pokusit o vypocet celkové energie tak, jak byla nadefinovana v sekci

+oo
Eoo:/ o (8) 2dt

—00

Pokud chceme tuto celkovou energii spocitat ze spektralni funkce, pomiZzeme si malou fintou
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— ve vypocetnim vzorci ponechame jednou signal jako z(t), podruhé ho pFepiSeme pomoci zpétné

FT: N N i
/Oo 2 (t)dt = /oox(t) [;ﬂ /mx(jw)emdw} it

Poradi integraci pak muZzeme ptrehodit (v matematice velmi oblibené finta. .. ) a uvédomit si, Ze
spektréalni funkce X (jw) jisté nezavisi na ¢ase, proto ji mizeme vyjmout z vnitiniho integralu:

L [~ X() [ / h x(t)ej‘”tdt} oo

T ) .

VyznagZeny integral vypada jako FT, ale se zapomenutym znaménkem ‘-’ v exponentu (vime piece,
ze kdy7 se jde z ¢asu do frekvence, musi tam byt minus). Neni to ale nic jiného nez FT vypocitana
pro zapornou frekvenci: X (—jw). Proto miZeme vysledek zapsat jako

1 o
Ey = 27T/_OoX(jcu)X(—jw)d(,u

a pokud si jesté navic vzpomeneme, Ze spektralni funkce je pro realné signaly pro protilehlé
frekvence komplexné sdruZené:

X(jw) = X*(—jw),
a Ze nasobeni dvou komplexné sdruZenych ¢isel nam dava druhou mocninu jejich (stejného) mo-
dulu: aa* = |a|? (neni jasné ? honem nalistovat sekci , dokézeme celkovou energii zapsat

takto: | oo
Ey = / X(jw | dw = / |X(jw)\2dw.
™ Jo

Posledni krok jsme si mohli dovolit proto, Ze | X (jw)|? je samoziejmé suda funkce.
Funkce Lg(w) = M

moci nf se d& vypocet celkove energie psat jako:

Eoo = /Oo La(w)dw.

—00

se nékdy nazyva dvoustranna spektralni hustota energie a po-

Pokud si vzpomeneme, Ze jsme vlastné spektralni funkci v sekci[6.2] nadefinovali jako “spektralni
hustotu koeficienttt FR”, docela to odpovida. Funkci Lj(w) je zajimavé si vykreslit pro néjaké
obvyklé spektrum, my to u¢inime pro nas oblibeny obdélnikovy impuls:

0.30

0.25

0.20
2 015
<

0.10

0.05 1

0.00

-16‘Mr! -12‘Mn -8I‘V1n -4|‘Vlrt 6 4l\‘/ln 8I\‘/Irr 12‘Mn 16‘Mn

D292/(2m) 4

Ly(w)

-16Mn -12Mn -8Mn 8Mn 12Mn 16Mn
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Je zajimavé, ze v prvnim laloku (¢ervené vyznaceny interval od — %” do —l—%r) je koncentrovano
vice nez 90% energie celého signalu. Kdo nevéri, necht se prosim podiva do Python notebooku,
kde jsem to ovéril pomoci velmi prosté numerické integrace.

6.7 Shrnuti

Fourierova transformace je druhy prostfedek pro frekvenéni analyzu signalt. Opét pfijimé sig-
nal se spojitym ¢asem (ale uz ne periodicky), produkuje spektralni funkci. Ta je definovana pro
vSechny frekvence, proto na otéazku “kde” je odpoved “vSude”. Spektralni funkce je opét kom-
plexni, jeji modulova ¢ast odpovidé na otazku “kolik” a argumentova ¢ast na otazku “jak je to
posunuté”. Spektralni funkce realného signalu je pro dvé protilehlé kruhové frekvence w a —w
komplexné sdruzené. Pokud je vstupni signal sudy, bude vypocet spektralni funkce jednodussi,
protoZe je jen realné, pokud lichy, bude jen imaginérni.

Zpétna FT rekonstruuje ptvodni signal ze spektralni funkce a protoze je tato definovana pro
v8echny kruhové frekvence, je potieba ne séitat, ale integrovat. FT neni opét nic jiného neZ pro-
jekce (hledani podobnosti, hledani korelace) signélu do bézi, kterymi jsou komplexni exponencialy
— zde ovSem na libovolné kruhové frekvenci w. Hodnotu spektralni funkce X (jw) vypoécitame tak,
ze provedeme skalarni sou¢in vstupniho signélu s danou bazi. Oba jsou funkce ¢asu, musime tedy
integrovat. Integrujeme od —oo do 400, protoze nevime, kde signal za¢iné a kon¢i a nemé zddnou
periodu. Béaze je komplexni, takze ji pfed hleddnim koeficientu komplexné sdruzime. Spektralni
funkci kreslime ve dvou obrazcich — na jednom jsou moduly, na druhém argumenty. Teoreticky
FT dokaZeme spocitat pro nékteré signaly analyticky, mezi ty jednoduché patii:

e Diractuv impuls - spektréalni funkce je konstanta pro vSechny frekvence.
e stejnosmérny (konstantni) signél - spektralni funkce je Diractiv impuls

e komplexni exponenciala (coz je vlastné takovy zakrouceny stejnosmérny signal) - spektralni
funkce je posunuty Diractv impuls

e periodicky signal: rozbijeme ho do sady komplexnich exponencial pomoci FR - spektralni
funkce bude sada Diracovych impulst sedicich na kruhovych frekvencich, kde byly pivodné
koeficienty cy,.

e obdélnikovy impuls - spektralni funkce je kardinédlni sinus

e a naopak - pokud je spektralni funkce obdélnikova, je signal kardinalni sinus.

Pro opravdové signély bude nutné FT pocitat numericky pomoci DFT — vice v kapitole

FT je linearni transformace, pokud smichame dva signaly s konstantami a a b, je vysledna
spektralni funkce stejnym mixem ptivodnich spektralnich funkci. Pokud signal posuneme v Case,
zméni se pouze argumenty spektralni funkce — pfi zpozdéni signédlu zacnou “sjizdét z kopecka”
podle linedrni funkce —7w, pokud je signél predbéhnut, za¢nou vyjizdét do kopecka.

Pokud se signal zpomali nebo zrychli, reaguje spektralni funkce opa¢né: pro zrychleni signalu
se roztahne, pro zpomaleni se zuZi. Ze spektralni funkce nelze spoé¢itat vykon signalu (nevime, ¢im
bychom méli délit), ale jde spoéitat celkova energie, a dokonce mtzeme nadefinovat spektralni
hustotu energie.

Pokra¢ujme prosim v budovéani systému intuitivnich znalosti, které nam poslouzi, i kdyz za-
pomeneme na vSechny vzorecky:

e neperiodicky signal = spojité spektrum (spektralni funkce)
e pomaly a méalo se ménici signal = tzké spektrum

e rychle se ménici signél, ostré hrany = Siroké spektrum
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e signdl se posune = zméni se jen argument spektra, jinak nic.

e signél se zrychli nebo zpomali = spektralni funkce provede opa¢nou zménu.
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Kapitola 7

Zaklady systému a konvoluce
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Kapitola 8

Systemy se spoj casem
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Kapitola 9

Vzork
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Kapitola 10

DFR a DFT
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Kapitola 11

Diskrétni systémy
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Kapitola 12

Nahodne
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