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Exponencialy a pro¢ je mame radi I

Pomoci Fourierovy fady se budeme snazit rozdélit libovolny periodicky signal do fady
komplexnich exponencial. Pro¢ mame exponencialy tak radi?

= Da se jimi elegantné vyjadfit libovolna kosinusovka s libovolnou fazi: pomoci
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= Pruchod exponencialy LTI systémy dava opét tu samou exponencialu, pouze
nasobenou n&jakym komplexnim &islem: definujme vstupni signal jako z(¢) = e, kde s
je komplexni Cislo. Nejvice nas bude zajimat pripad, kde s je &isté imaginarni s = jw, ale

ukaZme si vypocet s obecnym komplexnim s.
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Vystup LTI systému je dan konvoluci vstupu s impulsni odezvou systému:

h(F)z(t — 7)dr = / T et dr
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Vyraz e*(=7) rozlozime pomoci zndme poutky e®t? = % a €ast nezdvislou na 7

vysuneme pred integral:

+00 o0
y(t) = / h(T)e*e *Tdr = eSt/ h(T)e *"dr.

— 00 — 00

Integral je pouze funkci komplexniho &isla s a impulsni odezvy systému, nikoliv funkci
vstupu! MiZeme jej oznatit jako komplexni funkci H(s). P¥ed integrilem stoji e*?, co? je
ovsem vstup. MiZeme tedy psat:

y(t) = e H(s),
a zapamatujeme si, Ze vystupem je ta stejna exponenciala, aviak nasobena komplexnim
islem:
+0oo
H (s) :/ h(t)e *"dr.

— 00
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... co se stane, kdyZ vyndsobime komplexni exp. c;e’/“t! Eislem H(s)?

Malé opakovani:

e jako viechna komplexni &isla, miZeme H(s) rozloZit na modul a argument:
H(s) = |H(s)|e/ &5,
e pro nasobeni komplexnich &isel plati: z12o = riroed (P112) (moduly se nasobi,

argumenty se s&itaji).
Jak to tedy bude 7 Za¢néme psat:
H(s)ciel“'t = ...

vidime, Ze s vlastni exponencidlou nemusime délat nic a Ze se mizZzeme vyradit na

koeficientu c;:
¢, = H(s)ey.

JelikoZ obé jsou komplexni &isla, neni nasobeni Zadna tragédie: vynasobime moduly,
seCteme argumenty. Na vysledné funkci se to projevi tak, ze “spirdla” se bude todit po

“Jinak silném valci” a Ze bude jinak “predtolend”.
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P¥iklad: komplexni exponencidla c;e/“1t = 2.5e774 71997 je nisobena &islem
H(s) =2el7.

¢ =c1H(s) =25e712e71 =25 x2e 711 =5
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FOURIEROVA ﬁADAI

pro periodicky signal z(t) = x(t + T1), kde T je zakladni perioda, budeme hledat rozklad

do tvaru:

—+ o0

x(t) = Z c ettt

k=—o0

w1 Je zadkladni kruhova frekvence signdlu wy = ,_2T—71T a funkce e/*“1t pro k= 0,+1,£2. ..

nazyvame harmonicky vztazené komplexni exponencialy.
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/Zakladni vlastnosti koeficienta:

e Pro redlné signdly x(t) budou vZdy koeficienty ¢ a c_j komplexné sdruzené:
Cr — C_

e co musi byt komplexné sdruZeny sam se sebou, takze musi byt redlny: ¢y € R. Jelikoz
e7kwit je pro k = 0 stale 1, jedna se o stejnosmérnou slozku signalu

o fyzikdlni vyznam koeficientll vyplyva z prepisu ¥ady do tvaru:

[© @]
— _I_ g Ck ejkwlt_l_c_ e—jkwlt]

= Ch Cos(kwlt + o)

® (g je stejnosmérna slozka signalu.
e pro k>0
— amplituda k-té harmonické slozky: Cy = 2|cx].
— podatelni faze k-té harmonické slozky je ¢ = argcy.



Baze

e jak se da néco nétim popsat

e co je ¢emu podobné.

X1

2
3
1 0
— by =
0 1
2
3

.. skalarni soucin

Malé opacko - baze a promitani do nich
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Otocéené souradnice '

= 0.707
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Jak to zobrazit pro vicerozmérny prostor ? I

x=1[321012 3 4], blz\/gu 1111111, by=3cos(3n)
y1 = 95.65, podobné y, =2.41 také podobné.
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A obecné v jakkoliv rozmérném prostoru... I

yn — ngl

maticové y = Bx
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Jaké chceme béze'

e Jeden koeficient by nemél zaviset na druhém - kolmost / ortogonalita:
b/b; =0

e Je dobré, pokud ma velikost koeficientu stejny vyznam ve v3ech smérech - velikost
baze rovna 1

b;| =1

e Pokud jsou naze kolmé a jednotkové - ortonormalni systém
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Ale signal a baze mizou byt klidné funkce! I

e jak se da néco né&im popsat
e co je ¢emu podobné.

Ekvivalent skalarniho soudinu je

e nasobeni s bazi

e stitani - podle charakteru integral | nebo suma )

Cviceni - ¢emu je podobny kus cosinusovky 7
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Stejnosmérnému signalu ?I

s(t)b(t)dt = 0 ... neni podobny

b(t) X(Hb(t)
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Cosinusovce ? '

b(t) = 2cos(2mt) [, s(t)b(t)dt =1 ... je podobny

X(t) b(t) x(t)b(t)
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2x rychlejsi cosinusovce ?I

b(t) = 2cos(4xt) [ s(t)b(t)dt = 0 ... neni podobny

0
X(t) b(®) x(®)b(t)
1 . 2 2 :

15 {1 15} .
1t | 1t .
05 { o5} .
oF - of .
-05F { -05} .
_1 - - _1 - -
-15F SERECRTES {1 -15} .

-2 ' -2
0 05 1 0 0.5 1
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Ale co sinusovka ? s(t) = sin(2mt),
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= budeme potfebovat sinusovku | cosinusovku !!!

19



Toz s obojim ... I

V)

(t) = sin(27t — 7 /5)

1
bi(t) = 2(308(27rt) fo s(t)by(t)dt = —0.59
bo(t) = 2sin(27t) fo (£)b1(t)dt = 0.81
x(t) b(t) x(Ob(t)
1 2 05
05 1 0
-05
0 0
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05 -1
-15
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b(t) x()b(t)
2 2
. 15
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0
%0 05 1 %% 05 1
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. Komplexni exponencialy !

To uz je dobré, ale my mame radéji ..

které v sobé& sdruZuji cos i sin !
b1(t) = &/t = coswt + jsinwt
nalezeni koeficientu: ¢y = [ x(¢)bj(t)dt

hloupé je, Ze nasobeni koeficientu s bazi je komplexni ... takZe si pridame jeSté jednu

komplexné sdruZzenou bazi:
b_1(t) = e 7% = coswt — jsinwt

nalezeni koeficientu: c_1 = [ x(t)b*,(t)dt
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... a ted konetné ... Vypotet koeficientda FR

Koeficienty Fourierovy fady miiZzeme spocitat pomoci vzorce:

1

= — x(t)e IFrtae,
T1 Tl

Ck

kde le znadi integraci pres libovolnou periodu (typicky od 0 do 77 nebo od —% do %

ale mizeme si klidné vymyslet integraci od 2577 do 2673...).

Kresleni koeficientu Fﬁ.

Koeficienty FR maji své indexy (k = —o0 aZ o0), ale uvédomme si, Ze jsou svazany i s

frekvencemi: ¢y se zdkladni kruhovou frekvenci signdlu wq, ¢ s 2wy, atd. Koeficienty se
zapornymi indexy budou svazdny se zdpornymi kruhovymi frekvencemi: c_1 s —wq, c_2 s
—2wq, atd. Nebojme se zdpornych kruhovych frekvenci: jednd se pouze o to, ze
exponencidla c_pe k1t se otdéi opaéné nez cpel*1t. Ob& dohromady pak daji rozumnou
kosinusovku C'; cos(kw1it + ¢ ).
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Jelikoz jsou koeficienty komplexni €isla, budeme do jednoho obrazku zakreslovat jejich
modul v zavislosti na frekvenci, do druhého jejich argument.

Jelikoz se jednd o vyjadfeni signdlu ve frekvenéni oblasti, budeme poloham a hodnotam
koeficientd FR ¥ikat SPEKTRUM. V p¥ipadé periodickych signélt to bude spektrum
¢arové (jednotlivé koeficienty ~ ¢ary). Casem uvidime i jind spektra.

Priklad 1. Jaké jsou koeficienty Fourierovy ¥ady signalu: x(t) = 5 cos(1007xt)?

Zakladni kruhova frekvence je w; = 1007. Pro vypocet koeficientli nemusime integrovat,
protoZe exponencidlu kosinusovku rozepiseme snadno jako:

5 . 5 _.
) = = 71007t & _—71007t
takZe hodnoty koeficienti st¥ilime od pasu:
5 5
c — c_1= =
1 27 1 9
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Ptiklad 2. Jaké jsou koeficienty Fourierovy ¥ady signdlu: z(t) = 5cos(1007t — %) ?
Opét neintegrujeme. Bud vyuZijeme toho, Ze tuto kosinusovku miiZeme zapsat jako:

2.56_JZ€‘71007Tt 4+ 2.5€+jZ€_]1007Tt

Y
z ¢ehoz vychazeji hodnoty ¢; a c_1:
c1 = 2.56_j1, c_1=25etlx

Nebo se podivame, jak jsou vztazeny modul a argument koeficientli ¢, s amplitudou a

potatecni fazi harmonickych sloZzek (zde je jen jedna —ta zdkladni—s C; =5 a ¢1 = —%):
C -
lc1] = 71 — 2.5, argcy = ¢ = —%, takZe c¢; =2.5e7 77,

Koeficient ¢_1 musi byt komplexné sdruzeny (stejny modul, opaény argument):

el = L =25 arge = —¢ = %, tak¥e c_; = 2.5¢/%.
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Ptiklad 3. ...ve kterém si kone¢né trochu zaintegrujeme! Jaké jsou koeficienty Fourierovy

fady periodického sledu obdélnikovych impulsu:

<t <

N[

D pro —
() = P

w|'ﬂ N

L<t< -2 a Z<t<d

N

0 pro —

s periodou 147

\
S(t)

—3/2 3/2 —19/2+T1 T, t



sinc(x) = <

... Pozor na Matlab!

P¥iprava 1. — Zavedeni funkce sinc(-)

sinc(x)

Definuje sinc jako —

28

10



P¥iprava 2. — Vypotet integralu z ¢’*Y aneb “Sebestova pomiicka — SP”

a) prox =0 je:

b) pro x # 0 je:

ezlzjxy eij o e—ij
Tjr |, )T
_ %eij — ,€_ij _ 2bsinba:
x 27 bx

Dil¢i vysledky |ze souhrnné zapsat vztahem:

b
/ eI dy = 2b sinc(bx).
—b
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Spektrum periodického sledu obd. impulsii — névrat.

Impulsy maji Sitku ¢, vysku D a opakuji se s periodou T7.

Koeficienty Fourierovy fady ci vypocteme pomoci zdkladniho vztahu:

1 +% Jkwit
_ - 1
cp = 7 | n z(t)e dt
2
+ 9 1+ 9
— S 2 De 7Fertqr — D 2 e IRt gt
T1 _g Tl _%

Pro vypocet integralu pouZijeme dfive odvozeny vztah — “SP”, kde bude t =y, b = V/2 a
x = kwy. Diky tomu miZeme pro k-ty koeficient Fourierovy fady ci psat:

D v Y Y v,
Cr, = ﬁ2§sinc (§kw1> = Dﬁsinc (§kw1) .

Kresleni vysledku nebude trividlni :-(

e P¥ipravime si grafy w-|cx| a w-arg(cy).
30



e Uvddomme si, Ze vysledkem jsou redlna &isla - bud kladnd nebo zdporna, podle toho,

jaké znaménko m3a funkce sinc.
e P¥ipravme si pomocnou funkci (te¢kované) pro obecné w (pod ni pak budeme “sazet”

Y Y
koeficienty): Dfsinc (§w> | Uvédomme si, zZe hlavni lalok funkce sinc je dvakrat

1
SirSi nez postranni laloky. Velmi dilezitym bude bod w,, kde se funkce poprvé dostane

do nuly. Tento bod zjistime tak, Ze argument funkce sinc polozime rovny 7:

0, 2T
50&)& =T — Wqg = ?
e pod pomocnou funkci nasdzime koeficienty na kazdy ndsobek w;.
e argument pro kladné koeficienty (sinc(-) > 0) je 0. Argument pro zaporné koeficienty
(sinc(-) < 0) musi byt +m. Dohoda: pro kladné w to bude +7 a pro zdporné —m, ale

kdyZ to bude naopak, neni to Spatné.
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D :2TI'/T1

=8

. °. IDS /T, sinc (Bw/2)|

—5S co—AaAco —ooa—Zool—:Lool :Lool 2(,01 wo_ 4001 5001 6(,01 7001 8001

— = oo

—5001—4001—3001—2(,01— :Lool

:Lool 2001 3001 4001 5@1 6001 7001 8001

—— =
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co a stredni hodnota.

Y 0,
D—sinc| —w || pro w = 0. Jeho hodnota
Ty 2

Koeficient ¢y lezi v maximu pomocné funkce

je tedy
v
co=D—.
0 T
Vime ale také, ze hodnota ¢y by méla byt rovna stejnosmérné slozce signdlu, cozZ je stfedni

hodnota z(t). Pro nas signal:

T4 9

[ 1 (T2 1 Lo DY

t(t) = — t)dt = — Ddt = — [Dt]"2 = =~
7(t) T/_ it =z |, DY ==

Dokazano!
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Priklad 1. D =6, 171 =1 ,us ¥ = 0.5 us. Redeni: f; =1 MHz, w; = 2 x 107 rad/s,

pomocna funkce: ‘D sinc ( | = |3sinc(0.25 x 10~ %w)|. Nuly se dotykd pro
0.25 x 107 %w = km, tedy prow—k4><106
S(4) Alcy |
_ Bt
1 { (|1
T,,‘—"f/x,s - X L
.- \ 0 "/' N e R
= =
L \ 4 » o -2(0;\ 0T 40y by




P¥iklad 2. D =6, T} =1 ,us ¥ = 0.25 ps. ReSeni: fi =1 MHz, w; = 2 x 10%7 rad/s,
pomocna funkce: ‘D sinc ( | = |1.5sinc(0.125 x 10~ %w)|. Nuly se dotykd pro
0.125 x 107 %w = km, tedy pro w = k8 x 10°7.

A (o
b 4 4:’1
" N
- i | 4
5 T t,l \ | B, rrr >
1 &
_;:: U or IE[/M] -5I e -7
I:f"_!.'ﬂf i M‘i E'I'., \




Ptiklad 3. ... totéz, co priklad 1., ale signdl je centrovany okolo 0. Zméni se pouze cj.
ktery bude 0, protoZe stfedni hodnota je 0.

A
sf€) T,=1fes
'3 [
] 05 L
-0,5 VAY
l ]
S5

(i ::Of:/é
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Jesté priklad 1. — jak se to sklada: k£ = 0, £+1,+3,£5

4 4




k=47 49 4+11,+13

2 Z
: 5 _
SSSSSO :
© SSSSSSSSSSE 2 : |
A ot ]
2 .
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MiZeme také rozkladat néco jiného ? I

Pr¥iklad na ¥eCovém signalu: usek 'a’, Fy = 16 kHz,

vybrana 1 perioda, opakovani 50x = xx.wav.

Vypotet koeficientli FR, postupné s&itani po 5-ti kosinusovkach:
yytillld.wav — k =0, 41,42, £3, +4.

yytilll9.wav — k£ = 0,41, 4+2, +3, +£4, +5, 46, =7, £8, £9. atd. ..

O 50 100 150
0.08 T
0.06 — —
0.04 — —
o2 pe T TTTT .
o) QQ@@ﬁmﬁ@Q@@@ mmmmmm DO DDt DS~ D =5
o 5 25 30 35 40 45 50

R R i T
- CchcbéécL le [LCLL[L éécggbcL[L i

I I I I
O 25 30 35 40 45 50




O e S AN
—0.05 '
0_10 50 100 150
0]
-0.1 : :
0_10 50 100 150
//
0L
\J/
-0.1 : :
0'10 50 100 150
0] -~ -
-0.1 ' :
0_10 50 100 150
1%
-0.1 : :
O.ln 50 100 150
O L~
-0.1 ' :
0_10 50 100 150
[0 )] T NSNS, -
-0.1 : :
0_10 50 100 150
0]
-0.1 : :
0] 50 100 150
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Poucky o spektrech periodickych signali I

x(t) Ck
linearita axq(t) +bxy(t) | acer +beyk
posunuti v sig. v ¢ase x(t— 1) cpe I k1T
zména Casového méfitka x(mt) Ck
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Trochu vice o posunuti v éase.

1

koeficienty FR se potitaji ¢ = — x(t)e 7Rt dt, koeficienty posunutého signalu
1J71y
x(t — 7) jsou pak:
r=t¢t—r71
1 . 1 .
Ckr = = ZIZ‘(t _ T)e—jkwﬂfdt = | t=r471 | = — Qj(r)e—jkwl(r—lﬂ')dr _
Ty Jp Ty Jo,
dr = dt
1 . . .
—_— x(r,a)e_]kwlre_]kwle,r — e—jkwlTCk
Tl Tl

Jak se tedy vlastné koeficienty ci. zméni ? Vzpomerime si, jak se ndsobi komplexni &isla. . .

e amplituda NE, protoZe |e 7*17| = 1: |ck..| = cx.
o faze ANO - posune se o nasobek —kw,7: argcy , = arger, — kwi 7.
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Posunuti — priklad I

signdl z(t) zpt. 1.. D=6, Ty = 1 ps, ¥ = 0.5 us. Posunuty signal x(t — 0.25 x 107%):
koeficienty jsou ndsobeny —kwi7m = —k%—’er — _f2m

—2%(0.25 x 107%) = —kZ. Stitdme s
pivodni fazi, a kdyZ se dostaneme do 27, “preklopime se zpét” do O.

St) N arg e
6
M- - ~- -+
e= k=
. ~ —6 -1 ~1 k=o| L= k=12 L=3 g
‘ ’ c 1 iy = o ! - 2
-{9; -925 0,28 0, é[/cs] - —2 g] 9 & Fx =4 v
‘ 6
A (& — ) I Bl
—_— Z

IENRRE

: 7
__.“ﬁ N '

= A
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Stfedni vykon periodickych signalii — Parsevaliiv teorém

+o00
1
Py =— 2(t)|dt = e |2
Tl Ty kzz—oo

Vykon signdlu tak miZeme spotitat nejen integraci | - |* v &ase, ale také souétem druhych

mocnin abs. hodnot viech koeficientd FR. Soulet je v&tdinou jednodu¥di neZ integral.
Proc? Jaky je vykon k-té komplexni exponencidly:

1

: 1
— \ckejkwltIth = — ]ck\th — |ck\2
T, Jr

T Jop,

2, pokud vdechny vykony viech exponencial se¢teme, dostaneme

Jeji vykon je tedy |cy
celkovy stredni vykon P;.
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Konvergence FR I

1. x(t) musi byt absolutné integrovatelny:

3 Dirichletovy podminky:

lz(t)] < o0
14

... poruduje naptiklad: x(t) =1/t pro 0 <t < 1, periodicky s T} = 1.

2. x(t) musi byt omezené variabilni — na kaZzdém kone&ném intervalu musi mit kone&ny
poCet maxim a minim.
... poruduje naptiklad: z(t) = sin 27” pro 0 <t <1, periodicky s T} = 1.

3. musi mit na kazdém kone&ném intervalu kone¢ny podet nespojitosti.

Pro signaly, se kterymi se budeme setkdvat, jsou tyto podminky splnény.
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SHRNUTI'I

« Spektrum periodického signalu je ¢arové.
« Kdyz se signal zuzi, spektrum se roztahne.

« KdyzZ se signal zpozdi, faze se naklopi z kopce, kdyz se
predbéhne, naklopi se do kopce.
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