Systémy
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e Vlastnosti linedrnich systémiu.

e Konvoluce — diskrétni a spojity ¢as.
e \lastnosti konvoluce



povell (nap¥. Fizeni auta, rafinérie, populace mravenci v lese, ... ).

Systémy I

e obecné: spojeni komponentil, zafizeni nebo subsystémii pro zpracovani informaci nebo

e systémy pro nds: zafizeni obrabéjici, zpracovavajici &i upravujici signaly.
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Systém se spojitym €asem zpracovava signaly se spojitym ¢asem, signal y(t) je reakci na

x(t), znatime: x(t) — y(t). Systém s diskrétnim €asem zpracovava signaly s diskrétnim

¢asem, signal y[n] je reakci na x[n], znaime: z|n| — y[n|.



Priklad 1 spajity: elektricky obvod — Chceme znat zavislost u.(t) na us(t):
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e Proud obvodem: i(t) = “s(”;b“c(t)

e proud kondenzdtorem: i(t) = O duelt)

dt
e Dime to dohromady: d“jt(t) + amtc(t) = mrus(t).

.. cozZ je diferencidlni rovnice, kterou miZeme vy¥esit pro dané us(t).

P¥iklad 2 diskrétni: polet neuronii v mém mozku se kazdy mésic snizuje o0 0.1% plus o
to, kolik jsem za dany mésic vypil alkoholu:

y[n] = 0.999y[n — 1] — z[n]

Jedna se o tzv. diferen&ni rovnici, kterou miZeme vy¥esit pro dany pribéh z[n| a po&atecni
podminku y[0] (poet neuronil p¥i narozeni) a zjistit nap¥, kdy nastane y[n] = 0 (tento

mésic kon&i predndsky ISS :-). ;



Spojeni systémii I

paralelni, sériové (kaskadni), zpétnovazebni:
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ZAKLADNI VLASTNOSTI SYSTEMU I
S paméti / bez paméti I

systémy s pamé&ti jsou schopny udrZet (pamatovat si) n&jakou predeslou hodnotu/hodnoty.
Systémy bez paméti reaguji pouze na okamZitou hodnotu vstupu.

Ptiklady: s paméti: neurony v mozku (systém si pamatuje pfedchozi poet neuroni).
Priklady: bez paméti: y(t) = Kx(t).
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Dalsi vlastnosti budeme ukazovat na systému piti piva: vstupem je pocet vypitych piv,
vystupem je velikost Usmévu:




Kauzalita '

systém reaguje pouze na soucasny ¢i minuly vstup. Nesmi “vidét” do budoucnosti. Pivni
priklad:
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Seriozni priklad — kauzdlni: y[n] = x[n] — x[n — 1].
Seriozni pFiklad — nekauzalni: y(t) = z(—t).
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Stabilita '

omezeny vstup produkuje omezeny vystup: miZeme najit takova dvé kladna realna &isla
B,C < o0, ze

[z(t)] <B —ly(t)| <C  |z[n]| < B — Jy[n]| < C.

Priklad 1: y(t) = tx(¢). | pro omezeny vstup je pro €as t = oo hodnota y(t) = oo

= nestabilni.

Priklad 2: y(t) = e*™®). Pro omezené x(t) v intervalu [—B, B], je y(t) omezené v

[e= B, eT8]. Vybereme-li z nich to v&t§i, madme omezeni pro vystup C = systém je stabilni.



Casova invariantnost .

“Systém neméni své chovani v ¢ase” - pokud na signal x(t) zareagoval signdlem y(t¢), na
signal x(t — tg) zareaguje signdlem y(t — tg). Podobn& pokud z|[n| — y[n], tak
x[n — ng] — y|n — ng|. Pivni ptiklad:
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Seridzni ptiklad 1: y(t) = sin|z(t)]. Hledame-li y(t — ty), dosadime modifikovany &as jako
argument funkce: y(t — tg) = sin|z(t — to)] a tvrzeni plati = &as. invariantni.
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Seridzni ptiklad 2: y[n] = nx|n|. Najdeme protip¥iklad, ktery nevyhovuje “pokud

x|n] — y[n|, tak x[n — ng|l — y[n — ngl” 7?

Pokud z[n] = §[n| (diskrétni jednotkovy impuls), pak y[n] = 0 Vn. KdyZ vstup posuneme:
x|n — 1] = |n — 1], vystupem bude také d[n — 1].

Nasli jsme tedy takova x[n| — y[n|, pro které x|n — ng] nema jako vystup y[n — ng]
=-systém neni invariantni (je proménny).

Linearita '

2 podminky: pfedpokladame, Ze x1(t) — y1(t) a x2(t) — yo(t).

e aditivita: x1(t) + z2(t) — y1(t) + y2(2).
e scaling nebo homogenita: ax1(t) — ay1(t).

(obdobné pro diskrétni ¢as). Mizeme dohromady zapsat jako jedinou podminku:

ari(t) + bro(t) — ayr(t) + byo(t)
ari|n| + bra[n| — ayi|n| + byz|n]




Pivni p¥iklad:
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Seridzni ptiklad: y(t) = tx(t). Pro libovolné x1(t) a x2(t) budou vystupy: y1(t) = tx1(t)
a yo(t) = txo(t). Vyrobime x3(t) = ax1(t) + bro(t). Vystup:
y3(t) = tx3(t) = tlax1(t) + bxa(t)] = tax1(t) + thxa(t) = ay1(t) + bya(t). Je to linedrni.

Linearita bude mit velky vyznam p¥i analyze systémi: vSechny vstupni signaly budeme totiz
rozkladat na jednotlivé impulsy, nechdme je projit systémem. V pfipadé, Ze je systém
linedrni, miZeme pak vystupni signal ziskat sou¢tem reakci na jednotlivé impulsy!
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LTI SYSTEMYI

e linedrni, &asové& invariantni (linear, time-invariant).
e nejdulezité)si charakteristika téchto systémiu je impulsni odezva - “jak systémy
reaguji na jednotkovy impuls?”

£n) " hlm ] 1 d (F) h(t)
AT =
:}:-‘Elé'?zj 542'3_4_3/14 0 ’ 0 2 4

Zajima nds ovSem odezva systému na obecné signdly x(t) nebo x[n], nejen na jednotkové
impulsy. Ur¢ime ji tak, Ze obecné signdly na jednotkové impulsy rozloZzime, spustime s
nimi nékolik impulsnich odezev a pak zase setteme!
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Rozklad disk. signalu na jednotkové impulsy'
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z[n] = ) w[k]o[n — k.
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Reakci systému na posunuty jednotkovy impuls d[n — k] oznadime hy[n|. Je-li systém
¢asové invariantni (a Zadné jiné nds momentdln& nezajimaji), pak jsou vSechny h[n| stejné
jako zakladni h|n|, pouze &asové posunuté: hi[n] = hln — k.
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KaZdy posunuty jednotkovy impuls x[k|é|n — k] odstartuje “svou” h|n — k| a vynasobi ji
svou velikosti. Ve se pak musi sedist (linearita!), abychom dostali vysledek:

—+ o0

yln] = ) w[k]hn — K

k=—o0

Tento vztah se nazyva konvoluéni suma, kratce konvoluce; zapisujeme:

yln] = x[n] x hin|

14



P¥iklad pro vy%e definované h|n| a z[n|:

h(n+1) h(n]

om m [m]
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Na konvoluci se mizeme divat také tak, ze pod signal pro vypocet kazdého vystupniho

vzorku y[n| pod signdl “p¥iloZzime” obracenou a patfiéné& posunutou impulsni odezvu,

vzorky nad sebou vynasobime a se¢teme:
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k 5 4 3 -2 -1 0 1 2 3 4 5| yn]

x[k] o 0 0 0 2 -1 1 0 0 0 O

n=-21 0 1 2 O 0 0 0 0 0 O 0
n=-1/0 0 1 2 3 0 0 0 0 0 O 6
n=0 0 O 0 1 2 3 0 0 0 0 O 1
n=1(0 0 0 0 1 2 3 0 0 0 O 3
h=2(0 0 0 0 0 1 2 3 0 0 O 1
n=3|0 0 0 0 0O 0 1 2 3 0 O 1
n=4|0 0 0 0O O O 0 1 2 3 O 0

Konvoluce se velmi dob¥e predvadi s prouzky papiru:

e napiste si na papir x[n] a h[n|, nezapomeiite u obou poznaiit, kde je n = 0.
e obratte h[n], sesad'te ¢asy n = 0. Pravé& jste dostali h[—k].
e pokud nyni vynasobite vzorky nad sebou a setete, dostanete vysledek y[0]. Pro dalsi
kladnd n posouvejte h|—Fk| doprava.
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LTI systémy se spojitym ¢asem I

budeme chtit podobnym zpilisobem zapsat signal jako sadu impulsu. Jak to ale udélat,

kdyZ je signal spojity 7 Opét ndm pomiiZe pomocna funkce da (%) s Sitkou A a vyskou % a

silny svérak.

NG
1 <t < A
5A(1) = X pro 0<t<A 2
0 jinde
_ : - g

Pokud bude A dostate¢né malé, miZeme signdl aproximovat jako sumu posunutych a
vynasobenych da(t). Aby se Z(t) dostal do stejné “vysky" jako pivodni x(t), nesmime
zapomenout na nasobeni kazdého impulsu hodnotou A:

i(t) = i 2(kA)SA(t — EAA.

k=—o0
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Budeme-li nyni A stlaovat sv&rakem az k 0, z A (%) se stane 6(t) a suma prejde na
integral. Z(t) uz nebude aproximace, takZe vynechame st¥isku:

+00
2(t) = / 2(7)8(t — 7)dr

— OO

KaZdy impuls z(7)d(t — 7) ovéem vybudi impulsni odezvu systému:

o(t) — h(t), 6(t—7)—h(t—7), z(r)0(t—7)— x(7)h(t—171)
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T cas)nexs)

L,

Tops 0 A5 ¢

Lineadrni systém vSechny takové odezvy sefte (integruje) pres v8echna 7 a dostaneme
celkovy vystup:

+o0
y(t) = /_ x(T)h(t — 7)dT.

20



Tento vztah se nazyva konvoluéni integral, zapisujeme: y(t) = x(t) x h(?).
Interpretace konvoluéniho integralu:

e potfebujeme spoditat vystup pro néjaké t.

e Definujeme 7 jako pomocnou ¢asovou proménnou, pres kterou se bude integrovat.
x(7) vypada stejné jako x(t) (pfejmenovanim osy se nic nezméni).

e h(t — 7) bude otocené a posunuté do Casu t.

e Prondsobime, spocitame integral (kdyZ to jde, zmé&fme plochu pod funkci
z(7)h(t — 7)) a madme jednu hodnotu vystupu pro ¢as t.

e Goto 1, pro dalsi ¢as t.
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Konvoluce — shrnutl"

+0o0

yln] = x[n]xhin] = Y w[k]h[n — k]
oo

y(t) = z(t) * h(t) = /_ x(7)h(t — 7)dr.

VLASTNOSTI KONVOLUCE '

Komutativita:

00 00
yln] = z[n] x hn] = h[n] xxln] = Y  a[klhn— k= Y hlklz[n — k]
+00 00
y(t) = z(t) x h(t) = h(t) * 2(t) = /_ x(T)h(t — 7)dr = /_ h(T)xz(t — 7)dr.

PYi potitani miZeme tedy bud “zmrazit” vstupni signdl a otodit a posouvat imp. odezvu,

nebo to udélat naopak.
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Distributivita — paralelni spojeni systémi:
y(t) = y1(t) + y2(t) = x(t) *x h1(¢) + x(f) x ha(t) = (t) * [h1(¢) + ha(t)].

Systém ma celkovou imp. odezvu h(t) = hi(t) + ha(t).

2(t)

x (€) \ it im ~ <) [, 6)+h (] 4 ()
|
h (€
) o)

Ovéfenti:
/:U(T)hl(t—T)dT+/x(’r)hg(t—T)dT = /x(T)[hl(t—T)+h2(t—T)]dT = x(t)*[h1(t)+ha(t)],
protoZe [ je linedrni operace. Podobng& pro diskrétni:

ylnl = z[n] *Lﬁbl[n] + ha[n]].



Asociativita — sériové spojeni systému:

y(t) = |[z(t) x hi(t)] x ha(t) = x(L) * [h1(t) * ha(t)].

Systém ma celkovou imp. odezvu h(t) = hi(t) * ha(t).

@ 7 w799 (6 (t)
M| 'hl(é)g_i’ ~ L_ﬂa,(ﬂ%?@—‘j—"

Ovéfent:

y(t) = /[/ z(T)h1(v —7) dT] ha(t — ) dv—// T)hi(v — T)ha(t —v)drdv =

= p¥ehozeni pofadi integrace = / /az(T)hl(v — T)ha(t — v)dvdr =

/x(f) U by (0 — 7)ot — fu)dv] dr = ...

Ve vnitfnim integralu zmé&nime proménnou: v = g + 7 a vyuzijeme toho, Ze:
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f hi(g)ha(t — 7 — g)dg = h(t — 7) takZe vysledek je:

= x(t) 21 (t) x ha(1)].

Podobné pro diskrétni systémy:
yln] = xn] * [h1|n] x han]].

Systémy s paméti a bez :
Bez paméti: impulsni odezva ma jen 1 impuls pro ¢as 0: h|0] = Kd[n], takZe:

y[n] = 2[n] * hin] = :f o[k Kd[n — k] = Kz[n).
h(t) = KO(t), takze: y(t) = / o 2(T)KS(t — 1)dr = Ka(t).
Zvlastnim p¥ipadem systému bez paméti je identita (drat):
h[n] = &[n]
h(t) = o(t)



Kauzalita:
Systém nesmi “vidét do budoucna”. Pro vypocet n-tého vzorku se smi pouZit jen vzorky

< n. Pro vypodet t-tého €asu se smi pouzit jen ¢asy < t. Toto je splnéno, kdyz:
hin] =0 pron <0

h(t)=0prot <0

Malé opakovani, jak se konvoluuje, otoend a posunuta imp. odezva nesmi zasahovat za

¢as n nebo tl.
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U konvolu&ni sumy a integralu mizeme v pfipadé kauzalniho systému omezit meze na:

+o0 n +o00 00
> alklhn -kl — Y alklaln—k], Y hklz[n — k] — > hlklzn — k]
k=—o0 k=—o0 k=—o00 k=0

o 2(r)h(t — 7)dr — t 2(1)h(t — 7)dr,
/ I

— 00

/ o h(r)a(t — 7)dr — /0 o h(r)z(t — 7)dr.

— OO

Stabilita:
“pokud je vstup omezeny, vystup by mél byt také néjak omezeny..."” Splnéno, pokud je
imp. odezva absolutn& sumabilni/integrabilni (terminologie ?):

—+ 00

+o0
S || < oo, / Ih(8)]dt < oo.

k=—o0 -
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