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LTI systémy — opakovani.
kmitoltova charakteristika H (jw).
prichod signald systémem s H(jw).
Laplaceova transformace.

Stabilita a vztah LT s H(jw).



LTI systémy — opakovém’.

jsou linedrni: ax1(t) + bxa(t) — ayi(t) + byz(t) — tato vlastnost bude uZiteéna,
protoZe neustale rozkladame signdly na komplexni exponencialy.

¢asové invariantni: vlastnosti systému se neméni s ¢asem.

LTI systémy popisujeme impulsni odezvou: vybudime §(t), systém odpovi h(t). Jak
vypada h(t) pro kauzalni systémy ?
reakci na libovolny vstup z(t) ziskdme pomoci konvoluce:
+oo
y(t) = x(t) x h(t) = / xz(T)h(t — T)dT

— OO0

nebo naopak protoze konvoluce je komutativni. Pro kauzalni impulsni odezvu:

y(t) = / x(T)h(t — 7)dT



Reakce systému na vstup e, I

kde s je libovolné komplexni &islo:
+00
y(t) = H(s)e®, kde H(s) :/ h(t)e *dt.

Stejny signal nasobeny komplexnim &islem H(s). Nejvice nas zajima s = jw, vstupem je
pak stary zndmy signal e/“t. Pak y(t) = H(jw)e’“t, kde

+00
H{jw) = / h(t)e=Itdt.

— 00

Cislem H(jw) bude zm&n&na komplexni exponenciala kroutici se na kruhové frekvenci w.
Cislo nazyvame p¥enos nebo &initel prenosu. Hodnotu H (jw) miizeme nalézt pro
libovolné w, celou funkci H(jw) nazveme (komplexni) frekvenéni charakteristika. Co
o ni miZeme Fici ? Je to Fourierova transformace impulsni odezvy: H (jw) = F{h(t)}.
Jelikoz h(t) € R, md H(jw) né&které obvyklé vlastnosti:

H(jw) =3H*(—J’w)-



P¥iklad: H(jw) filtru typu dolni propust (DP):
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Priichod signala systémem s H (jw)

Komplexni exponencidla z(t) = c;e/“1!.

Najdeme hodnotu H (jw;), rozdélime na modul a argument:
y(t) = H(jw )1/t = ‘H(jwl)HCl‘ej(argcl+argH(jw1))€jw1t.

= zméni se jen modul a argument koeficientu c;, tj. “tloudtka a predtoceni” komplexni

exponencialy. Perioda zistava stejna.

Kosinusovka z(t) = C; cos(wit + ¢1).

Umime rozloZit na z(t) = SLefreiwrt 4 Sle=id1e=J1t, Pracujeme s linedrnim

systémem, takze exponencidly se mohou zpracovat samostatné, poté opét slozZit:

.o c. |
y(t) = H(jowr) e el 4 H(—juoy) —Lemitreiont,

Vime, Ze H(jw1) a H(—jwy) jsou komplexné sdruZeni kamaradi, takze

H(jor)| = |H(—jon)| a arg H(jwr) = — arg H(—jo):
5



y(t) = |H(jw1),%€j¢1+j arg H(jwi) gjwit ]H(jwﬁ\%e‘jm—j arg H(jw1) p—jwit —

|H (jwi)|Ch cos [wit + ¢1 + arg H(jw1)] .
= kosinusovka bude jinak velkd a s jinou fazi

Priklad: |dedIni Hi-Fi zesilova¢ zesiluje od 0 do 20 kHz, pak uz skoro viibec:

| 100 pro 0 < |w| < 400007 | N
[H (jw)| = arg H(jw) = — -
1 pro |w| > 400007 00000

Jak bude reagovat na kosinusovky o velikosti 1 V na frekvencich f1 =1 kHz a
fg =30 kHz?

t) = cos(20007t), wy = 2000w, H(jwi) = 100e—70-027
t) = 100 cos(20007t — 0.027).

T5(t) = cos(600007t), ws = 60000, H(jwi)= 1le 7967
y1(t) = 1cos(600007t — 0.67).






Libovolny periodicky signal umime rozloZit na FR:

400

z(t) = Z cpelFert

k=—o0

“I ¥ 1o

H (jw) ovlivni kazdy koeficient podle toho, na které frekvenci

“+00
y(t) = Y H(jkw)ere™,

k=—o00

takZe op&t ned&ldme nic jiného, neZ e ndsobime koeficienty FR. Pro¢ je to zajimavé ?
Vypotet koeficientdi FR, ndsobeni a zp&tna syntéza mohou byt podstatné rychlejsi nez
konvoluce |

P¥iklad: Smés signalli z minulého p¥ikladu:
z(t) = cos(20007t) 4 cos(600007t) = c1e?“1t + c_1e 791t 4 ¢30e73091t 4 ¢_gge 73091t
kde ci = c_1 =c30 = c_30 = % Po priichodu zesilova¢em jsou nové koeficienty:
c1,y = £100e790-027 ¢y = 2100e70027 5, = 21e7I00T g0, = 217067
y(t) = 100 cos(20007t — 0.027) + 1 cos(600007t — 0.67).
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Priichod obecného signalu se spojitym €asem systémem s H(jw)

Obecny signdl jsme rozloZili do nekone¢ného pocétu nekoneéné malych exponencidl pomoci
FT:

+0o0
X(jw) = / z(t)e I« dt

— 0

kde X (jw) je spektralni funkce. Ta byla oviem definovdna jako:

dc,
X(Jw) = 27—
(jw) = 21—~
Podobné to miZeme udélat i pro vystupni signal:
dc
Y (jw) = 2r—2.
(jw) = 27—~

Vybereme né&jakou wi, na které “sedi” nekone&n& malé koeficienty dc, 1 a dc, 1. Ty jsou

svazany podobng jako koeficienty FR:

dCy71 = H(jwl)dc%l.
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Pak ale také plati:

. dw , . dw
Y(jwi) g = H(jw) X (jwr) 5.

Ale to plati pro vS8echny mozné wq, takze:

Y (jw) = H(jw) X (jw)

Da se dokazat i pomoci:

Y (jw) = Fly(t)} = /_:O [/_;OO

Priklad: Do naseho Hi-Fi zesilovale (zjednoduseni: od 20 kHz nahoru neprojde nic) vesel

z(T)h(t — T)dT| dt = ...sami !l

obdélnikovy impuls o Sifce ¥ = 1 us, vysce D = 1 V. Jaky je vystup y(t) ?

Vystup uréime jako:

—1

1(t) = X(jw) Y (jw) = Hjw)X(jw) Y (jw) = y(t).
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P¥ima FT: X (jw) = Ddsinc (gw) =1x 1 x 107 %inc(0.5 x 107%w), funkce se poprvé

(%

dotkne osy w pro sw, = T, w, =

1 x(¢)
/1

i

0.5x10—6

S

= 2M.

1.40

G




Tato funkce je nasobena H(jw), kterd je ovdem mnohem uZsi:

s o 11

A Y(jw)|
P — Ao !

- . ;8 “ w
0 w ~ Lot Hotooy - 4oooo Uooy i
To X(jw) oy H{w) 1 ¥(jw)

« : \f o

—04T 1

_O4T

Vysledkem je obdélnik s linearni fazi. Je potfeba je3té provést zpé&tnou Fourierovu

transformaci.
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P¥edstavme si nejprve, Ze faze obdélnika je nulovad (“bf"—bez faze). Signal s obdélnikovym

spektrem je:

1 [% : Hw,. . 40000
ypf(t) = o Heﬂm = —wsmc(wct) =1 x10"* i
m 7r T

sinc(400007t) =

= 4sinc(400007t).

Kde je prvni priichod tohoto signalu nulou: 400007t =, t = 40000 = 25 us.

Faze ovSem nulova neni, je linearni: ¢ = — 355555 - - - €0 nam to p¥ipomind ? Posunuti
signalu v Case !

y(t) = yor(t —7) — Y(jw) = Yos(jw)e 7T,

takze 7 = 100000 = 10 us.
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Vidime, Ze:

e kratky signal na vystupu uz neni kratky, roztahl se nejméné 50 x.

o filtr typu DP zfejmé& nemad rad kratké ostré signaly.

e Impulsova odezva idedlni dolni propusti bude zfejmé& funkce sinc.

e je opravdu moZné, aby signal y(t) za&inal pfed ¢asem, kdy za&al x(t) (—0.5 us) ?
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Idealni pfenosovy élének.

yt) =az(t—71), Y(W)=aX(w)e 7 H(jw)=ae /T

H(jw)|4
a
0 W
arg H(jo) 4
0 W
—WT
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Derivaéni ¢lanek '

dx(t) de’*

— ¥ _Ii — pJwt ¢ : — — pJwt
y(t) = prt P¥ivedeme-li na vstup x(t) = e/“*, vystupem je y(t) - e’ jw
1 [H(jw\{
H(jw) = jw. - H,( ‘ ?-U
q w
(1ot
1 3
w

-
i
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LAPLACEOVA TRANSFORMACE '

vid&li jsme, Ze reakce LTI systému na komplexni exponencidlu tvaru e%?, kde s je komplexni
cislo, byla:
“+o0
y(t) = e*H(s), kde H(s) :/ h(t)e *"dr.

Zatim nds zajimal jen p¥ipad s = jw, ted nds bude zajimat celd komplexni rovina “s".
Laplaceova transformace:

400

X(s) = / z(t)e *tdt,

— 0
kde s = o + jw je komplexni promé&nnd. X (s) je komplexni funkce nad komplexni rovinou,
nazyvame ji obraz. Zna&ime L, x(t) £, X (s). VsSimné&me si, Ze jdeme-li v roviné “s” po
-ose, dostaneme FT:

X(8)|s=ju = Fiz(t)}:

K ¢emu nam LT bude ? Nebudeme transformovat signaly, ale budeme se zajimat o chovani
a stabilitu systémii popsanych diferencidlnimi rovnicemi (a to jsou vSechny LTI :-).

PYesko¢ime konvergenci, zpétnou LT, atd !
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Zakladni vlastnosti LT '

e konvoluce signdlt v €ase: x1(t) x x2(t) — X1(s)X2(s)
Budou se ndm dob¥e popisovat systémy, protoZe konvoluce prejde na soudin:

z(t) — X(s), h(t) — H(s)

y(t) = x(t) x h(t) — Y (s) = X (s)H(s).
H (s) budeme nazyvat pfenosova nebo systémova funkce.
dx(t)
dt

e derivace sX (s). Tato vlastnost se nam bude velmi hodit p¥i popisu

systémi.
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Systémy popsané diferencialnimi rovnicemi I
Zak iu Zbk iy

Zajima nas prenosova funkce — ta nam fekne, Jak reaguje vystup na vstup:

(Z aksk> Y(s) = (Z bksk> X (s

a sumy muiZeme podélit:

coZ je tzv. raciondlni nebo lomend funkce. Z n|' muizeme pfimo prejit ke kmitoctové
charakteristice:

H(jw) = H(s)|,—




V Citateli i jmenovateli H(s) jsou polynomy. Zikladni vyjad¥eni je pomoci koeficientd, ale

O v

muizeme je také vyjad¥it pomoci kofenu:

11(s—px)

Kofeny jsou hodnoty s, pro které je polynom roven 0. Koteny Citatele ng “stahuji”
hodnotu zlomku do 0, nazyvdme nulové body nebo nuly. Koreny jmenovatele py
“vytlac¢uji” hodnotu zlomku do oo, nazyvame je poly.
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v ] _ 5°43s54+2 (s4+2)(s+1)
Priklad: H(s) = “5505¢ = 350 D(s—500)

ny = —2.n9 = —1,p; = —j0.4,py = +50.4

0t
-2 _4 Fz olq
Gt — >
noMox oy

Pa|

Z poloh nul a pdli se da také graficky zjistit, jak vypadd H(jw).
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Stabilita '

Kauzalni systém je stabilni, pokud vSechny pdly lezi v levé poloroving komplexni
roviny, tedy R{px} < 0.
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Priklad: z pfedndsky o zdkladech systémi: Jak se bude chovat napéti na kondenzatoru

y(t) v zavislosti na napéti zdroje x(t) ?

°

R
()

proud kondenzatorem: i(t) = C'“
dohromady: RC¥W 4 (t) = (1

o x (t)
)

0._

&

.

-0

h (+)

0

T = RC je tzv. €asova konstanta systému. Koeficienty diferencialni rovnice jsou:

ayg =T, CL():l, b():l
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Nuly p¥enosova funkce nemd, ale ma jeden pdl pro (s7+ 1) =0, tedy p; = —%.

(a1
., Y

\kw

—-
=4
T

S 4

= z toho plyne, Ze systém je stabilni.

Kreslime-li kmito¢tovou charakteristiku, pohybujeme bodem s = jw po $-ose. Nulo-pélovy
zapis:

1] Gew —pr)

k=1

Pro dané jw je kaZzdd zavorka komplexnim ¢&islem, které si mizeme predstavit jako vektor.
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Abychom dostali hodnotu kmito¢tové charakteristiky pro frekvenci w,

e moduly vSech Cisel ze jmenovatele délime. Argumenty odelitdme.

Zpét k prikladu: H(s) = %s—(l—l)'

TCR % T ang (jw ~p+)
A )
T. : |

e zadindme pro jw = 0: |[H(0)| =1, arg H(0) = 0.

e zvySujeme w: |s — (—%)| se prodluZuje, ale je ve jmenovateli. Proto se zlomek

zmensuje. Uhel se zvétsuje, ale do vysledku se bere se zdpornym znaménkem.
v

e kontime pro jw = oo: |H(joo)| = 0, arg H(0) = —F (vektor jde kolmo nahoru).
26



Priklad: R=1EkQ), C =1 uF, 7= RC =1 ms.

0 . oo N 3

I
=
@]

[

i

20log|H|
b
@] 6)
[ [
l

|
N
a

I

I

L ) ) N T S S R ) ) N T S S R
10° 10° 10"

omega [rad/s]

arg(H)

omega [rad/s]

27



