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|ldedIni vzorkovani — spektrum navzorkovaného signalu.
Aliasing, Shannonilv teorém.

|dealni rekonstrukce.

Normalizovany &as a frekvence.



Opakovani — Pro¢ dcislicové zpracovani signala ?

ProtoZze ma oproti klasickému (i kdyZ dnes uZ je vlastn& klasické &islicové. .. ) neboli

analogovému nékteré nesporné vyhody:

e reproduktibilita (neexistuji Zadné tolerance soulastek).

e neexistuji zmény kvuli starnuti materidli a teploté.

e nemusi se sloZité nastavovat (vidéli jste, kolik je ve starych radiich odporovych
trimra?).

e moznost adaptivniho zpracovani ( “pFistroj se méni podle vstupniho signdlu™).

e simulace = aplikace.

e kompatibilni s boomem vypocetni techniky, Internetu, mobilnich telekomunikaci.



Jak vypada signal a co s nim obvykle déléme.

«(t «n ¢islicové y[n v (t
L’ A/D n > zpracovani u - D/A ()’
(PC, DSP) |
ukladani
:,|> prenos
interpretace

jiné zpracovani...

Na zacdatku zpracovani je signal se spojitym €asem: je definovan vSude od —oo do oo, a
¢as ma oo hodnot.
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Pro representaci signdlu ve frekvenéni oblasti pouZijeme Fourierouvu transformaci:
oo |
X(w) = [ e (1)
— 00

kde funkci X (jw) ¥ikdme spektralni funkce, nebo kratce spektrum. Inteligentni signaly
jsou frekven&né omezené (energie je soustfedéna do pasma (0, waz))-

4



IX(j W
>
-W 0 W W
max max
Analogové — &islicovy (AD) prevod I
vzorkovany kvantovany
signal x;[n| signal x,|n|
antialias) | oo iovénd ~ kvantovani L»

filtr

5



Vzorkovany signél dostaneme tak, Ze pivodni signdl vyndsobim nécim, co je periodické v
¢ase. Signalu s(t) ¥ikdme vzorkovaci (samplovaci).

S(t) '

Teoreticky vysvétlujeme vzorkovani tak, Ze nasobime signdl periodickym sledem Diracovych

s(t) | X{O=X(Os(t)
D

impulst. Budeme si muset odvodit spektralni funkci takového signalu :-(



Spektralni funkce periodického sledu obdélnikovych impulsii

s(t)
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Dirakové maji periodu 1I'. Pro nalezeni spektrdlni funkce nejprve spolitdme koeficienty

t

\O)

Fourierovy fady periodického sledu Diracovych impulst. Pro periodicky sled obdélniki o
Sitce 14, vySce D a periodé T jsme nasli tyto koeficienty:

Dy . v
Cr = TSIHC <§k‘Q>



Pfedstavme si, ie Diraclv impuls vyjadfime pomoci takového obdélnikového impuISU' D
musi byt D = =, aby vychdzela plocha 1. Pak za¢neme utahovat svérdk, ¥ — 0, & — oo,
ale plocha bude stdle 1. Co se stane s koeficienty:

=0 9 1 1
ck = }}i_)rr%) %sinc <§kﬂ) Tsmc(O) T

Pro periodicky sled Dirakd tedy plati, Z¢ ma véechny koeficienty FR rovny 1/T

Konverze koeficientd FR na spektrélni funkci se provadi tak, e naperiodizujeme Diraky (a
umistime je na kazdy nasobek zdkladni kruhové frekvence) a jejich mocnosti poloZzime

rovny koeficienttim FR, takZe pro nas signdl:

S(jw Z 2merd(w — kwy) = Z 276 (w — kwy)

k=—o0 k=—o0

Vysledek je zajimavy — spektrum periodického sledu Dirakl (perioda T') je opét periodicky

sled Dirakd (perioda wy = 2%).
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Nasobeni sledem Diraku .

Vynasobime-li signdl periodickym sledem Diracovych signal z(t), dostaneme opét
periodicky sled Diracovych impulst, ale s mocnostmi danymi hodnotami plivodniho signdlu
v bodech nT":

A
) x (D=x()s(t

1
1" je vzorkovaci perioda a F; = - je vzorkovaci frekvence
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‘Spektrum vzorkovaného signalu I

v Case jsme puvodni a vzorkovaci signal nasobili. Ve spektru tedy musime konvoluovat:

+00
X.(jw) = Fla(t)s(t)} = % X (1) X (w — v)dy =
1 2T — oo
= o k_z_ooc? V—kw1] X(w— k_Z_OO/ X(w—v)d(v—kwy)dv =
Z X(w— kwq).

PYi vypoltu pouZivame pomiicku:

/f (x — xg)dx = f(xg),

ve které dosazujeme: x = v, f(z) = X(w —v), x¢ = kws.

Spektrum pilivodniho signalu se periodizuje a vSechny kopie se sectou.
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Vzorkovaci teorém a aIiasingI

Podle vztahu maximalni frekvence obsazené ve spektru signdlu w,, ., a vzorkovaci
frekvence )5 = 27 F rozliSujeme dva pFipady:
1) Qg > 2wpq.: Jednotlivé kopie plivodniho spektra se nepfekryvaji a ptvodni signal

muzeme idealné rekonstruovat.

IXs(Gw)l .
/T maxIX(w)l

| |
| |
| |
| |
l l
| |
_QS ~Wmax 0 wmax QS w

2) Qg < 2wpmas: Jednotlivé kopie plvodniho spektra se prekryvaji, vysledné spektrum ma
Jiny tvar nez puvodni spektrum. Pivodni signal nemiZeme zadnym zplisobem

rekonstruovat, dochdzi k takzvanému aliasingu.
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Podminka pro spravné vzorkovani se jmenuje Shannoniiv alias Kotelnikoviiv alias
Nyquistuv alias vzorkovaci teorém:

Qs > 2Wmax
nebo
FS > Qfmaa;

Poznamky:

e dodrzujeme i tam, kde neni poZzadovana zpé&tna rekonstrukce signdlu (rozpoznavani).

e prakticky neni mozné zkonstruovat zcela “pravotihlou” dolni propust se
zesilenim /utlumem T od —wyqp dO +Winae a 0 jinde. B&Zné rekonstrukéni filtry maji

Utlum v zavérném pasmu 30—40 dB.
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Rekonstrukce '

probiha tak, Ze vzorkovany signal vyfiltrujeme dolni propusti s meznim kmitoétem €2 /2:

H, (o) T pro —Q/2<w< /2
r\JW) =
0 jinde

Hodnota frekvenéni charakteristiky v propustném pasmu je T', abychom dostali stejnou

velikost pivodniho spektra (7" = 1).
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‘ 1. P¥iklad vzorkovani a rekonstrukce — OK '

Fs =8000 Hz, fmae = 3000 Hz, a tedy Qs = 160007 rad/s, wpqe = 60007 rad/s.
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‘2. Priklad vzorkovani a rekonstrukce — BAD '

Fs =8000 Hz, fmae = 7000 Hz, a tedy 2, = 160007 rad/s, wyqe = 140007 rad/s.

_ 1
I'= 3000

S
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‘ Antialiasingovy filtr I

Co délat, kdyZ mame vzorkovat signal, ktery nespliiuje vzorkovaci teorém, ale nemiizeme
pohnout se vzorkovaci frekvenci ? Pfed vzorkovdnim budeme filtrovat antialiasingovym
filtrem, ktery odfeZe vse, co je za polovinou vzorkovaci frekvence. Spektrum signalu se tak
“predmrsi”, o frekvence za (), /2 pFijdeme, ale &ast, kterou jsme vyf¥izli, uZ nebude

ovlivnéna aliasingem.

1 pro —Q4/2 <w<Qy/2

Haa(jw) = -
0 jinde
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Ptiklad 2. s anti-aliasingovym filtrem:

—0.5 o 0.5 1
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Rekonstrukce v ¢asové oblasti '

...aneb co d&l3 idedlni dolni propustt se vzorky ? Filtrovani rekonstruk&nim filtrem s
frekvenéni charakteristikou H,.(jw):

. T pro —Q/2<w< /2
Hr(]w) = -
0 jinde
odpovida konvoluci s jeho impulsni odezvou h..(t). Impulsni odezva je zpétnou Fourierovou
transformaci, pro obdélnikovy impuls ve spektru uz jsme ji vidéli:
1 Qs/2 T Qs/2

1 [ : . ,
h(t) = — H,.(jQ)et? dw = — Tet7dw = — eI dw =
21 ) oo 21 J_q, /2 2T ) _q, /2

jako obvykle ndm pomiize Sebestova pomiicka: fﬁb eTI%Ydy = 2b sinc(bx), kam dosadime
v =Qs/2, y=w a x =t. Dostaneme:

T QS . QS
h.(t) = —SQgsinc | —t | = sinc | —t
2 2 2

74
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Kardindlni sinus bude mit maximalni hodnotu 1 a osu ¢ protne v bodé:

Q) 2T 27l
—t = tedy t=—=—="T.
g 1T T TR Q. T

To je docela zajimavé:

Hr(o) }
-
1/T
AN

/N
_ AT -2\1‘\]1‘ 0 T\/ZT 3T

A
Q2 0 Q2 W

Rekonstruovany signdl zapiSeme v €asové oblasti jako:

2o (t) = By (£) % 24(t)

Nebudeme odvozovat, ale uvédomime si, Zze pokud konvoluujeme se sekvenci Diracovych
impulst (a xs(t) je takovou sekvenci), spusti kazdy Diractiv impuls jednu kopii impulsni
odezvy, posune ji tam, kde lezel a vyna’sobl’jgosvou mocnosti.



Pro jeden Dirac v navzorkovaném signdlu:
. ()
x(nT)o(t — nT) — x(nT)sinc (7(75 — nT)) :

a pro vSechny Diracy se vSechny tyto impuslni odezvy se€tou:

= x(nT)sinc &t—nT>.

o= 3 atutsine (50—

Uvédomme si, Ze funkce sinc interpoluji hodnoty mezi jednotlivymi vzorky. Déle si
uvédomme, ze kazdd funkce sinc prochdzi pro sousedni vzorky ptesné nulou, hodnota
rekonstruovaného signalu v mistech nT" je tedy dana p¥esn& vzorky z(nT'), mezi vzorky se
projevi predevSim interpolace sousednich dvou vzorkl, ale také vSech ostatnich

“kamaradu’ .
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Rekonstrukce v ¢asové oblasti '
llustrace 1:

Fs = 8000 Hz, Q, = 160007 rad/s, T = 1/8000 s. Vzorkujeme signal: x(t) = sin(27w600t)
na frekvenci 600 Hz.

llustrace 2. F, = 8000 Hz, 2, = 160007 rad/s, T'= 1/8000 s. Vzorkujeme obdéInikovy
impuls s hodnotami 1 od 27" do 57, O jinde.

a jé je, co se stalo 7 Pro¢ neni stejny jako original 777
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Zapis vzorkovaného signalu I

signal x4(t) stali vyjadfit mocnostmi jednotlivych Diracil, coZ jsou &isla xs(nT'). JelikoZ se
jednd pouze o posloupnost Cisel — diskrétni signal, stadi, kdyz ho zapiseme standardné
jen pomoci “poéitadla” n: x[n].

Mdme-li vzorkovany signal, musime k nému dostat i informaci o vzorkovaci frekvenci
(implicitn&: vzorky pfichazeji do signalového procesoru s periodou T, explicitn&: napf¥.
hlavi¢ka souboru WAV).

Pocitame-li se vzorkovanymi signaly, radi se &asu zcela zbavime. Zaménu nI' za obylejné n
si mizeme predstavit jako prechod k tzv. normalizovanému &asu, ktery se provede délenim

vzorkovaci periodou T

n— —
T

TakZe vzorkovaci perioda signdlu xs[n] je “jakoby” 1. Takové zdméné& €asu oviem

odpovida také normalizace frekvence:
25



e normalni fekvence:

y
= %
takZe vzorkovaci frekvenci Fs bude odpovidat 1.
e kruhova frekvence:
, W
w = 7

takZe vzorkovaci kruhové frekvenci budou odpovidat 2.

Pozor!

e Jelikoz jsou zpracovatelé signalu lenosi, vétSinou zadné ¢arky nikam nepisSi a symbolem
w klidné oznadi normovanou nebo nenormovanou frekvenci (coZ jste ostatné& uZ zazili

na predndsce o harmonickych signalech).

e Ve vzorcich se normovand frekvence pozna tak, ze blizko ni nikde nestoji vzorkovaci
perioda 7.

e prechdzime-li mezi normovanou a nenormovanou frekvenci (je jedno, zda kruhovou

nebo obylejnou), tvar spektra se neméni, méni se pouze hodnoty na ose x.
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P¥iklad 1. Cosinusovka se spojitym ¢asem ma kmitocet 100 Hz, amplitudu 5 a nema
pocatedni fazi. Zapiste rovnici. Zapiste diskrétni verzi této cosinusovky po vzorkovani na
F, = 8000 Hz a zobrazte pro vzorky n =0...100.

Redeni: f; = 100 Hz, w; = 2007 rad/s, C; = 5.
x(t) = C7 cos(wit + ¢1) = 5 cos(2007t).

£ 100
Jo 100 00195 W = 0.025m
7.~ 3000 “1 "

x[n] = Cq cos(win + ¢1) = 5 cos(0.0257n).

Normovanid frekvence je dana: f; =

Matlab: n = 0:100; xn = 5 * c0s(0.025 * pi * n); stem(n,xn)

M e
L

o%iii
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P¥iklad 2. Cosinusovka se spojitym ¢asem ma kmitocet 8100 Hz, amplitudu 5 a nema3

polatecni fazi. Zapiste rovnici. Zapiste diskrétni verzi této cosinusovky po vzorkovani na
F, = 8000 Hz a zobrazte pro vzorky n =0...100.

ReSeni: f; = 8100 Hz, w; = 162007 rad/s, C; = 5.
x(t) = C1 cos(wit + ¢1) = 5cos(162007t).

f1 8100
JL O 10125, W = 2.0257.
F, 8000 1 "

x|n] = C1 cos(win + ¢1) = 5cos(2.025mn).

Normovanid frekvence je dana: f] =

Matlab: n = 0:100; xn = 5 * c0s(2.025 * pi * n); stem(n,xn)

M., e
A

—= . ! v =S
o a o =0 =0 2O

... co se stalo 7 Jak to, ze jsme dostali stejny signal 7
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