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ÚPGM FIT VUT Brno, cernocky@fit.vutbr.cz

• opakováńı – základy o diskrétńıch signálech.

• periodické a harmonické posloupnosti

• operace s diskrétńımi signály

• konvoluce

• Fourierova transformace s diskrétńım časem

• Diskrétńı Fourierova řada
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Vzorkovaný signál ⇒ diskrétńı signál

p̌ri vzorkováńı bereme v úvahu pouze hodnoty signálu pro násobky vzorkovaćı periody T :

x(nT ), nT = . . . − 2T,−T, 0, T, 2T, 3T, . . . U diskrétńıho signálu zapomeneme na

skutečný čas a vzorky pouze oč́ıslujeme (matematicky jsme provedli normováńı času

pomoćı vzorkovaćı periody). Diskrétńı čas n je pak prakticky jen poč́ıtadlo:

x[n], n = . . . − 2,−1, 0, 1, 2, 3, . . .

Proto diskrétńı signály nazýváme často posloupnosti (posloupnosti hodnot).
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Důležité diskrétńı signály

Jednotkový skok a jednotkový impuls:

σ[n] =







1 pro n ≥ 0

0 jinde
δ[n] =







1 pro n = 0

0 jinde
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Periodické diskrétńı signály

jejich chováńı se opakuje po N vzorćıch, nejmenš́ı ze všech možných N znač́ıme N1 a

nazýváme základńı perioda.

Harmonické diskrétńı signály (harmonické posloupnosti)

x[n] = C1 cos(ω1n + φ1) (1)

• C1 je kladná konstanta – amplituda.

• ω1 je kladná konstanta – úhlový nebo kruhový kmitočet, který je normovaný. Jelikož

je n bezrozměrné, je zde jednotka ω1 pouze [rad]. Všimněte si, že tuto normovanou

kruhovou frekvenci nijak nepoznáte od jej́ı kamarádky ω1 se spojitým časem – v

minulé p̌rednášce jsme sice pro normované veličiny použ́ıvali ω′
1, ale to bylo výjimečné

– ve skutečnosti apostrofy nikde nenajdete. Pomůcka: je-li vedle ω opravdový čas

(nap̌r. cos(ω1t)), je to skutečná kruhová frekvence. Pokud vid́ıte jen diskrétńı čas

(poč́ıtadlo) n (nap̌r. cos(ω1n), jedná se o normovanou kruhovou frekvenci.

• φ1 je počátečńı fáze [rad]. Hodnota signálu pro n = 0 je x[0] = C1 cos φ1.

Př́ıklad: x[n] = 5 cos(2πn/12), ω1 = π/6.
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Se základńı periodou harmonické posloupnosti máme drobný problém. Neńı možné ji

vypoč́ıtat podobně jako u signálu se spojitým časem pomoćı: N1 = 2π
ω1

, protože by mohlo

vyj́ıt necelé č́ıslo. N1 jako počet vzork̊u muśı být vždy celý. Muśıme naj́ıt takové N1, aby

platila podḿınka periodicity:

cos [ω1(n + N1)] = cos ω1n.

V́ıme, že základńı perioda funkce cos je 2π a že podḿınka bude splněna pouze pro rozd́ıl

argument̊u rovný celoč́ıselnému násobku 2π:

ω1(n + N1) − ω1n = ω1N1 = k2π,

kde k je celé č́ıslo takové, aby N1 bylo nejmenš́ı možné.
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Vlastnosti harmonických posloupnost́ı

• vztah se vzorkovaným signálem x[n] = C1 cos(ω′
1n + φ1) odpov́ıdá pro skutečný

čas: x(nT ) = C1 cos(ω1nT + φ1), kde ω′
1 je na chv́ıli zase označeńı pro normovanou

kruhovou frekvenci a ω1 pro skutečnou. Jelikož hodnoty signálu muśı být rovny, muśı

se rovnat i argumenty kosinu, z čehož odvod́ıme vztah pro výpočet normované

frekvence:

ω′
1 = ω1T a tedy ω′

1 =
ω1

Fs
.

Normujeme vzorkovaćı frekvenćı.

• u kosinusovek se spojitým časem jsme p̌redpokládali, že pokud budou ḿıt 2

kosinusovky r̊uzné ω, budou r̊uzné. Jak to bude s diskrétńımi kosinusovkami ? V́ıme,

že funkce cos je periodická s 2π (normované frekvence už budou zase bez

apostrofu. . . ). Zkuśıme k normované frekvenci p̌rič́ıst libovolný násobek 2π:

cos[(ω1 + 2kπ)n + φ1] = cos[ω1n + 2kπn + φ1].

2kπn je ovšem násobek 2π, proto bude kosinusovka pro ω1 + 2kπ p̌resně stejná jako

pro ω1.
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Jak je to možné:
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• jelikož cos je funkce sudá bude pro kosinusovky bez počátečńı fáze platit:

cos(ω1n) = cos(−ω1n),

a tedy i

cos(ω1n) = cos[(−ω1 + k2π)n].
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Exponenciálńı posloupnost

x[n] = ejω1n

Je také stejná pro všechny kruhové frekvence ω1 + 2kπ, protože

x[n] = ej(ω1+2kπ)n = ej(ω1n+2kπn) = ejω1nej2kπn = ejω1n

ej2kπn je totiž vždy 1.
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Vyjáďreńı harmonické posloupnosti pomoćı dvou exponenciálńıch

Podobně, jako tomu bylo u spojitých signál̊u, můžeme pomoćı vzorečku:

cos x =
ejx + e−jx

2

Vyjáďrit harmonickou posloupnost pomoćı sumy dvou komplexńıch exponenciál s

koeficienty:

x[n] = C1 cos(ω1n + φ1) = c1e
jω1n + c−1e

−jω1n

kde pro vztah koeficient̊u c1 a c−1 s parametry kosinusovky plat́ı naprosto stejná pravidla

jako pro spojité signály:

|c1| = |c−1| =
C1

2
arg c1 = − arg c−1 = φ1,

takže c1 a c−1 jsou komplexně sdružené (stejné absolutńı hodnoty, opačné fáze).

Koeficienty c1 a c−1 opět zǎrizuj́ı velikost a “p̌redtočeńı” komplexńıch exponenciál.
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Př́ıklad 1.: ω1 = 2π
40 , c1 = c−1 = 1, x[n] = 2 cos 2π

40 n.
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Př́ıklad 2.: ω1 = 2π
40 , c1 = 0.5ej0.4π, c−1 = 0.5e−j0.4π, x[n] = cos( 2π

40 n + 0.4π).
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OPERACE S DISKRÉTNÍMI SIGNÁLY

Posloupnost délky N

pro tuto posloupnost plat́ı, že má významné prvky jen pro časy n ∈ [0, N − 1], jinde nuly.

Vykousnut́ı posloupnosti délky N

Posloupnost délky N vyrob́ıme z libovolného signálu s disk. časem tak, že jej pronásob́ıme

okénkovou funkćı (krátce oknem) o délce N :

RN [n] =







1 pro n ∈ [0, N − 1]

0 jinde

y[n] = x[n]RN [n]
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Periodizace posloupnosti délky N

Máme posloupnost x[n] délky N se vzorky od 0 do N − 1 a chceme ji zperiodizovat – tj.

nalepit ji nekonečněkrát za sebou. Matematicky to můžeme zrealizovat pomoćı funkce

modulo, která poč́ıtá zbytek po celoč́ıselném děleńı:

x̃[n] = x[ mod Nn]

Jak je možné, že to funguje ?

Př́ıklad: posloupnost má délku 4, zperiodizujte ji.

Vyhodnot́ıme-li funkci mod 4n, dostaneme:

n . . . -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 . . .

mod 4n . . . 3 0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3 . . .
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Periodické posunut́ı posloupnosti délky N

zpozd́ı-li se diskrétńı signál o počet vzork̊u m, můžeme to zapsat jako:

x[n] −→ x[n − m]

U periodického posunut́ı posunujeme posloupnost délky N , a na čas použijeme opět

funkci modulo:

x[n] −→ x[ mod N (n − m)]

Př́ıklad: posloupnost má délku 4, periodicky zpožd’ujeme o 2:

n . . . -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 . . .

mod 4n . . . 3 0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3 . . .

mod 4(n − 2) . . . 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 . . .

operaci si můžeme p̌redstavit tak, že se signál “pootoč́ı” o m v bufferu délky N a pak se

tento buffer začne opakovat.
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Kruhové posunut́ı posloupnosti délky N

je podobné jako periodické, ale výsledkem neńı periodická posloupnost. Z výsledku

periodického posunut́ı vybereme opět jen interval n ∈ [0, N − 1] okénkovou funkćı:

x[n] −→ RN (n)x[ mod N (n − m)]

operaci si můžeme p̌redstavit jako šalinu plnou lid́ı, které se snaž́ıme posunout doprava o

m. Z p̌redńıch dvěŕı samožrejmě vypadne m nešt’astńık̊u, ti ale hbitě v̊uz oběhnou a

nastouṕı opět zadńımi dvěrmi. V šalině je stále stejný počet lid́ı, ale kruhově se posunuli.

Př́ıklad: posloupnost má délku 4, kruhově zpožd’ujeme o 2:

n . . . -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 . . .

mod 4n . . . 3 0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3 . . .

mod 4(n − 2) . . . 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 . . .

R4[n] mod 4(n − 2) . . . - - - - - 2 3 0 1 - - - - . . .

19



−10 −5 0 5 10 15 20 25 30
0

2

4

−10 −5 0 5 10 15 20 25 30
0

2

4

−10 −5 0 5 10 15 20 25 30
0

0.5

1

−10 −5 0 5 10 15 20 25 30
0

2

4

20



21



22



KONVOLUCE

u signál̊u se spojitým časem jsme definovali jednu konvoluci. U diskrétńıch signál̊u jich

budeme ḿıt v́ıce v závislosti na tom, jaký typ posunut́ı (obyčejné, periodické, kruhové)

použijeme ve výrazu x[n − m].

Lineárńı konvoluce

kterou jsme již viděli (paṕırky!) je definována jako: x[n] ⋆ y[n] =

∞
∑

k=−∞

x[k]y[n − k] a pro

posloupnosti délky N to bude: x[n] ⋆ y[n] =

N−1
∑

k=0

x[k]y[n − k]

Jej́ı délka bude pouze 2N − 1, jinde budou nuly, protože signály se pro n mimo [0, 2N − 1]

posunou tak, že už se nebudou v̊ubec p̌rekrývat. Z praktického hlediska je ovšem tato

konvoluce nejužitečněǰśı, protože nám umožňuje filtraci (vzpomeňte si, že pro LTI systém

je výstup dán konvolućı vstupu s impulsńı odezvou a pro filtry typu FIR (daľśı p̌rednáška)

se skutečně tato konvoluce prakticky implementuje!).
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Periodická konvoluce

obsahuje u výrazu [n − k] modulo, které nás bude neustále vracet do intervalu [0, N − 1],

tato konvoluce tedy bude ḿıt nekonečnou délku a základńı motiv délky N se bude

periodicky opakovat.

x[n]⋆̃y[n] =

N−1
∑

k=0

x[k]y[ mod N (n − k)]
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Kruhová konvoluce

je podobná periodické, ale opět vy̌ŕızneme okénkem pouze jeden motiv [0, N − 1].

x[n] N©y[n] = RN [n]

N−1
∑

k=0

x[k]y[ mod N (n − k)]
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Kruhová konvoluce se opět dob̌re ukazuje na paṕırćıch, tentokrát ale budeme poťrebovat

seš́ıvačku nebo lepidlo:

• napǐste si obě posloupnosti na paṕırky, označte nultý vzorek.

• paṕırky slepte do kroužku.

• jedno z koleček otočte vzhůru nohama, sesad’te nulté vzorky.

• pro výpočet n-tého vzorku kruhové konvoluce otočte obrácené kolečko o n pozic

doprava. Pak vynásobte a sečtěte vše, co lež́ı nad sebou.

• p̌ri výpočtu kruhové konvoluce nesḿıte udělat obráceným kolečkem v́ıce než jednu

otáčku, dostali byste se z intervalu [0, N − 1].

• Jak je to s periodickou konvolućı ?

U spojitých signál̊u jsme viděli, že obrazem konvoluce ve spektru je součin spektrálńıch

funkćı. Podobně tomu bude i u signál̊u diskrétńıch – u hojně použ́ıvané diskrétńı

Fourierovy transformace (DFT) to bude právě kruhová konvoluce, které bude odpov́ıdat

součin dvou DFT.
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SPEKTRÁLNÍ ANALÝZA DISKRÉTNÍCH SIGNÁLŮ

Fourierova transformace s diskrétńım časem – DTFT

v p̌rednášce o vzorkováńı jsme viděli, že budeme-li signál se spektrálńı funkćı X(jω)

vzorkovat, bude spektrálńı funkce vzorkovaného signálu:

Xs(jω) =
1

T

∞
∑

k=−∞

X(ω − kω1),

kde T je vzorkovaćı perioda. Nep̌ŕıjemné je, že věťsinou máme k disposici pouze

vzorkovaný (diskrétńı) signál, nev́ıme tedy, jaká byla původńı spektrálńı funkce.

Zkuśıme ale odvodit p̌ŕımo spektrálńı funkci diskrétńıho signálu. V́ıme, že vzorkováńı jsme

provedli násobeńım s periodickým sledem Diracových impuls̊u:

xs(t) = x(t)s(t) = x(t)

∞
∑

n=−∞

δ(t − nT ) =

∞
∑

n=−∞

x(nT )δ(t − nT )

Vzorkovaný signál je dán pouze hodnotami původńıho signálu v časech nT . Zkuśıme
28



Fourierovu transformaci takového signálu:

Xs(jω) =

∫ +∞

−∞

∞
∑

n=−∞

x(nT )δ(t − nT )e−jωtdt

Pro danou kruhovou frekvenci ω neńı e−jωt nic jiného než funkce času. Pokud ovšem tuto

funkci násob́ıme periodickým sledem Dirak̊u, i tato funkce bude “vzorkována” - budeme

brát v úvahu pouze hodnoty v násobćıch nT :

Xs(jω) =

∫ +∞

−∞

∞
∑

n=−∞

x(nT )δ(t − nT )e−jωnT dt

Jako obvykle prohod́ıme pǒrad́ı integrálu a sumy a uvědoḿıme si, že:

∫ +∞

−∞

x(t)δ(t − τ)dt = x(τ), a tedy

∫ +∞

−∞

x(nT )δ(t − nT )e−jωnT dt = x(nT )e−jωnT
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Výsledek je tedy:

Xs(jω) =

∞
∑

n=−∞

x(nT )e−jωnT

což můžeme interpretovat pro danou frekvenci ω jako “suma komplexńıch exponenciál

násobených velikost́ı jednotlivých vzork̊u”. Pro dané ω se Xs(jω) dá spoč́ıtat, jelikož

vzork̊u věťsinou neńı nekonečně mnoho. Ve vzorci nám ovšem stále ještě vad́ı vzorkovaćı

perioda, p̌rejdeme k normovaným veličinám:

n =
nT

T
ω′ =

ω

Fs

a dostaneme:

ωnT = ω′Fsn
1

Fs

= ω′n

takže (už zase bez apostrof̊u):

Xs(jω) =

∞
∑

n=−∞

x[n]e−jωn

30



Pokud rovnici p̌reṕı̌seme zcela do diskrétńıho signálu (bez času), zavedeme pro značeńı

spektrálńı funkce notaci X(ejω):

X̃(ejω) =
∞
∑

n=−∞

x[n]e−jωn

Uvedený vztah se nazývá Fourierova transformace s diskrétńım časem, budeme však

sṕı̌se použ́ıvat anglický pojem Discrete-time Fourier transform a zkratku DTFT. Tilda

nad X̃ znač́ı, že DTFT je funkce periodická. Budeme značit také x[n]
DTFT
−→ X̃(ejω).

Při zobrazováńı si dáme pozor na to, jakou požadujeme frekvenčńı osu. ω v X̃(ejω) je

normovaná (pomůcka: ve vztahu vedle ńı sed́ı n, ale nikde žádný pǒrádný čas). Budeme-li

cht́ıt obyčejnou kruhovou frekvenci, muśıme odnormovat násobeńım Fs, budeme-li cht́ıt

frekvenci v Hz, muśıme ještě podělit 2π.

Př́ıklad: diskrétńı obdélńıkový impuls délky 9, vzorkovaćı frekvence Fs = 8000 Hz.

kontroly: š́ı̌rka obdélńıka v normálńım čase je: ϑ = 9T . Výška spektra, pokud by signál

nebyl vzorkován by byla Dϑ. Pokud je, násob́ı se 1
T

, měli bychom tedy naj́ıt výšku:
Dϑ
T

= 9. Prvńı dotyk spektrálńı funkce s osou ω by pro obyčejnou kruhovou frekvenci

měl nastat v 2π
ϑ

= 5585 rad/s.
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Periodicita spektra:

• v normovaných kruhových frekvenćıch: 2π rad

• v obyčejných kruhových frekvenćıch: 2πFs rad/s

• v normovaných frekvenćıch: 1

• v obyčejných frekvenćıch: Fs Hz

Pro doplněńı a bez odvozeńı: zpětná Fourierova transformace s diskrétńım časem:

x[n] =
1

2π

∫ π

−π

X̃(ejω)e+jωndω

. . . všimneme si, že integrujeme pouze p̌res jednu “periodu” ve frekvenci, ostatńı jsou totiž

stejné. [−π, +π] v normované kruhové frekvenci odpov́ıdá [−Fs

2 , +Fs

2 ] ve skutečné.

Na zapamatováńı o DTFT:

• je periodická protože signál je diskrétńı.

• je to funkce definovaná pro všechna ω, protože signál je jakýkoliv.

• je jen jedna, ale můžeme ji zobrazit s r̊uznými frekvenčńımi osami.
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Diskrétńı Fourierova řada

nám podobně jako Fourierova řada se spojitým časem poslouž́ı k frekvenčńı analýze

periodických signál̊u s diskrétńım časem.

• Signál je diskrétńı takže ve frekvenčńı oblasti očekáváme něco periodického.

• signál je periodický, takže ve frekvenčńı oblasti budeme očekávat čáry (koeficienty) a

ne funkci.

Obě podḿınky dohromady napov́ıdaj́ı, že periodický diskrétńı signál bude dán konečným

počtem koeficient̊u . . . to zač́ıná vypadat zaj́ımavě, protože se to konečně bude dát

spoč́ıtat.

Máme periodickou posloupnost x̃[n] s periodou N . Podobně jako u spojitých signál̊u

budeme definovat základńı kruhovou frekvenci

ω1 =
2π

N
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Př́ıklad: kosinusovka s

periodou N = 16 má základńı kruhovou frekvenci ω1 = 2π
16 = π

8 a je zapsána x[n] = cos(π
8 n)
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Podobně jako u spojitých signál̊u můžeme sumou komplexńıch exponenciál na násobćıch

základńı kruhové frekvence ω1 = 2π
N

vyjáďrit libovolný periodický signál s diskrétńım

časem:

x̃[n] =
1

N

∑

k={N}

X̃[k]ej 2π

N
kn

Vzorec nazýváme Diskrétńı Fourierova řada – DFŘ (anglicky discrete Fourier series).

Koeficienty této řady – krátce spektrum diskrétńıho periodického signálu – jsou určeny

X̃[k] =
∑

n={N}

x̃[n]e−j 2π

N
kn

Rozbor:

• X̃[k] je k-tý koeficient DFŘ. Násob́ı exponenciálu krout́ıćı se na frekvenci 2π
N

k.

• opět vid́ıme znaménko “-” p̌ri p̌resunu z času do frekvence a “+” p̌ri návratu do času.
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• hranice sumy {N} znamenaj́ı sumaci p̌res libovolnou periodu. U spojité FŘ jsme to

viděli pro signál - mohlo se integrovat p̌res libovolnou periodu T1. U DFŘ, kde jsou i

koeficienty periodické, to vid́ıme i ve spektru. Nejběžněǰśı hranice pro n a k jsou

[0, N − 1], ve věťsině p̌ŕıpadů tedy uvid́ıte vzorce pro DFŘ zapsané jako:

X̃[k] =
N−1
∑

n=0

x̃[n]e−j 2π

N
kn x̃[n] =

1

N

N−1
∑

k=0

X̃[k]ej 2π

N
kn

Proč jsou koeficienty DFŘ periodické

protože funkce e−j 2π

N
kn je stejná pro k = k + gN :

2π

N
(k + gN)n =

2π

N
kn +

2π

N
gNn =

2π

N
kn + 2πgn

a v́ıme, že funkce ej· je periodická s 2π.

38



Důsledky:

• pokud je funkce e−j 2π

N
kn stejná jako e−j 2π

N
(k+gN)n, pak jsou si rovné i koeficienty:

X̃[k] = X̃[k + gN ]

• pokud je ještě nav́ıc signál x̃[n] reálný, jsou kladný a záporný koeficient komplexně

sdružené:

X̃[k] = X̃⋆[−k]

takže také

X̃[k] = X̃⋆[gN − k]

• Už je jasné, proč pro “syntézu signálu” rovnićı x̃[n] =
1

N

N−1
∑

k=0

X̃[k]ej 2π

N
kn uvažujeme

jen jednu periodu k-áček: k = {N} – ostatńı jsou úplně stejné.
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Př́ıklad: periodického sledu obdélńıkových impuls̊u, N = 15, délka obdélńıka 9.
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Syntéza: k = 0, 1, 2, 3
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Syntéza: k = 4, 5, 6, 7, v́ıce ne, protože k = 8 už jsme použili, jelikož 15 − 7 = 8.
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DFŘ harmonického signálu s periodou N

viděli jsme, že kosinusovku o periodě N můžeme zapsat jako:

x[n] = cos(
2π

N
n) =

1

2
ej 2π

N
n +

1

2
e−j 2π

N
n

Obecnou kosinusovku s amplitudou a počátečńı fáźı můžeme rozložit jako:

x[n] = C1 cos(
2π

N
n + φ1) =

C1

2
ej 2π

N
n+jφ1 +

C1

2
e−j 2π

N
n−jφ1

Pokud to srovnáme se vztahem pro “syntézu signálu z DFŘ” x̃[n] =
1

N

∑

n={N}

X̃[k]ej 2π

N
kn,

zjist́ıme, že pro harmonický signál má v jedné “periodě” N pouze dva nenulové koeficienty:

X̃[1] =
NC1

2
ejφ1 X̃[−1] =

NC1

2
e−jφ1

Do “periody” [0, N − 1], kterou věťsinou použ́ıváme, se X̃[−1] proḿıtne jako X̃[N − 1].

Můžeme tedy psát:

|X̃[1]| = |X̃[N − 1]| =
NC1

2
arg X̃[1] = − arg X̃[N − 1] = φ
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Př́ıklad: N = 15, C1 = 1, φ = π
4 .
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