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Vzorkovany signal = diskrétni signal

pfi vzorkovani bereme v Uvahu pouze hodnoty signalu pro nasobky vzorkovaci periody T:
x(nT), nT =...=2T,-T,0,T,2T,3T,... U diskrétniho signdlu zapomeneme na
skute¢ny &as a vzorky pouze olislujeme (matematicky jsme provedli normovani €asu
pomoci vzorkovaci periody). Diskrétni ¢as n je pak prakticky jen pocitadlo:

z[n], n=...—2,-1,0,1,2,3,...

Proto diskrétni signaly nazyvame €asto posloupnosti (posloupnosti hodnot).



Dulezité diskrétni signaly

Jednotkovy skok a jednotkovy impuls:

1 pro n>0 1 pro n=0
oln| = oln| =
0 jinde 0 jinde
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Periodické diskrétni signaly I

jejich chovani se opakuje po NN vzorcich, nejmensi ze vsech moZznych N znacime N7 a
nazyvame zakladni perioda.

Harmonické diskrétni signaly (harmonické posloupnosti) I

x|n] = C1 cos(win + ¢1) (1)

e (1 je kladna konstanta — amplituda.

e w; je kladna konstanta — dhlovy nebo kruhovy kmitodet, ktery je normovany. Jelikoz
je n bezrozmérné, je zde jednotka wi pouze [rad]. VSimnéte si, Ze tuto normovanou
kruhovou frekvenci nijak nepoznate od jeji kamaradky w; se spojitym ¢asem — v
minulé pfednasce jsme sice pro normované veli¢iny pouZivali w/, ale to bylo vyjime¢né
— ve skutecnosti apostrofy nikde nenajdete. Pomiicka: je-li vedle w opravdovy &as
(nap¥. cos(wit)), je to skutednd kruhova frekvence. Pokud vidite jen diskrétni &as

(potitadlo) n (nap¥. cos(win), jednd se o normovanou kruhovou frekvenci.
e ¢ je potatetni faze [rad]|. Hodnota signdlu pro n = 0 je x|0] = C cos ¢ .

P¥iklad: x|[n| = 5cos(2mn/12), wy = 7/6.
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Se zakladni periodou harmonické posloupnosti mame drobny problém. Neni mozné ji

vypocitat podobné jako u signdlu se spojitym ¢asem pomoci: N1 = i—f protoze by mohlo

vyjit necelé &islo. N7 jako pocet vzorki musi byt vzdy cely. Musime najit takové Ny, aby

platila podminka periodicity:

cos [w1(n + N1)] = coswn.

Vime, Ze zakladni perioda funkce cos je 27 a Ze podminka bude splnéna pouze pro rozdil

argumentl rovny celodiselnému ndsobku 27:

wl(n + Nl) —win = wlNl = k‘27T,

kde k je celé &islo takové, aby N; bylo nejmensi mozné.

5



Vlastnosti harmonickych posloupnostn’.

e vztah se vzorkovanym signalem z([n| = C; cos(wjn + ¢1) odpovidd pro skute¢ny
¢as: x(nT') = C7 cos(winT + ¢1), kde w] je na chvili zase ozna&eni pro normovanou
kruhovou frekvenci a wy pro skute¢nou. JelikoZz hodnoty signdlu musi byt rovny, musi
se rovnat | argumenty kosinu, z ¢ehoZ odvodime vztah pro vypocet normované
frekvence:

/ / W1
w; =w1T atedy wj]= Ty
Normujeme vzorkovaci frekvenci.

e u kosinusovek se spojitym ¢asem jsme predpoklddali, ze pokud budou mit 2
kosinusovky riizné w, budou rizné. Jak to bude s diskrétnimi kosinusovkami ? Vime,
Ze funkce cos je periodicka s 27 (normované frekvence uz budou zase bez

apostrofu. .. ). Zkusime k normované frekvenci p¥icist libovolny ndsobek 27:
cos|[(wy + 2km)n + ¢1] = cos|win + 2kmn + ¢1].

2kmn je ovsem ndsobek 27, proto bude kosinusovka pro w; + 2km presné stejnd jako
pro ws.
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e jelikoz cos je funkce suda bude pro kosinusovky bez pocate¢ni faze platit:
cos(win) = cos(—win),

a tedy |

cos(win) = cos|(—wy + k2m)n].



Exponencialni posloupnost I

x|n] = e/t
Je také stejna pro vSechny kruhové frekvence wy + 2km, protoze
_ 6j(u)1—|—2k:7r)n _ ej(wln—|—2k7rn) _ ejw1n€j2kz7rn _ ejwln

z[n]

eI2FT1 je totiz vzdy 1.



Vyjadreni harmonické posloupnosti pomoci dvou exponencialnich

Podobné, jako tomu bylo u spojitych signalti, mizeme pomoci vzorecku:

e!t +e 7%
2

COST =

VyjadFfit harmonickou posloupnost pomoci sumy dvou komplexnich exponencidl s
koeficienty:
z[n] = C cos(win + ¢1) = c1€?“1™ + c_je 91"
kde pro vztah koeficientdl ¢; a c_1 s parametry kosinusovky plati naprosto stejna pravidla
jako pro spojité signaly:
Ch

|C1| = \C—1| — 7 argc; = —argc_i = ¢,

takZe ¢; a c_1 jsou komplexné sdruzené (stejné absolutni hodnoty, opalné faze).
Koeficienty c¢1 a c_1 opét za¥izuji velikost a “predtoleni”’ komplexnich exponencidl.
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Priklad 1.: w; = i—g, ci =c_1 =1, z[n] = 2cos 2Zn.
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Priklad 2.: wy = 25, ¢; = 0.5e7%47, c_; = 0.5¢77%47, z[n] = cos(

0.5¢

—-0.57¢ -0.57¢
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OPERACE S DISKRETNIMI SIGNALYI
Posloupnost délky NI

pro tuto posloupnost plati, Ze ma vyznamné prvky jen pro ¢asy n € [0, N — 1], jinde nuly.

Vykousnuti posloupnosti délky N.

Posloupnost délky N vyrobime z libovolného signalu s disk. ¢asem tak, Ze jej pronasobime

okénkovou funkci (kratce oknem) o délce N:

1 pro ne[0,N —1]

Ry[n| =
0 jinde

ylnl = z[n] Ry (n]

13
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Periodizace posloupnosti délky NI

Mdame posloupnost x[n| délky N se vzorky od 0 do N — 1 a chceme ji zperiodizovat — t;j.
nalepit ji nekone¢nékrat za sebou. Matematicky to miZeme zrealizovat pomoci funkce

modulo, ktera pocita zbytek po celodiselném déleni:
z[n] = x| mod nn]

Jak je moZné, Ze to funguje ?

Priklad: posloupnost ma délku 4, zperiodizujte ji.
Vyhodnotime-li funkci mod 4n, dostaneme:
n ... 5 4 3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

modyn ... 3 0 1 2 3 O 1 2 3 0 1 2 3

15
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Periodické posunuti posloupnosti délky N'

zpozdi-li se diskrétni signal o pocet vzorkl m, mizeme to zapsat jako:
x[n] — x[n — m]

U periodického posunuti posunujeme posloupnost délky NV, a na ¢as pouZijeme opét
funkci modulo:

zn] — x| mod y(n —m)]

P¥iklad: posloupnost m3 délku 4, periodicky zpoZd ujeme o 2:

n ... b 4 3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7
mod 4n ... 3 0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3
mod 4(n-—-2) ... 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 ...
operaci si miizeme predstavit tak, Ze se signal “pootodi” o m v bufferu délky N a pak se

tento buffer za¢ne opakovat.
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Kruhové posunuti posloupnosti délky N.

je podobné jako periodické, ale vysledkem neni periodickd posloupnost. Z vysledku
periodického posunuti vybereme opét jen interval n € [0, N — 1] okénkovou funkci:

z[n] — Ry(n)x[ mod n(n —m)]

operaci si miZeme predstavit jako Salinu plnou lidi, které se snazime posunout doprava o
m. Z prednich dvefi samozfejmé& vypadne m ne$tastniki, ti ale hbit& viz ob&hnou a
nastoupi opét zadnimi dvefmi. V 3aliné je stdle stejny pocet lidi, ale kruhové se posunuli.

P¥iklad: posloupnost ma délku 4, kruhov& zpozd ujeme o 2:

n ... 5 4 3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7
mod 4n ... 3 o0 1 2 3 O 1 2 3 O 1 2 3
mod 4(n — 2) ... 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3 0 1

R4[n| mod 4(n-2) ... - - - - - 2 3 0 1 - - - -
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KONVOLUCE'

u signall se spojitym ¢asem jsme definovali jednu konvoluci. U diskrétnich signdli jich
budeme mit vice v zavislosti na tom, jaky typ posunuti (obycejné, periodické, kruhové)

Linearni konvoluce '
O

kterou jsme jiz vidéli (papirky!) je definovana jako: x[n] x y[n| = Z x|klyln — k| a pro

k=—o0

pouZijeme ve vyrazu x|n — m)|.

N—1
posloupnosti délky N to bude: z[n] x y[n] = >  z[k]y[n — k]
k=0

Jeji délka bude pouze 2N — 1, jinde budou nuly, protoZe signaly se pro n mimo [0,2N — 1]
posunou tak, Ze uz se nebudou vibec prekryvat. Z praktického hlediska je ovSsem tato
konvoluce nejuZite¢néjsi, protoZe nam umoziuje filtraci (vzpomerite si, Ze pro LTI systém
je vystup dan konvoluci vstupu s impulsni odezvou a pro filtry typu FIR (dal$i pFednaska)
se skute¢né tato konvoluce prakticky implementuje!).
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Periodicka konvoluce '

obsahuje u vyrazu [n — k] modulo, které nas bude neustdle vracet do intervalu [0, N — 1],
tato konvoluce tedy bude mit nekone¢nou délku a zakladni motiv délky N se bude
periodicky opakovat.

25



Kruhova konvoluce '

je podobna periodické, ale opé&t vy¥izneme okénkem pouze jeden motiv [0, N — 1].

N-1
z[n)@yln] = Ry[n] ) w[kly[ mod n(n — k)]
k=0
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Kruhova konvoluce se opét dobfe ukazuje na papircich, tentokrat ale budeme potfebovat

seSivacku nebo lepidlo:

e napiste si obé posloupnosti na papirky, oznacte nulty vzorek.

e papirky slepte do krouzku.

e jedno z koletek ototte vzhiiru nohama, sesad'te nulté vzorky.

e pro vypocet n-tého vzorku kruhové konvoluce otocte obracené kole¢ko o n pozic
doprava. Pak vyndsobte a se¢téte vse, co leZi nad sebou.

e pri vypoctu kruhové konvoluce nesmite udélat obrdcenym kole¢kem vice nez jednu
otacku, dostali byste se z intervalu [0, N — 1].

e Jak je to s periodickou konvoluci ?

U spojitych signalt jsme vidéli, Ze obrazem konvoluce ve spektru je soucin spektralnich
funkci. Podobné tomu bude i u signdlt diskrétnich — u hojné pouzivané diskrétni
Fourierovy transformace (DFT) to bude pravé kruhova konvoluce, které bude odpovidat
soucin dvou DFT.

27



SPEKTRALNI ANALYZA DISKRETNICH SIGNALloJI
Fourierova transformace s diskrétnim ¢asem — DTFT '

v pfedndsce o vzorkovani jsme vidéli, Ze budeme-li signal se spektralni funkci X (jw)

vzorkovat, bude spektrdlni funkce vzorkovaného signalu:

X, (jw) :% Z X(w— kwy),

k=—o0

kde T' je vzorkovaci perioda. Nepfijemné je, zZe vétSinou mame k disposici pouze
vzorkovany (diskrétni) signal, nevime tedy, jaka byla plvodni spektralni funkce.

Zkusime ale odvodit pfimo spektralni funkci diskrétniho signdlu. Vime, Ze vzorkovani jsme

provedli ndsobenim s periodickym sledem Diracovych impulsi:

oo

vs(t) =x(t)s(t) ==(t) Y 6(t—nT)= > a(nT)5(t—nT)

n=—oo n=—oo

Vzorkovany signdl je ddn pouze hodnotami plivodniho signalu v &asech nT'. Zkusime
28



Fourierovu transformaci takového signalu:

0. @)

+o0o
Xs(jw) = /_ Z r(nT)6(t — nT)e 7« dt

n=—oo

Pro danou kruhovou frekvenci w neni e™7%? nic jiného neZ funkce &asu. Pokud ovéem tuto
funkci nasobime periodickym sledem Diraki, i tato funkce bude “vzorkovana” - budeme

brat v ivahu pouze hodnoty v ndsobcich n1"

o0

+o0
Xs(Jw) = /_ Z v(nT)o(t — nT)e 7 dt

n=-—oo

Jako obvykle prohodime poradi integralu a sumy a uvédomime si, Ze:

+o00 400
/ z(t)o(t —7)dt = x(7), a tedy / 2(nT)5(t — nT)e 3T dt = x(nT)e 7T

— 00 —00

29



Vysledek je tedy:

O

Xs(jw) = Z r(nT)e 7wt

n——0o0
coZ mizZeme interpretovat pro danou frekvenci w jako “suma komplexnich exponencidl
nasobenych velikosti jednotlivych vzorkid”. Pro dané w se X (jw) da spocitat, jelikoz
vzorkl vétSinou neni nekone¢né& mnoho. Ve vzorci nam ovsem stdle jeSté vadi vzorkovaci
perioda, prejdeme k normovanym veli¢inam:

nI’ , W
n=— W= —
T Fy
a dostaneme:
1
T=uwFn—=u
wn w nFs w'n
takZe (uZ zase bez apostrofil):
Xs(jw)= ) anle” "
n=-—oo



Pokud rovnici p¥epiSeme zcela do diskrétniho signdlu (bez &asu), zavedeme pro znalenf
spektralni funkce notaci X (e/%):

O

X (e7%) = Z z[n]e wn

n=—oo

Uvedeny vztah se nazyvd Fourierova transformace s diskrétnim ¢asem, budeme vsak

spiSe pouzivat anglicky pojem Discrete-time Fourier transform a zkratku DTFT. Tilda

nad X znadi, e DTFT je funkce periodickd. Budeme znatit také z[n] PLEE X (e7v).

P¥i zobrazovani si ddme pozor na to, jakou poZadujeme frekven&ni osu. w v X (/) je
normovand (pomiicka: ve vztahu vedle ni sedi n, ale nikde 2adny po¥adny €as). Budeme-li
chtit obylejnou kruhovou frekvenci, musime odnormovat ndsobenim F§, budeme-li chtit
frekvenci v Hz, musime jesté podé&lit 2.

Ptiklad: diskrétni obdélnikovy impuls délky 9, vzorkovaci frekvence Fs; = 8000 Hz.

kontroly: Sitka obdélnika v normalnim ¢&ase je: ¥ = 9T'. Vyska spektra, pokud by signal

nebyl vzorkovédn by byla Dv. Pokud je, nasobi se &, mé&li bychom tedy najit vysku:

Tl
%‘9 = 9. Prvni dotyk spektralni funkce s osou w by pro oby€ejnou kruhovou frekvenci

mé&l nastat v 2F = 5585 rad/s.
31
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Periodicita spektra:

e v normovanych kruhovych frekvencich: 27 rad

e v oby&ejnych kruhovych frekvencich: 27 F rad/s
e v normovanych frekvencich: 1

e v obylejnych frekvencich: F; Hz

Pro doplnéni a bez odvozeni: zpétna Fourierova transformace s diskrétnim ¢asem:

1 [ . |
x[n] = oy X (e?)e " dw

...v8imneme si, Ze integrujeme pouze pres jednu “periodu” ve frekvenci, ostatni jsou totiz

stejné. [—m, +m] v normované kruhové frekvenci odpovida [—%, %] ve skutecné.

Na zapamatovani o DTFT:

e je periodickd protoze signal je diskrétni.
e je to funkce definovand pro vSechna w, protoZe signal je jakykoliv.
e je jen jedna, ale miizeme ji zobrazit s riznymi frekvenénimi osami.
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Diskrétni Fourierova ¥ada '

ndm podobné jako Fourierova fada se spojitym ¢asem poslouzi k frekvenéni analyze
periodickych signdli s diskrétnim ¢asem.

e Signal je diskrétni takZe ve frekvenéni oblasti oéekdvame néco periodického.
e signadl je periodicky, takze ve frekvenéni oblasti budeme ofekavat &ary (koeficienty) a
ne funkci.

Obé& podminky dohromady napovidaji, Ze periodicky diskrétni signdl bude dan kone¢nym
poctem koeficient( ...to zac¢ind vypadat zajimavé, protoZe se to kone¢né bude dat
spoditat.

Mdame periodickou posloupnost Z|n| s periodou N. Podobné jako u spojitych signali
budeme definovat zakladni kruhovou frekvenci

W1:W
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P¥iklad: kosinusovka s

periodou N = 16 ma zdkladni kruhovou frekvenci w; = 1% = % a je zapsana x[n| = cos(gn)

8

imag(s)

real(s)

real(s)
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Podobné jako u spojitych signald mizeme sumou komplexnich exponencidl na ndsobcich

zakladni kruhové frekvence wy = QW“ vyjadrit libovolny periodicky signal s diskrétnim

casem:

k={N}

Vzorec nazyvame Diskrétni Fourierova ¥ada — DFR (anglicky discrete Fourier series).
Koeficienty této fady — kratce spektrum diskrétniho periodického signalu — jsou uréeny
n={N}

Rozbor:

o X|[k| je k-ty koeficient DFR. Nasobi exponencialu kroutici se na frekvenci 2k,
e opét vidime znaménko “-" p¥i pfesunu z ¢asu do frekvence a “+" p¥i navratu do ¢asu.

37



e hranice sumy { N} znamenaji sumaci ptes libovolnou periodu. U spojité FR jsme to
vidéli pro signal - mohlo se integrovat ptes libovolnou periodu T;. U DFR, kde jsou i
koeficienty periodické, to vidime i ve spektru. Nejbézné&jsi hranice pro n a k jsou
[0, N — 1], ve v&t&in& pFipadii tedy uvidite vzorce pro DFR zapsané jako:

N-1
=~ - 2 ]_ -~ - 27T
— tnle I W kn in] = — N kn
Xk = z|nle™? z|n| = ;—O X k|’

protoze funkce eI N kn je stejnd pro k =k + gN:

27 2T 2T 2T
ull — T n+ ZEgNn = ZZkn 4 2
(k+ gN)n Nkn+Ng n NknJr Tgn

a vime, Ze funkce e’ je periodickd s 27.
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Disledky:

e pokud je funkce e I ¥ stejnd jako eI N (kT9N)n  hak jsou si rovné i koeficienty:

~

X[k] = X[k + gN]

e pokud je jest& navic signal z[n| redlny, jsou kladny a zaporny koeficient komplexn&
sdruzené:
X[k] = X*[—F]
takZe také
X[k] = X*[gN — K
N-1

. . . 1 - .
e UZ je jasné, pro¢ pro “syntézu signdlu” rovnici Z|n] = N g N hkn uvazujeme

jen jednu periodu k-acek: k = { N} — ostatni jsou lplné st _j é.

39



argument

1 N N N AN AN N N N N Vi N N e N i N i N N
| ZAD N ZAA Y ZAAN AN P ARN AL N AN AN P | [ ZA N ZAA Y ZAA N AN AN AR N

\
/
\

o5k - - ........... ........... ..........

20 —15 —10 -5 0]

??? Peo?, ???

Y

o o o o o o o o o o o o
3_4..\/..\44..4!..\/ ...... .\./4.!.4..¥/..\/..H!.4..\/..\/..4.!.4\./. ...... N /..!4...4\/..\/..4.!4..4\/.4\/.4..I4.\./4 ...... A5 2O N P =4
2_ ............................................................................................
1= - S IR ICIRTEIRIRIRIY PP IFPIPINIPININININ IR SRIRICIRI RN RURIRENINIIN SRERINII

DN ™ ~ AN o A~ o DN~ A PN A~ o A A~ A PN a n
OC/V o= o= o= o= o= o= o= A s o o= o=
-15 -10 -5 0 5 10 15 20 25



Syntéza: £k =0,1,2,3
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Syntéza: k = 4,5,6,7, vice ne, protoze k = 8 uz jsme pouZzili, jelikoz 15 — 7 = 8.

SN S S S

—20 —10 0] 10 20

42

1

T,

—-20

—-10

0]

10

I 1

el

—-20

—-10

0]

10

20

0¢

L. . . “”oﬁﬁﬁﬁoo ..... W ..... W R
;’.’.‘\’ ........ Q‘.‘.’,‘\’ ’,&‘o’,&’ ........ Q,‘.‘."

10

20

(01¢

L ;W; <<<<< R - - - R - -
o L QERERD agrgzo! L CRRT

—20

—-10

10

20



DFR harmonického signalu s periodou NI

vidéli jsme, Ze kosinusovku o periodé N miizeme zapsat jako:

27T 1 - 27 ]. - 27
zin|l =cos(—n) = =/ N" + —¢7IN"
) = cos(Sm) = e ¥ 4
Obecnou kosinusovku s amplitudou a pocatecni fazi mizeme rozlozit jako:
2 Ci iomo . C om
a:[n] = COS(Nﬂ-n + §b1) — %d%”"’ﬂbl + 716_]%”_*”51

. v 1 ~ 2m
Pokud to srovname se vztahem pro “syntézu signdlu z DFR" Z[n| = N Z X[k]e”QN ki
n={N}
zjistime, ze pro harmonicky signal ma v jedné “periodé” N pouze dva nenulové koeficienty:

- NCy . - NCy _;
X[1] = —Le& X[-1] = —Le i
2 2
Do “periody” [0, N — 1], kterou v&t¥inou pouZivdme, se X[—1] promitne jako X[N — 1].
MiZeme tedy psat:

X[ = | XV - 1 = 2

arg X[1] = —arg X[N — 1] = ¢
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