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Diskrétni Fourierova transformace'

V DFR zbyl jediny problém: nekonetnd délka signdlu a nekonetns délka vypotteného
spektra. Diskrétni Fourierova transformace transformuje posloupnost délky N na jinou
posloupnost délky N — uvidime, Ze se prakticky jedna o transformaci jedné periody na
jednu periodu v DFR. K DFT se dostaneme t&mito tfemi kroky:

1. posloupnost z[n| délky N periodizujeme' z[n] = x| mod n(n)].

2. najdeme koeficienty DFR: X Z z[nle I T 5" V&imnéme si, Ye bereme pouze

jednu periodu periodizovano S|gnalu :1:[ mod n(n)], proto nam sta&i pracovat s
plvodni posloupnosti x[n]. Krok 1. jsme ucinili jen proto, abychom méli periodicky
signal a abychom mohli potitat DFR.

3. vyslednou posloupnost omezime okénkovou funkci opét na délku IV:

X[k] = Ry k] Z_: z[n)e I wkn

n=0



Vé&tsSinou najdeme tento vzorec bez okénkové funkce a rozumi se, Ze budeme poditat jen
vzorky X k| pro k = [0, N — 1]:

X k] nazyvdme DFT obraz, operaci zna&ime x|n] 2y X [k]. Pro zpé&tnou DFT bychom

stejnym postupem (tedy periodizace spektra, inverzni DFR a omezeni okénkem) dostali pro
vzorky n = [0, N — 1]:

—1
znagime X[k] V55 2[n]



Frekvenc¢ni osa u DFT'

N vzorkii DFT je pravidelné rozmisténo od 0 aZ “skoro” do vzorkovaci frekvence. Slovi¢ko
“skoro” znamena:

e vzorkovaci frekvence by odpovidala hodnoté V.
e my mame ale N vzorkl rozmisténych od 0 do N — 1.
e proto budou pro vzorky X |k]:
k N —1
— normované frekvence — do .
N N k N —1
— normované kruhové frekvence 2m— do 27 N
k N —1
- b cejné f k _Fs d FS
obygejné frekvence — 0 —

k N —1
— obydejné kruhové frekvence NQ?TFS do N
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Priklad 1: N = 16,

posunuty obdélnik o délce 8, F, =44100 Hz.
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Pr¥iklad 2: 1 perioda harmonického signdlu, N = 16, Fy =44100 Hz, w,

27
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VLASTNOSTI DFT '
Obraz realné posloupnosti'

podobné, jako jsme vidéli u Fourierovy fady, je:

X[k] = X*[N — K]

e X |[0] by mélo byt komplexné sdruzené s X |N|, ale X|N] uZ neexistuje. Vzpomeneme
si, Ze podle definice DFT pro & = 0 je X[0] vlastn& sou¢tem jednotlivych vzorki, je to
tedy aZ na d&leni + stfedni hodnota (stejnosmé&rnd slozka)

e Pokud je N sudé &islo, musi byt:

<[] ]

Cislo musi byt komplexné sdruZzeno samo se sebou, musi tedy byt redlné.

llustrace: predchazejici dva ptiklady.



Linearita '

z1[n] 2 X[k

zo[n] 2 Xo[k]

az1n] + bzan] 2% a X 1[k] + bXa[k]

Obraz kruhové posunuté posloupnosti.

zn] 22 X[k]

Ryz[ mod n(n—m)] 25 X[kle % mk
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Obraz kruhové konvoluce '

z1[n] 2 X [k]

za[n] 2 Xo[k]

z1[n)@x2[n] 7 X1 [k] Xo[k]

... podobné jako bylo u “analogové” FT obrazem konvoluce nasobeni spektralnich funkci,
je u DFT obrazem kruhové konvoluce nasobeni koeficientd DFT.
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Rychla Fourierova transformace I

Vypolet DFT podle defini¢niho vztahu:

vyZaduje 2N? operaci (ndsobeni nebo stitani) s komplexnimi &isly. Zlata éra DFT proto
nastala v 60. letech 20. stoleti, kdy panové Cooley a Tuckey vynalezli rychly algoritmus pro
vypolet DFT pro N = 2%, kde k je celé &islo: rychlou Fourierovu transformaci, Fast
Fourier transform — FFT. Vypodet je rozlozen do “motylkd”, které zpracovavaji vzdy
dvojici vzorkl a produkuji dvojici koeficientli DFT. Vice ve specializovanych predmétech.
Nutny pocet operaci je jen N log, N.

P¥iklad: pro N = 1024, 2N? = 2 MOPS, N log, N = 10 kOPS

FFT produkuje stejné hodnoty jako DFT, jedna se pouze o jinou (rychlejsi)
implementaci
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VYPOCET FR A FT SE SPOJITYM CASEM POMOCI DFT I

Bude nas zajimat, jak spoditat spektralni reprezentaci (tedy hodnoty a polohy koeficienti
FR pro periodické signaly nebo spektralni funkci pro obecné signaly) pomoci toho jediného,
co dokazeme spoditat: DFT.

nejprve si uvédomme, co jsme vlastné pomoci DFT spoditali:

e signdl byl vzorkovany, spektrum je tedy periodické (i kdyZ jsme pomoci DFT spoditali
pouze jedinou jeho periodu) po NN vzorcich (neboli po 1, 27, F§, 2w F, podle toho,
jakou frekvenci vybereme).

e signdl byl periodicky po N vzorcich (i kdyZ jsme pro vypolet DFT brali pouze jedinou

27 F

periodu), spektrum je tedy vzorkované (diskrétni). Krok ve spektrum je 4, 2%, =&,
27 Fg

N
e signal byl v ¢ase vybran oknem — spektrum tohoto okna se projevi i v DFT, protoze

r(w(t) — X(jw) * W (jw).

, opét podle toho, jakou frekvenci mame nejradéji.
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Vypotet koeficienti FR pomoci DFTI

P¥ipomeiime si, Ze pro signal se spojitym ¢asem s periodou T; byly koeficienty FR dédny:

1
Cr — —

T r(t)e IRt s,

Pokud takovy signal navzorkujeme se vzorkovaci periodou 1" a I} bude obsahovat N

vzorki, mizeme integral aproximovat pomoci:

~1
1 1 2m 1 Ly 27
Ck N o g x(nT)G_]kJ%T”’TT = —— g x(nT)e —IRFFn = =N ,,,LE:O w[n]e_ﬂm%.
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Tento vzorec vsak plati pouze s témito omezujicimi podminkami:

1. daji se poditat jen koeficienty c; pro k£ < % (druhd polovina je zrcadlové obracena
prvni).

2. musi byt splnén vzorkovaci teorém: posledni nenulovy koeficient “analogového signalu”
musi byt
N
kmax < 57

jinak dojde k aliasingu. Uvédomime-li si, Ze N bude odpovidat vzorkovaci frekvenci, je

to ekvivalentni vztahu
8

Wmaxr < 7

3. do N se musi “vejit" pfesné jedna perioda signalu. Pokud se do NV “vejde” nékolik
period — m, plati rovnice s malou zménou:

X[mk]
N

Ci —
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Priklad 1: signdl se spojitym ¢asem x(t) = 10 Cos(1257rt + w/4) vzorkovany na 1 kHz,

potitdme koeficienty FR pomoci DFT. Perioda T} = = 0.016. Pocet vzorkl pro

125
vypocet bude tedy L — = 0.016/0.001 = 16. Teoretické hodnoty koeficientl jsou

— 563”/4, C_1 = 56 3”/4,
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P¥iklad 2: signal se spojitym &asem x(t) = 10 cos(1507t) vzorkovany na 1 kHz, po&itame
koeficienty FR pomoci DFT. Nikdo ndm ale nefekl, jakou periodu ma signal, proto zase
volime N = 16. Teoretické hodnoty koeficientli jsou ¢; = 5, c_1 = 5,
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P¥iklad 3: signal se spojitym ¢asem: periodicky sled obdélnikovych impulsii s D =1,

9 = 32 ms, Ty = 64 ms, vzorkovany na 1 kHz, po&itdme koeficienty FR pomoci DFT.

Teoretické hodnoty koeficienti jsou ¢ = ?—fsinc(gkwl).

1 ! ! !
OB5 b o _
(@) 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
P T T T T T T
30 e L R e T e e e —
sole L o o o S D
1okl e S e S S -
o CD?CD?CDqDCDq)CD@CDG)CDG)CD(DCDmCDmCDmCDmCDmCDACDACDACDmCDmCDmCDm@m@m@(ﬁ@@@@@@@@@@@?@?@
(@) 10 20 30 40 50 60
T S T T T T S
o I [/ ...................................... [/ ........................................... |
_2 s T N T e e e —
| | | | st
(@) 10 20 30 40 50 60



Vypocet spektralni funkce pomoci DFTI

opét si zopakujeme definici:

+0o0
X(jw) = / z(t)e I¥tdt

Budeme schopni poditat pouze FT signdlu, ktery je v ¢ase omezen: od 0 do T17:

e pokud neni, mame smilu.

e pokud je, ale je jinde — nap¥iklad od tssqrt dO tsiart + 11 — pFesuneme jej do [0, T1],
ale zapamatujeme si, jak jsme ptesouvali - na konci bude stacit mald uprava faze.

Pokud takovy signdl navzorkujeme se vzorkovaci periodou 1’, dostaneme N vzorki.
Integral miizeme aproximovat, ale pouze pro urcité frekvence - uréime, Ze to budou
nasobky N-tého dilku ze vzorkovaci frekvence Qg = 2%: k%=, Pak:

O N-1 . N-1 . N-1
X(jkﬁ) ~ Z r(nT)e /PN =T Z r(nT)e /P xnl =T Z x[nle PN
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Opét vidime definici DFT a miZeme psat, Ze pro kruhové frekvence k% plati:

X(jk2) = TX[H

Opét plati uréité omezujici podminky:

e plati pouze pro k < %
e musi byt splnén vzorkovaci teorém: maximalni frekvence obsazena ve spektru signdlu

Wmaz MUSi byt:
s
Wmaz < ?
jinak dojde k aliasingu. Pokud o signalu vime, Ze w4 = 00 (obdélnik. .. ), musime

pouzit {25 co nejvyssi, aby aliasing tolik “nebolel”.
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e dostdvame hodnoty pro urdité frekvence, ale zajima nas celd spektralni funkce.
Musime interpolovat, nebo pouzit tzv. zero-padding — dopliiovani nulami, p¥i kterém
dostavame ve frekvenci vice vzorka.

e pokud jsme signal do intervalu [0, 77| ndsiln& posunuli, musime upravit fazi: ndsobime
vzorky spektralni funkce:

Qs Qs 0
X (jhgp) — X (jhogp)e 0 toer
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Ptiklad: obdélnikovy impuls s D =1, ¥ = 32 ms, vzorkovany na 1 kHz. Teoretickd

Lw).

spektralni funkce je X (jw) = Dvsinc(
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spektralni funkce spoditand pro N = 64
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doplnéni nulami, spektrdlni funkce spocitand pro N = 512
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slusna frekvenéni osa (w), oprava velikosti (nasobeni T') a oprava faze:
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