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Diskrétńı Fourierova transformace

V DFŘ zbyl jediný problém: nekonečná délka signálu a nekonečná délka vypočteného

spektra. Diskrétńı Fourierova transformace transformuje posloupnost délky N na jinou

posloupnost délky N – uvid́ıme, že se prakticky jedná o transformaci jedné periody na

jednu periodu v DFŘ. K DFT se dostaneme těmito ťremi kroky:

1. posloupnost x[n] délky N periodizujeme: x̃[n] = x[ mod N (n)].

2. najdeme koeficienty DFŘ: X̃[k] =

N−1
∑

n=0

x[n]e−j 2π
N kn. Všimněme si, že bereme pouze

jednu periodu periodizováno signálu x[ mod N (n)], proto nám stač́ı pracovat s

původńı posloupnost́ı x[n]. Krok 1. jsme učinili jen proto, abychom měli periodický

signál a abychom mohli poč́ıtat DFŘ.

3. výslednou posloupnost omeźıme okénkovou funkćı opět na délku N :

X[k] = RN [k]

N−1
∑

n=0

x[n]e−j 2π
N kn
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Věťsinou najdeme tento vzorec bez okénkové funkce a rozuḿı se, že budeme poč́ıtat jen

vzorky X[k] pro k = [0, N − 1]:

X[k] =

N−1
∑

n=0

x[n]e−j 2π
N kn

X[k] nazýváme DFT obraz, operaci znač́ıme x[n]
DFT
−→ X[k]. Pro zpětnou DFT bychom

stejným postupem (tedy periodizace spektra, inverzńı DFŘ a omezeńı okénkem) dostali pro

vzorky n = [0, N − 1]:

x[n] =
1

N

N−1
∑

k=0

X[k]e+j 2π
N kn,

znač́ıme X[k]
DFT−1

−→ x[n]
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Frekvenčńı osa u DFT

N vzork̊u DFT je pravidelně rozḿıstěno od 0 až “skoro” do vzorkovaćı frekvence. Slov́ıčko

“skoro” znamená:

• vzorkovaćı frekvence by odpov́ıdala hodnotě N .

• my máme ale N vzork̊u rozḿıstěných od 0 do N − 1.

• proto budou pro vzorky X[k]:

– normované frekvence
k

N
do

N − 1

N
.

– normované kruhové frekvence 2π
k

N
do 2π

N − 1

N

– obyčejné frekvence
k

N
Fs do

N − 1

N
Fs

– obyčejné kruhové frekvence
k

N
2πFs do

N − 1

N
2πFs
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Př́ıklad 1: N = 16, posunutý obdélńık o délce 8, Fs =44100 Hz.
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Př́ıklad 2: 1 perioda harmonického signálu, N = 16, Fs =44100 Hz, ω1 = 2π
16

rad
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VLASTNOSTI DFT

Obraz reálné posloupnosti

podobně, jako jsme viděli u Fourierovy řady, je:

X[k] = X⋆[N − k]

• X[0] by mělo být komplexně sdružené s X[N ], ale X[N ] už neexistuje. Vzpomeneme

si, že podle definice DFT pro k = 0 je X[0] vlastně součtem jednotlivých vzork̊u, je to

tedy až na děleńı 1

N sťredńı hodnota (stejnosměrná složka)

• Pokud je N sudé č́ıslo, muśı být:

X

[

N

2

]

= X⋆

[

N −
N

2

]

= X⋆

[

N

2

]

.

Č́ıslo muśı být komplexně sdruženo samo se sebou, muśı tedy být reálné.

Ilustrace: p̌redcházej́ıćı dva p̌ŕıklady.
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Linearita

x1[n]
DFT
−→ X1[k]

x2[n]
DFT
−→ X2[k]

ax1[n] + bx2[n]
DFT
−→ aX1[k] + bX2[k]

Obraz kruhově posunuté posloupnosti

x[n]
DFT
−→ X[k]

RNx[ mod N (n − m)]
DFT
−→ X[k]e−j 2π

N mk
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Obraz kruhové konvoluce

x1[n]
DFT
−→ X1[k]

x2[n]
DFT
−→ X2[k]

x1[n] N©x2[n]
DFT
−→ X1[k]X2[k]

. . . podobně jako bylo u “analogové” FT obrazem konvoluce násobeńı spektrálńıch funkćı,

je u DFT obrazem kruhové konvoluce násobeńı koeficient̊u DFT.
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Rychlá Fourierova transformace

Výpočet DFT podle definičńıho vztahu:

X[k] =

N−1
∑

n=0

x[n]e−j 2π
N kn

vyžaduje 2N2 operaćı (násobeńı nebo sč́ıtáńı) s komplexńımi č́ısly. Zlatá éra DFT proto

nastala v 60. letech 20. stolet́ı, kdy pánové Cooley a Tuckey vynalezli rychlý algoritmus pro

výpočet DFT pro N = 2k, kde k je celé č́ıslo: rychlou Fourierovu transformaci, Fast

Fourier transform – FFT. Výpočet je rozložen do “motýlk̊u”, které zpracovávaj́ı vždy

dvojici vzork̊u a produkuj́ı dvojici koeficient̊u DFT. V́ıce ve specializovaných p̌redmětech.

Nutný počet operaćı je jen N log2 N .

Př́ıklad: pro N = 1024, 2N2 = 2 MOPS, N log2 N = 10 kOPS

FFT produkuje stejné hodnoty jako DFT, jedná se pouze o jinou (rychleǰśı)

implementaci
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VÝPOČET FŘ A FT SE SPOJITÝM ČASEM POMOĆI DFT

Bude nás zaj́ımat, jak spoč́ıtat spektrálńı reprezentaci (tedy hodnoty a polohy koeficient̊u

FŘ pro periodické signály nebo spektrálńı funkci pro obecné signály) pomoćı toho jediného,

co dokážeme spoč́ıtat: DFT.

nejprve si uvědomme, co jsme vlastně pomoćı DFT spoč́ıtali:

• signál byl vzorkovaný, spektrum je tedy periodické (i když jsme pomoćı DFT spoč́ıtali

pouze jedinou jeho periodu) po N vzorćıch (neboli po 1, 2π, Fs, 2πFs, podle toho,

jakou frekvenci vybereme).

• signál byl periodický po N vzorćıch (i když jsme pro výpočet DFT brali pouze jedinou

periodu), spektrum je tedy vzorkované (diskrétńı). Krok ve spektrum je 1

N , 2π
N , Fs

N ,
2πFs

N , opět podle toho, jakou frekvenci máme nejraději.

• signál byl v čase vybrán oknem – spektrum tohoto okna se projev́ı i v DFT, protože

x(t)w(t) −→ X(jω) ⋆ W (jω).
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Výpočet koeficient̊u FŘ pomoćı DFT

Připomeňme si, že pro signál se spojitým časem s periodou T1 byly koeficienty FŘ dány:

ck =
1

T1

∫

T1

x(t)e−jkω1tdt,

Pokud takový signál navzorkujeme se vzorkovaćı periodou T a T1 bude obsahovat N

vzork̊u, můžeme integrál aproximovat pomoćı:

ck ≈
1

NT

N−1
∑

n=0

x(nT )e−jk 2π
NT nT T =

T

NT

N−1
∑

n=0

x(nT )e−jk 2π
N n =

1

N

N−1
∑

n=0

x[n]e−jkn 2π
N .

Ve vztahu vid́ıme definičńı vzorec DFT, stač́ı jen podělit koeficienty počtem vzork̊u N :

ck =
X[k]

N
.
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Tento vzorec však plat́ı pouze s těmito omezuj́ıćımi podḿınkami:

1. daj́ı se poč́ıtat jen koeficienty ck pro k < N
2

(druhá polovina je zrcadlově obrácená

prvńı).

2. muśı být splněn vzorkovaćı teorém: posledńı nenulový koeficient “analogového signálu”

muśı být

kmax <
N

2
,

jinak dojde k aliasingu. Uvědoḿıme-li si, že N bude odpov́ıdat vzorkovaćı frekvenci, je

to ekvivalentńı vztahu

ωmax <
Ωs

2
.

3. do N se muśı “vej́ıt” p̌resně jedna perioda signálu. Pokud se do N “vejde” několik

period – m, plat́ı rovnice s malou změnou:

ck =
X[mk]

N
,
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Př́ıklad 1: signál se spojitým časem x(t) = 10 cos(125πt + π/4) vzorkovaný na 1 kHz,

poč́ıtáme koeficienty FŘ pomoćı DFT. Perioda T1 = 2π
125π = 0.016. Počet vzork̊u pro

výpočet bude tedy T1

T = 0.016/0.001 = 16. Teoretické hodnoty koeficient̊u jsou

c1 = 5ejπ/4, c−1 = 5e−jπ/4,
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Př́ıklad 2: signál se spojitým časem x(t) = 10 cos(150πt) vzorkovaný na 1 kHz, poč́ıtáme

koeficienty FŘ pomoćı DFT. Nikdo nám ale něrekl, jakou periodu má signál, proto zase

voĺıme N = 16. Teoretické hodnoty koeficient̊u jsou c1 = 5, c−1 = 5,
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Př́ıklad 3: signál se spojitým časem: periodický sled obdélńıkových impuls̊u s D = 1,

ϑ = 32 ms, T1 = 64 ms, vzorkovaný na 1 kHz, poč́ıtáme koeficienty FŘ pomoćı DFT.

Teoretické hodnoty koeficient̊u jsou ck = Dϑ
T1

sinc(ϑ
2
kω1).
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Výpočet spektrálńı funkce pomoćı DFT

opět si zopakujeme definici:

X(jω) =

∫ +∞

−∞

x(t)e−jωtdt

Budeme schopni poč́ıtat pouze FT signálu, který je v čase omezen: od 0 do T1:

• pokud neńı, máme smůlu.

• pokud je, ale je jinde – nap̌ŕıklad od tstart do tstart + T1 – p̌resuneme jej do [0, T1],

ale zapamatujeme si, jak jsme p̌resouvali - na konci bude stačit malá úprava fáze.

Pokud takový signál navzorkujeme se vzorkovaćı periodou T , dostaneme N vzork̊u.

Integrál můžeme aproximovat, ale pouze pro určité frekvence - urč́ıme, že to budou

násobky N -tého d́ılku ze vzorkovaćı frekvence Ωs = 2π
T : k Ωs

N . Pak:

X(jk
Ωs

N
) ≈

N−1
∑

n=0

x(nT )e−jk Ωs
N nT T = T

N−1
∑

n=0

x(nT )e−jk
2π/T

N nT = T
N−1
∑

n=0

x[n]e−jkn 2π
N .
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Opět vid́ıme definici DFT a můžeme psát, že pro kruhové frekvence k Ωs

N plat́ı:

X(jk
Ωs

N
) = TX[k]

Opět plat́ı určité omezuj́ıćı podḿınky:

• plat́ı pouze pro k < N
2

.

• muśı být splněn vzorkovaćı teorém: maximálńı frekvence obsažená ve spektru signálu

ωmax muśı být:

ωmax <
Ωs

2

jinak dojde k aliasingu. Pokud o signálu v́ıme, že ωmax = ∞ (obdélńık. . . ), muśıme

použ́ıt Ωs co nejvyš̌śı, aby aliasing tolik “nebolel”.
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• dostáváme hodnoty pro určité frekvence, ale zaj́ımá nás celá spektrálńı funkce.

Muśıme interpolovat, nebo použ́ıt tzv. zero-padding – doplňováńı nulami, p̌ri kterém

dostáváme ve frekvenci v́ıce vzork̊u.

• pokud jsme signál do intervalu [0, T1] násilně posunuli, muśıme upravit fázi: násob́ıme

vzorky spektrálńı funkce:

X(jk
Ωs

N
) −→ X(jk

Ωs

N
)e−jk Ωs

N tstart
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Př́ıklad: obdélńıkový impuls s D = 1, ϑ = 32 ms, vzorkovaný na 1 kHz. Teoretická

spektrálńı funkce je X(jω) = Dϑsinc(ϑ
2
ω).
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spektrálńı funkce spoč́ıtaná pro N = 64
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doplněńı nulami, spektrálńı funkce spoč́ıtaná pro N = 512
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slušná frekvenčńı osa (ω), oprava velikosti (násobeńı T ) a oprava fáze:
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