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LTI systémy I

v tomto kursu budeme pracovat pouze se systémy linedrnimi a €asové invariantnimi. Uvod
k nim jsme vidéli jiZ v pfednasce “Systémy". Jeji zavér byl, Ze vystup systému popsaného
impulsni odezvou h[n| na libovolny vstup x|n] dostaneme pomoci konvoluce:

+0o0
yln] = hln] xz[n] = > a[k]h[n — k].

k=—o00

Pro kauzalni systémy, které “nevidi do budoucna” muzeme zjednodusit na:

n

hin]*xzn] = Y alklh[n — k] =) hlk]z[n — k]
k=0

k=—o00

V této predndsce se budeme zabyvat tim, jak se chovaji diskrétni systémy ve frekvenci a

jak je budeme implementovat.



Zakladni bloky systémii I

systém budeme znalit krabi¢kou se vstupem x|n] a vystupem y[n|, kde n je poradové &islo

vzorku (diskrétni &as).

x[]

Jejich zakladni bloky jsou jednoduché:

K[HTB_x_C_A: 1] XU«J[“ o xCnJ




zpozd ovaci €lanek zadrzi vzorek na jednu vzorkovaci periodu a teprve pak ho vyd3.
Pokud budete programovat, je to jedna pamé&tova butika, kam vzorek p¥i kroku n

uloZite a teprve p¥i kroku n + 1 jej pouZijete. Zna&eni 2~ ! bude vysvétleno pozddji.
e nasobi¢ka nasobi vzorek koeficientem.
e séitacka sdita. ..

Systém z prednasky “systémy”, ktery mél impulsni odezvu

him |




muzeme postavit takto:

x[m ]

a snadno ovéfime, Ze ma spravnou impulsni odezvu. MiZeme ovéfit i jeho reakci na signal

(2 pro n=—1

—1 pro n=0
x[n| = <
1 pro n=+1

0  jinde

\



Kmitoctova charakteristika systému I

LTI systémy pro nas budou nejéastéji filtry, které budou mit za kol néjakym zplisobem
upravit spektrum signdlu. Podobné jako jsme to udélali u systémi se spojitym €asem, pro
studium frekvenéniho chovani systému mu na vstup predlozime komplexni exponencidlu:

jwin

x[n] = 71",

s normovanou kruhovou frekvenci w; a budeme sledovat vystup systému. Dosadime do

konvolué¢ni sumy a upravime:

yln] = hin] *z[n] = Y hlklaln — k] =Y Akl (MR = e Z Blk]e—ienk

zjistime, Ze se ndm na vystupu objevil stejny signal, oviem ndsobeny funkci své kruhové

frekvence a impulsni odezvy. Oznaéime tuto funkci:

ejwl E h} —jwlk



a muzeme psat:

yln] = x[n]H (™)
opét se jednd pouze o zmé&nu “tloudtky” a “predtoleni” komplexni exponencidly. Obdobn&
jako u systémii se spojitym €asem miiZeme oznatit &islo H(e’“!) pFenos nebo &initel
pfenosu a pokud jej vyjadfime pro libovolnou (normovanou!) frekvenci, dostaneme
(komplexni) kmito€tovou charakteristiku:

ejw E : h —jwk

Zjistujeme, Ze tato kmitottova charakteristika je DTFT-obrazem impulsni odezvy!

hln] == H ()



Musi mit zakonité jeji vlastnosti:

e periodicita spektra (i impulsni odezva je diskrétni signal!) — spravné bychom méli
H (%) znatit s tildou H(el¥):
— v normovanych kruhovych frekvencich: 27 rad
— v oby&ejnych kruhovych frekvencich: 27 F rad/s
— v normovanych frekvencich: 1
— v obylejnych frekvencich: F Hz
® symetrie:
H(e?%) = H*(e %)

Priklad: kmitoc¢tova charakteristika pro impulsni odezvu 3 2 1. Pro ukazku skute¢nych
frekvenci je pouzita Fs = 8000 Hz.
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normalized omega omega

normalized f
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Odezva systému na harmonicky signél'

Ciy o O
CIZ[n] = C]_ COS(CU]_TL —l— ¢1) —= 7163¢16]W1n _|_ 71

Jednotlivé komponenty jsou ndasobeny hodnotami komplexni kmitoctové charakteristiky

€—J¢1 e—len

H(e’“1) a H(e™7%1), ty jsou ale komplexn& sdruZené, takze:
O o N .
y[n] = H(€]w1)7163¢1e]w1n 4+ H*(ejwl)ée_](ble—]wln _

= C1|H (e?“")| cos(win + ¢1 + arg H (7))
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Nerekurzivni a rekurzivni systémy.

V predchdzejicim pFipadu jsme vidéli filtr, ktery pracuje pouze s aktualnim a zpozdénymi
vzorky vstupu. Jeho impulsni odezva je kone€na (kdyZ projede jednotkovy impuls viemi
zpozdénimi, “je pry¢” a na vystupu filtru je 0) - finite impulse response — FIR. Takovym

filtram ¥ikame nerekurzivni.

V rekurzivnich filtrech vyuZivime zpoZdéné vzorky vystupu a pfivddime je zp&t (zpétna
vazba), napf¥:

W L

,y&d

2T




Tento filtr ma impulsni odezvu:

0 pro n <0
1 —a (—a)® (—a)?... pro n=0,1,2,3,...

neboli:
0 pro n <0
(—a)™ pro n>0

Impulsni odezva je nekone¢na - infinite impulse response — IIR. Tento filtr byl &isté
rekurzivni (se vstupem se nic nedélo).
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Obecné rekurzivni filtr'

y(n)
X(E)—>Zl >Z'1 > ——>Zl >Zl > ——>Zl—
Vystup filtru Ize zapsat diferenéni rovnici:
Q P
yln] =) bpxln— k] = ) agy[n — K], (1)
k=0 k=1

kde z[n — k] jsou aktudlni a zpoZd&né verze vstupu a y[n — k] jsou zpozdéné verze vystupu.
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o L] 4 4 o

e FIR — nerekurzivni: jen by ...bg nenulové. Impulsni odezva je dana pfimo koeficienty

filtru:
0 pro n<0 apro n>Q

hin] =
bn pro 0<n<Q

e lIR — Cisté rekurzivni: jen by, aq ...ap nenulové.
e IR — obecné rekurzivni: a; i b; nenulové.
Pomoci diferen¢ni rovnice se da filtr pfimo implementovat — viz filtr.c.

Z diferenéni rovnice se ovéem tézko da pfimo poznat chovani filtru ve frekvenéni oblasti
(pfedevsim pro rekurzivni filtry) a t&Zko také vySet¥ime jeho stabilitu. PomizZeme si tzv

z-transformaci
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z-TRANSFORMACE'

ndm, podobné jako u spojitych systémii Laplaceova transformace, pomiize popsat diskrétni
signdly a systémy pomoci funkci komplexni proménné z. z-transformace je definovdna:

n=——oo

kde 2z je komplexni proménnd. z-transformaci n&jakého signalu si miZeme predstavit (hm
hm) jako “komplexni funkci plazici se nad komplexni rovinou”. Budeme znadit:

z[n] = X (2)

zpétnou transformaci

(vztah pro zp&tnou ZT nebudeme potfebovat).
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Nastésti nebudeme ve skutecnosti zddné z-transformace poditat, budeme vyuZivat jen
ndsledujici 3 vlastnosti:

1. Linearita:
z1[n] — X1(2)
ran] — Xo(2)
ari|n| + bra[n] — aX1(z) + bX5(2)

2. Zpozdéni signalu:
z[n] — X(z)

o oo

xn—k|] — Z xln—kjz™" = Z x[n]z "R = 7k Z rn]z™" =2 X (2)

n=——~oo n=——~oo n——oo

Nejzajimavé|si bude zpoZdéni o jeden vzorek:
zln — 1] — 271X (2)

Proto znalime zpozdéni o 1 vzorek

— w71 e
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3. Vztah s DTFT: Fourierova transformace s diskrétnim ¢asem poditd spektrum signdlu

s diskrétnim &asem:
O

X(ejw): Z :E[n]e_j“m

n——oo

V&imné&me si, Ze vztah je velmi podobny vztahu pro ZT, pokud za z dosadime e/%:
X(ejw) = X (2)|,—eiw,

kde w je normovana kruhova frekvence. MiZeme ¥ici, ze DTFT signdlu “precte”
z-transformaci signalu po jednotkové kruznici e/*. Jeden ob&h jednotkové kruZnice
odpovida periodé 2, dalsi diilkaz toho, ze DTFT bude periodicka. ..
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Pfenosova funkce obecné rekurzivniho systému I

Pro systém

X [hlmg JE}

budeme ptenosovou funkci definovat jako

Pro systém se vstupni &asti (koeficienty b;) a vystupni &asti (koeficienty a;) odvodime
prenosovou funkci tak, Zze budeme z-transformovat diferenéni rovnici. ZT je linedrni, takze
pouzijeme koeficienty stejnym zplsobem, uvédomime si jen, Ze misto zpoZdéného signdlu
z[n — k] musime psat 2% X (z), podobn& pro y[n].

Q P
— Zbkx[n—k] —Zaky[n— | — Y(z Zka Zaky
k=0 k=1
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y P _
Pokud p¥evedeme >, _, axY (2)z~" na levou stranu, dostaneme:

P Q
Y(z)+ Z arY (2)z7F = Z b X (2)z™"
k=1 k=0

a mizeme vypocitat prenosovou funkci

Q
Z bkz_k
k=0

- P
1+ Z CLkZ_k
k=1

kde B(z) a A(z) jsou dva polynomy. Koeficient polynomu jmenovatele ag musi byt

“povinn&” roven 1, ve filtru se fyzicky nevyskytuje, je to vlastné matematické vyjadreni
toho, Ze filtr ma vystupni vzorek. UZ také zfejmé chdpeme, pro¢ se ve schématu filtru (a v
diferen&ni rovnici) vyskytovaly koeficienty aj se znaménky '-": aby nam vysly oba polynomy

podobné.
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Kmitoctova charakteristika filtru'

se spotitad skuteéné& jednodude — nahradime z funkci €/ a nechdme w ménit v intervalu,
ktery nds zajima — nejéasté&ji od 0 do m (odpovidd poloviné vzorkovaci frekvence):

Q
> e
k=0

P
1+ E ape TP
k=1

... rovnice vypada nepékné, ale Matlab s komplexnimi &isly pomiZe: funkci freqz(b,a,N)

H(e7) = H(2)]oepie =

stali zadat vektor b s koeficienty polynomu v &itateli, vektor a s koeficienty polynomu ve
jmenovateli, a polet bodl (od 0 do poloviny vzorkovaci frekvence).
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oo:n/2~Fi/4
Im

+j "
‘\ exp(jw)
W=TE-Fs/2 w=21=0-0~Fs
|
-1 0 1/ Re

-
w=3/2®3/4Fs
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Nuly a poly pfenosové funkce a co s nimi... I

P¥enosovou funkci H(z) miiZzeme zapsat také pomoci soudini:

B(z) bo+biz7 4. +boz 9 27929 + 51297+ 4+ bg)

H(z) = = =
(2) A(z) l4+azt+...+apz ¥ Z_P(zp—i—alzp_l +...+ap)
Q Q
QH(z—nk) H(z—nk)
. R Y k=1 _ 3 P—Q k=1
= bo P P = bz D
1]z - pe) 11z —pw),
k=1 k=1

e nj jsou body v roviné z, pro které B(z) = 0. Pro tyto hodnoty bude funkce H(2)
nulova, nazyvaji se nulové body nebo nuly.

e pr jsou body v roviné z, pro které A(z) = 0. Pro tyto hodnoty bude funkce H(z)
nekone¢nd (déleni nulou), nazyvaji se poly.
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Pokud ay, b, € R, pak pdly pr a nuly ni mohou byt bud redlné, nebo ve dvojicich
komplexn& sdruZené. Pokud je ¥ad Citatele a jmenovatele rozdilny, bude ¢len 2P~
“odpovédny” za

e (P — (Q)-nasobnou nulu v pocatku, pokud je ¥ad jmenovatele P vyssi neZ ¥ad Citatele

Q.

e () — P)-nasobny pdl v poatku, pokud je ¥ad jmenovatele P niZsi nez ¥ad Citatele Q).

Stabilita '

Systém je stabilni, pokud v3echny pdly lezi uvnit¥ jednotkové kruZnice:

Pkl <1
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Pribéh frekvenéni charakteristiky z nul a péli’l.

Podobné jako pro spojité systémy se da z poloh nul a pdli graficky urcit pribéh frekvenéni
charakteristiky H(e’“):

:]@

z—'n,k;

;
H Z—pk

Pro dané e/“ je kazdd zavorka komplexnim &islem, které si miZeme predstavit jako vektor

H(eﬂ") — by »—(R@—=P) | eiw = bo W (P—Q)

Q
H ejw—nk
;
H €‘w—pk

od nuly nebo pélu do bodu e’“. Abychom dostali hodnotu kmito&tové charakteristiky pro
frekvenci w

Vv 7/

e moduly v8ech &isel z Citatele nasobime. Argumenty pricitame.
e moduly vSech Cisel ze jmenovatele délime. Argumenty odecitame.

Clen e7*(P=Q) se projevi jen p¥i rozdilnych ¥adech &itatele a jmenovatele, v tomto p¥ipad&
priddvame jednu nebo nékolik nul nebo pdéli do pocatku — neovlivni modul, ale ovlivni

argument kmitoCtové charakteristiky. .



PIVQI'KLADYI

P¥iklad 1. Nerekurzivni filtr ma diferenéni rovnici:
yln] = z[n] + 0.5x[n — 1]

1. Urcete jeho impulsni odezvu

2. Urcete jeho pFenosovou funkci (koeficienty a, b).
3. Vypoctéte kmitoctovou charakteristiku.

4. je filtr stabilni ?

5. zkuste urcit rué¢né kmitoctovou charakteristiku pomoci nul a pdli.
Regeni
. hln] =1, 0.5 pro n =0,1, nula jinde.

1
2. Y(2) = X(2)+0.5X(2)z"! Y(2) = X(2)[1+0.5271]
H(z) =1+ 0.5z = 1052 takye by = 1, by = 0.5, ap = 1.
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3. Nahradili bychom z = /%, ale rad&ji zavolame
H=freqz([1 0.5],[1],256); om=(0:255)/256 * pi;
subplot(211); plot(om,abs(H)); grid
subplot(212); plot(om,angle(H)); grid

o) : . , . . .
e S S 7 S _
ol T ]
—-0.6 ' : ' ' ' '

o) 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
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=-filtr ma charakter dolni propusti

— —1 v
4. nulové body a pély: H(z) = 052 — 204052 ) _ 2405 Citatel bude nula pro
z = —0.5, proto bude mit filtr jednu nulu n; = —0.5. Jmenovatel bude nula pro z = 0,

proto bude mit filtr jeden pdl: p1 =0

1+

0.8

0.6

0.4

0.2

Imaginary Part
o
6)
X

| | | | |
-1 -0.5 0 0.5 1
Real Part

=-filtr bude stabilni.

5. urleni frekvenéni charakteristiky pomoci nul a pdli:

H(z) = =52 H(¥) = "5




Piiklad 2. Rekurzivni filtr ma diferenéni rovnici:
yln] = z[n] — 0.5y[n — 1]

1. impulsni odezva bude nekonelna:

1G

oO.5 —

—0.5

2. Y(2) = X(2) — 0.5Y(2)z! Y(2)[14+0527 =X(2) H(z2) = —=—
takze bp =1, ag = 1, a; = 0.5.

3. H=freqz([1],[1 0.5],256); om=(0:255)/256 * pi;
subplot(211); plot(om,abs(H)); grid

subplot(212); plot(om,angle(H)); grid
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5 ; ; ; ; ; ;
(@) 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

=-filtr ma charakter horni propusti

S S — z _ _z
140.5z—1t = 2(140.5z—1) = 2+0.5

2z = 0, proto bude mit filtr jednu nulu n; = 0. Jmenovatel bude nula pro z = —0.5,

4. nulové body a pdly: H(z) = Citatel bude nula pro

proto bude mit filtr jeden pdl: p1 = —0.5
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0.8

0.6

0.4r

0.2

Imaginary Part
o
T
X
©

-1 -0.5 0 0.5
Real Part

=-filtr bude stabilni.

5. urceni frekvenéni charakteristiky pomoci nul a pdli:

H(z) = #8.5) H(ejw) — 6jw€‘7_w(:8.5)
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Typy filtra I

Dolni propust - low pass
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Horni propust - high pass

1 T T T
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Pasmova propust - band pass

1

0.8

0.6

IH|

0.4

0.2

arg (H)

M

f[Hz]

f [Hz]
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Pasmova zadrz - band stop
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