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Nahodné signaly I

e deterministické signaly (miZeme je zapsat rovnici) maji jednu zasadni nevyhodu —
nesou velmi malo informace (nap¥. kosinusovka: amplituda, frekvence, pocateéni faze).

e signaly redlného svéta se daji popsat deterministicky velmi téZce nebo viibec (nap¥.
fyzikalni model pro ¥e€ovy signal je velmi sloZity a stejn& se jedna o zjednodugeni).

= na tyto uzite€né signdly se budeme z hlediska teorie divat jako na nahodné signaly
(procesy) (napt. Yet, cirkulace zasilek pobotkami Ceské posty, kurs K¢/EUR .. .).

Podle charakteru &asové osy délime na ndhodné signily se spojitym €asem (definovany
pro v8echna t) a s diskrétnim &asem (jen pro diskrétni n).

Signdly nemiZeme popsat ve viech &asech (to by byly deterministické), budeme spise
hledat charakteristické vlastnosti nahodnych signdlii, jako stfedni hodnota, funkce hustoty
rozloZzeni pravdépodobnosti, atd.



‘ Definice nahodného procesu I

e spojity ¢as: systém {&;} ndhodnych veli¢in definovanych pro viechna ¢t € R se nazyva
nahodny proces, oznacujeme &(t).

e diskrétni Cas: systém {&,,} ndhodnych veli¢in definovanych pro v8echna n € N se
nazyva nahodny proces, oznalujeme £|n].

‘ Mnozina realizaci nahodného procesu I

moZnou reprezentaci ndhodného procesu je nekone¢né mnoho jeho riznych pribéhi —

realizaci. Omezime se na kone&ny pocet €2 a kaZdou realizaci ozna&ime £, (t), pFipadné
£.,|n|. Pokud budeme na souboru realizaci ndhodného procesu odhadovat né&jaké jeho
parametry, bude se jednat o souborové odhady.

Priklad: nahodny proces je zvukovy signal vody tekouci vodovodni trubkou doma u
Cernockych. Bylo nahrdno 1068 realizaci po 20 ms. Pro vyklad spojitych ndhodnych
procesli si je budeme prfedstavovat jako spojité signdly &, (¢), pro vyklad diskrétnich
ndhodnych procesi jako &, [n].
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‘ Distribu¢ni funkce '

je definovana pro jednu ndhodnou veli¢inu: ndhodny proces pro urdity ¢as t nebo n je
takovou ndahodnou veli¢inou. Definice:

F(z,t) = P{&(t) <z},

F(z,n) = P{[n] <z},
kde P{&(t) < x} nebo P{{[n] < x} je pravdépodobnost toho, Ze ndhodnad proménnd zde

nabude hodnoty mensi nez x. Uvédomme si prosim, Ze x neni nic ndhodného, je to

pomocna proménna, kterou nasadime na néjakou hodnotu a pro tuto hodnotu sledujeme
pravdépodobnost.

Souborovy odhad distribuéni funkce: posadime se do uréitého ¢asu t nebo n, vezmeme
() realizaci, které mame k disposici a pro x odhadujeme:

F(z,t) = Y11 pokud &,(t) <z, 0 jinak
Q
Fz,n) = 22:1 1 pokud %[n] <z, 0 jinak
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‘ Funkce hustoty rozdéleni pravdépodobnosti I

je opét definovana pro jednu ndahodnou veli¢inu (ndhodny proces pro uréity €as t nebo n je
takovou nahodnou veli¢inou). Definice:

p(z,t) = %
p(z.m) = 5F(5:§j, n)

Souborovy odhad funkce hustoty rozdéleni pravdépodobnosti: Funkci miZeme ziskat

numerickym derivovanim z odhadnuté F(z,t) nebo F'(x,n) nebo ji odhadnout pomoci
histogramu:

e posadime se do urcitého t nebo n

e Musime si zvolit L hodnot = od x,,;n do Z,,q., Nejlépe s pravidelnym krokem

A — xma:c_xmin:

L—-1

L1 = Tmins, L2 = Tmin + Aa T3 = Tmin T 2A

Tr—1 = Tmin + (L — Q)Aa T = Tmin T (L — 1)A = Tmacx
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dostaneme tak L “chlivkl” o Sifce A, pro z; je dany chlivek ch; od x; — % do x; + %.
Levy okraj spodniho chlivku (1) natdhneme aZ do —oo, pravy okraj horniho (L) do 400

[ =&
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e odhad pro x; pocitdme jako

(e, 1) — S 1 pokud &, (t) € chy, 0 jinak
pP\xi, 1) = OA

. _ 28:1 1 pokud &,[n| € ch;, O jinak
p(x”wn) T QA
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F(z,t), p(x,t) a pravdépodobnosti

pokud mame za ukol vypoditat pravdépodobnost toho, Ze se hodnota procesu v &ase t
nebo n vyskytne v intervalu [a, b], mame tyto moZnosti (budeme ukazovat jen na spojitém
ase, vzoretky pro diskrétni jsou naprosto stejné):

e vypoditat tuto pravdépodobnost z distribu¢ni funkce, pokud si uvédomime jeji definici:
F(xz,t) = P{(t) <z}, pak

Pla < £(t) < b} = F(b,t) — F(a,t)

e vypocditat ji z funkce hustoty rozdéleni pravdépodobnosti. Uz jsme si zvykli, Ze pokud
je nékde hustota, bude se integrovat:

b
Pla < &(t) < b} = / p(x,t)dz
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Z téchto vzorec¢ki vyplyvaji dileZité vlastnosti distribu¢ni funkce a funkce hustoty rozdéleni

pravdépodobnosti:

e hodnoty ndhodného procesu budou téZko mensi nez —oo, proto
F(—o00,t) = P{{(t) < —0} = 0.
e hodnoty ndhodného procesu zfejmé vSechny mensi nez oo, proto
F(400,t) = P{{(t) < 40} = 1.
e funkce hustoty rozdéleni pravdépodobnosti je ddna jako derivace distribu¢ni funkce,

naopak plati integral:

F(z,t) —/x p(g,t)dg

1 — 00



jelikoz F'(+o00,t) = 1, musi byt

+0o0
/ p(x,t)dxr =1

— O

e hodnota funkce hustoty rozdéleni pravdépodobnosti pro urcité x neni
pravdépodobnost !!! (&asty chytdk statistiki).
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llustrace F'(z,t), p(x,t) — becka piva. ..

na kolejich se od = = 18.00 do 22.00 pije betka piva. Definujeme funkci p(x) jako
okamZitou spotfebu piva (pici funkce) a F'(x) jako funkci vypitého piva (x je v tomto
prikladu vyjimeéné &as):

(A b FR)
Abeckat - - - <~ ol ﬁ
_ @2#
18 999 X 16% ﬁzl"" X

Chovani je podobné funkci hustoty rozdéleni pravdépodobnosti a distribu¢ni funkci, pouze
za 1 dosad'te “1 betka":

e F(x) je nulovd v &ase —oo (je nulova dokonce az do 18.00), protoZe pivo nebylo.
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F(z) je 1 betka v ¢ase +oo (dokonce uz ve 22.00), protoZe pivo je vypité a vic ho
nebude.

mnoZstvi vypitého piva v &ase z: F(z) = [*_ p(g)dg.

celkové mnoZstvi vypitého piva: F(+o0) = fj;o p(x)dzr = 1 betka.

mnoZstvi vypitého pivo od ¢asu x1 do &asu x5 je mozné spocitat jako rozdil dvou bodi
F(z) nebo integraci p(x).

hodnoté p(x) (nap¥. p(19.00))nemiZeme ¥Fikat mnoZstvi piva — za nekoneéné& kratky
¢asovy interval ho do nikoho nevtekla ani kapka.
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Momenty I

na rozdil od funkci jsou momenty €isla, ktera charakterizuji ndhodny proces v daném case

t nebo n:
stfedni hodnota nebo téZ7 “Expectation” (olekavani), prvni moment:

+o0
awﬂmw:[ sp(a, t)di

+ o0

aln] = E{¢[n]} = / ep(z, n)de

— 00

souborovy odhad stfedni hodnoty je pro kazdy ¢as t nebo n dan jako primér vzorki

pres vSechny realizace:

1Q
aft) = 5 D &u(t)

o
aln) = 5 D_ &l
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rozptyl (disperze), smérodatna odchylka

+00
D(t) = B{£(t) — a(t)]?} = / & — a(t)p(e, t)da

+00
Din) = E{[¢[n] — aln]]?} = / & — a[n]]*p(x, n)dz

smérodatna odchylka (std - standard deviation) je odmocninou rozptylu:

o(t) = /D) oln] = /D]

souborovy odhad rozptylu a smérodatné odchylky je pro kazdy &as ¢t nebo n dan:

) 1Y

D(t) = 5 D lu®) —a@®)]’, &(t) =/ D(1)

w=1

A

Dln] = €uln] —a[n]]?,  &[n] =+/D[n]

=2l =
ERNI

1

€
I
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Korelaéni funkce .

Udavé podobnost mezi hodnotami ndhodného procesu v €asech t; (nebo n1) a t2 (nebo

TLQ)Z

—+ o0 400
R(t1,t2) = / / r1x9p(21, X2, t1,t2)dxdxo,
— O — O

400 400
R(ni,mn2) = / / T122p(x1, T2, N1, N2)dx1dTs,
—o0o J—00

kde p(z1,x2,t1,t2), resp. p(x1, T2, n1,n2) je dvourozmérna funkce hustoty rozdéleni
pravdépodobnosti mezi €asy t1 a to, resp. n1 a no. Teoreticky ji vypocitame z

dvourozmérné distribuéni funkce:
F(xl,xg,tl,tg) = P{f(tl) < x7 4 f(tg) < xg},

F(zi,x9,n1,n2) = P{&n1] <z1 a {ne| < x2}
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pomoci derivace podle x1 a xs:

52F(CC1, X2, tl) t2)
5%15%2

p(1,z2,t1,t2) =

52F(331, X2, Ny, n2)

p(iClaiCQ,nhnz) — ST 07
102

Nds bude ale spiSe zajimat souborovy odhad, ktery zafidime pomoci dvourozmérného
histogramu:

e podobné jako u standardniho histogramu vytvofime “chlivky”, tentokrat ale budou
dvourozmérné (&tverecky): ch;; je pro prvni rozmér od x; — % do xz; + % a pro druhy
rozmér od z; — % do z; + %.
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e hodnota 2D histogramu pro chlivek ch;; ur€eny hodnotami x; a x; bude:

2821 1 pOkUd gw(tl),gw(tz) c Chij, 0 jinak
QA2

ﬁ(x%xj)tl)tQ) —

2 11 pokud & [ni],&ulno] € chij, 0 jinak
QA2

ﬁ(ivz'aﬂi‘j,m,m) —
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Pro nase signdly (uvadime jen diskrétni Casy, stejné jste uz p¥isli na to, Ze ty se spojitym
¢asem jsou uplné stejné...): ny =0, no =0,1,5,11.

0.4
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Prony =0, no =0,1,5,11 nam po numerické integraci vysly nasledujici autokorela¢ni

koeficienty

R(0,0) = 0.0188: ve stejném bodé& je sdm sobé& proces vidy nejvice podobny. ..
R(0,1) = 0.0151: posuneme-li se do vedlejsiho vzorku, je stale jesté dost podobny
¢asu n; = 0.

R(0,5) = 0.0030: &asy ny = 0 a ny = 5 si nejsou viibec podobné.

R(0,11) = —0.0133: v &asech ny = 0 a no = 11 si je proces podobny, ale s opaénym
znaménkem ! Je pravdépodobné, Ze kdyZ? bude hodnota £[n1] kladna, bude &|ns]

zaporna, a naopak.
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Korelaéni funkce
prony =0, no =ni+kprok =0...40, srovnanisny; = 100, no = ny1+kprok =0...40:
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STACIONARITA NAHODNEHO PROCESU I

lidové feceno, chovani stacionarniho ndhodného procesu se neméni v ¢ase. Statistické
veli¢iny nejsou zavislé na aktudlnim ¢ nebo n. Korelaéni funkce neni zavisld na presné
poloze t1,t2 nebo nq,ny, ale pouze na jejich rozdilu: 7 =t5 —t1, K =n9 — nq. Pro

stacionarni systémy se spojitym &asem:
F(z,t) = F(z) p(z,t) — p(z)
a(t) ->a D({t)—D o(t)—o
p(x1,x9,t1,t2) — p(r1,22,7) R(t1,t2) — R(7)
Podobné pro diskrétni &as:
F(z,n) — F(z) p(z,n) — p(z)
aln] =a Dn|—- D o[n]—o
p(x1,x2,n1,n9) — p(x1,22,k) R(n1,n2) — R(k)
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V prikladu s tekouci vodou jsme zfejmé méli stacionarni signal, protoze:

e stfedni hodnota byla pro viechny ¢asy podobna (pokud bychom méli k disposici vice
realizaci, byla by jesté “stejngjsi").

e smérodatnd odchylka také (dtto).

e korelacni funkce pro ny = 0,ny = nq + k a pro ny = 100, no = ny + k vypadala
podobné.
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Stacionarni vs. nestacionarni signal:
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ERGODICITA NAHODNEHO PROCESU I

nutnost mit k disposici mnoho realizaci k jakémukoliv odhadu je trochu svazujici. U
ergodickych ndhodnych procesii miizeme parametry odhadnout z jediné realizace.
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P¥iklad stacionarniho a ergodického a stacionarniho, ale neergodického procesu:
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VSechny souborové odhady miZeme nahradit €asovymi odhady, mame k disposici
interval o délce T (pro spojité procesy) pfipadné o pottu vzorkd N (pro diskrétni). Jedinou
realizaci, kterou mame k disposici, nazveme klasicky x(t), resp. z|n|:

e pomoci histogrami mizeme stejnym zptisobem jako u souborovych odhadi odhadnout
distribuéni funkci a funkci hustoty rozdéleni pravdépodobnosti.

e stfedni hodnota, rozptyl, smérodatna odchylka:

S

1! ~ 17 o
a = z(t)dt D= — z(t) —al“dt &
0 1" Jo

T
1 N—-1 1 N—-1
&:N;x[n] D:N;[x[n]—af &=VD

e korelaéni funkce

R(r) = % /O p(t)z(t + 7)dt
R(k) z% - x[nlz[n + kl



