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\ SIGNALY - ZAKLADNI POJMYI

spojity ¢as x(t)

diskrétni &as x[n]

modifikace &asové osy — posunuti (zpozdéni, predb&hnuti),

x(t—171), x(t+7), x[n —m], x[n+ m]

otoeni s posunutim — pozor na opa&ny vyznam: u x|—n + m/| se pro kladné m
posouva otoceny signal doprava.

kontrakce a dilatace €asové osy pro spojity €as: z(mt), z(L).



Energie a vykon I

okamzity vykon: p(t) = |z(t)|?, p[n| = |z[n]|?
celkova energie (kone¢nd/nekonecnd)
T too N o0
Bu=fim [ e@Pdt= [ P Bx= Jim 3 el =3 el
celkovy st¥edni vykon (kone&ny/nekonelny)
I 1 <
Poo= i o [ OFd Po= i g 3 et

= u periodickych signali staci pocitat vykon pres jednu periodu.



Periodické signaly I

opakuji se po T nebo N, zdkladni perioda T nebo Ny, frekvence a kruhova frekvence (pro
spojity &as obylejna, pro diskrétni &as normovana):

1 2T 1 , 2T

- — /:_ —_
fl—T1 Wi = J1 N YT

... ale apostrofy nikde neuvidime.



‘ Harmonické signaly I

maji amplitudu, frekvenci a podatecni fazi:
spojity cas:

i . . C . .
: 1 . 27
perioda T} = =
diskrétni ¢as:
C . . C . .
z[n] = C1 cos(win + ¢1) = 71€J¢163w1n X 716—J¢16—Jw1n

perioda Ny se urluje slozitéji — musime najit Ny tak, aby signal byl opravdu periodicky,
nékdy nenajdeme viibec.



‘ Dilezité signaly I

e jednotkovy impuls §(t), d[n| (se spojitym &asem ma podivné vlastnosti, s diskrétnim je

e jednotkovy skok o(t), o[n]

to Uplné normalni signal).



‘SIGNALY SE SPOJITYM CASEM - FREKVENCNI ANAL\'{ZAI

Periodické — Fourierova fada
signal je periodicky = spektrum je ¢arové (koeficienty)

1 R
Cp = — Cl?(t)e_jkwltdt CIZ(t) — Z Ckejkunt
Tl Ty k=—o0

c. jsou koeficienty FR: vlastnosti:
® Cp = Ctk
® ¢y je stfedni hodnota
e jsou svazany s frekvencemi kwq

e dvojice koeficientl ¢, a c_j s prFislusSnymi exponencidlami tvo¥i kosinusovku na
frekvenci kws.

e posunuti signdlu: z(t) — z(t — 7), ¢, — cre 7*17 — vliv pouze na argumenty
koeficientd.



Priklady:

e kosinusovka: x(t) = Cy cos(wit + ¢1) ma pouze dva koeficienty: ¢; = %ej¢1,

e periodicky sled obdéInikovych impulsd: vypotet pomoci Sebestovy pomiicky (§P):

b
/ eI dy = 2b sinc(bx)
—b

Y 0,
vysledek: ¢, = DTsinc (§kw1) . kreslime nejprve pomocnou funkeci sinc, pak pod
1

ni umistujeme koeficienty.

VSechna spektra se kresli samostatné pro modul a argument, argument kladného
realného cisla je 0, argument zaporného realného cisla je 7 nebo —.



Neperiodické — Fourierova transformace
signal neni periodicky = spektrum je funkce

oo . 1 [t .
X(jw) = / r(t)e 7¥dt  x(t) = — X (jw)eT*tdw

oo 2T J_ oo

X (jw) je spektralni funkce, zakladni vlastnosti:
o X(jw)=X"(—jw).
e posunuti signdlu: z(t) — z(t — 7), X(jw) — X (jw)e 7T — vliv pouze na argument
spektralni funkce.
Priklady:
e posunuty Diracliv impuls: z(t) = 6(t — 1), X(jw) = e 77,

V
e obdélnikovy impuls: X (jw) = Ddsinc (5“}) funkce sinc (rozloZzenad na modul a

argument) je vysledek.



\VZORKovANiI

v ¢asové oblasti se signal ndsobi vzorkovacim (samplovacim) signalem: vzorkovaci

1
T’

27,

perioda T, vzorkovaci frekvence F; = o
S

xs(t) = x(t)s(t)

pro vyklad teorie ndsobime s periodickym sledem Diracil, vysledna spektralni funkce

kruhova vzorkovaci frekvence 2, =

vychazi:

Xs(jw) :% Z X(w — kwy).

k=—o0
pokud se kopie prekryvaji = aliasing.

pro signaly,které maji omezené spektrum frekvenci wy, .., vzorkovaci teorém (aby
nedochdazelo k aliasingu): Qg > 2wW,naz NEbO Fs > 2f 40

pak se dal signal x(t) idedln& rekonstruovat.

7 nT . v o Ve v = V4
normovany £as: n = - (jen potitadlo vzorkil), normovana frekvence oby&ejna

f W

= I kruhova w’ = o vzdy se normuje vzorkovaci frekvenci.

S S
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‘DISKRETNI' SIGNALY I

zakladni operace

e posloupnost délky NV — ziskdme ndsobenim oknem
1 pro ne|0,N —1]
Raf] =4 F
0 jinde
e periodizace: Z[n| = x[mod yn)|
e periodické posunuti: z[n| — x[mod y(n — m)]

e kruhové posunuti: x[n] — Ry[n]z[mod ny(n — m)]
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konvoluce

e linedrni: xn|xy[n| = Z x|kly|n — k] (pro posloupnost délky N ma délku 2N — 1),
k=—o0
vypodet pomoci papirkd.
N-1
e periodicka: x[n]xy[n] = Z z|k|ly[mod x(n — k)] (ma vzorky vsude).
k=0

N-1
e kruhova z[n|™y|n] = Ry[n| Z z|kly|mod y(n — k)], ma délku zase N, vypolet

pomoci krouzkd.
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Spektralni analyza diskrétnich signali I

DTFT Fourierova transformace s diskrétnim €asem
Signdl je vzorkovany (diskrétni), spektrum bude periodické

o

- | 1 [T . |
X(e?¥) = Z x|nle 7“" x[n]:%/ X (e?)e 9" dw

n=—00
Vlastnosti

e je periodickd protoZe signal je diskrétni.

e je to funkce definovand pro vSechna w, protoze signal je jakykoliv.

e je jen jedna, ale mizeme ji zobrazit s riznymi frekvenénimi osami.
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Diskrétni Fourierova fada diskrétniho signdlu s periodou N
Signdl je vzorkovany (diskrétni), spektrum bude periodické. Signal je periodicky,
proto bude spektrum diskrétni (jen koeficienty)

N-—-1 1 N-—1 ~
X k] = ZB Fnle /K ] = < 2 X [k]e ¥ En

Vlastnosti koeficientti DFR:

— 27

e koeficienty jsou svazany s normovanymi kruhovymi krekvencemi: kw1, kde wi = 57.

e koeficienty maji standardni vlastnost: X [k] = X*[—k], ale navic jsou je¥té periodické:

X[k] = X[k + gN]
P¥iklad: DFR harmonického signélu s periodou N: z[n] = C; cos(2En + ¢1):

~ NCy

X[ =|X[N -1]| = arg X[1] = —arg X[N — 1] = ¢
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Diskrétni Fourierova transformace prevadi N vzorki signalu na N vzorki spektra.
Teoreticky periodizace, DFR, omezeni, prakticky:

N—-1 N—-1
X[kl = a[nle 7T zn] = 5 Y X[kleI N, jen pron,k=0...N -1

Souvislost koeficientd X |k] s frekvenci:

k N —1
e normované frekvence N do .

N
k N—1
2 kruhové frek 2m— do 2
e normované kruhové frekvence TN o 27 N
k N —1
b Cej A f k _FS d FS
e obycejné frekvence N o) N
v " 7 7 k N - 1
e obycejné kruhové frekvence N27‘(‘F8 do 21 F
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Vlastnosti:
o Xk]=X*IN — k]
e kruhové posunuti: z[n] — Ryz[mod n(n —m)], X[k] — X|[k]e I~ mk
e vypolet pomoci FFT.

e dobra pro poditani FR a FT se spojitym ¢asem, avSak s omezenimi !

16



SYSTEMY I

obecnosti: kauzalita, ¢asova invariantnost, linearita, stabilita.

popis pomoci impulsni odezvy: pro spojity ¢as vybudime Diracovym impulsem §(¢)
(jen teorie, prakticky nejde), dostaneme h(t). Pro diskrétni &as vybudime jednotkovym
impulsem d[n] (bez problémi jde), dostaneme h|[n].

odezva na libovolny vstup: konvoluce s impulsni odezvou:

+00 00

yln| = x[n] x hn] = Z zlklhin — k] y(t) =z(t) x h(t) = / x(T)h(t — T)dT.

k=—o00 — 00

(sumy mohou byt také naopak).

impuslni odezva kauzalnich systemi:
hin|]=0pron <0 h(t)=0prot <0

vypocet konvoluce papirkovou metodou: diskrétni: napiSeme disla, nasobime a s¢itame

¢isla. spojité: nakreslime funkce, ndsobime funkce a integrujeme — poditdme plochu.
17



‘ Systémy se spojitym ¢asem I

komplexni kmitoc¢tova charakteristika je FT impulsni odezvy:

+0o0
H(jw) = / h(t)e 7«tdt.

a ma stejné vlastnosti jako kazda jind FT spojitého neperiodického signdlu: neni
periodickd ani to nejsou koeficienty, H (jw) = H*(—jw).
Priichod kosinusovky:

x(t) = Crcos(wit+ ¢1)  y(t) = |H(jw1)|Cq cos |wit + ¢1 + arg H (jw1)] -
= kosinusovka bude jinak velkd a s jinou fazi!

Prichod periodického signdlu: H(jkwy) vynasobi koeficienty cy

Priichod obecného signalu: obrazem konvoluce ve spektru je nasobeni

(1) L X(jw) Y (jw) = Hijw)X (jw) Y (jw) T y(t).
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Popis systému pomoci diferencialni rovnice:

N
; k dt’f Zb’“ dtk

Laplaceova transformace:

dx(t
predevsim nas bude zajimat LT derivace: z(t) sX (s)
P¥enosova funkce:
M
> b
Y(s) _ k=0
H — —
>
k=0
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e kmitoctova charakteristika: H(jw) = H(s)]

s=jw
e nuly a pdly pfenosové funkce (kofeny polynomi v &itateli a jmenovateli):

M

H(s—nk)

bar p—1

H(S):aN ~ :
11¢s—px)

Da se pomoci nich odhadnout priibéh kmitoctové charakteristiky.

e stabilita: v8echny pdly lezi v levé poloroviné komplexni roviny, R{px} < 0.
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‘Systémy s diskrétnim ¢asem I

e zakladni bloky: zpoZdéni, ndsobeni koeficientem, soudet.

e komplexni kmitoc¢tova charakteristika je DTFT impulsni odezvy:
H(eY) = Z h[k]e_j”k
k=0

a ma stejné vlastnosti jako kazdd jina DTFT diskrétniho signdlu: je periodicka a
H(el¥) = H*(e™1%)

Prichod kosinusovky: x[n] = Cy cos(win + ¢1),
y[n] = C1|H(e*1)| cos(win + ¢1 + arg H(e“1))

Popis systému diferencni rovnici

Q@ P
yln] = > braln -k — ) aryln — K,

e FIR — nerekurzivni: jen by ...bg nenulové. Impulsni odezva je dana p¥imo koeficienty
21



filtru:
0 pro n<0 apro n>Q

hln| =
b, pro OSnSQ

e lIR — Cisté rekurzivni: jen by, aq ...ap nenulové.

e IIR — obecné rekurzivni: a; i b; nenulové.

z — transformace

n=—oo
predevidim nds bude zajimat ZT zpozdéni: z[n — k] — 27X (2)

P¥enosova funkce

YZ —0 BZ
) = 35 - ki fAEZi’
1+ arz
k=1 '



e nuly a pdly:

Q
H(z—nk)

. :B(Z): P—Q k=1
H) = 5 =t —
< —DPk),

k=1

da se pomoci nich odhadnout prib&h kmitotové charakteristiky.

e Stabilita: systém je stabilni, pokud vSechny pdly lezi uvnit¥ jednotkové kruZnice:
pk| <1
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\ NAHODNE SIGNALY I

e spojity Cas: systém {&;} ndhodnych veli¢in definovanych pro viechna ¢t € R se nazyva
nahodny proces, &(t).

e diskrétni Cas: systém {&,,} ndhodnych veli¢in definovanych pro v8echna n € N se
nazyva nahodny proces, £[n].

Mnozina realizaci (pocet (2): ozna&ime &, (%), pFipadné £, [n|. Odhady na mnoZiné
realizaci: souborové odhady.

Funkce popisujici nahodné procesy

e Distribu¢ni funkce

F(xz,t) = P{&(t) <z}, F(x,t) =P{{n] <},
souborovy odhad tak, Ze pro urlité x pocitame, kolik hodnot ze vSech realizaci padlo
pod x, podélime ().

e Funkce hustoty rozdéleni pravdépodobnosti

OF (x,t
ple.t) = TED ) =
24

0F (xz,n)
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souborovy odhad pomoci histogramu — nezapomeneme délit {2 a A, aby bylo
v v +00
zaruteno, e [ p(x,t)dx = 1.
e pravdépodobnost

Pla < &(t) < b} = F(b,t) — F(a,t) = / p(x,t)dx

a

momenty

e stfedni hodnota:

+00 00
alt) = B{E(t)} = / ep(e, t)dz  an] = E{€[n]} = / ep(z, n)de

souborovy odhad je obycejny primér pres vSechny realizace.

e rozptyl, smérodatnd odchylka:

+oo
D(t) = E{[E(t) — a(t)]?} = / x — a(t)p(z, t)da

+o0
Din) = E{[¢[n] — aln]]?} = / z — a[n]*p(e, n)dz

o(t) = /D(t), oln] = /Dl
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souborovy odhad:

Q
Dt) = & Sl6() —a(d, (1) =\/D(t), Dlnl.oln] = ...

e (auto)korelaéni funkce (spojity):
+0o0 +oo
R(t1,12) :/ / T1Z2p(T1, T2, t1, t2)dr1dTs,
(auto)korelaéni koeficienty (diskrétni):

+0o0 +o0
R(n1,n2) = / / r1Top(x1, T2, N1, N2 )dr1dTs,
—o0o0 J—00

2-rozmérnou funkci hustoty rozdéleni pravdépodobnosti moZno souborové odhadnout
pomoci 2D histogramu (nezapomeneme délit 2 a A?).

‘ Stacionarita '

funkce stejné pro viechny t, n, momenty stejné, autokorelaéni funkce (spoj.) zavisi pouze

na 7 =ty — t1, autokorelaéni koeficienty (disk.) zavisi pouze na k = ny — ny.
26



‘ Ergodicita I

mlZeme odhadovat pouze z jedné realizace x(t) o délce T (spoj.) nebo x[n| o N vzorcich
(disk.).

Casové odhady

e F(x), p(x) — histogramy s hodnotami z jedné realizace.

e stfedni hodnota, rozptyl, smérodatna odchylka:

&:%/OTx(t)dt ﬁ:l/oT[az(t)—ant 6 =vVD

T
1 N—1 1 N—1
d:NnZ:Ox[n] D:N;[x[n]—aﬁ &§=VD

27



T
e autokorelaéni funkce R(7) = %/ x(t)x(t 4+ 7)dt
0

° autokorelaénl’ koeficienty

=1 Z z[n]z[n + k], vychyleny, ale spolehlivy odhad

N—1
R(k) = N+|k| Z x|n]x|n + k], nevychyleny, ale na krajich nespolehlivy odhad.
n=0
‘Spektrélm’ hustota vykonu — PSD I
® spojity Cas:
1 +o0 . +o0 .
G(jw) = 2—/ R(T)e 7%7Tdr R(T) = G(jw)e™ dw
T J—- —00
o diskrétni cas:
. > . 1 [T . .
Gle?™) k;@ RIKe " Rlk = - /_ Gl

28



e ob& GG s sebou nesou vlastnosti FT a DTFT (nap¥. periodicita u G(e’%), atd.)
e odhad PSD pomoci DFT: pro wy = ZWW/{:

G(er) = - |XTH]

nékdy velmi nespolehlivy, primé&rovani odhadid ptes nékolik segmenti (Welchova
metoda).
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Pruchod nahodnych signalu linearnimi systémy
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\KVANTOVANEI

zaokrouhlovani pouze na ur&ité kvantovaci hladiny. L = 2° hladin od %,in, dO Zimas,
kvantovaci krok

Tmazr — Tmi Tmazr — Tmi
A — max min ~ max mn
L—1 L
pro kazdé x[n| vybirdme nejbliZsi hlainu: x[n] — x,[n|. Chyba kvantovani:
eln] = x[n] — z4|n].

Vliv chyby kvantovani na kvalitu signalu: pomér signal Sum:

P

e

Pro kosinusovku s amplitudou A a sprdvnym nastavenim Z,,in @ Tmaz:

3 3
SNR:Jom&O§@%2:1om&o§+1om&0fb:176+mwkgm2:176+6bdB.
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