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SIGNÁLY – ZÁKLADNÍ POJMY

• spojitý čas x(t)

• diskrétńı čas x[n]

• modifikace časové osy – posunut́ı (zpožděńı, p̌redběhnut́ı),

x(t− τ), x(t+ τ), x[n−m], x[n+m]

• otočeńı s posunut́ım – pozor na opačný význam: u x[−n+m] se pro kladné m

posouvá otočený signál doprava.

• kontrakce a dilatace časové osy pro spojitý čas: x(mt), x( t
m
).
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Energie a výkon

okamžitý výkon: p(t) = |x(t)|2, p[n] = |x[n]|2

celková energie (konečná/nekonečná)

E∞ = lim
T→∞

∫ T

−T

|x(t)|2dt =

∫ +∞

−∞

|x(t)|2dt E∞ = lim
N→∞

N
∑

−N

|x[n]|2 =

∞
∑

−∞

|x[n]|2

celkový sťredńı výkon (konečný/nekonečný)

P∞ = lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T

|x(t)|2dt P∞ = lim
N→∞

1

2N + 1

N
∑

−N

|x[n]|2

⇒ u periodických signál̊u stač́ı poč́ıtat výkon p̌res jednu periodu.
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Periodické signály

opakuj́ı se po T nebo N , základńı perioda T1 nebo N1, frekvence a kruhová frekvence (pro

spojitý čas obyčejná, pro diskrétńı čas normovaná):

f1 =
1

T1
ω1 =

2π

T1
f ′1 =

1

N1
ω′1 =

2π

N1

. . . ale apostrofy nikde neuvid́ıme.
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Harmonické signály

maj́ı amplitudu, frekvenci a počátečńı fázi:

spojitý čas:

x(t) = C1 cos(ω1t+ φ1) =
C1

2
ejφ1ejω1t +

C1

2
e−jφ1e−jω1t

perioda T1 =
1
f1
= 2π

ω1

diskrétńı čas:

x[n] = C1 cos(ω1n+ φ1) =
C1

2
ejφ1ejω1n +

C1

2
e−jφ1e−jω1n

perioda N1 se určuje složitěji – muśıme naj́ıt N1 tak, aby signál byl opravdu periodický,

někdy nenajdeme v̊ubec.
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Důležité signály

• jednotkový skok σ(t), σ[n]

• jednotkový impuls δ(t), δ[n] (se spojitým časem má podivné vlastnosti, s diskrétńım je

to úplně normálńı signál).
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SIGNÁLY SE SPOJITÝM ČASEM – FREKVENČNÍ ANALÝZA

Periodické – Fourierova řada

signál je periodický ⇒ spektrum je čárové (koeficienty)

ck =
1

T1

∫

T1

x(t)e−jkω1tdt x(t) =

+∞
∑

k=−∞

cke
jkω1t

ck jsou koeficienty FŘ: vlastnosti:

• ck = c?−k

• c0 je sťredńı hodnota

• jsou svázány s frekvencemi kω1

• dvojice koeficient̊u ck a c−k s p̌ŕıslušnými exponenciálami tvǒŕı kośınusovku na

frekvenci kω1.

• posunut́ı signálu: x(t)→ x(t− τ), ck → cke
−jkω1τ – vliv pouze na argumenty

koeficient̊u.
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Př́ıklady:

• kośınusovka: x(t) = C1 cos(ω1t+ φ1) má pouze dva koeficienty: c1 =
C1

2 e
jφ1 ,

c−1 =
C1

2 e
−jφ1

• periodický sled obdélńıkových impuls̊u: výpočet pomoćı Šebestovy pomůcky (ŠP):

∫ b

−b

e±jxydy = 2b sinc(bx)

výsledek: ck = D
ϑ

T1
sinc

(

ϑ

2
kω1

)

. kresĺıme nejprve pomocnou funkci sinc, pak pod

ni uḿıst’ujeme koeficienty.

Všechna spektra se kresĺı samostatně pro modul a argument, argument kladného

reálného č́ısla je 0, argument záporného reálného č́ısla je π nebo −π.
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Neperiodické – Fourierova transformace

signál neńı periodický ⇒ spektrum je funkce

X(jω) =

∫ +∞

−∞

x(t)e−jωtdt x(t) =
1

2π

∫ +∞

−∞

X(jω)e+jωtdω

X(jω) je spektrálńı funkce, základńı vlastnosti:

• X(jω) = X?(−jω).

• posunut́ı signálu: x(t)→ x(t− τ), X(jω)→ X(jω)e−jωτ – vliv pouze na argument

spektrálńı funkce.

Př́ıklady:

• posunutý Dirac̊uv impuls: x(t) = δ(t− τ), X(jω) = e−jωτ .

• obdélńıkový impuls: X(jω) = Dϑsinc

(

ϑ

2
ω

)

, funkce sinc (rozložená na modul a

argument) je výsledek.
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VZORKOVÁNÍ

• v časové oblasti se signál násob́ı vzorkovaćım (samplovaćım) signálem: vzorkovaćı

perioda Ts, vzorkovaćı frekvence Fs =
1
Ts
, kruhová vzorkovaćı frekvence Ωs =

2π
Ts
:

xs(t) = x(t)s(t)

• pro výklad teorie násob́ıme s periodickým sledem Dirac̊u, výsledná spektrálńı funkce

vycháźı:

Xs(jω) =
1

T

∞
∑

k=−∞

X(ω − kω1).

pokud se kopie p̌rekrývaj́ı ⇒ aliasing.

• pro signály,které maj́ı omezené spektrum frekvenćı ωmax, vzorkovaćı teorém (aby

nedocházelo k aliasingu): Ωs > 2ωmax nebo Fs > 2fmax

• pak se dál signál x(t) ideálně rekonstruovat.

• normovaný čas: n =
nT

T
(jen počitadlo vzork̊u), normovaná frekvence obyčejná

f ′ =
f

Fs
, kruhová ω′ =

ω

Fs
, vždy se normuje vzorkovaćı frekvenćı.
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DISKRÉTNÍ SIGNÁLY

základńı operace

• posloupnost délky N – źıskáme násobeńım oknem

RN [n] =







1 pro n ∈ [0, N − 1]

0 jinde

• periodizace: x̃[n] = x[ modNn]

• periodické posunut́ı: x[n] −→ x[ modN (n−m)]

• kruhové posunut́ı: x[n] −→ RN [n]x[ modN (n−m)]
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konvoluce

• lineárńı: x[n] ? y[n] =

∞
∑

k=−∞

x[k]y[n− k] (pro posloupnost délky N má délku 2N − 1),

výpočet pomoćı paṕırk̊u.

• periodická: x[n]?̃y[n] =

N−1
∑

k=0

x[k]y[ modN (n− k)] (má vzorky všude).

• kruhová x[n] N©y[n] = RN [n]

N−1
∑

k=0

x[k]y[ modN (n− k)], má délku zase N , výpočet

pomoćı kroužk̊u.
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Spektrálńı analýza diskrétńıch signál̊u

DTFT Fourierova transformace s diskrétńım časem

Signál je vzorkovaný (diskrétńı), spektrum bude periodické

X̃(ejω) =

∞
∑

n=−∞

x[n]e−jωn x[n] =
1

2π

∫ π

−π

X̃(ejω)e+jωndω

Vlastnosti

• je periodická protože signál je diskrétńı.

• je to funkce definovaná pro všechna ω, protože signál je jakýkoliv.

• je jen jedna, ale můžeme ji zobrazit s r̊uznými frekvenčńımi osami.
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Diskrétńı Fourierova řada diskrétńıho signálu s periodou N

Signál je vzorkovaný (diskrétńı), spektrum bude periodické. Signál je periodický,

proto bude spektrum diskrétńı (jen koeficienty)

X̃[k] =
N−1
∑

n=0

x̃[n]e−j
2π
N
kn x̃[n] =

1

N

N−1
∑

k=0

X̃[k]ej
2π
N
kn

Vlastnosti koeficient̊u DFŘ:

• koeficienty jsou svázány s normovanými kruhovými krekvencemi: kω1, kde ω1 =
2π
N
.

• koeficienty maj́ı standardńı vlastnost: X̃[k] = X̃?[−k], ale nav́ıc jsou ještě periodické:

X̃[k] = X̃[k + gN ]

Př́ıklad: DFŘ harmonického signálu s periodou N : x[n] = C1 cos(
2π
N
n+ φ1):

|X̃[1]| = |X̃[N − 1]| =
NC1

2
arg X̃[1] = − arg X̃[N − 1] = φ
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Diskrétńı Fourierova transformace p̌revád́ı N vzork̊u signálu na N vzork̊u spektra.

Teoreticky periodizace, DFŘ, omezeńı, prakticky:

X[k] =

N−1
∑

n=0

x[n]e−j
2π
N
kn x[n] =

1

N

N−1
∑

k=0

X[k]e+j
2π
N
kn, jen pro n, k = 0 . . . N − 1

Souvislost koeficient̊u X[k] s frekvenćı:

• normované frekvence
k

N
do

N − 1

N
.

• normované kruhové frekvence 2π
k

N
do 2π

N − 1

N

• obyčejné frekvence
k

N
Fs do

N − 1

N
Fs

• obyčejné kruhové frekvence
k

N
2πFs do

N − 1

N
2πFs
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Vlastnosti:

• X[k] = X?[N − k]

• kruhové posunut́ı: x[n] −→ RNx[ modN (n−m)], X[k] −→ X[k]e−j
2π
N
mk

• výpočet pomoćı FFT.

• dobrá pro poč́ıtáńı FŘ a FT se spojitým časem, avšak s omezeńımi !

16



SYSTÉMY

• obecnosti: kauzalita, časová invariantnost, linearita, stabilita.

• popis pomoćı impulsńı odezvy: pro spojitý čas vybud́ıme Diracovým impulsem δ(t)

(jen teorie, prakticky nejde), dostaneme h(t). Pro diskrétńı čas vybud́ıme jednotkovým

impulsem δ[n] (bez problémů jde), dostaneme h[n].

• odezva na libovolný vstup: konvoluce s impulsńı odezvou:

y[n] = x[n] ? h[n] =

+∞
∑

k=−∞

x[k]h[n− k] y(t) = x(t) ? h(t) =

∫ +∞

−∞

x(τ)h(t− τ)dτ.

(sumy mohou být také naopak).

• impuslńı odezva kauzálńıch systémů:

h[n] = 0 pro n < 0 h(t) = 0 pro t < 0

• výpočet konvoluce paṕırkovou metodou: diskrétńı: naṕı̌seme č́ısla, násob́ıme a sč́ıtáme

č́ısla. spojité: nakresĺıme funkce, násob́ıme funkce a integrujeme – poč́ıtáme plochu.
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Systémy se spojitým časem

• komplexńı kmitočtová charakteristika je FT impulsńı odezvy:

H(jω) =

∫ +∞

−∞

h(t)e−jωtdt.

a má stejné vlastnosti jako každá jiná FT spojitého neperiodického signálu: neńı

periodická ani to nejsou koeficienty, H(jω) = H?(−jω).

• Pr̊uchod kosinusovky:

x(t) = C1 cos(ω1t+ φ1) y(t) = |H(jω1)|C1 cos [ω1t+ φ1 + argH(jω1)] .

⇒ kosinusovka bude jinak velká a s jinou fáźı!

• Pr̊uchod periodického signálu: H(jkω1) vynásob́ı koeficienty ck

• Pr̊uchod obecného signálu: obrazem konvoluce ve spektru je násobeńı

x(t)
F
−→ X(jω) Y (jω) = H(jω)X(jω) Y (jω)

F−1

−→ y(t).
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Popis systému pomoćı diferenciálńı rovnice:

N
∑

k=0

ak
dky(t)

dtk
=

M
∑

k=0

bk
dkx(t)

dtk

Laplaceova transformace:

X(s) =

∫ +∞

−∞

x(t)e−st)dt,

p̌redevš́ım nás bude zaj́ımat LT derivace:
dx(t)

dt
−→ sX(s).

Přenosová funkce:

H(s) =
Y (s)

X(s)
=

M
∑

k=0

bks
k

N
∑

k=0

aks
k

,
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• kmitočtová charakteristika: H(jω) = H(s)|s=jω

• nuly a póly p̌renosové funkce (kǒreny polynomů v čitateli a jmenovateli):

H(s) =
bM

aN

M
∏

k=1

(s− nk)

N
∏

k=1

(s− pk)

.

Dá se pomoćı nich odhadnout pr̊uběh kmitočtové charakteristiky.

• stabilita: všechny póly lež́ı v levé polorovině komplexńı roviny, <{pk} < 0.
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Systémy s diskrétńım časem

• základńı bloky: zpožděńı, násobeńı koeficientem, součet.

• komplexńı kmitočtová charakteristika je DTFT impulsńı odezvy:

H(ejω) =

∞
∑

k=0

h[k]e−jωk

a má stejné vlastnosti jako každá jiná DTFT diskrétńıho signálu: je periodická a

H(ejω) = H?(e−jω)

Pr̊uchod kosinusovky: x[n] = C1 cos(ω1n+ φ1),

y[n] = C1|H(e
jω1)| cos(ω1n+ φ1 + argH(e

jω1))

Popis systému diferenčńı rovnićı

y[n] =

Q
∑

k=0

bkx[n− k]−

P
∑

k=1

aky[n− k],

• FIR – nerekurzivńı: jen b0 . . . bQ nenulové. Impulsńı odezva je dána p̌ŕımo koeficienty
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filtru:

h[n] =







0 pro n < 0 a pro n > Q

bn pro 0 ≤ n ≤ Q

• IIR – čistě rekurzivńı: jen b0, a1 . . . aP nenulové.

• IIR – obecně rekurzivńı: ai i bi nenulové.

z – transformace

X(z) =

∞
∑

n=−∞

x[n]z−n,

p̌redevš́ım nás bude zaj́ımat ZT zpožděńı: x[n− k] −→ z−kX(z)

Přenosová funkce

H(z) =
Y (z)

X(z)
=

Q
∑

k=0

bkz
−k

1 +

P
∑

k=1

akz
−k

=
B(z)

A(z)
,

• kmitočtová charakteristika: H(ejω) = H(z)|z=ejω
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• nuly a póly:

H(z) =
B(z)

A(z)
= b0z

P−Q

Q
∏

k=1

(z − nk)

P
∏

k=1

(z − pk),

dá se pomoćı nich odhadnout pr̊uběh kmitočtové charakteristiky.

• Stabilita: systém je stabilńı, pokud všechny póly lež́ı uvniťr jednotkové kružnice:

|pk| < 1
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NÁHODNÉ SIGNÁLY

• spojitý čas: systém {ξt} náhodných veličin definovaných pro všechna t ∈ < se nazývá

náhodný proces, ξ(t).

• diskrétńı čas: systém {ξn} náhodných veličin definovaných pro všechna n ∈ N se

nazývá náhodný proces, ξ[n].

Množina realizaćı (počet Ω): označ́ıme ξω(t), p̌ŕıpadně ξω[n]. Odhady na množině

realizaćı: souborové odhady.

Funkce popisuj́ıćı náhodné procesy

• Distribučńı funkce

F (x, t) = P{ξ(t) < x}, F (x, t) = P{ξ[n] < x},

souborový odhad tak, že pro určité x poč́ıtáme, kolik hodnot ze všech realizaćı padlo

pod x, poděĺıme Ω.

• Funkce hustoty rozděleńı pravděpodobnosti

p(x, t) =
δF (x, t)

δx
, p(x, n) =

δF (x, n)

δx
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souborový odhad pomoćı histogramu – nezapomeneme dělit Ω a ∆, aby bylo

zaručeno, že
∫ +∞

−∞
p(x, t)dx = 1.

• pravděpodobnost

P{a < ξ(t) < b} = F (b, t)− F (a, t) =

∫ b

a

p(x, t)dx

momenty

• sťredńı hodnota:

a(t) = E{ξ(t)} =

∫ +∞

−∞

xp(x, t)dx a[n] = E{ξ[n]} =

∫ +∞

−∞

xp(x, n)dx

souborový odhad je obyčejný pr̊uměr p̌res všechny realizace.

• rozptyl, směrodatná odchylka:

D(t) = E{[ξ(t)− a(t)]2} =

∫ +∞

−∞

[x− a(t)]2p(x, t)dx

D[n] = E{[ξ[n]− a[n]]2} =

∫ +∞

−∞

[x− a[n]]2p(x, n)dx

σ(t) =
√

D(t) σ[n] =
√

D[n]
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souborový odhad:

D̂(t) =
1

Ω

Ω
∑

ω=1

[ξω(t)− â(t)]2, σ̂(t) =

√

D̂(t), D̂[n], σ[n] = . . .

• (auto)korelačńı funkce (spojitý):

R(t1, t2) =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

x1x2p(x1, x2, t1, t2)dx1dx2,

(auto)korelačńı koeficienty (diskrétńı):

R(n1, n2) =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

x1x2p(x1, x2, n1, n2)dx1dx2,

2-rozměrnou funkci hustoty rozděleńı pravděpodobnosti možno souborově odhadnout

pomoćı 2D histogramu (nezapomeneme dělit Ω a ∆2).

Stacionarita

funkce stejné pro všechny t, n, momenty stejné, autokorelačńı funkce (spoj.) záviśı pouze

na τ = t2 − t1, autokorelačńı koeficienty (disk.) záviśı pouze na k = n2 − n1.
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Ergodicita

můžeme odhadovat pouze z jedné realizace x(t) o délce T (spoj.) nebo x[n] o N vzorćıch

(disk.).

Časové odhady

• F (x), p(x) – histogramy s hodnotami z jedné realizace.

• sťredńı hodnota, rozptyl, směrodatná odchylka:

â =
1

T

∫ T

0

x(t)dt D̂ =
1

T

∫ T

0

[x(t)− â]2dt σ̂ =
√

D̂

â =
1

N

N−1
∑

n=0

x[n] D̂ =
1

N

N−1
∑

n=0

[x[n]− â]2 σ̂ =
√

D̂
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• autokorelačńı funkce R̂(τ) = 1
T

∫ T

0

x(t)x(t+ τ)dt

• autokorelačńı koeficienty:

R̂(k) = 1
N

N−1
∑

n=0

x[n]x[n+ k], vychýlený, ale spolehlivý odhad

R̂(k) = 1
N−|k|

N−1
∑

n=0

x[n]x[n+ k], nevychýlený, ale na kraj́ıch nespolehlivý odhad.

Spektrálńı hustota výkonu – PSD

• spojitý čas:

G(jω) =
1

2π

∫ +∞

−∞

R(τ)e−jωτdτ R(τ) =

∫ +∞

−∞

G(jω)e+jωτdω

• diskrétńı čas:

G(ejω) =

∞
∑

k=−∞

R[k]e−jωk R[k] =
1

2π

∫ π

−π

G(ejω)e+jωkdω
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• obě G s sebou nesou vlastnosti FT a DTFT (nap̌r. periodicita u G(ejω), atd.)

• odhad PSD pomoćı DFT: pro ωk =
2π
N
k:

Ĝ(ejωk) =
1

N
|X[k]|2.

někdy velmi nespolehlivý, pr̊uměrováńı odhadů p̌res několik segment̊u (Welchova

metoda).
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Pr̊uchod náhodných signál̊u lineárńımi systémy

Gy(jω) = |H(jω)|
2Gx(jω)

Gy(e
jω) = |H(ejω)|2Gx(e

jω)
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KVANTOVÁNÍ

zaokrouhlováńı pouze na určité kvantovaćı hladiny. L = 2b hladin od xmin do xmax,

kvantovaćı krok

∆ =
xmax − xmin

L− 1
≈
xmax − xmin

L
.

pro každé x[n] vyb́ıráme nejbližš́ı hlainu: x[n]→ xq[n]. Chyba kvantováńı:

e[n] = x[n]− xq[n].

Vliv chyby kvantováńı na kvalitu signálu: poměr signál šum:

SNR = 10 log10
Ps

Pe
[dB].

Pro kośınusovku s amplitudou A a správným nastaveńım xmin a xmax:

SNR = 10 log10
3

2
(2b)2 = 10 log10

3

2
+ 10 log10 2

2b = 1.76 + 20b log10 2 = 1.76 + 6 b dB.
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