Projekce do bazi a Fourierova rada
Jan Cernocky, Michal Fapso FIT VUT Brno

1 Malé opacko - baze a promitani do nich

Pii promitani vektoru do baze pouzijeme skalarni nasobeni vektoru, abychom dostali skalar, ktery nam
urcuje soutradnici vektoru v dané bazi.

Pozndamka: pozor pri kopirovdni z pdf do matlabu. Nékteré znaky se mohou zkopirovat nesprdvné
(napr. ). Kopirugte proto radéji ze zdrojového textu v latexu.

Priklad 1.

[E] e f) el

x=[2;3]; b1=[1;0]; b2=[0;1];
figure();

subplot (121);

hold on;

plotv(x,'b-'); % modra
plotv(bl,'r-'); % cervena
plotv(b2,'r-');

% promitnuti do bazi a vypocteni promitnutych souradnic
x1=x"'*bl

xX2=x"'%Db2

cx1=bl.*xx1;

cx2=b2.%*x2;

pl=plot(cx1(1),cx1(2), 'MarkerFaceColor',[0 O 1], 'Marker', 'square', 'Color',[0 O 1]);
set(pl, 'Clipping', 'off')

p2=plot(cx2(1),cx2(2), 'MarkerFaceColor',[0 O 1], 'Marker', 'square', 'Color',[0 O 1]);
set(p2, 'Clipping', 'off')

daspect([1 1 1]); % zachovani pomeru vsech os v plotu

% do dalsiho grafu vektor z promitnutych souradnic zesyntetizujeme
subplot (122);

hold on;

% zobrazime obe baze

plotv(bl,'r-'); % cervena

plotv(b2,'r-');

% secteme promitnute souradnice a tak dostaneme puvodni vektor x
synt_x=cx1l+cx2;

plotv(synt_x,'g-"'); % zelena

daspect([1 1 1]); % zachovani pomeru vsech os v plotu

hold off;

Pozn.: Clipping jsme museli vypnout, aby body cxl a cx2 nebyly oriznuty z obrdzku. Funkci get (objekt)
ziskdte seznam parametri objektu, které se daji funkci set (objekt, ...) nastavit.
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Priklad 2.

Ted si zkusime néco méné trivialiho. Pootoéime souradnou soustavu:

x=[23] blzléﬂ bzzl_ﬂlil

V2

V2

x=[2;3]; b1l=[1/sqrt(2);1/sqrt(2)]; b2=[-1/sqrt(2);1/sqrt(2)];

zbytek je stejny jako v predchazejicim prikladu

Ijkoly:

1. Ovérte v obou piipadech, ze béaze jsou ortonormalni.

Priklad 3. ...vicerozmérny prostor

MéJme 8—I'OZII1éI'1'ly vektor x = [3 210123 4]Tabéze b1 = \/g[]. 111111 1]T7 b2 = [bgl b22 b23 ng]j

2 cos(27/8n)

n=20:7; x=[3;2;1;0;1;2;3;4];
subplot(2,3,1); stem(n,x); grid

Promitnuti do baze b;. Pro vyukové ucely nejdiive vektor x s bazi vynasobime prvek po prvku, ¢imz
dostaneme vektor, ktery si zobrazime. Potom sec¢teme jeho prvky, ¢imz dostaneme vysledek skaldrniho
soucinu vektoru s bazi.

% generovani 1. baze

bl = ones(8,1) * sqrt(1/8);
subplot(2,3,2); stem (n,bl); grid

% vypocet souradnic vektoru x v bazi bl
xbl = bl .*x x;

subplot(2,3,3); stem (n,xbl); grid
sum(xb1)

Promitnuti do baze ba:

% generovani 2. baze

b2 = sqrt(2/8) * cos (2*pi*1/8 * n)'; I potrebujeme sloupcovy vektor
subplot(2,3,5); stem (n,b2); grid

% vypocet souradnic vektoru x v bazi b2

xb2 = b2 .* x;

subplot(2,3,6); stem (n,xb2); grid

sum(xb2)

Ijkoly:

1. Ovérte v obou pripadech, ze baze jsou ortonormalni.



Piiklad 4. ...a ted to zkusime s funkcemi

Podobnost cosinusovky a stejnosmérného signalu: (t) = cos(27t), b(t) =1, [y x(t)b(t)dt

krok = 0.01;

t = 0:krok:1;

X = cos(2*pix*t);

subplot(1,3,1); plot(t,x); title('x(t)'); grid
b = ones(1,length(t));

subplot(1,3,2); plot(t,b); title('b(t)'); grid

xb = x.x*xDb;
subplot(1,3,3); plot(t,xb); title('x(t)b(t)'); grid
sum(xb) * krok % jakoze integral

/» vybarveni, abychom videli co se integruje
al=xb; al(find(a1<0))=0;

a2=xb; a2(find(a2>0))=0;

hold on;

area(t,al, 'FaceColor',[0 0 1]);

area(t,a2, 'FaceColor',[1 0 0]);

Pozn.: Vysledek neni presné 0, ale 0.01 protoZe cosinus zacind i konci hodnotou 1, ale hodnota -1 je
tam pouze jednou.

Podobnost cosinusovky s cosinusovkou:

2(8) = cos(2xt), b(t) = V2 cos(2rt), /Olsc(t)b(t)dt:... (1)

b = sqrt(2)*cos(2*pixt);

Podobnost cosinusovky s 2-krat rychlejsi cosinusovkou:

(1) = cos(2nt), b(t) = v/2 cos(4rt), /le(t)b(t)dt:... )

b = sqrt(2)*cos(4*pix*t);

Podobnost cosinusovky a sinusovky:

(t) = cos(2mt), b(t) = V2sin(2t), /le(t)b(t)dtz... (3)

b = sqrt(2)*sin(2*pixt);

[jkoly:

1. Zhodnotte, zda vysledky odpovidaji intuici “je to kladné, kdyz je to podobné”.

2. ovéite opét ortonormalitu. Pomucka: norma funkce ||b(¢)|| = / |b(t)|?dt



Priklad 5. ...smés sinusovky a cosinusovky

Podobnost cosinusovky se sinusovkou vysla nulové, takze se nepodobaji. Zkusime tedy ted podobnost se
sinusovkou i cosinusovkou:

x(t) = cos(2nt — w/5) (4)

bu(t) = v/2 cos(2t) /Olm(t)bl(t)dt:... (5)
bo(t) = v/Zsin(2nt) /le(t)bl(t)dt:... (6)

Souradnice (koeficienty) funkce x pro obé baze vypocteme:
chy = / ()b (£)dt (7)
chy = / 2(t)ba (1) dt ®)

krok = 0.01;

t = 0:krok:1;

X = cos(2*pixt-pi/b);

bl = sqrt(2)*cos(2xpixt);
b2 = sqrt(2)*sin(2*pixt);

% zobrazeni x, bl, b2

close all; % uzavreni vsech oken, at mame uklizeno
subplot(2,3,1); plot(t,x); title('x(t)'); grid
subplot(2,3,2); plot(t,bl); title('bi(t)'); grid
subplot(2,3,5); plot(t,b2); title('b2(t)'); grid

% promitnuti do bazi
xbl = x.*bl; % promitnuti funkce x do baze bl
xb2 = x.*b2; % promitnuti funkce x do baze b2

% vykresleni promitnuti
subplot(2,3,3); plot(t,xbl); title('x(t)bl(t)'); grid
subplot(2,3,6); plot(t,xb2); title('x(t)b2(t)'); grid

% vypocet integralu
cbl=sum(xbl) * krok
cb2=sum(xb2) * krok

% zpetne zesyntetizovani puvodni funkce z vypoctenych koeficientu cbl a cb2
figure()
plot(t,x,t, (cbl*bl + cb2*b2));

Ziskali jsme tedy 2 koeficienty, které ndm udavaji souradnice funkce z(t) v bazovém prostoru daném
funkcemi by (t), bo(t). Jaky je zéver?

1. pro by(t): je to podobné.
2. pro by(t): je to také podobné, ale o néco méné.

Kdyz jsme potom tyto souradnice zpatky promitli pres tyto baze, dostali jsme puvodni funkci.

Tyto souradnice nam vsak urcuji pouze amplitudu sinusu a consinusu. Jak tedy muzeme jejich spojenim
ziskat zadanou funkci x, posunuty sinus? Kdyz totiz s¢itdme sinus a cosinus, pricemz kazdy vynasobime
néjakou ”vahou”, vyslednd funkce bude ruzné posunuty sinus (nebo cosinus) s ruznou amplitudou. Vahami
pro sinus a cosinus tedy urcujeme nejen amplitudu \ZE'/sledné funkce, ale také jeji posunuti.



Priklad 6.

Ted si ukdzeme, jako se to déld elegantnéji pomoci komplexnich exponencidl. Béze bude:
bi(t) = /' = coswit + jsinw;t 9)

Koeficient, se kterym budeme do této baze promitat, vypocteme:

e = / ()b (1) dt (10)

(baze musi byt komplexné sdruzend). Kdyz vsak vyndsobime koeficient ¢; s bézi by, nedostaneme jesté
puvodny signél. Vysledny signal bude komplexni. Pridame tedy jesté jednu bazi, kterd bude s by komplexné
sdruzena:

b_i(t) = e 7" = coswit — jsinwit (11)
Jeji koeficient pak bude:

1= / (60", ()dt (12)

Poznamka: vice se o komplexnich exponencidlach dozvime v ndsledujici kapitole o Fourierove rade.

krok = 0.01;
t O:krok:1;
X = sin(2*pi*xt-pi/5b);

% baze pomoci komplexnich exponencial
bl = exp(j*2*pi*t);
bml = exp(-j*2*pix*t);

% vypocet koeficientu
cl = xxbl'xkrok
cml = xxbml'*krok

% baze pomoci sinusu a cosinusu
bl = cos(2*pi*t) + j*sin(2*pix*t);
bml = cos(2*pi*t) - j*xsin(2*pix*t);

% vypocet koeficientu
cl = xxbl'xkrok
cml = x*bml'*krok

2 Fourierova rada
FR vyjadiuje libovolny periodicky signél jako sumu komplexnich exponencidl:
+oo ]
z(t)= > e, (13)
k=—0o0
kde wy = QT—’IT je zékladni kruhové frekvence signélu a ¢ jsou koeficienty FR. Ty se spocitaji:

1

Ck = —/ x(t)e IRt dt, (14)
Tl T




Pro hloubavé: ¢ je tedy komplexni ¢islo a muzeme ho napt. pro k=1 rozepsat na realnou a imaginarni
slozku, ¢; = ¢ — jci™ a pro k=-1 na c_; = £ + jci™. ¢; a c_; jsou komplexné sdruzené, tedy se lis{
pouze v znaménku imaginarni zlozky. Kdyz se¢teme komplexni exponencidly pro k==+1, z rovnice (13)
dostaneme:

o(t) = (&% — G+ (6 + G, (15)

pak rozepiseme komplexni exponencidlu podle rovnice (9) a (11):
2(t) = (5 — &™) (coswit + jsinwit) + (5 4 jc5™) (cos wit — jsinwyt) (16)

po roznasobeni nam zustane:
x(t) = 2¢{ coswit + 2¢7" sinwy t (17)

Znovu jsme tedy dostali, podobné jako v piikladu 5, smés cosinusovky a sinusovky s vahami ¢{°° (redlnd

zlozka) a ¢i (imaginarni zlozka), kterou dokdzeme popsat libovolné posunutou sinusovku nebo cosinusovku
s libovolnou amplitudou. To samé platiipro k > 1ak < —1 s tim, Zze kK musime pridat vSude, k vyrazu wt.
Pro k=0 nam pro z(t) zistane pouze realnd ¢ast koeficientu ¢y, udavajici stejnosmérnou slozku vysledného
signalu z(t).

V téchto laboratoiich se budeme zabyvat FR velmi typickych signéli: periodickych sledit obdélnikovych
impulsu. Takovy signal je nadefinovan jako

s periodou T}. Z prednédsek vime, ze jeho koeficienty FR se daji spocitat analyticky:

) )
Cp = Disinc <2k‘w1> . (18)
Koeficienty Fourierovy fady budeme pocitat tfemi zpusoby:

1. Budeme pouze zobrazovat koeficienty vypoctené podle teoretického vztahu.

2. Vygenerujeme ruéné funkce e 71t (komplexné sdruzené béze) a budeme do nich promitat signdl -
nasobit a integorvat (¢ti s¢éitat) pres jednu periodu.

3. Pouzijeme funkci fft a ukdzeme si, Ze sice koeficienty pocita, ale s jistymi problémy,

Priklad 7.

Vygenerujte sled obdélnikovych impulsu x(t) s parametry: D =6, 77 = 1 us, ¥ = 0.25 us. Zobrazte jednu
periodu a nékolik period.

Jako pri kazdé praci se signaly se spojitym case je nutné zvolit krok, nastavime jej napt. tak, abychom
na jednu periodu meéli 200 bodu:

Tl = 1e-6; theta=0.25e-6; D=6,

krok = T1/200;

t = -T1/2:krok:T1/2; x = zeros(size(t));

x (find(t > -theta/2 & t < theta/2)) = D; plot (t,x);

Pokud se chceme podivat na nékolik period, je to mozné napt. pomoci:

x5 = [x x x x x]; t56 = [t-2*T1 t-T1 t t+T1 t+2*T1];
plot (t5,x5);

My ale budeme pracovat pouze s jednou periodou.



Priklad 8.

Vypoctéte koecificienty ¢, podle vzorecku (18) pro k € [—20,20]. Pak zobrazte jejich modul a argument
na prislusnych kruhovych frekvencich:

omegal = 2xpi / T1;

k = -20:20;
ck = ...
figure(1);

subplot (211); stem (k*omegal,abs(ck));
subplot (212); stem (k*omegal,angle(ck));

" Pozor. Pokud budete pouzivat funkci sinc, musite délit argument hodnotou 7, protoze Matlab ji
sinz ||

definuje jako sinc(x) = S22 my definujeme: sinc(r) =

T

Ijkoly:

1. Doplnte vypocet koeficientu a zobrazte je.

2. Zkuste do obrazku modulu “dostat” také prubéh pomocné funkce

v . v . o
—SINe §w - muzete vyuzit
1
napi. funkci hold on a hold off.

3. Zkontrolujte, zda prvni dotek pomocné funkce s nulou lezi skuteé¢né na kruhové frekvenci w, = %’T.

Priklad 9.

Vypoctéte koeficienty ¢, “rucné” pomoci generovani komplexnich exponencial e
skalarni soucin spise nez cyklus. Pokud dostanete exponencidlu na frekvenci kw; tfeba do vektoru ee,
mohl by integral z rovnice (14) vypadat tfeba takhle:

—Jkert - Pokuste se pouzit

’ c=1/T1l *x x *x ee.' * krok;

U’koly:

1. Vsechny takto vypoctené koeficienty pro k € [—20,20] ulozte do vektoru, napi. ckr (jako 'ruéné’).
Pak zobrazte a srovnejte ck a ckr.

Ijkoly pro hloubavé:

1. Boxik v Matlabu implementuje vypocet kazdého koeficientu jako skalarni soucin. x i ee jsou fadkové
vektory, takze aby to fungovalo, je potieba udélat z ee vektor sloupcovy. Proc je transposice zapséana
jako ee.' a ne jen jako ee' 7 Zkuste prostudovat help punct.

2. Co by muselo byt v ee, aby stacilo pouzit ee'?

Priklad 10.

Zkuste vypoéitat koeficienty FR pomoci rychlé Fourierovy transformace (fast Fourier transform — FFT).
O FFT se dozvime pozdéji, ted jen par radek z Matlabu:

X = fft(x); N = length(X);

ckf = X / N;

omegaf = (0:(N-1)) * omegal;

figure(3)

subplot (211); stem (omegaf,abs(ckf));

subplot (212); stem (omegaf,unwrap(angle(ckf))); grid;
e




Ijkoly:

1. Moduly vypadaji dobie, ale ve stiedni ¢asti (zoom) zjistite, ze se kazdy ¢tvrty koeficient uz nerovna
nule. Pokuste se vysvétlit, co se stalo.

2. Co se stalo s fazi ?

3. Proc je v zobrazeni faze pouzita funkce unwrap a co se zobrazi bez ni ?

Priklad 11.

Ukazte, jak se obdélnikovy signal sklad4 z jednotlivych komponenti c;e/**1t. Zaénéte stejnosmérnou slozkou
co a pak postupné pridavejte pro k = +1, k= +2,.... Pro kazy krok vykreslete komplexni exponencidly,
jejich soucet a sumu vseho. Vysledkem by mélo byt néco podobného slajdum 37 a 38 v prednasce o FR.

Pi#iklad 12. ...analyza slunecnich erupcii (nepovinné)

% nacteni a zobrazeni dat
load sunspot.dat
year=sunspot(:,1);
relNums=sunspot(:,2);
plot(year,relNums)

% zazoomovani na prvnich 50 let
plot(year(1:50) ,relNums(1:50),'b.-"');

% Fourierova transformace

Y = fft(relNums);

Y(1)=[]; % prvni prvek je pouze suma vektoru relNums, odstranime ho
plot(abs(Y));

% zobrazeni vykonu na frekvencich

n=length(Y);

power = abs(Y(1:floor(n/2)))."2; % staci nam pouze polovina hodnot Y
nyquist = 1/2;

freq = (1:n/2)/(n/2)*nyquist;

plot(freq,power)

xlabel('cycles/year')

title('Periodogram')

% x-ova osa v rokoch
period=1./freq;
plot(period,power) ;

axis ([0 40 0 2e+7]);

ylabel ('Power');

xlabel('Period (Years/Cycle)');

%» najdenie frekvencie s maximalnym vykonom
hold on;

index=find (power==max (power)) ;
mainPeriodStr=num2str (period(index));

plot(period(index) ,power(index),'r.', 'MarkerSize',25);
text (period(index)+2,power(index), ['Period = ',mainPeriodStr]);
hold off;




Zdroj: http://www.mathworks.com/products/matlab/demos.html?\file=/products/demos/shipping/
matlab/sunspots.html

Piiklad 13. ...analyza zaSuméného signilu (nepovinné)

t = 0:.001:.25;
X = sin(2*%pi*b0*t) + sin(2*pi*120%t);
plot(t,x);

y = x + 2*xrandn(size(t)); % zasumeny signal
plot(y(1:50))

% Fourierova transformace
Y = fft(y,256);

Pyy = Y.*conj(Y)/256;

f = 1000/256%(0:127); % staci nam prvnich 127 hodnot, zbytek je symetricky
plot (f,Pyy(1:128))

title('Power spectral density')

xlabel('Frequency (Hz)')

f(find (Pyy(1:128)>30)) % vypis frekvence s vykonem nad 30

Zdroj: http://www.mathworks.com/products/matlab/demos.html?\file=/products/demos/shipping/
matlab/fftdemo.html

Reseni piiklad
Pi.2. Uk.1. Ovéfeni ortonormality:

bl'*b2
%... kdyz je vysledek = 0, jsou kolme
sqrt (sum(bl."2))
sqrt (sum(b2.72))
h... kdyz je vysledek

1, jsou jednotkove

Pr.3. Uk.1. Stejné jako v Pi.2. Uk.1.
Pi.4. Uk.2. Vypocet absolutni hodnoty funkce:
sqrt (sum(b. "2)*krok)
Pi.8. Uk.1. Vypocet c:
ck = D * theta / Tl * sinc (theta /2 * k * omegal / pi); % /pi kvuli matlabu
Pr.8. Uk.2. Vykreslen{ pomocné funkee:
omega = min(k*omegal) :omegal/100:max (k*omegal) ;
pom = abs( D * theta / Tl * sinc (theta /2 * omega / pi)); % /pi kvuli matlabu

subplot (211); hold on; plot (omega,pom,'r--'); hold off;

Pi.8. Uk.3. Kontrola, zda dotek funkce lezi v 2 = 8 x 10°7 = 25.133 x 10° - jo. Pomoci lupy se dé

priblizit misto prvniho doteku pomocné funkcegs X-OVOU OSOU.


http://www.mathworks.com/products/matlab/demos.html?\file=/products/demos/shipping/matlab/sunspots.html
http://www.mathworks.com/products/matlab/demos.html?\file=/products/demos/shipping/matlab/sunspots.html
http://www.mathworks.com/products/matlab/demos.html?\file=/products/demos/shipping/matlab/fftdemo.html
http://www.mathworks.com/products/matlab/demos.html?\file=/products/demos/shipping/matlab/fftdemo.html

Pt.9. "Rucni” vypocet koeficientu - generovanim komplexnich exponencial:

ckr = zeros(size(k)); gjO = find (k==0);

for ii = k,
ee = exp(-j * ii * omegal * t); plot3(t,real(ee),imag(ee)); Y%pause
% do integralu je ovsem potreba dostat dt - to je krok
ckr(gjo + ii) =1 / Tl * x * ee' * krok;

end

figure(2)

subplot (211); stem (kxomegal,abs(ckr));

subplot (212); stem (kxomegal,angle(ckr));

Pr.9. Uk.1. Srovnéni{ ck a ckr:
ck - ckr % rozdil by m&l byt maly

Pr.9. Uk.pro hloubavé 1. Znak ’ za vektorem tento vektor ztransponuje a zaroven komplexni ¢isla ve
vektoru prevede na komplexné sdruzend (viz. help punct). Operdtor .” pouze transponuje.

Pr.9. ﬂk.pro hloubavé 2. V ee by musela byt piimo baze, ne jeji komplexni sdruzeni. Takze ee =
exp(j * ii * omegal * t)

Pi.10. Uk.1. Dochézi k aliasingu a do spektra proniké jeho kopie ze vzorkovaci frekvence. Vice v
prednaskach o vzorkovani a DF'T.

P#.10. Uk.2. S fazi se déji tyto véci:

1. Protoze je signal oproti origindlu posunuty o pul periody, k argumentu kazdého koeficientu se

vev 2

2. Matlab nerespektuje nase poucky o krase a pouziva m nebo —m, jak se mu zachce.

3. Pro nulové koeficienty |cx| = 0 nedava fazi nula.
P.10. Uk.3. Funkce unwrap meéni skoky vétsi nebo rovny 7 na jejich 27 nésobek.

Pr.11. Sklddani obdélnikového signalu z komplexnich exponencidl:

% zacneme pro ss. slozku

gj0 = find (k==0);

yy = ck(gjO) * ones(size(t));

figure(4);

plot (t,yy);

% ted pro normalni k-cka:

for 1i=1:20,
% udelame a nakreslime exponencialy
e = ck(gjo+ii) * exp(j*ii*omegalxt);
me = ck(gjO-ii) * exp(-j*iikomegal*t);
subplot(311); plot3(t,real(e),imag(e),'r-',t,real(me),imag(me), 'b-—-");
% secteme je a bude cosinusovka
thiscos = e + me;
subplot(312); plot(t,thiscos);
% a pricteme k signalu, ktery skladame
yy = yytthiscos;
subplot(313); plot(t,yy); pause

end
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