Nahodné procesy — zaklady
Honza Cernocky, FIT VUT Brno

Tato ¢ast projektu pokryva zakladni praci s ndhodnymi signdly, predevsim souborové odhady parametru
na mnoziné (souboru) realizaci ndhodného procesu. Budeme pracovat vyhradné s ndhodnym procesem s
diskrétnim ¢asem. O teorii k projektu pojednavéa prednaska ndhodné signdly (soubor nah.pdf), méjte jej
prosim po ruce. . .

1 Generovani nahodného procesu

Néhodny proces bude gaussovsky sum se stfedni hodnotou nula a smérodatnou odchylkou 5, ktery nechame
projit filtrem s prenosovou funkci:
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Vygenerujeme §2 = 10000 realizaci tohoto nahodného procesu po N = 200 vzorcich. Ulozime je do matice
ksi.

Om = 10000; N = 200; % Om je zkratka Omega
b=[1]; a = [1.0000 -1.1314 0.6400] ;
nn = 0:N-1;
ksi = zeros(Om,N);
for ii=1:0m,
x = randn(1,N) * 5 + 0;
y = filter(b,a,x);
ksi(ii,:) = y;
% plot(nn,x,nn,y); pause
end

Na zacatku odkomentujte linku plot(nn,x,nn,y); pause a na nékolik realizaci se podivejte. Pak ji zase
zakomentujte a nechte probéhnout cely cyklus.

Q: Jaky pozorujete rozdil mezi ndhodnym signalem vyprodukovanym pomoci randn a po pruchodu
filtrem 7

2 Odhad distribuc¢ni funkce
Vsechny odhady budeme délat pro urcity ¢as n, napi:
n = 50;

Na definici a teorii (velmi jednoduchou!) odhadu se podivejte do prednasky. Distribuéni funkce v zdsadé
odpovida na otazku “jak je pravdépodobné, ze hodnota mého signalu pro vzorek n bude mensi nez néjaka
hodnota x”. Na za¢dtku musime uré¢it rozsah hodnot pomocné proménné z, pro které budeme F(z,n)
odhadovat. Muzeme napt. pouzit minimalni a maximélni hodnotu z dat a mezi nimi umistit 50 hodnot:

xmin = min(min(ksi)); xmax = max(max(ksi));
kolik = 50;
x = linspace(xmin,xmax,kolik);




a pak uz muzeme vesele odhadovat:

Fx = zeros(size(x));
for ii = 1:kolik,
thisx = x(ii);
% vybereme vsechna pozorovani pro prislusny cas:
ksin = ksi(:,n);
% a pocitame odhad Fx jako pomer tech, co jsou pod x a vsech:
Fxn(ii) = sum(ksin < thisx) / Om;
end
% vysledek
subplot(211); plot (x,Fxn);

Q: Jak funguje fadek Fxn(ii) = sum(ksin < thisx) / Om; Pokud to neni jasné, zkuste si zobrazit
vysledek podminky ksin < thisx

Q: spliuje distribu¢ni funkce teoretické predpoklady (0 pro —oo, 1 pro +00) ?

o

: Jak byste spocitali pravdépodobnost, ze ndhodné proménnd v case n bude v intervalu [-10, 5] ?

Q: odhadnéte F(z,n) pro jiny ¢as n (napt. 100). Je stejnd ? Muzete Tici, ze signdl je stacionarni 7

3 Odhad funkce hustoty rozdéleni pravdépodobnosti

p(z,n) provedeme pomoci histogramu, opét pro dany cas n:

deltax = x(2) - x(1);
pxn = hist(ksin,x) / Om / deltax;
subplot(212); plot (x,pxn);

Ovéite, ze [%° p(x,n)dr = 1.
pro¢ musime délit histogram Az a Q ?

Jak byste spocitali pravdépodobnost, ze ndhodna proménné v case n bude v intervalu [-10, 5] ?
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odhadnéte p(x,n) pro jiny ¢as n (napf. 100). Je stejnd ? Muzete Fici, Ze signal je staciondrni ?

4 Stredni hodnota, smérodatna odchylka

pro dany cas n je spocitame lehce:

an = mean(ksin)
stdn = std(ksin)

P1i vypoctu stfedni hodnoty a smérodatné odchylky pro vSechny casy n vyuzijeme s vyhodou toho, ze
funkce mean a std pracuji po sloupcich:

aalln = mean(ksi);

stdalln = std(ksi);
subplot(211); plot (nn,aalln);
subplot(212); plot (nn,stdalln);

Q: Je podle Vs signdl stacionarni ?
Q: Pro¢ vidime pro nékolik prvnich vzorku u smérodatnych odchylek divné hodnoty 7
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5 Funkce hustoty rozdéleni pravdépodobnosti mezi dvéma casy,
autokorela¢ni koeficienty

Autokorelacni koeficient R(ny,ny) udava, jak je “signél sam sobé podobny mezi ¢asy n; a ny”. Vypocteme
jej jako:
“+o0o “+oo
R(ny,ny) :/ / T129p(T1, T2, N1, N2)dx1d T,
—0o0 —0oQ

takze pottebujeme odhad 2-rozmérné funkce hustoty rozdéleni pravdépodobnosti mezi ¢asy n; a ns.
Ten ziskame pomoci 2-D histogramu. Odhad histogramu, prepocet na 2-D funkci hustoty rozdéleni
pravdépodobnosti a vypoéet autokorelaéniho koeficientu je implementovén ve funkci hist2opt (nepouzivejte
hist2 — linka u prednasky — nedockali byste se vysledku...). Piiklad pro ny = 50 a pro ng = ny+0...420:

nl = 50;
for n2 = nl1:n1+20;
[h,p,r] = hist2opt(ksi(:,nl),ksi(:,n2),x);
imagesc (x,x,p); axis xy; colorbar; xlabel('x2'); ylabel('xl');
[n1 n2 r]
pause
end

Q: Sledujte tvar 2-D funkce hustoty rozdéleni pravdépodobnosti a usudte z toho, jak je signal v ¢asech
ny a ny korelovan. Pak se podivejte na hodnotu autokorelacniho koeficientu. Odpovidé 7

o

: Proc je hodnota R(50,50) nejvetsi 7

Q: Ulozte si autokorelaéni koeficienty pro vSechna no = ny+0...420: do vektoru a zobrazte je. Popiste,
co vidite.

Q: Zobrazte impulsni odezvu filtru, kterym jsme filtrovali nahodny signal:

plot(filter(b,a, [1 zeros(1,255)]))

srovnejte s prubéhem autokorela¢nich koeficienti. Komentujte.

Q: Urcete autokorela¢éni koeficienty pro jiné ni, napi. pro n; = 100 a opét pro no =nqy +0...+ 20. Je
signal stacionarni ?

Casové odhady, spektra

Tato ¢ast projektu pokryva zakladni praci s ndhodnymi signély, predevsim ¢asové odhady parametru
na jedné realizaci nadhodného procesu. Budeme pracovat vyhradné s ndhodnym procesem s diskrétnim
casem. O teorii k projektu pojednava predndska Nahodné signély II. (soubor nah2.pdf), méjte jej prosim
po ruce. ..

6 (Generovani nahodného procesu

Budeme pouzivat stejny nahodny proces jako v minulé ¢asti projektu, tedy gaussovsky Sum prosly filtrem
1

© 1+ —1.131421 + 0.6400z 2

ale vygenerujeme jen jednu realizaci, kterd bude dostatecné dlouha: 10000 vzorku:

N = 10000;

b=[1]; a = [1.0000 -1.1314 0.6400] ;

nn = 0:N-1;

aux = randn(1,N) * 5 + O;

x = filter(b,a,aux);

plot (on,x);

H(z)
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7 Odhad stredni hodnoty a smérodatné odchylky

..je opravdu jednoduchy:

a = mean(x)
sigma = std(x)

Q: Vysly Vam tyto hodnoty podobné jako v predchozi ¢asti projektu ? Pokud ano, muzeme konstatovat,
ze signél je ergodicky (“co se dd odhadnout souborové, da se odhadnout i z jedné realizace”).

8 Odhad distribuc¢ni funkce a funkce hustoty rozdéleni pravde-
podobnosti

provedeme velmi podobné jako minule, ale budeme pouzivat vzorky z jediné realizace, ktera je k disposici.
Drobnym problémem je, ze signal se jmenuje z, pomocnou proménnou u vSech odhadu tedy nazveme g:

gmin = min(min(x)); gmax = max(max(x));
% budeme chtit 50 bodu:
kolik = 50;
g = linspace(gmin,gmax,kolik);
% a jedeme
Fg = zeros(size(g));
for ii = 1:kolik,
% a pocitame odhad Fg jako pomer tech, co jsou pod g a vsech:
thisg = g(ii);
Fg(ii) = sum(x < thisg) / N;
end
% vysledek
subplot(211); plot (g,Fg);

Q: Je distribué¢ni funkce podobna té minule ?

Do funkce hustoty pravdépodobnosti zkusime “dokreslit” Gaussovo rozlozeni se spocitanou stiedni
hodnotou a smérodatnou odchylkou a podivame se, zda se mu odhadnuté podoba. Gaussovka je definovana
jako:

1 [z—a)?
e 202

deltag = g(2) - g(1);

pg = hist(x,g) / N / deltag;

% teoreticka Gaussovka

pggaus=1/sqrt (2*pi)/sigma * exp(-(g - a)."2./(2*sigma."2));
subplot(212); plot (g,pg,g,pggaus);

Q: Muzeme o tomto nahodném procesu prohlasit, ze je gaussovsky ?

Q: Zkuste ovérit (podobneé jako minule), ze [°% p(g)dg = 1.

9 Odhad autokorela¢énich koeficientu

Podle toho, zda délime celkovym poctem vzorku nebo jen poctem vzorku, které se prekryvaji, rozeznavame
vychyleny a nevychyleny odhad:

1 N-1 ~ 1 N-1

n=0

V Matlabu je za nas spoc¢ita funkce xcorr s pi"epl’naiem 'biased' nebo 'unbiased':



Rv = xcorr(x, 'biased'); k = -N+1:N-1;
subplot(211); plot(k,Rv)

Rnv = xcorr(x, 'unbiased'); k = -N+1:N-1;
subplot(212); plot(k,Rnv);

Q: Proc jsou okrajové hodnoty nevychyleného odhadu divné ?

Proc jsou okrajové hodnoty vychyleného odhadu malé ?

o

Q: Zkontrolujte, zda je hodnota nultého autokorelacniho koeficientu (pozor, ve vektorech Rv, Rnv je
uprostied) rovna stfednimu vykonu:

1N
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10 Spektralni hustota vykonu — power spectral density (PSD)

budeme ji odhadovat pomoci DFT z celé realizace nebo prumérovanim pres nékolik segmentu (vztahy viz.
prednéska, slajdy 14 a 15). Prumérovéni by mélo véest k hladsimu odhadu.

10.1 Odhad z jedné realizace

N = 10000;
Gdft = 1/N * abs(fft(x))."2;

= (0:N/2-1)/N * 2xpi; Gdft = Gdft(1:N/2);
subplot(211); plot (om,Gdft); grid;

Q: Libi se Vam tento odhad ?

10.2 Odhad z nékolika realizaci primeérovanim

zaifdi funkce gprum.m (je potieba jesté funkce trame.m'), kterd signdl rozdéli na segmenty o délce 100 a
pak spocita PSD pro kazdy a nakonec zprumeéruje:

[Gprum,om] = gprum(x);
subplot(212); plot (om,Gprum); grid;

Q: A libi se Vam tento ?

11 Prichod ndhodného signalu linearnim systémem
Nechame nas nahodny signal projit filtrem s prenosovou funkei:
H(z) =1-1.1314z"" + 0.6400z >

(véimnéte si, ze to je inverzni filtr k tomu, ktery jsme pouzili na zacatku). Spektralni hustota vykonu na
vystupu by méla byt:
Gy(e’) = [H(e™)[*Ga(e™),

coz se pokusime ovérit:

!Segmentiim se nékdy ifkd ramce a “trame” je francouzsky rdmec :-)
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% puvodni PSD - tu mame, ale pro uplnost ...
[Gx,om] = gprum(x);
subplot(131); plot(om,Gx); grid;

% filtr - freq. char na druhou:

a=[1]; b = [1.0000 -1.1314 0.6400] ;
[h,om] = freqz (b,a,50,2*pi);

h2 = abs(h)."2;

subplot(132); plot(om,h2); grid;

% filtrujeme a zobrazime psd vystupu

% a jeste teoreticky vstupni spek,. hust. vykonu nasobenou
% druhou mocninou H

y = filter(b,a,x);

[Gy,om] = gprum(y); Gyteor = Gx .* h2';

subplot(133); plot(om,Gy, om, Gyteor); grid;

Plat{ vztah G, (e?*) = |H(e?*)|*G,(e?*) 7
Pro¢ je PSD vystupniho signdlu (skoro) konstantni ?
Jak se takovému nahodnému procesu iké (pomucka: bilé svétlo mé konstantni spektrum).

Takovy nadhodny signal by mél mit pouze nulty korelacni koeficient nenulovy. Ovétte to.
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