Strojove uceni a rozpoznavani

Bayesovska rozhodovaci teorie

Lukas Burget

- BRNO FACULTY
r UNIVERSITY OF INFORMATION
OF TECHNOLOGY TECHNOLOGY



> Cetnost

Extrakce priznaku

Granaty
Jablka |

—

> Vaha [dkg]



Pravdepodobnosti - diskréetni priznaky

« Uvazujme diskrétni priznaky — ,vahové kategorie”
* Necht tabulka reflektuje skutecné pravdepodobnosti
jednotlivych kategorii
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Apriorni pravdepodobnost — Stav veci

 Hadej co mam za zady, jablko nebo granat?

 Klasifikacni pravidlo:
— Vyber Ceho je nejvic
— Trida s nejvétsi apriorni pravdépodobnosti (a-priori probability)
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— Trida s nejvétsi spole€nou pravdépodobnosti (joint probability) —

A

Spolecna pravdepodobnost

« Je to tezké. Hadej co to je?
 Klasifikacni pravidlo:

pravdépodobnost chlivecku.
— ... ale také nejvétsi podminénou pravdépodobnosti (viz dalSi slajd)

P(granat, tézky) = —
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P(jablko, tezky) =
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Podminena pravdepodobnost

« Je to tezké. S jakou pravdepodobnosti je to granat?

 Podminenou pravdepodobnost (conditional probability) -
pravdepodobnost chliveCku dano sloupec
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Jeste nejake dalsi pravdepodobnosti
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Bayesuv teorem

Posteriorni pravdépodobnost Vérohodnost Apriorni pravdépodobnost
(posterior probability) (likelihood) (prior probability)
p(x|w)P(w) |
P(W|X) — % Evidence
p(x)

 Verohodnost nas zatim moc nezajimala, ale za chvili to bude to hlavni co se
budeme snazit odhadovat z trénovacich dat.

« Jiz dfive jsme vidéli ze (product rule):

P(w,x) = P(x|w)P(w)
» Pro evidenci plati (sum rule):

P(x) = Ewp (w, )
12 6

napf.: P(tézky) = P(granat,tézky) + P(jablko, tézky) = 150 + 150




Maximum a-posteriori (MAP)

klasifikator

* Méjme 2 tridy w, a w,
— Pro dany priznak X vyber tridu @ s vetsi posteriorni
pravdépodobnosti P(w|X)

— Vyber w, pouze pokud:
P(w |x) > P(wy, |x)

Prlw)Plwy) _ Px|wz)P(ws)

Pexy Pxy
P(wy,x) > P(wz,,x)




Maximum a-posteriori (MAP)
klasifikator

Pro kazdé x minimalizuje pravdepodobnost chyby:
P(chyby|x) = P(w,|x) pokud vybereme w,
P(chyby|x) = P(w,|x) pokud vybereme w,
Pro dané x vybirame trfidu w s vétsim P(w|x) =» minimalizace chyby

Musime ovSem znat
- Pwlx)
— nebo P(x,w)
— nebo P(X|w) a P(w),
které reflektuji skuteCna rozlozeni pro rozpoznavana data

Obecne pro N tfid
—  Vyber tfidu s nejvétsi posteiorni pravdépodobnosti:

arg max,, P(w|x) = arg max,, P(x|w)P(w)



Spojite priznaky
* P(.) — bude pravdépodobnost

 p(.) — bude hodnota funkce rlg)zloienl' pravdepodobnosti

P(x € (a,b)) = f p(x) dx

a
« Bude nas zajimat funkce rozlozeni pravdepodobnosti

pfiznaku podminéné tfidou p(x|w)

3.5 [[—rtie)

e P(X[2,)

*Plocha pod funkci musi byt 1

*Hodnoty mohou byt ale libovolné kladné

0 T 0.7[kg]



Bayesuv teorém — spoijité priznaky

p(x|w)P(w)
p(x)

P(wlx) =

LR

p(w,x) = p(x|w)P(w)
S T

3.5 ,
I




MAP klasifikator — spojité priznaky
« QOpet se budeme rozhodovat podle:

p(le X) > p(wZ,i X)
nebo

P(wl |X) > P(WZ’ |X)
P(w, x)

2 . 5 p(x| m1)P(m1)
x|

Na obrazcich vidime, ze
obé pravidla vedou ke
stejnym rozhodnutim
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MAP klasifikator — pravdepodobnost chyby

Rikali jsme, Ze MAP klasifikator minimalizuje pravd&podobnost chyby

Plocha pod funkci spole¢ného rozlozeni pravdépodobnosti p(w,x) v urcitém
intervalu x je pravdépodobnost vyskytu vzoru tfidy w s pfiznakem v daném
intervalu

Jaka je tedy celkova pravdépodobnost, ze klasifikator udéla chybu?

Pravdépodobnost, ze Cervena tfida

je chybné klasifikovana jako modra Jakakoli snaha posunout hranice
A povede jen k vétsi chybé

— PXIo,P))] f : ! ! — P(XloP@,)]
— Pxlo,)P(,) | I : : — P(X|0,)P(0,)




Posteriorni pravdepodobnosti pro
ruzné apriorni pravdépodobnosti

« Zména apriornich pravdépodobnosti tfid muze
vezt Kk ruznym rozhodnutim
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Vicerozmerneé priznaky

» Misto jednorozmerného priznaku mame N rozmerny
priznakovy vektor

— X=Xy Xy, X
— napr. [vaha, Cervenost]

V&b aLd N4

P(w,x)

™




Parametricke modely

— Pro rozpoznavani s MAP klasifikatorem jsme doposud
predpokladali, ze zname skutecCna rozlozeni

* P(o|x)
» nebo pP(X,w)
« nebo P(X|w) a P(w)
— Ve skuteCnosti ale vetSinou zname jen tréenovaci vzory

— Pokusime se tato rozlozeni odhadnout z dat — budeme trénovat
statistické modely

Svestky Jablka Granaty
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Parametricke modely

Muzeme se pokusit modelovat pfimo posteriorni pravdépodobnost,
a tu pouzit pfimo k rozpoznavani P(w|X)

— tzv. diskriminativni trénovani

— Ale o tomto bude rfe€ az pozdéji

B&znéjsi je odhadovat rozlozeni p(X|w) a P(w)
Tato rozlozeni popisuji predpokladany proces generovani dat —
generativni modely

Nejprve se musime rozhodnout pro formu modelu, ktery pouzijeme
(napf. gaussovskeé rozlozeni)

Svestky Jablka Granaty




Gaussovskeé rozlozeni

(jednorozmerne)
1 _(x—p)?

p(x) =N(x;p,0%) = e 207
V21mo?

99.7% of the data are within
3 standard deviations of the mean
95% within
2 standard deviations
68% within
<— 1 standard
deviation

- —_—>




ProC gaussovske rozlozeni?

Prirozené se vyskytuje

Centralni limitni teorém: Secteni hodnot mnoha

bezavysle vygenerovanych nahodnych Cisel nam

da vzorek z Gaussova rozlozeni
Priklady:
— Sedcteni hodnot z N hracich kostek

— Galton’s board
https://www.youtube.com/watch?v=03tx4v0i7MA
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ProC gaussovske rozlozeni?

* Jednoduché a dobre se s nim pracuje
— V logaritmické doméneé je to jen kvadraticka funkce
log(2ma?) 1 1 u u?
. 2) — 2 _ 2
log]\f(x,,u,c)—— 5 _Tﬂ(x_#) ——7‘_236 +§X—T‘_2+K

— Vérohodnost mnoziny pozorovani x = [xq, X, X3, ... Xy j€

p(xlp,0%) = p(xy, X2, X3, 2yl 02) = | | N (x5, 0%)

l
logp(x|u, 0?) = z log V' (x;; 4, 0°) = z log V' (x;; u, %)
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Postacujici statistiky
(Sufficient statistics)



Gaussovskeé rozlozeni
(vicerozmerne)
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Priklady dvourozmernych gaussovek

(6.0)% = (59099 10)
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Odhad parametru rozlozeni
s maximalni verohodnosti

Méjme trénovaci vzory (pozorovani) X = [x4, X5, ..., Xy ], U kterych
predpokladame ze jsou generovana nezavislé ze stejného rozlozeni
(idependent, identically distributed - i.i.d.) p(x|n) popsaného parametry n

— Napf gaussovské rozlozeni s parametry n = {u, 0%}
Maximalné vérohodnym odhadem (Maximum Likelihood Estimate) jsou
ty parametry ™%, které maximalizuji funkci vérohodnosti:

N

=M

7"t = arg max L(n|X) = arg maxp(X|n) = argmax [ | p(x,|n)

n n -
V nasledujicich prikladech predpokladame, ze odhadujeme parametry
nezavisle pro jednotlivé tridy. Pro zjednodusSeni notace tedy u rozlozeni

neuvadime zavislost na tridé w, pouze na jejich parametrech n§.

Modely rozlozeni kterymi se budeme zabyvat jsou:
— Gaussovské rozlozeni
— Smeés gaussovskych rozlozeni (Gaussian Mixture Model, GMM)
— V nasledujicich pfednaskach pribudou dalsi (napf. HMM)



Pro¢ odhad s maximalni vérohodnosti

« Pouzijme opét Bayesuv vzorec, ale tentokrat na vyjadreni toho, jak jsou
které parametry rozlozeni n pravdepodobné po tom co jsme vydeli
trénovaci data X

p(X|m)p(m)
p(X)

p(m|X) =

e p(X) nezavysinan a je tedy pro dané X konstanta

o p(m) je apriorni rozlozeni parametru: nase prvotni pfedstava o tom jak
jsou které parametry pravdépodobné nez vidime trénovaci data.

« Uvazime-li ignorantni prior p(n) = konstanta (jakékoli parametry jsou
pro nas stejné pravdépodobné) potom

arg max p(n|X) = arg maxp(X|n)
n n

= maximalné vérohodny odhad jsou ty nejpravdépodobnéjsi parametry!



Jeste jednou:
ProC gaussovske rozlozeni?

* Jednoduché a dobre se s nim pracuje
— V logaritmické doméneé je to jen kvadraticka funkce
log(2ma?) 1 1 u u?
. 2) — 2 _ 2
log]\f(x,,u,c)—— 5 _Tﬂ(x_#) ——7‘_236 +§X—T‘_2+K

— Vérohodnost mnoziny pozorovani x = [xq, X, X3, ... Xy j€

p(xlp,0%) = p(xy, X2, X3, 2yl 02) = | | N (x5, 0%)

l
logp(x|u, 0?) = z log V' (x;; 4, 0°) = z log V' (x;; u, %)
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Postacujici statistiky
(Sufficient statistics)



ML odhad pro Gaussovku

arg max p(x|u, 0%) = arg maxlog p(x|u, 0%) = arg maxz log N (x5, 0%)
2 2
n

U,02 u,o u,o
1 u u>  log(2m)
— 2
_ar%’(rfrzlax<—27‘22xn +F2xn _NZO'Z_ >
n n
0 0 1 u u?  log(2m)
2y — 2
n n

1 1
=?<2Xn_1v,u>=0 = MML:Nann

n

Postacujici statistiky
(Sufficient statistics)

n n



ML odhad pro Gaussovku
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« Cerné svislé ¢ary predstavuji trénovaci vzory (pozorovani)

« Cervena gaussovka odpovidd maximalné& vérohodnému odhadu
maximum likelihood estimate
— Nasobek vysek Cervenych teCek bude nejvetsi mozné Cislo



Gaussovskeé rozlozeni
(vicerozmerneé)
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Diskrétni rozlozeni

p(w|r) = Cat(w|m) = 7,

Napf. k popisu apriorni pravdépodobnosti trid _
/i | L. - @
0.5 0.3 0.2

Specialni binarni pripad je Bernoulliho rozlozeni

p(w|m) =

w € {Svestka, jablko, granat}

nebo w muze byt jednoduse index tfidy w € {1,2, ..., C}

T = [my, Ty, ..., Tc] - parametry rozlozeni jsou pravdépodobnosti trid
Vérohodnost trénovacich vzord w = [w{, wo, ...

P(w|ﬂ)=1_[Cat(a)n|n)_1_[nwn 1_[ me

kde m, je poCet pozorovani tridy c (tedy &isla z nasi tabulky)



ML odhad pro diskretni rozlozeni

N
arg max p(x|m) = arg max log p(x|m) = arg max log 1_[ Cat(x,|m)
T T w

n=1
mc
= arg maxlog ‘ ‘ T, ¢ = arg max Z m, logm,
T w
C C

Potfebujeme lagrangeovy multiplikatory A pro zaji¢téni podminky ., 7, = 1

a (|)—021 )Lz 1) ]="e =0
aTL’C ngxn'—an_c k‘mk OgT[k kT[k _T[C =

»
%)

m m
:n—C:AC:NC C=3




Gaussovsky klasifikator — 2D data

80
L 's ;:;; ; ‘. , « Apriorni pravdepodobnosti tfid mohou byt ML
60 *? W L odhadnuty jako poméry poctu prikladl
3? ta, W.*‘;f‘i*}:m: o
X L '?'*f“%;"f"
o) Lo Z.g.,. B b = M pioiey = 400
. - . :"‘:' .E.:‘;!‘{::_ ;,-‘;.:;:*'E b c) = ue) =
20{ . . i 2 Nk 400 + 600

» Probability density function for each class is
assumed to be 2D Gaussian

p(ch) = N(x; Mc:zc)
and its parameters ML estimated as

C NC
1 1 T
He = N § Xcn Z¢ = N § (ch - ﬂc)(xcn - ﬂc)
c c
n=1 n=1

Class posterior probability for new
observations is obtained from the prior and
class pdf-s using Bayes rule:

_ p&|c)P(c)
Plel) = 5 &P




Gau33|an classmer — more classes

Class priors can be ML estimated as the
proportions of the example counts

Ne ey — 00
> Ny %€ 400 + 600

P(c) =

g © Probability density function for each class is
assumed to be 2D Gaussian

p(xlc) = N(x; e, 2)
and its parameters ML estimated as

N¢ N¢
1 1
He = § Xep X = § (ch - ﬂc)(xcn - ﬂc)T
N, N,
n=1 n=1

» Class posterior probability for new observations
is obtained from the prior and class pdf-s using
Bayes rule:

P(c|x) =

p(x|c)P(c)
Y px|k)P (k)










Smes gaussovskych rozlozeni
(Gaussian Mixture Model — GMM)

P(x|0) = z N(X; te, X0 P,
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Smes gaussovskych rozlozeni

POO = ) pIOP(O) = ) N te, EP:

« VzoreCek muzeme chapat jen jako néco co definuje tvar
funkce hustoty pravdépodobnosti...

A VAL a4

model,ktery generuje pfiznaky nasledujicim zpusobem:
— Napred je jedna z gaussovskych komponent vybrana tak aby
respektovala apriorni pravdépodobnosti P
— Priznakovy vektor se generuje z vybraného gaussovskeho
rozlozeni.

* Pro vyhodnoceni modelu ale nevime, ktera komponenta
priznakovy vektor generovala a proto musime
marginalizovat (suma pres gaussovske komponenty
nasobeneé jejich “apriornimi” pravdepodobnostmi)



Trenovani GMM - Viterbi training

Intuitivni ale nepfesny iterativni algoritmus pro ML trénovani GMM parametru




Trenovani GMM - Viterbi training
 Intuitivni ale nepfesny iterativni algoritmus pro ML trénovani GMM parametru

« Soucasnym modelem klasifikujeme data
jako kdyby by jednotlivé Gaussovky
modelovaly rizné tfidy a vahy byly @
apriorni pravdépodobnosti tfid (presto,
Ze vSechnadata patfi do jedné tridy,
kterou se snazime modelovat).



Trenovani GMM - Viterbi training
 Intuitivni ale nepfesny iterativni algoritmus pro ML trénovani GMM parametru

« Soucasnym modelem klasifikujeme data
jako kdyby by jednotlivé Gaussovky
modelovaly ruzné tfidy a vahy byly
apriorni pravdépodobnosti tfid (presto,
Ze vSechnadata patfi do jedné tridy,
kterou se snazime modelovat).

* Nové parametry kazdé Gaussovky
odhadneme na datech k ni
prifazenych v predchozim kroku.
Nové vahy jsou dany poméry
mozstvi dat pfifazenych Gausovkam.



Trenovani GMM - Viterbi training

Intuitivni ale nepfesny iterativni algoritmus pro ML trénovani GMM parametru

Soucasnym modelem klasifikujeme data
jako kdyby by jednotlivé Gaussovky
modelovaly ruzné tfidy a vahy byly
apriorni pravdépodobnosti tfid (presto,
Ze vSechnadata patfi do jedné tridy,
kterou se snazime modelovat).

Noveé parametry kazdé Gaussovky
odhadneme na datech k ni
prifazenych v predchozim kroku.
Nové vahy jsou dany poméry
mozstvi dat pfifazenych Gausovkam.

Predchozi dva kroky opakujeme az
do konvergence.



Trenovani GMM — EM algorithm

* Expectation Maximization je iterativni algoritmus pro trénovani riznych
generativnich modelu se skrytymi proménnymi (latent or hidden variables),
jehoz kazda iterace vede ke zvySeni vérohodnosti (likelihood) trenovacich
dat. NezarucCuje ale nalezeni globalniho optima.

« Zde ukazujeme pouze vysledek aplikace EM na trénovani GMM.

* Algoritmus je podobny predchozimu Viterbi trénovani, s t|m rozdilem, ze
(misto tvrdych pfifazeni) jsou data Gaussovkam prlrazena “mekce” pomoci
vah — posteriornich pravdépodobnosti P(c|x;) spocitanych soucasnym
modelem. Parametry ., X. jsou potom pocitany pomoci vahovanych
(namisto prostych) pruméra.
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