Minimalizace Konecnych
Automatu



Motivacni priklad

% Uvazme jazyk L = {w € {a,b}" | #a(w) mod 2 =1V #p(w) > 0}

% Existuje mensi automat akceptujici jazyk L?
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Motivacni priklad

% Uvazme jazyk L = {w € {a,b}" | #a(w) mod 2 =1V #p(w) > 0}
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Eliminace nedosazitelnych stavu

Definice 2.1 Necht M = (Q, X, 6, qo, F') je koneCny automat. Stav ¢ € Q nazveme

*

dosazitelny, pokud existuje w € X* takove, ze (qo, w) ]FW (¢, ). Stav je nedosazitelny,

pokud neni dosazitelny.

Algoritmus 2.1 Eliminace nedosaZzitelnych stavu
Vstup: DKA M = (Q, %, 6, qo, F').
Vystup: DKA M’ bez nedosazitelnych stavl, L(M) = L(M').

Metoda:
1. 1:=0
2. Si:={qo}
3. repeat
4. Sig1 =85 U{q|IpeS;JaeX:ip,a)=q}
d. 1i=1+ 1
6. until S; = S;_1
7. M =(5:%,6s,,9,F NS;)
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Jazykove nerozlisitelné stavy

Definice 2.2

Necht M = (Q, X, 5, qo, F) je GpIné definovany DKA. Rikame, Ze fetézec w € ©*

rozlisuje q1, g2, jestlize (g1, w) AI—4 (g3,€) A (g2, w) 1\|_4 (qa,€) pro néjakeé gs, q4 a prave

jeden ze stavll g3, qs je v F.

< . : . . ry k . .
Rikame, ze stavy q1, g2 € @ jsou k-nerozlisitelné a piseme g1 = g2, prave kdyz
neexistuje w € X7, |w| < k, ktery rozliSuje ¢1 a q-.

Stavy q1, g2 jsou nerozliSitelné, znacime ¢q1 = g2, jsou-li pro kazdé k > 0
k-nerozlisitelné.

% Poznamka: Da se snadno dokazat, ze = je relaci ekvivalence na @, ij. relaci, ktera je
reflexivni, symetrickou a tranzitivni.

Definice 2.3 Uplné definovany DKA M nazyvame redukovany, jestlize zadny stav z Q
neni nedostupny a zadné dva stavy nerozliSitelné.
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Véta 2.1 Necht M = (Q, X, 0, qo, F') je uplné definovany DKA a |Q| = n, n > 2. Plati
n—2

V1,2 €Q g1 =& qa = qo.

Duokaz. ,="“ trivialni, ukazeme ,<":

1. Jestlize |F| = 0 nebo |F| = n, pak plati ¢1 @2 = q=qo.

2. Necht |F| > 0 A |F| < n. UkdZeme, seplati=="="C'= C..C =

Zrejmé plati:
0 .
(@) Vo, € Q=& (@ e FA@eF)V(pn g€ FAg ¢ ).

0
W=@p<(@eFsSg@pceF).

(b) Vq1,q2 EQVkZl:ql é

k—1 k

Relace = je ekvivalenci urcujici rozklad {F, Q \ F'}.
k+1

Je-li = # é, pak == je vlastnim zjemnénim é, tj. obsahuje alespon o jednu

v, , o k
tridu vice nez rozklad =.

Jestlize pro néjaké k plati e é, pak take s podle (b) a

tedy -~ je hledana ekvivalence.
ProtoZze F' nebo @ \ F' obsahuje nejvySe n — 1 prvku, ziskame relaci = po
nejvyse n — 2 zjemnénich =

L]
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Prevod na redukovany DKA

Algoritmus 2.2 Prevod na redukovany DKA
Vstup: Uplné definovany DKA M = (Q, X, 8, qo, F).

Vystup: Redukovany DKA M’ = (Q', X, 6", qo, F'), L(M) = L(M").

Metoda:

. Odstran nedostupné stavy s vyuzitim alg. 2.1.
=0
={(p,g) |pEF < qeF}

—

= = {(p,q) |p = gAVaEL:6(p,a) = 5(g,a)}

Q =Q/=

Vp,q € QVa € X:6'([p],a) = [q] & d(p,a) = q
o = [qo]

F"={[q] | g€ F}

— O © o N ou »~»w D
~
I
~
+
—

— —h

% Poznamka: Vyraz [z] znaci ekvivalencni tfridu urCenou prvkem z.
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Priklad minimalizace DKA

Priklad 2.1 Prevedte nize uvedeny DKA (zadany diagram prechodud) na odpovidajici
redukovany DKA.

= 5 |a b
1. Neobsahuje nedostupné stavy. LA Brr
) F | Ap Err
3. == {{A, F},{B,C,D,FE}} II: B | Err  Dir
1 C | Crr  Fi

51 = — A,F, B,E, CyD

({4, F},{B, B}, {C, D} i D
E | Brr  Crg

Pokracuje na druhé strane...
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Pro zopakovani automat z predchoziho slajdu, v jehoZ minimalizaci niZe pokracujeme:

= 5 |a b
I: A Fr Brr
F | Ap Err
52. == {{A,F},{B,E},{C,D}} ==== II: B | Ey D
E | B Crrr
11r: C | Crr Fi
D | Dirr Ajp
8. Q ={[A],[B],[C]}, kde [A] = {A, F}, [B] = {B, E}, [C] = {C, D}

Vysledny automat:
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Strukturalni vlastnosti
regularnich jazyku



Konecne jazyky

Veta 2.2 Kazdy konecCny jazyk je regularni.
Dukaz. Necht L = {wl,wg, e ,wn}, w; € X7,

Pak L = L(G), kde G = ({S}, X, {S — w1,S = wa,..., S = w,},5). G je zfejmé
gramatika typu 3.

Opak véty 2.2 zjevné neplati:

Priklad 2.2 Sestrojte gramatiku typu 3 generuijici jazyk {0, 1}".

Regeni: S5/ b1 o G=({S}, {0,1}, {S > & S 08,5 - 15}, S)
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Pumping lemma

Véta 2.3 Necht' L je regularni jazyk. Pak existuje celoCiselna konstanta p > 0 takova,
ze plati:
weL AN |Jwzp = w=uxyz A

y7#e Nyl <p A
y'z € L proi > 0.

% Ekvivalentni formulace Pumping lemmatu (pouZiti explicitni alternace kvantifikatoru) :

Lels= 4dp>0:
VweX* :we LA |lw>p=
Bz, y,ze€X* tw=ayz A y#e A |lzy <pAVi>0:zy'2z € L)

% Poznamka: Neformalné feéeno Pumping lemma tvrdi, ze v kazdé dostatecné dlouhé
vété kazdého regularniho jazyka jsme schopni pobliz jejiho zacatku najit pomérné
kratkou sekvenci, kterou je mozné vypustit, resp. zopakovat libovolny pocet krat, pficemz
zlistdvame stéle v ramci daného jazyka.

Regularni jazyky 2 — p.12/37



Dukaz. Pumping lemmatu
Necht L = L(M), M = (Q, X, 6, qo, F') je koneCny automat, kde |Q| = n > 0. PoloZzme

p=n.Je-liw € L alw| > n, pak M pfijme vétu w ,prichodem® alespon n + 1
konfiguracemi a tudiz alespon dve z nich obsahuiji stejny stav, tedy:

* k *
(90, w) = (qo,zyz) b (r,yz) = (r,2) - (qr,€), qr € F

pro néjaky stav r € Q a k takové, ze 0 < k < n. Dale je zfrejmé, Ze k ,zopakovani* stavu r
dojde nejpozdéji po precCteni prvnich n znakl vstupniho fetézce a tudiz |xy| < p.

Pak ale existuje posloupnost konfiguraci:

(@0, 75'%)  F (ry'2)
- (ry" 2)
Jl—r (r, 2)
- (qr,2)
z které plyne =1'z € L(M), a to nejen pro i > 0, ale i pro pfipad i = 0:

(q07 Z) = (TVZ) - (QF,€)7 qr € F
]
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Viyznam Pumping lemmatu

% Jak muzeme dokazat, Zze dany problém je/neni feSitelny pomoci uvazovanych
vypocetnich prostredku (napf. jestli pro dany jazyk existuje KA)?

ukazat existenci re$eni je jednoduché: poskytneme reseni (napr. KA)

Va4

mozna reSeni (vSech KA je nekone¢né mnoho)

% Pumping lemma ndm dovoluje dokazovat neexistenci reSeni (tj. neexistenci KA pro
dany jazyk)

% V ramci TIN si ukazeme i dalSi techniky (diagonalizace, redukce), které Ize pouzit i pro
jiné vypocetni tfidy
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Pouziti Pumping lemmatu

(LeLs=A) < (mA= L& L3) Obmeénaimplikace

A= dp>0:

VweX*:weLA |lw>p=

Bz, y,z€X* tw=ayz A y#e A |lzy| <pAVi>0:a2y'z € L)
A= Vp>0:

JweX*:welA |lw>pA
(Vo,y,z €S tw=ayz A y#e A |oy|<p=Fi>0:2y'2¢& L)

% K dukazu, Ze jazyk L neni regularni staCi dokazat tvrzeni —A.
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Priklad 2.3 DokaZte, Ze jazyk L = {0"1"™ | n > 1} neni regularni.

Dukaz:

% Pro libovolné p > 0 zvolime slovo w = 0P1? (w € L A |w| > p).

< Dale uvazme vSechny rozdéleni w = xyz, kde y # ¢ A |zy| < p. Je zfejmé, Ze
y € {0}".

000...0111...1
N——

Yy

< Pak ale pro libovolné y € {0} (libovolné rozdéleni), 3i > 0, pro které xy'z ¢ L —
nesouhlasi pocet 0 a 1 (zde to plati pro vSechna i # 1).

< Ukazali jsme, Ze pro L plati tvrzeni —A (viz. pfedchozi slajd) a tudiz L ¢ Ls.
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Priklad 2.4 DokaZte, Zze jazyk L = {a? | q je prvocislo } neni regularni.
Dukaz:

% Pro libovolné p > 0 zvolime slovo w = a", kde r prvocislo vetsi nez p.

< Dale uvazme vSechny rozdéleni w = xyz, kde y # ¢ A |zy| < p. Je zfejmé, Ze y = a”,

kde 0 < k < p.

% Pak ale pro libovolné k (libovolné rozdéleni), zvolme ¢ = r + 1. Dostavame, ze
vy’ 2| = |2y 2| = |zyz| + |y"| = r +r.k = r.(k + 1), coz véak neni prvocislo (pro zadné
k),atedy zy" 'z & L

% Ukazali jsme, ze pro L plati tvrzeni A atudiz L ¢ Ls.
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Myhill-Nerodova veta



Motivace

< Myhill-Nerodova véta

charakterizuje nekteré zasadni vztahy mezi koneénymi automaty nad abecedou X
a jistymi ekvivalenénimi relacemi nad retézci ze X",

popisuje nékteré z nutnych a postacujicich podminek pro to, aby dany jazyk byl
jazykem regularnim (pouziva se Casto k dikazu neregularity jazyka),

poskytuje formalni bazi pro elegantni dikaz existence unikatniho (az na
isomorfismus) minimalniho DKA k danému regularnimu jazyku.
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Prava kongruence a prefixova ekvivalence

% Zopakovani: ekvivalence ~ je binarni relace, ktera je reflexivni, symetricka a tranzitivni.
Index ekvivalence ~ je pocet tfid rozkladu X*/ ~. Je-li techto tfid nekonecné mnoho,
definujeme index jako oo.

Definice 2.4 Necht X je abeceda a ~ je ekvivalence na X*. Ekvivalence ~ je pravou
kongruenci (je zprava invariantni), pokud pro kazdé u, v, w € X" plati

U~ v — uw ~ W

Véta 2.4 Ekvivalence ~ na X* je prava kongruence pravé tehdy, kdyz pro kazdé
u,v € X7, a € Yplati u ~ v = ua ~ va.

Ddikaz. ,=“ je trivialni, <" Ize snadno ukazat indukci nad délkou w. O

Definice 2.5 Necht' L je libovolny (ne nutné regularni) jazyk nad abecedou X. Na
mnoziné X* definujeme relaci ~;, zvanou prefixova ekvivalence pro L takto:

d
uNLvé‘;VwEE*:quL@vwEL
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Myhill-Nerodova veta

Véta 2.5 Necht L je jazyk nad X. Pak nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
1. L je jazyk prijimany deterministickym kone¢nym automatem.

2. L je sjednocenim nékterych tfid rozkladu urCeného pravou kongruenci na ¥* s
konecnym indexem.

3. Relace ~1 ma konecény index.

Dukaz. Dokazeme nasledujici implikace:
1=2
2=3
3=1

Z definice ekvivalence (a < b Lhg=bAb= a) a ze zakladni tautologie vyrokové
logiky (a = b A b= c) = (a = c) plyne tvrzeni véty.
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Dukaz implikace 1 = 2

% Je-li L prijiman DKA, pak L je sjednocenim nékterych tfid rozkladu urCeného pravou
kongruenci na ¥~* s kone¢nym indexem.

% Pro DKA M = (Q, %, 9, qo, F') zavedme zobecnenou prechodovou funkci

*

0:Q XY - Qtak, ze Vg1, g2 € Q,w € X% : §(q1,w) = g2 < (qu, w) E (a2,€).

Dukaz. Pro dany L prijimany koneénym automatem M zkonstruujeme ~ s potfebnymi
vlastnostmi:

Necht M = (Q, %, 9, qo, F') a ¢ je totalni.
Zvolime ~ jako binarni relaci na =* takovou, Ze u ~ v <= é(go, u) = 6(qo, v).
Uké&zeme, Ze ~ ma potrebné vlastnosti:

~ je ekvivalence: je reflexivni, symetricka a tranzitivni.

~ ma konecny index: tfidy rozkladu odpovidaji stavim automatu.

~ je prava kongruence: Necht v ~ v a a € X. Pak

5(qo, ua) = 6(8(qo,u),a) = 8(6(qo, v),a) = é(qo, va) a tedy ua ~ va.

L je sjednocenim nékterych trid ¥*\ ~: téch, které odpovidaji F'. -
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Dukaz implikace 2 = 3

% Existuje-li relace ~ splhujici podminku 2, pak ~; ma konecny index.

Dukaz.

Pro vSechny u,v € ¥* takové, ze u ~ v, plati u ~, v:
Necht u ~ v. Ukazeme, ze také u ~p v, 1j. Vw € ¥* : uw € L < vw € L.

Vime, Zze uw ~ vw a protoze L je sjednocenim nekterych trid rozkladu ¥*\ ~,
plati téz ww € L < vw € L.

Vime tedy, ze ~C~, (ij. ~1 je nejvétsi prava kongruence s danymi vlastnostmi).
Kazda tfida ~ je obsazena v néjaké tfidé ~ .
Index ~r, nemuze byt vétsi nez index ~.

~ ma konecny index a tedy i ~;, ma konecny index.
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Dukaz implikace 3 = 1

< Ma-li ~1, koneCny index, pak L je pfijiman néjakym konec¢nym automatem.

Dukaz. Zkonstruujeme M = (Q, %, 9, qo, F') pFijimajici L:
Q = X"\ ~, (stavy jsou tridy rozkladu >* relaci ~r),
Vu € ¥X*,a € % : 6([u],a) = |ual,
qo = [e],
F ={[x] |z € L}.
Uvedend konstrukce je korektni, tj. L = L(M):
Indukci nad délkou slova v ukazeme, ze Yv € * : §([¢], v) = [v].

veL < [v] e F<(e],v) € F.
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Priklad: Interpretace M.-N. vety

% Uvazme jazyk L = {w € {a,b}" | #4(w) mod 2 = 1}.

a
=@
) e

b b
DKA A DKA Ay

Prava kongruence ~1 odpovidajici DKA A;: ~o odpovidajici DKA As:

Wt v = Ha(u) = H#a(v)(mod 4) Urg v = Ha(u) = #a(v)(mod 2)

{a, 03"\ ~1= {[0]4, [1]4, [2]4, [3]a} {a, b} "\ ~a= {[0]2, [1]2}

kde [i]la = {w € {a,b}" | #a(w) mod 4 =7} [i]lo = {w € {a,b}" | #a(w) mod 2 = i}

L = [1]4 U [3]4 L =[1]

~1Cr~o=n~p (A2 je minimalni automat pro L)
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Dukaz neregularity pomoci M.-N. vety

Priklad 2.5 DokaZte, Ze jazyk L = {a"b" | n > 0} neni regularni.

Dukaz.

Zadné fetézce ¢, a, a2, a®, ... nejsou ~-ekvivalentni, protoze b’ € L, ale ’b* ¢ L
pro ¢ # j.
~1 ma tedy nekonecné mnoho tfid (neboli nekonecny index).

Dle Myhill-Nerodovy véty tudiz nemuze byt L pfijiman zadnym kone¢nym
automatem.
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Dukaz regularity pomoci M.-N. vety

Priklad 2.6 DokaZte, Ze jazyk L = {w € {a,b}" | 2010 < #,(w) < 2020} je regulérni.

Dukaz.

Uvazme relaci pravé kongruence ~ definovanou nasledovné:
u~ve (Falu) =#a(v)) V (#Fa(u) > 2020 A #4(v) > 2020)

~ je ekvivalence: je reflexivni, symetricka a tranzitivni.
~ je prava kongruence: Necht u ~ v, pak ua ~ va, jelikoz
#o(ua) = #4(va) = #a(u) + 1 neb0 #,(ua) > 2020 A #4(va) > 2020
Rovneéz ub ~ vb, jelikoZ #,(ub) = #4(u) A #4(v) = #4(vD).
~ ma konec¢ny index (rozklad >* méa 2022 tfid).
L je sjednocenim tfid rozkladu [x;] pro 2010 < ¢ < 2020, kde

[z:] = {w € {a,b}" | #a(w) =i}

Dle Myhill-Nerodovy véty je L pfijiman kone¢nym automatem.
O
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M.-N. veta a minimalita DKA

Véta 2.6 (2. varianta Myhill-Nerodovy vety) Pocet stavl libovolného minimalniho DKA
prijimajiciho L je roven indexu ~ . (Takovy DKA existuje praveé tehdy, kdyz je index ~,
konecny.)

Dukaz.

Kazdy DKA (muzeme uvazovat DKA bez nedosazitelnych stavu) urCuje jistou
pravou kongruenci s kone¢nym indexem a naopak.

Je-li L regularni, je ~, nejvétsi pravou kongruenci s koneénym indexem takovou,
ze L je sjednocenim nékterych trid prislusného rozkladu.

Koneény automat, ktery odpovida ~ (viz dikaz 3 = 1 Myhill-Nerodovy véty), je
tedy minimalni kone¢ny automat pfijimajici L.
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Uzaverové vlastnosti
regularnich jazyku



Uzaverove viastnosti reqularnich jazyku

Véta 2.7 Trida regularnich jazykl je uzavrena (mimo jiné) vzhledem k operacim:
U (sjednoceni),
- (konkatenace) a
* (iterace).
N (pranik)

co— (doplnék/komplement)

Dukaz. Uzavienost na operace U, - a * plyne z definice regularnich mnozin a ekvivalence
regularnich mnozin a regularnich jazyku.
Dukaz pokracuje dale.
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Dukaz.

1. Dokéazeme uzavrenost vzhledem ke komplementu nad abecedou X. K jazyku L
sestrojime uplné definovany deterministicky KA M.

M = (Q72757q07F)
takovy, ze L = L(M). Pak KA M’
M = (Q72757QO7Q\F)
zfejme prijima jazyk co— L = ¥* \ L (tj. komplement jazyka L).

2. Uzavienost vzhledem k pruniku plyne z de Morganovych zakond:
LiN Ly =co—(co—(Li N L)) =co—(co—LyUco—Ls)
atedy Ll,LQ € L3=Li1NLy € L3s.

% Alternativni dukazy uzavérovych vlastnosti (konstrukce prislusnych gramatik a
automatu) ukazeme na cviceni
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Priklady na uzaverové viastnosti

Rozhodnéte a dokazte, zda plati nasledujici tvrzeni:
1. VLl,LQ C DRI JF] € L3N Ly € L3 <— (L1UL2) € L3

2. VL1,L2gE*:LlE£3/\L2€£3 = (L1<>L2)€£3,kde
L1<>L2:{’U/U|’U,,U€L1UL2}
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Priklady na uzaverové viastnosti

Rozhodnéte a dokazte, zda plati nasledujici tvrzeni:
1. VLl,LQ C DRI JF] € L3N Ly € L3 <— (L1UL2) € L3
2. VLi,Ls C e li1 € LyaNLy € Ly = (L1 <>L2) € L3, kde
L1¢o Lo = {’U/U | u,v € L1 ULQ}

Reseni 1: Tvrzeni neplati. UkaZeme, Ze neplati implikace <. Zvolme
Li ={a"b" |n>0}al:=%".Pak L ULy, = X" € L3, ale L, ¢ L3. Opacna implikace
plati pfimo z uzavérovych vlastnosti regularnich jazyku.
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Priklady na uzaverové viastnosti

Rozhodnéte a dokazte, zda plati nasledujici tvrzeni:
1. VLl,LQ C DRI JF] € L3N Ly € L3 <— (L1UL2) € L3

2. VL1,L2gE*:L1€L3/\L2€£3 = (L1<>L2)€£3,kde
L1<>L2:{’U/U|’U,,U€L1UL2}

Reseni 1: Tvrzeni neplati. UkaZeme, Ze neplati implikace <. Zvolme
Li ={a"b" |n>0}al:=%".Pak L ULy, = X" € L3, ale L, ¢ L3. Opacna implikace
plati pfimo z uzavérovych vlastnosti regularnich jazyku.

Reseni 2: Tvrzeni plati. Uvédomme si, 2e L1 o Lo = (L1 U Lo) - (L1 U Ly). Z uzavienosti
regularnich jazyku vzhledem k operacim U a - tudiz dostavame pozadované tvrzeni.
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Rozhodnutelné problémy
regularnich jazyku



Rozhodnutelné problemy v L

Zakladni problémy:

problém neprazdnosti: L # 0 ?
problém universality: L = ¥*7

problém nélezitosti: w € L ?

problém ekvivalence: L(G1) = L(G2) ?

Véta 2.8 Ve tfidé L3 je rozhodnutelny problémy neprazdnosti a universality jazyka i
problém nalezitosti retézce (do jazyka).

Dukaz.
Kjazyku L € L3 sestrojime uplné definovany DKA M, L = L(M):

M = (Q72757q07F)

neprazdnost: L(M) # () <= J¢c Q:(q <€ F A qje dostupny z qo)
universalita: L(M)=%" < VqeQ:(qe FVqnenidostupny z qo)

nalezitost: weL <= (q,w)F (¢g,e) Nq€eF

L]
Regularni jazyky 2 — p.36/37



Veta 2.9 Necht L., = L(G1) a Ly = L(G2) jsou dva jazyky generované regularnimi
gramatikami G1 a G2. Pak je rozhodnutelny problém ekvivalence, tj. L(G1) = L(G2).

Dukaz.
Necht M; = (Q1,%1,61,q5, F1), resp. Ma = (Q2, X2, 62, q5, F») jsou KA pfijimajici jazyky
L1, resp. Lo takové, ze Q1 N Q2 = 0.

Vytvofime koneCny automat M takto:
M = (Q1 U Q2,21 U2, 01 U 52,(]8, Fi U FQ)

a vypocitame relaci = nerozliSitelnosti stavu z Q1 U Q)2 pro automat M.
Pak

L(G1) = L(G2) <= a0 =qo
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