Bezkontextové jazyky



Jazyky typu 2

Definice 3.1 Gramatika G = (IV, 3, P, S) si nazyva bezkontextovou gramatikou, jestlize
vSechna pravidla z P maji tvar

A—a, AEN, ae(NUX)"

Lemma 3.1 Kazdy regularni jazyk je jazykem bezkontextovym.

% Pro¢ studujeme bezkontextové jazyky?

Priklad 3.1 Jazyk L = {a"b" | n > 0}, jak vime, neni jazykem reguléarnim, je vSak
jazykem bezkontextovym:

L = L(G) kde

G = ({S},{a,b},{S — aSbh, S — €}, 5)
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Pro¢ mohou BG ,pocitat”

% Sebevkladani pomoci pravidel A — aAg kde o, 8 € (N U X)"

Zkonstruujte bezkontextovou gramatiku pro jazyk L = {a*"b*" | n > 0}
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Pro¢ mohou BG ,pocitat”

% Sebevkladani pomoci pravidel A — aAg kde o, 8 € (N U X)"

Zkonstruujte bezkontextovou gramatiku pro jazyk L = {a*"b*" | n > 0}

G = ({S},{a,b},{S — aaaSbb, S — ¢}, 5)
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Pro¢ mohou BG ,pocitat”

% Sebevkladani pomoci pravidel A — aAg kde o, 8 € (N U X)"

Zkonstruujte bezkontextovou gramatiku pro jazyk L = {a*"b*" | n > 0}
G = ({S},{a,b},{S — aaaSbb, S — €}, 5)

% Jak docilit libovolné poradi symboli?

Zkonstruujte bezkontextovou gramatiku pro jazyk L = {w € {a,b}™ | #a(w) = #(w)}
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Pro¢ mohou BG ,pocitat”

% Sebevkladani pomoci pravidel A — aAg kde o, 8 € (N U X)"

Zkonstruujte bezkontextovou gramatiku pro jazyk L = {a*"b*" | n > 0}
G = ({S},{a,b},{S — aaaSbb, S — €}, 5)

% Jak docilit libovolné poradi symboli?

Zkonstruujte bezkontextovou gramatiku pro jazyk L = {w € {a,b}™ | #a(w) = #(w)}

G = ({S},{a,b},{S — aSb, S — bSa,S — SS,S — £}, S)
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Priklad bezkontextoveé gramatiky

% Pro ucely demonstrace vysvétlovanych pojmu budeme v nasledujicich prikladech
pouzivat nasledujici gramatiku.

Priklad 3.2 G = ({S, A, B},{a,b,c}, P, S), kde P obsahuje pravidla

S —+ AB
A — aAb | ab

B — bBc | be

Gramatika G generuje bezkontextovy jazyk L(G) = {a™b™1"c" |n > 1,m > 1}
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Derivacni strom

% Dulezitym prosttedkem pro grafické vyjadreni struktury véty (jeji derivace) je strom,
ktery se nazyva derivacnim nebo syntaktickym stromem.

Definice 3.2 Necht ¢ je véta nebo vétna forma generovana v gramatice
G = (N,X,P,S)anecht S =vy = v1 = ... = vr = ¢ jeji derivace v G. Derivaéni strom
prisluSejici této derivaci je vrcholové ohodnoceny strom s témito vlastnostmi:

1. Vrcholy derivacniho stromu jsou ohodnoceny symboly z mnoziny N U X U {e};
kofen stromu je oznacen vychozim symbolem S.
2. Primé derivaci v;,_1 = v;,1 =1,2,...,k kde
vVi—1 = AN, u, A€ (NUX)", AeN
Vi = UaA
A—a, a=X1...X, jepravidlo z P,
odpovida pravé n hran (A, X;),j = 1,...,n vychazejicich z uzlu A, jez jsou
usporadany zleva doprava v poradi (A4, X1), (4, X2),..., (A, X,).
3. Ohodnoceni koncovych uzlu derivaéniho stromu vytvafri zleva doprava vétnou
formu nebo vétu o (plyne z 1. a 2.).
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Priklad derivacniho stromu

Priklad 3.3 V gramatice z prikladu 4.2 mizeme generovat retézec aabbbbce napr.
derivaci:
S = AB = aAbB = aAbbBc = aAbbbcc = aabbbbcece

Derivacni strom odpovidajici této derivaci vypada takto (po stranach jsou uvedena
pouzita pravidla):

S —- AB
A — aAb B — bBc
A — ab B — be
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Leva a prava derivace

% Ukazme si i jiné derivace véty aabbbbce, které se lisi v poradi, v némz byly vybirany
nonterminaly pro pfimé derivace.

1. S = AB = aAbB = aabbB = aabbbBc = aabbbbcc
2. S= AB = AbBc = Abbcc = aAbbbc = aabbbbce

Definice 3.3 Necht S = a1 = a2 = ... = a, = «a je derivace vétné formy «a. Jestlize
byl v kazdém fetézci a;,i = 1,...,n — 1 pfepsan nejlevejsi (nejpravejsi) nonterminal, pak
tuto derivaci nazyvame levou (pravou) derivaci vetné formy «.

VysSe uvedené priklady derivaci pfedstavuji levou (1.) a pravou (2.) derivaci.

Lemma3.2 JeliS=ay= a1 =...= a, = wleva, resp. prava derivace véty w, pak

kazda z vétnych forem «;, 7 = 1,2,...,n — 1 matvar:
x; A; B kde x; € X7, A, € N, B; € (N U E)*
resp. viBiyi kde y; € ¥*,B; € N,v;, € (NUX)"

t.j. vétné formy leve, resp. pravé derivace maji terminalni prefixy, resp. sufixy.
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Viceznacnost gramatik

Definice 3.4 Necht G je gramatika. Rikame, Ze véta w generovana gramatikou G je
viceznacna4, existuji-li alespon dva rtizné derivacni stromy s koncovymi uzly tvoricimi vétu
w. Gramatika G je viceznacnd, pokud generuje alespon jednu viceznacnou véetu. V
opacném pripadé mluvime o jednoznac¢né gramatice.

Jazyky, které lze generovat viceznacnou gramatikou, ale které nelze generovat
jednoznacnou gramatikou, se nazyvaji jazyky s inherentni viceznacnosti.

Problém viceznacCnosti gramatik je nerozhodnutelny, tj. neexistuje algoritmus, ktery
by byl schopen v kone¢ném ¢ase rozhodnout, zda dana gramatika je nebo neni

viceznacna.

Viceznaénost gramatiky je pokladana za negativni rys (vede k vétam, které maji
nékolik interpretaci). Na druhé strané muaze byt viceznaéna gramatika jednodussi

nez odpovidajici jednoznacna gramatika.
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Viceznacnost gramatik

Priklad 3.4 Uvazujme gramatiku G = ({E},{+,—,*,/,(,), P, F), kde P je mnozZina
pravidel
E—~E+E|E—E|ExE|E/E|(E)|i

Jazyk L(G) je tvofen aritmetickymi vyrazy s binarnimi operacemi. Gramatika G je na
rozdil od gramatiky z prikladu 4.2 vicezna¢na. Vezméme napriklad vétu i + i x i a
uvazujme v8echny mozné derivacni stromy.

el E/T\E

Neni jasné, zda prvni operaci bude nasobeni (derivacni strom vlevo), nebo scitani
(derivacni strom vpravo).
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Priklad 3.5 Jednoznacnou gramatikou generujici tentyz jazyk je gramatika
G={ETF},{+, —,%/,(,),i}, P, E) s mnozinou pfepisovacich pravidel P
definovanou nasledujicim zpusobem:

E-T|E+T|E-T
T F|T«F|T/F
F—(FE)]|1
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Zasobnikové automaty



Zakladni schéema

Schéma zasobnikového automatu:

‘ d, ‘ 3.2‘ 33‘ 8.4‘ ------ \an\ vstupni paska

7 vrchol zasobniku
oF 9 — K
g 2 Zy 1
o
' Js
. ‘ d. .
- Z1

konecné stavové rizeni
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Zakladni definice

Definice 3.5 Zasobnikovy automat P je n-tice P = (Q, %, 1,9, qo, Zo, F)
1. @ je kone¢na mnozina vnitfnich stavu
2. X je konecna vstupni abeceda
3. I je konecna zasobnikova abeceda
4

d je pfechodova funkce ve tvaru 6 : Q x (XU {e}) x I' = Fin (QQXF*), kde

Fin (ZQXF*) znaci konecné mnoziny podmnozin mnoziny @ x I'*

o

go € @ je pocatecni stav
6. Zp € I je startovaci symbol zasobniku
7. F C @ je mnozina koncovych stavl
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Konfigurace a prechod ZA

Definice 3.6 Necht P = (Q, X, T, 9, g0, Zo, I') je zasobnikovy automat. Konfiguraci
automatu P nazveme trojici (¢, w, ) € Q x ¥* x I'*, kde

1. ¢ je pfitomny stav vnitrniho fizeni
2. w je dosud nezpracovana Cast vstupniho retézce
3. «je obsah zasobniku (o« = Z;, Zi,, ... Z;,, Zi, je vrchol)

Pfechod ZA P je binarni relace +p definovana na mnozineé konfiguraci:

(q,w,B) Fp (¢, w', ) g w=aw ANB=ZaAB =~vaA(q,y) €dlqa,Z),

kde ¢,¢' € Q,a e X U{c},w,w' €X*, Z€T aan, 8,8,y

Je-li a = ¢, pak odpovidajici prechod nazyvame e-pfechodem.
Relace 5, -5, 1 jsou definovany obvyklym zplsobem.

Plati-li pro fetézec w € ¥* relace (qo,w, Zo) 5 (q,¢,7), kde g € F a~y € T'*, pak
fikame, Ze w je pfijiman zasobnikovym automatem P (qo, w, Zo), resp. (q,&,7) je
pocatecni, resp. koncova konfigurace.

Definujeme jazyk pfijimany zasobnikovym automatem P:
L(P) = {wl(go,w, Zo) Fr (g,€,7) Nq € F}.
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Priklad zasobnikoveho automatu

Priklad 3.6 Sestrojme zdsobnikovy automat, ktery pfijima jazyk L = {0"1™ | n > 0}.
- F’{eéenim je P = ({QO; qi, QQ}, {07 1}7 {Z7 0}7 57 q0, 4, {QO})’ kde

6(q0,0,2) = {(q1,02)}
(q1,0,0) = {(q1,00)}
6(q1,1,0) = {(g2,¢)}
0(q2,1,0) = {(g2,€)}
0(q2,¢,Z) ={(qo,€)}

— P¥i prijeti fetézce 0011 projde P témito konfiguracemi:
(Q(),OO].].,Z) - (C]l,O].].,OZ) - (Ql, 117002) - <q27 1702) - (QQ,E,Z) - (qO,E,E)

— Zasobnikové automaty lze také popsat prechodovym diagramem, jak je ilustrovano nize
na prave sestrojeném automatu P:

0,0/00 1,0/

@
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Navrh slozitejsich automatu

L4

% PokrocCilejSi prace se zasobnikem.

Zkonstruujte zasobnikovy automat pro jazyk L = {a*"b*" | n > 0}
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Navrh slozitejsich automatu

L4

% PokrocCilejSi prace se zasobnikem.

Zkonstruujte zasobnikovy automat pro jazyk L = {a*"b*" | n > 0}
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Varianty zasobnikovych
automatu



\av A4 Vd

Rozsireny zasobnikovy automat

Definice 3.7 RozSireny zasobnikovy automat P je sedmice P = (Q, >, 1,9, qo, Zo, F),
kde ¢ je prechodova funkce definovana takto:

5 Fin(Q x (SU{e}) x ™) = Fin (2QxF*) , kde

Fin (Q x (XU {e}) x I'*) znaCi kone¢né podmnoziny mnoziny @Q x (X U{e}) x I'*.
Ostatni slozky maji stejny vyznam jako v definici 3.5.

PFiklad 3.7 Zkonstruujte RZA pro jazyk L = {a*"b™ | n > 0}

@ e,e/e@ AN ;®

a,€/a b,aa/e
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*Ekvivalence RZA a ZA*

Véta 3.1 Necht P = (Q, X, T, 9, qo, Zo, I) je rozSifeny zasobnikovy automat. Pak
existuje zasobnikovy automat P; takovy, ze L(Pi) = L(P).

Dikaz. Polozme m = max{|a| | 6(q,a,a) #ZDprongjaké g € Q,a € XU{ctaa I}
Zasobnikovy automat P, budeme konstruovat tak, aby simuloval automat P.

Protoze automat P neurcuje prechody podle vrcholu zasobniku, ale podle vrcholového
retézce zasobniku, bude automat P; ukladat m vrcholovych symbold v jakési vyrovnavaci
pameéti ridici jednotky tak, aby na pocCatku kazdého prechodu védél, jakych m
vrcholovych symboll je v zasobniku automatu P.

Nahrazuje-li automat P k vrcholovych symbolu retézcem délky [, pak se totéz provede ve
vyrovnavaci pameéti automatu P;.

Jestlize | < k, pak P; realizuje k — [ e-prechodu, které presouvaji k£ — [ symboll z vrcholu
zasobniku do vyrovnavaci pameéti. Automat P, pak muze simulovat dalsi prechod
automatu P.

Je-li | > k pak se symboly presouvaji z vyrovnavaci paméti do zasobniku.
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Formalné muzeme konstrukci zasobnikového automatu P, popsat takto:
Py = (Q1,%1,11,01, Z1, F1), kde

1. Q1 ={lg,a]lge Q,aeTT A0 |a] <m}
2. ' =T U{Z}

3. Zobrazeni §; je definovano takto:
(a) Predpokladejme, Zze §(q,a, X1 ... Xx) obsahuje (r,Y1...Y7).
i. Jestlize | > k, pak pro vSechna Z € I'y a o € I'] takova, ze |a| = m — k,
pak di([q, X1 ... Xral,a, Z) obsahuje ([r, 5],7Z), kde By =Y1...Yia a

B8] = m.

ii. Je-lil <k, pak provSechna Z € I'y a a € I'] takova, Z2e |a| = m — k, pak
51([Q,X1 ce XkCl{], a, Z) ObsahUje ([7“, Yi... }/ZOAZ], 6).

(b) ProvSechnaq e Q,Z € I'1 a«a € I'] takova, zZe |a| < m, plati
01([q, o], e, Z) = {([q, aZ], e)}. Tato pravidla vedou k naplnéni vyrovnavaci

paméti.
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4. q1 = [qo, Zo, Z]"']. Vyrovnavaci pamét obsahuje na potatku symbol Z; na
vrcholu a m — 1 symboll Z; na dalSich mistech. Symboly Z; jsou specialni znaky
pro oznaceni dna zasobniku.

5. 1 ={|q,a] | g€ F,a eI'7}
Lze ukazat, ze (a,aw, X1 ... XpeXkt+1... Xpn) Fp (ryw, Y1 ... Y1 X1 ... X)) plati,
prave kdyz ([q, a], aw, ) I—};l ([r,a],w,B") kde
aB=X1...Xn 2™
O{/BI = Yl “ . KXk—l—l c e XnZin
af = |o| =m
a mezi témito dvéma konfiguracemi automatu P, neni Zzadna konfigurace, ve které
by druhy ¢len stavu (vyrovnavaci pameét) mél délku m.

Tedy relace (qo, w, Zo) Fp (q,€,a) pro g € F,a € I'* plati, prave kdyz
(lg0, Zo, Z7" "), w, Z1) F5, (la, B],2,7), kde |8] = m a By = aZ{". Tedy L(P) = L(P). O
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ZA prijimajici s vyprazdnenim zas.

Definice 3.8 Zasobnikovy automat nebo rozsireny zasobnikovy automat
P=(Q,%,T,6,q0,7Z,0) pfijima s vyprazdnénim zasobniku, pokud

L(P) =A{w | (q0,w, Zo) -~ (g,¢,€),q € Q}

Véta 3.2 Ke kazdému ZA (resp. RZA) P existuje ZA (resp. RZA) P’, ktery pfijiméa
s vyprazdnénim zsobniku, takovy, ze L(P) = L(P").

Dikaz. (Hlavni mySlenka) Opét budeme konstruovat automat P’ tak, aby simuloval
automat P. Kdykoli automat P dospéje do koncového stavu, prejde automat P’ do
specialniho stavu q., ktery zpusobi vyprazdnéni zasobniku. Musime vSak uvazit situaci,
kdy automat P je v konfiguraci s prazdnym zasobnikem, nikoli v§ak v koncovém stavu.
Abychom zabranili pfipadim, Ze automat P’ prijima fetézec, ktery nema byt pfijat,
pridame k zasobnikové abecedé automatu P’ znak, jenz bude oznacovat dno zasobniku
a muze byt vybran pouze tehdy, je-li automat P’ ve stavu g.. O
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Ekvivalence BJ a jazyku prijimanych ZA

Oznacme tridu v8ech jazyku prijimanych zasobnikovymi automaty symbolem Lp.
Dokazeme, ze L2 = Lp postupem analogickym s dikazem tvrzeni L3 = Ly,. Ukazeme
tedy, ze

ke kazdé bezkontextové gramatice existuje ekvivalentni zasobnikovy automat, tj.
Lo C Lp —vyuzijeme konstrukci pro nedeterministickou syntaktickou analyzu

a ke kazdému zasobnikovému automatu existuje ekvivalentni gramatika typu 2, ij.
Lp C Lo

Poznamka: Pokrocilé konstrukce pro syntaktickou analyzu BG se jiz v TINu neuci a
nezkousi (vice informaci viz opora a kurzy IFJ a VYPa).
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Nedeterministicka analyza shora dolu

Veta 3.3 Necht G = (N, 3, P, S) je bezkontextova gramatika. Pak existuje zdsobnikovy
automat P, ktery pfijima s vyprazdnénim zasobniku takovy, Zze L(G) = L(P).

Dukaz. Zasobnikovy automat P vytvofime tak, aby vytvarel levou derivaci vstupniho
retézce v gramatice G (modeloval syntaktickou analyzu shora dolt). Necht P je ZA:

P={q},X,NUX,J,q,S,0), kde ¢ je urCena takto:

Je-li A — « pravidlo z P, pak (¢, «) € 6(q, e, A)
0(q,a,a) ={(q,e)} provsSechna a € %

Indukci |ze dokazat ekvivalenci
A="w < (q,w,A)F" (¢,e,e), m,n>1,w e X"

coz pro pfipad A = S znamena L(G) = L(P).
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Priklad 3.8 Ke gramatice
G = ({S},{0,1},{S — 051,85 — 01}, .9),

sestrojime zasobnikovy automat P, ktery modeluje syntaktickou analyzu shora dolu:
P = ({q},{0,1},{S,0,1},6,q, S,0), kde

0(q,€,5) = {(q,051),(q,01)}
0(¢,0,0) = {(g,¢)}
0(q,1,1) = {(g,¢)}

Skutecné, napf. derivaci
S = 051 = 00511 = 000111

odpovida posloupnost prechodl automatu P:

(g,000111, S) F (g,000111,081) - (¢,00111, S1) - (¢,00111,0511) F (g,0111, S11)
(¢,0111,0111) (¢, 111, 111) F (g, 11,11) F (¢, 1, 1) F (g, &, €)

Bezkontextové jazyky 1 — p.29/61



*ﬁp g £2>|<

Véta 3.4 Necht P = (Q,X,T,9,qo, Zo,0) je zasobnikovy automat pfijimajici
s vyprazdnenim zasobniku. Pak existuje gramatika G = (N, X, P, S) takova, ze

Dukaz. Gramatiku G budeme definovat formalné takto:
N ={[gZr] | q,r € Q,Z c T} U{S}
Jestlize (r, X1 X2 ... Xk) € §(q,a,2), k > 1, pak k P pfidej pravidla tvaru
qZsk] — a|rXis1][s1 Xas2] ... [sk—1XkSk]
pro kazdou posloupnost stavl s1, s2, ..., sk Z mnoziny @)
Jestlize (r,¢) € 6(q, a, Z), pak k P pfidej pravidlo [¢Zr] — a (pro a € X U {e})
Pro kazdy stav q € Q pfidej k P pravidlo S — [qoZoq]
Indukci Ize dokézat S = [qoZoq] =T w pravé kdyz (qo, w, Zo) F* (q, ¢, €)
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Ukazka fixpoint algoritmu pro BG

% Fixpoint algoritmy se vyuZzivaji pro ruzné transformace BG (viz opora)

jednotlivé transformace se jiz neuci a nezkousi
na zkouskach se ale muze objevit konstrukce néjakych fixpoint algoritmu (viz
cviceni)

Algoritmus 3.1 VypocCet mnoziny nonterminalu generujicich termindalni fetézce
Vstup: Gramatika G = (N, X, P, S).

Vystup: Mnozina Ny = {A € N | A= w,w € ¥*}.

Metoda: Pocitame mnoziny No, N1, Na, ... rekurentné takto:

1. No = @,’L =1
2. Ny ={A|A—ajevPaae (N1 UX)"}
3. Je-li N; # N;_1,i:=1+ 1avrat se k (2). Je-li N;, = N;_4, poloz N, = N; a skongi.

Priklad 3.9 Uvazujme gramatiku
G = ({S,A,B},{a,b},{S —a,5 > A, A— AB,B — b}, 5).

1. No =10
2. Ny = {S, B}
3. No=N; =N, ={S,B}
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Ukazka fixpoint algoritmu pro BG

Algoritmus 3.2 Vypocet mnoziny dostupnych symbolu

Vstup: Gramatika G = (N, %, P, S).

Vystup: MnozinaV ={X e NUX | S =" aXf,a,8 € (NUX)"}.
Metoda:

1. Vo = {S},izl
2. Vi={X|A—-aXpfjevPaAcV,_1}UV,_
3. Je-liV; #A#V,_1,i:=i+1avrat se k(2). Je-li V; = V,_1, poloz V = V; a skonci.

Priklad 3.10 Uvazujme gramatiku
G = ({S,A,B},{a,b},{S —a,5 > A, A — AB,B — b}, 5).

Vo =S

Vi={S,a,A}

Vo ={S,a,A, B}

Vs ={S,a, A, B,b}
Vai=Voa=V ={S,a, A, B,b}

ok~ b=
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Chomského normalni forma (CNF)

% Dulezita (ekvivalentni) varianta BG vyuzivana v dikazu Pumping teorému pro BJ.

Definice 3.9 Bezkontextova gramatika G = (N, X, P, S) je v Chomského normalni
formé, ma-li kazdé pravidlo z P jeden z téchto tvaru:

1. A— BC,kde A,B,C € N

2. A—a,kdeacX

3. je-lie e L(G), pak S — ¢ je jediné e-pravidlo a S se nevyskytuje na prave strane
zadného prepisovaciho pravidla.

Problem: Necht G = (IV, X, P, S) je bezkontextova gramatika v CNF a necht w € L(G) a
S =7 w. Jaka je délka fetézce w?

Reseni: Oznaéme |w| = n. Zfejmé plati
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Véta 3.5 Necht G je bezkontextova gramatika. Pak existuje gramatika G’ v Chomského
normalni formé takova, ze L(G') = L(G).

Dukaz. (Hlavni mySlenka) Gramatiku G prevedeme na ekvivalentni vlastni gramatiku bez
jednoduchych pravidel (viz opora).

1. Pravidla tvaru (1), (2) a (3) ponechame.

2. Pravidlatvaru A — X1 X,... X,,,kde X; e (NUX)proi=1,...,n,n > 2,
transformujeme na A — X{(X>X3...X,), kde (X2X5...X,) je novy nontermindl
a X1 je novy nonterminal pokud X; € X, nebo X; = X; v opacném pripadé.

3. Pravidla tvaru A — X; X transformujeme na pravidla A — X| X5, kde X je novy
nonterminal pokud X; € X, nebo X, = X; v opa¢ném pfipadé pro i € {1, 2}

4. Pro nové nontermindly tvaru (X1 X2 ... X,), n > 2, zavedeme pravidla
(X1X2...Xn) = X1(X2... X)) pron > 2 a (X1 X2) = X1 X5 pron = 2, kde
(X2 ...X,) je novy nonterminal a X je novy nonterminal pokud X; € X, nebo
X! = X, v opacném pfipadé pro i € {1, 2}.

5. Pro nové nonterminaly tvaru X, kde X; € X pfidame pravidla tvaru X; — X;.
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Priklad 3.11 Uvazujme gramatiku G = ({4, B}, {a,b,c}, P, A) s pravidly:

A — BAB | Ba | bc
B — AB|a| BBB

Po aplikaci transformaci (1.)-(4.) ziskame CNF ve tvaru:

A — B(AB)|Bad'|b'c
B - AB | a | B(BB)
(AB) — AB

(BB) — BB

a —a

b — b

¢ —c
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Vlastnosti
bezkontextovych jazyku



Pumping teorem pro BJ

Véta 3.6 Necht L je bezkontextovy jazyk. Pak existuje konstanta k > 0 takova, ze je-li
z € L alz| >k, pak |ze z napsat ve tvaru:

z = wvwxy,vr # €, lvwz| < k

a pro véechna i > 0 je uwv'wz'y € L.

% Ekvivalentni formulace Pumping lemmatu (pouZiti explicitni alternace kvantifikatoru) :

Le L= 4dk>0:
VzeX*:ze LA |z| > k=
(Fuvwzy € X* : 2z = wowzy A vr # e A jvwz] < k AV > 0: w'wz'y € L)
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Dukaz. Necht L = L(G) anecht G = (N, X, P, S) je gramatika v CNF.

1. Nejprve dokazeme implikaci:
Jestlize A =T w pronéjaké A € N, w € ¥*, pak |w| < 2™~ 2, kde m je pocet
vrcholl nejdelSi cesty v odpovidajicim derivacnim stromu.

Tato implikace plati, protoze |w| je rovno poctu primych predchudcu listu
prislusného deriva¢niho stromu, ktery je maximalné roven poctu listt plného
binarniho stromu, jehoz v8echny vétve obsahuji m — 1 uzld, coz je pravé 2™ =,

Skutecne:
PIny binarni strom s vétvemi o n uzlech, ma 2" list(, coz se snadno ukaze
indukci:
PIny binarni strom s (jedinou) vétvi o n = 1 uzlu, ma 1 = 2° = 2"~ lista.
Plny binarni strom s vétvemi délky n = n’ + 1 uzld, n’ > 1, ma
g’ =1 gn'=l — g gn'—1 — gltn'=1 _ on’ _ gn—1 |igyy,
Postaci tedy volit n = m — 1, pfiCemz pripad neplnych binarnich stromu neni
tfeba uvazovat, nebot’ se zajimame o stromy s maximalnim poctem listu pfi
dané maximalni délce vétvi.

Dukaz pokracuje dale.
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2. Polozme k = 2!V > 0 a uvazujme libovol-
nou vétu z takovou, Ze |z| > k.

Oznacime-li m pocCet vrcholl nejdelSi cesty
v odpovidajicim derivacnim stromu, pak
2INT < 9m=2 3 takova cesta pak obsahuje
alespon |N| + 2 vrcholu (|N| 4+ 2 < m).

Z téchto |N| + 2 vrcholul je jeden terminal a
nutné alespon dva jsou oznaceny stejnym
nonterminalem, reknéme A.

Viz obrazek vpravo.

Retézce v, 2 nemohou byt prazdné, protoze aplikované pravidlo mélo tvar A — BC. Nyni
uvazujme derivaci retézce z tvaru:

S =* uAy =T wAzy =1 wwwzy = 2z

To pak ovéem znamena, ze v G existuje rovnéz derivace:

S =* uAy =1 wAzy =T wwvAzzy =1 wwiwz?y,

protoze A =T w, a tedy derivace S =* uv'wz"y pro libovolné i > 0, coZ je dokazované
tvrzeni. 0

Bezkontextové jazyky 1 —p.39/61



Pouziti Pumping lemmatu

(LeLo=A) < (mA= L& L) Obmeénaimplikace

A= dk>0:

VzeX*:ze LA |z| > k=

(FJuvwzy € X* : z = wowazy A ve £ e A jvwz| <kEAVI >0 : uw'wz'y € L)
—A= Vk>0:

dzeX™:ze LA |z| > kA
(Vu,v,w,z,y € L* : z = uvway A vr #e A |lvwz| < k= 3i>0: w'wzr'y & L)

% K dukazu, zZe jazyk L neni bezkontextovy stacCi dokazat tvrzeni —A.
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Aplikace pumping teoremu

Lemma 3.3 Jazyk L = {ww | w € {a, b, c}"} neni bezkontextovym jazykem.

Dukaz.
< Pro libovolné k > 0 zvolime slovo z = a*b*a*b* (z € L A |2| > k).

Poznamka: Uvazte, pro¢ je volba slov typu z = a** &i z = a*b'°a”b'° $patna (. dukaz
pro tyto slova nelze provést).

< Dale uvazme vSechny rozdéleni z = vvwzy kde ve # e A |vwzx| < k.

1. vwz = a™: Pfivolbé i # 1 ve slové uv wz"y porusime pocty znaku a v prvni a
druhé casti slova.

2. vwx = b™: Podobné jako v (1) akorat porusime pocty znaku b.

3. vwx = a™b": Pfivolbé i # 1 ve slové wvwz"y porudime shodu prvni a druhé ¢asti
slova.

4. vwzx = b"a": Stejné jako v (3).
Uvédomme si, Ze volby vwz = a™b"a’ a vwzx = b"a"b° porusuji podminku |vwz| < k.

< Ukazali jsme, Ze pro L plati tvrzeni —A (viz. pfedchozi slajd) a tudiz L ¢ L.
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Substituce jazyku

Definice 3.10 Necht' L je tfida jazykl a necht L C X" je jazykem tfidy £. Dale necht
¥ =Aa1,az2,...,a,} pro nejaké n € N a necht jazyky oznacené L., La,, ..., La,, jSOU
rovnéz jazyky tfidy £. Rikdme, Ze tfida £ je uzaviena vzhledem k substituci, jestlize pro
kazdy vybeér jazyk( L, Lo, , Lay, .-, La,, j€ také jazyk or, r.,....La4, (L)

OLay Lays--sLany, (L) = {Zblxg...iljm ’ b1ba...b,, € L ANVt € {1, ,m} C X € Lb,,;}
ve tfidé L.

Priklad 3.12 Necht L = {0"1" | n > 1}, Lo = {a}, L1 = {b™c™ | m > 1}. Substituci
jazyku Lo a L1 do L dostaneme jazyk

L' ={a"b™ c™b™ ™0™ [ n>1AVi€{l,...,n} :m; > 1}
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Morfismus jazyku

Definice 3.11 Necht X a A jsou abecedy a L. C X" je jazyk nad abecedou ..

Zobrazeni h : ¥* — A™ nazveme morfismem nad slovy, plati-li
Vw = aiaz...a, € X* : h(w) = h(a1)h(az2)...h(an).

Morfismus jazyka h(L) pak definujeme jako h(L) = {h(w) | w € L}.

% Morfismus jazyku je zvlastni pfipad substituce, kde kazdy substituovany jazyk ma
prave jednu vetu.
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Uzavrenost vuci substituci

Veéta 3.7 Trida bezkontextovych jazyku je uzaviena vuci substituci.

Dukaz.

Ve shodé s definici substituce necht ¥ = {a1, as, ..., a, } je abeceda
bezkontextového jazyka L a L, pro a € X libovolné bezkontextové jazyky. Necht
G=(N,X,P,S)aG, = (Ng,Xa, Pa,Sa) pro a € 3 jsou gramatiky, pro které
L=L(G)aL,=L(G,)proa € X.
Pfedpokladejme, ze NN N, =0 a N, N N, = 0 pro kazdé a,b € X, a # b.
Sestrojme gramatiku G’ = (N',Y’, P’, S) takto:
1. NN=NuUlU,cs Na.
2. ¥ ={,cx Za.
3. Necht A je morfismus na N U X takovy, ze
h(A)=AproAe N a
h(a) = Sa proa € X
anecht P ={A — h(a) | (A= a) € PtUU,cx Pa-

Uvazujme libovolnou vétu a;, a;,...a;,, € L avéty x; € Loy 1< j<m.Pak
S =8, S
G/ 1
Podobné L(G") C L'.

wSa; = 2184, ....8; = .. %xlxg...xm atedy L' C L(@").

Ao 7
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Dukaz uzavrenosti L, jazyku

Necht L, a L; jsou bezkontextové jazyKky.

1. Uzavfenost vuci U plyne ze substituce L., L, do jazyka {a,b}.
Uzavrenost vuci . plyne ze substituce L., L, do jazyka {ab}.
Uzavrenost vuci x plyne ze substituce L, do jazyka {a}".

Uzavienost vuci + plyne ze substituce L, do jazyka {a}*.

ok~ WD

Necht h je dany morfismus a L, = {h(a)} pro a € 3. Substituci jazykd L; do
jazyka L ziskame jazyk h(L).
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Veéta 3.8 Bezkontextové jazyky jsou uzavieny vzhledem k pruniku s regularnimi jazyky.

Dukaz. Snadno zkonstruujeme ZA pfijimajici pfislusny prunik — konstruujeme prunik na
kone¢ném fizeni, zasobnikové operace zUstavaji. O
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Neuzavrenost L, vuci pruniku a doplnku

Veéta 3.9 Bezkontextové jazyky nejsou uzavieny vUci praniku a doplnku.

Dukaz.

1. Neuzavrenost vuci N:
Uvazujme jazyky L1 = {a™b™c" | n,m > 1} a Ly = {a™b"c" | m,n > 1}, které
jsou oba bezkontextové. Ovéem L; N Ly = {a"b"c" | n > 1}, coz neni
bezkontextovy jazyk (Ize ukazat napf. pomoci Pumping lemmatu).

2. Neuzavienost vuci doplnku: Predpokladejme, ze bezk. jazyky jsou uzavreny vici
doplnku. Z De Morganovych zadkonu (a z uzavrenosti vucéi sjednoceni) pak ovéem

plyne uzavrenost vaci praniku Ly N Le = L1 N Ly = Ly U Lo, COZ je spor.
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Rozhodnutelne probléemy pro L

Véta 3.10 Nasledujici problémy jsou rozhodnutelné, tj. jsou algoritmicky resitelné:
1. problém neprazdnosti jazyka L(G) pro libovolnou bezkontextovou gramatiku G,

2. problém prislusnosti fetézce w € ¥* do jazyka L(G) pro libovolnou bezkontextovou
gramatiku G,

3. problém konecnosti jazyka L(G) pro libovolnou bezkontextovou gramatiku G.

Dukaz.

1. K rozhodovani neprazdnosti Ize vyuzit algoritmus iterativné urCujici mnozinu NV
nonterminall generujicich terminalni retézce uvedeny v predchozi prednasce. Pak

2. U problému prislusnosti retézce muzeme napr. urcit prinik NZA s KA pfijimajicim
prave retézec w a pak ovérit neprazdnost.

Dukaz pokracuje dale.
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Pokracovani dukazu.

3. Problém konec¢nosti muzeme rozhodovat na zaklade platnosti Pumping lemma pro
CFL:

Dle Pumping lemma pro bezkontextove jazyky existuje pro kazdy

bezkontextovy jazyk L konstanta k € N takova, Ze kazdou vétu w € L,

lw| > k, muZzeme rozepsat jako uwvwxy, kde vx # € a |[vwz| < k, a

Vi € N: uv'wz'y € L.

Pro testovani konecnosti tedy postaci oveérit, ze zadny fetézec ze X* o délce

mezi k a 2k — 1 nepatfi do daného jazyka:
Pokud takovy fetézec existuje, muze byt ,napumpovan“ a dostavame
nekonecné mnoho fetézcu patricich do daného jazyka.
Jestlize takovy fetézec neexistuje, k£ — 1 je horni limit délky fetézcu L.
Pokud by existoval fetézec délky 2k nebo vétsi patfici do L, mizeme v
ném podle Pumping lemma najit vwz a vypustit vx. Vzhledem k tomu, Ze
0 < |vx| < k, postupnym opakovanim vypousteni bychom se dostali k
nutné existenci fetézce z L o délce mezi k a 2k — 1.

K uréeni konstanty k postaci reprezentovat L pomoci bezkontextové

gramatiky v CNF s n nonterminaly a zvolit £ = 2" (viz dikaz Pumping lemma).

O
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Nerozhodnutelné problemy pro Lo

Véta 3.11 Nasledujici problémy jsou nerozhodnutelné, tj. nejsou algoritmicky feSitelné:

1. problém ekvivalence jazyku bezkontextovych gramatik, tj. otdzka, zda
L(G1) = L(G2) pro dvé bezkontextové gramatiky G1, G2,

2. problém inkluze jazyku bezkontextovych gramatik, tj. otdzka, zda L(G1) C L(G2)
pro dvé bezkontextové gramatiky G1, Ga.

Dukaz. Dukaz lze vést pomoci techniky redukce. Vice v pozdéjSich prednaskach o
nerozhodnutelnosti. O
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Regularita

Definice 3.12 Bezkontextova gramatika G = (N, X, P, S) ma vlastnost sebevlozeni,

jestlize existuji A € N au,v € X7 takové, Zze A =T uwAv a A neni zbyteCny nonterminal.
Bezkontextovy jazyk ma vlastnost sebevlozeni, jestlize kazda gramatika, ktera je;
generuje, ma vlastnost sebevlozeni.

Véta 3.12 Bezkontextovy jazyk ma vlastnost sebevlozeni pravé tehdy, kdyz neni
regularni.

Dukaz. Muzeme vyuzit GNF — bliZe viz doporucCena literatura. O

% Problém, zda dana bezkontextova gramatika generuje regularni jazyk, neni
algoritmicky rozhodnutelny.
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Deterministické
zasobnikové automaty



Deterministicky zasobnikovy automat

Definice 3.13 Zasobnikovy automat P = (Q, X, T, 9, qo, 20, F') nazyvame deterministicky
zasobnikovy automat (DZA), jestlize pro kazdé ¢ € Q a z € T" plati bud

Va € ¥ :16(q,a,2)| <1A(q,¢e,2) =0, nebo
Va € ¥:6(q,a,2) =0 A|d(g,e,2)] < 1.

Definice 3.14 Necht L = L(P), kde P je deterministicky zasobnikovy automat. Jazyk L
se pak nazyva deterministickym bezkontextovym jazykem.
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Priklad 3.13 Uvazujme gramatiku G = ({X,Y}, {a, b, c}, P, X) s pravidly:
X — aXal|cYc|d
Y — aYbX |c

Jedna se o LL(1) gramatiku a tudiz muzeme sestrojit DZA
= ({q},{a,b,c},{X,Y,a,b,c},b,q, X,0) takovy, ze L(G) = L(P) a provadi LL(1)
analyzu :

6: 6(q,a,X)=(q,Xa) 6(q,¢,Y) = (q,¢)
6(q,b, X) = (q,¢) 5((1 ) (g,¢)
(g, ¢, X) = (g,Yc) 6(q; b, b) (¢;¢€)
0(g;a,Y) = (q,YbX) (g, ¢,c) = (g,¢€)

Skutecné, napf. derivaci X = aXa = aba odpovida prijimajici posloupnost konfiguraci
(a,aba, X) F (q,ba, Xa) F (q,a,a) F (q,¢,¢).
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Neekvivalence NZA a DZA

Véta 3.13 DZA maji strikiné mensSi vyjadrovaci silu nez NZA.
Dikaz. (idea) Bezkontextovy jazyk L = {ww” | w € ¥} nelze pfijimat Zadnym DZA.

Neformalné fe¢eno, DZA nema moznost uhadnout, kdy kon&i w a zaging w™. O

% Poznamka: Jind moznost dukazu véty je pres nasledné uvedenou uzavrenost jazyku
DZA viéi doplhku a pres uvazeni, ze {anb™c™|n > 1} je bezkontextovy jazyk.

% Problém, zda dany bezkontextovy jazyk je jazykem néjakého DZA, neni obecné
rozhodnutelny (podobné jako neni rozhodnutelna viceznacnost).

% Deterministické bezkontextové jazyky maiji jiné uzavérové vlastnosti. Vice viz opora
(nezkousi se).
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