Turingovy stroje



Churchova teze

% Churchova (Church-Turingova) teze: Turingovy stroje (a jim ekvivalentni systémy)
definuji svou vypocetni silou to, co intuitivné povaZujeme za efektivné vycislitelné.

% Churchova teze neni teorém, nemuzeme formalné dokazovat, Zze néco odpovida nasim
intuitivnim predstavam, nicméné je podporena fadou argumentu:
Turingovy stroje jsou velmi robustni — uvidime, Ze jejich rizné Upravy nemeéni jejich
vypocetni silu (determinismus x nedeterminismus, pocet pasek, ...).

Byla navrzena fada zcela odliSnych vypocetnich modeld (\-kalkulus, parcialné
rekurzivni funkce, Minského stroje, ...), jejichz sila odpovida Turingovym strojum.

Neni znam zadny vypocetni proces, ktery bychom oznacili za efektivné vycislitelny
a ktery by nebylo mozné realizovat na Turingoveé strojf:

Existuji formalizované vypocetni procesy, realizovatelné napf. na TS s ordkulem
(ndpovédou) rozhodujicim atomicky néjaky Turingovsky nerozhodnutelny problém (napf.
problém zastaveni), které ale nepovazujeme za efektivni vypocetni procesy.
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Turinguyv stroj

paska: | X |y |z |A \

- — Cteci/zapisova hlava

stavoveé rizeni

Definice 7.1 Turinguv stroj (TS) je Sestice tvaru M = (Q, >, 1,9, qo, qr ), kde:
Q je koneCna mnozina vnitfnich (fidicich) stavd,
. je kone¢nd mnozina symboll nazyvana vstupni abeceda, A ¢ 3,
I" je kone¢na mnozina symbold, X C I', A € I', nazyvana paskova abeceda,

parcialni funkce 6 : (Q \ {gr}) X' - Q@ x (TU{L,R}),kde L,R ¢ T, je
prechodova funkce,

qo je pocatecni stav, go € Q a
gr je koncovy stav, qr € Q.
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Konfigurace Turingova stroje

% Symbol A znaci tzv. blank (prazdny symbol), ktery se vyskytuje na mistech pasky,
ktera nebyla jesté pouzita (mlze ale byt na pasku zapsan i pozdeji).

% Konfigurace pasky je dvojice sestavajici z nekone¢ného retézce reprezentujiciho
obsah pasky a pozice hlavy na tomto retézci — presnéji jde o prvek mnoziny
{yA* | v eI} x NA

% Konfiguraci pasky zapisujeme jako AzyzzAxzAA... (podtrzeni znaci pozici hlavy).

% Konfigurace stroje je pak dana stavem fizeni a konfiguraci pasky — formalné se jedna
0 prvek mnoziny @Q x {vA® |y eI} x N.

% | kdyz je paska nekonecna, dokdzeme ji jednoznacné specifikovat konecnym retézcem
popisujici obsah neprazdnych policek (tech je vzdy koneché mnoho). Proto muzeme
zjednodusit zapis konfigurace a specifikovat pouze neprazdné policka pasky v € I'*.

% Pro libovolnou abecedu & je 2 mnozina vSech nekonecnych fetézci nad X, tj. nekonecnych

posloupnosti symbola ze . Pro pripomenuti: X* je mnozina vSech konecnich fetézci nad .
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Prechodova relace TS

% Pro libovolny fetézec v € I'* a Cislo n € N oznacme ~,, n-ty symbol daného retézce a
oznacme s; () fetézec, ktery vznikne z v zaménou ~,, za b.

% Krok vypoc¢tu TS M definujeme jako nejmensi binarni relaci Ab takovou, ze

Vg1, € QVyeT“VneNVb el
(q1,7v,m) ]\I—4 (q2,v,n+ 1) pro 6(q1,v) = (g2, R) — operace posuvu doprava pfi v,
pod hlavou,
(q1,7v,n) ]\I—4 (g2,v,m — 1) pro 6(q1,v») = (g2, L) an > 0 — operace posuvu doleva
pfi v, pod hlavou a
(q1,7,n) ]\I—4 (g2, sy (7),n) pro 6(qi1,vn) = (q2,b) — operace zapisu b pfi v, pod
hlavou.
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Viypocet TS

% Vypocet TS M zacinajici z konfigurace K je posloupnost konfiguraci Ko, K1, Ko, ...,
ve které K; Ab K11 pro vSechna i > 0 takova, ze K;11 je v dané posloupnosti, a

ktera je bud
nekonecna, a nebo
kone¢na s koncovou konfiguraci (q,y,n), pficemz rozliSujeme nasledujici

typy zastaveni TS:
1. normalni — pfechodem do koncového stavu, tj. ¢ = qr, a

2. abnormalni, kdy q # qr a:
(a) pro (q,v») neni ¢ definovana, nebo
(b) hlava je na nejlevéjsi pozici pasky a dojde k posunu doleva, t. n =0 a
(g, vn) = (¢', L) pro néjake ¢’ € Q.
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Poznamka — alternativni definice TS

% Pouzivaji se i nékteré alternativni definice TS, u kterych se da snadno ukazat
vzajemna prevoditelnost:

namisto jediného ¢r je povolena mnozina koncovych stavu,

na prvnim policku pasky je ,napevno® zapsan symbol konce pasky, z nehoz neni
mozny posun doleva,

pfi zavedeni obou pfedchozich bodu je 6 obvykle definovana jako totalni funkce,
prepis a posuv hlavy jsou spojeny do jedné operace
apod.

Turingovy stroje 1 — p.7/56



Graficka reprezentace TS

% Graficka reprezentace prechodu (x — co se Cte, s — zapis/L/R):

x/s
P
% Graficka reprezentace pocatecniho a koncového stavu: —’®

Priklad 7.1 TS, ktery posouva hlavu doprava na prvni A pocinaje aktualni pozici (napf.
AaabA... — AaabA...):

6XO
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Priklady TS

Priklad 7.2 TS, ktery modifikuje pasku ve tvaru Aa" A pron > 0 na Ab"A

b/R

@ A/R A/A II

alb

Pfiklad 7.3 TS, ktery modifikuje pasku ve tvaru Aa*"A pron > 0 na A(ab)"A
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Priklady TS

Priklad 7.4 TS, ktery modifikuje pasku ve tvaru Aa” A pron > 0 na Aa”b" A

A/R a/R  b/R a/L

Turingovy stroje 1 —p.10/56



Turingovsky vycislitelne funkce

Uvédomme si, Zze na TS Ize také nahlizet jako na vypocCetni mechanismy
implementujici funkce X* — I'* tim, Ze transformuji poCatecni neblankovy prefix
své pasky na jiny neblankovy prefix pfi pfechodu do koncového stavu.

Vzhledem k tomu, ze TS nemusi kazdy svuj vstup prijmout, jsou funkce jimi
implementované obecné parcialni.

Definice 7.2 Turinguv stroj M = (Q, >, 1,9, qo, qr) vycCisluje (pocita) parcialni funkci
foXm = 31", 8 C T, A € 34, jestlize pro kazdé (wi, wa, ..., wn,) € X a
odpovidajici poc¢ateéni konfiguraci Awi Aw2 A ... Aw,, A* stroj M.

1. v pfipadé, ze f(wi,...,wn) je definovana, pak M zastavi a paska obsahuje
AviAve AL Av, AAA, kde (vi,v2, ..., 0n) = f(wi, ..., W)
2. v pfipade, ze f(wi,...,wny) neni definovana, M cykli nebo zastavi abnormalne.

Parciélni funkce, kterou maze pocitat néjaky Turinglv stroj se nazyva funkci Turingovsky
vycislitelnou.
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Turingovy stroje
jako akceptory jazyku



Jazyk prijimany TS

Definice 7.3
1. Retézecw € X" jepfijat TS M = (Q, %, T, 6, qo, qr), jestlize M pfi aktivaci z

pocateéni konfigurace pasky AwA... a po¢ate¢niho stavu qo zastavi pfechodem do

*

koncového stavu gr, 1. (qo, AwA*,0) 1\|_4 (qr,y,n) pro néjaké v € I'* an € N.
2. Mnozinu L(M) = {w | w je pfijat TS M} C ¥* nazyvame jazyk prijimany TS M.

% Alternativné muzeme prijeti retézce TS definovat tak, ze TS zacdina s konfiguraci pasky
AwA... a zastavi s konfiguraci pasky AYA..., Y € '\ %, (Y znaci Yes).
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IS pro nebezkontextovy jazyk

Priklad 7.5 TS, ktery pfijima jazyk L = {a"b"c" | n > 0}
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Vicepaskové Turingovy stroje



Vicepaskove TS

% Uvazujme TS, ktery ma k pasek s paskovymi abecedamiI'y,I's, ..., 'y a k
odpovidajicich hlav s prechodovou funkci tvaru

§: (Q\{gr}) xT1 xTax .. xTp — QxT7 x5y x...xIY

kde T, = T; U {L, R}.

Véta 7.1 Pro kazdy k-paskovy TS M existuje jednopaskovy TS M’ takovy, Ze
L(M) = L(M").

Dukaz. (idea)

DI X
R I<|ID> X

|
Novy paskovy symbol

Dukaz pokracuje dale.
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Pokracovani dukazu. Dukaz provedeme tak, ze ukdzeme algoritmus prevodu na
ekvivalentni jednopaskovy TS:

Predpokladame, Ze prijimany fetézec je u k-paskového stroje na pocatku zapsan
na prvni pasce, véechny ostatni pasky jsou prazdné a vSechny hlavy jsou na
nejlevejsi pozici.

Puvodnich k pasek simulujeme roz8ifenim paskové abecedy o 2k-tice, v nichz
vzdy i-ta slozka pro liché i reprezentuje obsah (*£%)-ni pasky a na pozicii + 1 je A
nebo 1 podle toho, zda se na ni nachazi prislusna hlava ¢i nikoliv.

Pocet nacitanych kombinaci symboll v pavodnim automatu je konecny a tudiz si
vySe uvedené rozsSireni mizeme skutecné dovolit.

P¥i simulaci k-paskového TS pak nejprve prevedeme puvodni obsah prvni pasky
na ekvivalentni obsah zakdédovany v 2k-ticich a pak kazdy krok simulujeme
nékolika kroky.

Pfi rozhodovani o dalSim kroku stroj M’ projde celou pasku a zapamatuje si ve
svém stavu usporadanou k-tici aktualné ctenych symbolu. Stavy jsou tedy

(k + 1)-tice, kde prvni slozka je stav pavodniho TS, a dovoluji tedy stroji M’
korektné simulovat pdvodni stro;.

Po preéteni pasky a aktualizace stavu M’ premisti hlavu na specialni pozici nalevo
od uzite¢ného obsahu pasky.

Dukaz pokracuje dale.
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Pokracovani dukazu.

Po rozhodnuti o dalSim kroku se posunujeme postupné doprava na pozice, ktera se
maji modifikovat, provedeme prisluSnou zménu a vratime se zpét doleva.

Za novy aktualni stav povazujeme (k + 1)-tici danou novym stavem simulovaného
TS a novou k-tici reprezentujici modifikace na simulovanych paskach.

Uvédomme si, Ze jeden krok simulace vicepaskového stroje vyzaduje 2 pruchody
paskou — vice viz pfednaska o slozitosti.

Navic je nutné korektne simulovat ,pfepadnuti® hlavy na kterékoliv pasce a prevod
dosud nevyuzitych mist pasky s A na odpovidajici 2k-tici blank symbolu.

Pri radné formalizaci popsaného algoritmu pak neni tézké ukazat, ze vysledny TS
skute¢né simuluje pavodni TS.
O

% Zaver:
Zvétseni pamet'ovych mozZnosti TS nerozsiruje jejich schopnosti prijimat jazyky!
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Priklad vicepaskoveho TS

Priklad 7.6 4-paskovy TS, ktery pfijima jazyk L = {a"b"c" | n > 0}
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Nedeterministické
Turingovy stroje



Nedeterministické TS

Definice 7.4 Nedeterministicky TS je Sestice M = (@, >, T, 4, qo, qr ), kde vyznam
jednotlivych slozek je shodny s deterministickym TS az na é, jez ma tvar:

6:(Q\ {ar}) x T — 20X (HAAD

Definice 7.5 Jazyk L(M)NTS M = (Q, X, T, 9, qo, qr) j© mMnozina fetézcl w € ¥~
takovych, ze M pf¥i aktivaci z go pfi po¢atecnim obsahu pasky AwA... muze zastavit
pfechodem do ¢r.

Véta 7.2 Pro kazdy NTS M existuje DTS M’ takovy, ze L(M) = L(M").

Dukaz. (idea)
NTS M budeme simulovat tfipaskovym DTS. Vyznam jednotlivych pasek tohoto
stroje je nasleduijici:
Paska 1 obsahuje vstupni retézec.

Paska 2 je pracovni paska. Obsahuje kopii pasky 1 ohrani¢enou vhodnymi
specialnimi znackami. Po neluspésném pokusu o prijeti je jeji obsah smazan a
obnoven z prvni pasky.

Paska 3 obsahuje kédovanou volbu posloupnosti prechodu; pfi netuspéchu
bude jeji obsah nahrazen jinou posloupnosti.

Dukaz pokracuje dale.
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Pokracovani dukazu.

Zvolena posloupnost prechodu je kédovana posloupnosti Cisel prifazenych
prechodum simulovaného stoje.

Jednotlivé posloupnosti pfechodl na pasce 3 generujme pomoci BFS: nejprve
vSechny vypocty délky 1, potom vSechny vypocty délky 2 atd.
Vlastni simulace probiha takto:

1. Okopiruj obsah pasky 1 na pasku 2.

2. Generuj pristi posloupnost prechodu na pasce 3.

3. Simuluj provedeni posloupnosti z pasky 3 na obsahu pasky 2.

4. \Vede-li zkoumana posloupnost do qr simulovaného stroje, zastav — vstupni

fetézec je prijat. V opacném pfipadé smaz pasku 2 a vrat’ se k bodu 1.

Neni obtizné nahlédnout, Ze jazyk takto vytvoreného stroje odpovida jazyku
puvodniho NTS.

% Zaver:
Zavedenim nedeterminismu do TS se nezvysuji jejich schopnosti prijimat jazyky!
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Univerzalni Turingovy stroje



Kodovani TS

% Kbddovaci systém pro TS zahrnuje (1) kddovani stavu (tak, aby byly odliSeny v§echny
stavy vcCetné ¢o a gr), (2) symboll z I" a (3) prechodové funkce 6.

% Kodovani stavu: Mnozinu stavu (Q usporadame do posloupnosti qo, gF, g, p, ..., t. Stav
q; zakédujeme jako 07, pficemz indexujeme (napf.) od nuly.

< Kodovani symbolu a prikazt L/R: Pfedpokladejme, ze I' = ¥ U {A}. Usporadame X
do posloupnosti a1, ag, ..., a, a zvolime tyto kddy: A — ¢, L — 0, R — 00, a; — 072,

% Prechod §(p,z) = (q,y), kde y € T'U {L, R}, reprezentujeme Ctvefici (p,z,q,y) a
kodujeme zretézenim kodu p, x, g, y pri pouziti 1 jako oddélovace, ij. jako
(p)1{x)1{q)1{y), kde () znaci kdéd _.

% Cely TS kédujeme jako posloupnost kédu prechodl oddélenych a ohrani¢enych 1.

Priklad 7.7 A/X

@ kod: 111010001 1
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Univerzalni TS

% Zavadi koncept ,programovatelného* stroje, ktery umoznuje ve vstupnim fetézci
specifikovat konkrétni TS (tj. program) i data, nad nimiz ma tento stroj pracovat.

% TS, ktery ma byt simulovan, budeme kodovat, jak bylo uvedeno na predchozi strané,
vstupni fetézec budeme kédovat jako posloupnost prislusnych kdédid symbolt oddélenych
a ohranicenych 1. Kéd stroje a vstupniho fetézce oddélime napft. #.

Priklad 7.8 TS z predchozi strany majici na vstupu zxx:
111010001 1#4#1000100010001

% Univerzalni TS, ktery zpracuje toto zadani mizeme navrhnout jako tfipaskovy stroj,
ktery

ma na 1. pasce zadani (a pozdéji vystup),
2. pasku pouziva k simulaci pracovni pasky puvodniho stroje a

na 3. pasce ma zaznamenan fidici stav simulovaného stroje a aktualni pozici hlavy
(pozice hlavy i je kbdovana jako 0°).
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% Univerzalni stroj pracuje takto:

1.

Stroj zkontroluje, zda vstup odpovida néjakému M#w a pokud ne, abnormalné
zastavi.

PrepiSe w na 2. pasku, na 3. pasku umisti kdd g a za néj poznaci, Zze hlava se
nachazi na levem okraji pasky.

Na 2. pasce vyhleda aktualni symbol pod hlavou simulovaného stroje a na 1. pasce
vyhleda pfechod proveditelny ze stavu zapsaného na zacatku 3. pasky pro tento
vstupni symbol. Pokud zadny prechod mozny neni, stroj abnormalné zastavi.

Stroj provede na 2. a 3. pasce zmeny odpovidajici simulovanému pfechodu (prepis
aktualniho symbolu, zména pozice hlavy, zména fidiciho stavu).

Pokud nebyl dosazen stav ¢ simulovaného stroje, prejdeme na bod 3. Jinak stroj
vymaze 1. pasku, umisti na ni obsah 2. pasky a zastavi prechodem do svého
koncového stavu.

% Vime, Ze vySe uvedeny stroj mizeme prevést na jednopaskovy univerzalni TS, ktery
budeme v dal$im znadit jako T .
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Jazyky rekurzivné vycislitelné
a jazyky rekurzivni



Rekurzivni vycislitelnost a rekurzivnost

% Turinguyv stroj se nazyva uplny (total), pravé kdyz se pro kazdy vstup zastavi.

% Poznamka: Nedeterministicky Turingav stroj je Uplny, praveé kdyz pro kazdy vstup je
kazda vypocetni vétev konecna (tj. pro kazdy vstup vzdy zastavi).

Definice 7.6 Jazyk L C X* se nazyva
rekurzivné vycislitelny, jestlize L = L(M) pro néjaky TS M,
rekurzivni, jestlize L = L(M) pro néjaky dplny TS M.

% Je-li M Uplny Turingav stroj, pak fikame, Ze M rozhoduje jazyk L(M).

% Ke kazdému rekurzivnimu jazyku existuje TS, ktery ho rozhoduje, tj. zastavi pro kazdé
vstupni slovo — tento TS Ize samozrejmé upravit tak, aby pro kazdy fetézec z daného
jazyka zastavil s paskou AY AA... a jinak zastavil s paskou ANAA....

% TS pfijimajici rekurzivné vycislitelny jazyk L zastavi pro kazdé w € L, ovSéem pro
w ¢ L mUze zastavit, ale také muze donekonecna cykilit.
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Rozhodovaci problemy

% Rozhodovaci problém (decision problem) P muze byt chapan jako funkce fp s oborem
hodnot {true, false}.

% Rozhodovaci problém je obvykle specifikovan:
definiénim oborem Ap reprezentujicim mnozinu moznych instanci problému
(vstupu) a
podmnozinou Bp C Ap, Bp = {p| fr(p) = true} instanci, pro které je hodnota
fp rovna true.

% V teorii formalnich jazykt pouzivame ke kddovani jednotlivych instanci problému
fetézce nad vhodnou abecedou Y. Pak je rozhodovaci problém P prirozené specifikovan
jazykem L, = {w € X" | w = code(p),p € Bp}, kde code : Ap — X7 je injektivni funkce,
ktera prirazuje instancim problému pfislusny retézec (nezavisle na fp).

Priklad 7.9 Priklady rozhodovacich problému:
P, — orientovany graf je silné souvisly.
P, — dvé bezkontextové gramatiky jsou ekvivalentni,
Ps —n je prvocislo.

% Poznamka: Déale budeme o rozhodovacich problémech hovorit jednoduse jako o
problémech.
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Rozhodovani problemu TS

Definice 7.7 Necht P je problém specifikovany jazykem Lp nad X. Problém P
nazveme:

rozhodnutelny, pokud L p je rekurzivni jazyk, tj. existuje TS, ktery Lp rozhoduje
(pfijme kazdy fetézec w € Lp, a zamitne kazdy fetezec w € X* \ Lp),

nerozhodnutelny, kdyz neni rozhodnutelny, a
castecné rozhodnutelny, jestlize Lp je rekurzivné vycislitelny jazyk.

% Poznamka: Z definice 7.6 plyne, Ze kazdy rozhodnutelny problém je sou¢asné
castecné rozhodnutelny, ale nékteré nerozhodnutelné problémy nejsou ani ¢astecné
rozhodnutelné.
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TS a jazyky typu O



Jazyky prijimane TS jsou typu 0

* Pro zapis konfigurace TS v fidicim stavu ¢ a s konfiguraci pasky AzyzA... zavedeme
konvenci [AxqyzA...].

Véta 7.3 Kazdy rekurzivné vycislitelny jazyk je jazykem typu 0.
Dikaz. * Necht L = L(M) pro néjaky TS M = (Q, 3,1, 6, qo, qr ). Sestrojime gramatiku

G = (N, 3, P, S) typu 0 takovou, 2e L(G) = L(M). Gramatika G dovoluje vytvaret
derivace odpovidajici reverzi posloupnosti konfiguraci TS M pfi pfijeti w € L(M):

1. N={S}tuQQu T\ X)u{],]} (mnoziny jsou po dvou disjunktni).
2. P je nejmensi mnozina obsahujici nasledujici pravidla:
(@ S —lgrAYA]
) A] — AA] — doplnéni A,
) qy — pz, jestlize 6(p, z) = (g, v),
d) xq — pz, jestlize §(p,x) = (q, R),
) qyx — ypx pro kazdé y € I, jestlize 6(p,x) = (q, L),
)

(oA =&, AA] = A]l, Al >« — zajisténi [go AwA...A] % w.

Snadno se nyni nahlédne, ze w € L(M) prave tehdy, kdyZ existuje derivace
S =¢ [qrAY Al =¢ ... =¢ [QAWA...] =¢ ... =>¢ w,aze L(G) = L(M). O *
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Jazyky typu 0 jsou prijimany TS

Véta 7.4 Kazdy jazyk typu 0 je prijiman néjakym TS (ij. je rekurzivné vycislitelny).

Dikaz. Necht L = L(G) pro G = (N, %, P, S) je jazykem typu 0. Sestrojime
nedeterministicky dvoupaskovy TS M takovy, ze L(G) = L(M):
1. paska obsahuje prijimany vstupni retézec w.
Na 2. pasce se M pokousi pomoci simulace pouziti prepisovacich pravidel
(a — B) € P vytvorit derivaci w:

O S O O [a] /O O (6] 08 Ol w0

1. Stroj nejprve umisti na 2. pasku symbol S.

2. Stroj opakovane simuluje na 2. pasce provadeni pravidel (« — ) € P.
Nedeterministicky zvoli pravidlo a také vyskyt a na pasce. Pfi pfepisu « na 3,
|| # | B8], mUze vyuzit posuv casti uziteCného obsahu pasky vlevo Ci vpravo.

3. Stroj srovna finalni obsah 2. pasky s 1. paskou. Shoduji-li se, zastavi
pfechodem do ¢r. Jinak posouva hlavu doleva az do abnormalniho zastaveni.

Snadno se nyni nahlédne, Ze skutecné L(G) = L(M). Navic lze M podobné jako u
vicepaskovych DTS prevést na jednopaskovy NTS a ten dale na jednopaskovy DTS. O
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Jazyky typu 0 = jazyky prijimaneé TS

Veéta 7.5 Trida jazyku prijimanych TS (neboli jazyku rekurzivne vycislitelnych) je
shodna se tridou jazyku typu 0.

Dukaz. Dasledek dvou predchozich veét. O
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Vlastnosti jazyku rekurzivnich a
rekurzivne vycislitelnych



Uzavrenost vuci U, N, . a

Veta 7.6 Tridy rekurzivnich a rekurzivné vycislitelnych jazykd jsou uzavieny vici
operacim U, N, . a .

Dukaz. Necht L+, L2 jsou jazyKy prijimané TS M, M. Zfejmé miuzeme predpokladat, ze
mnoziny stavu TS M;, M- jsou disjunktni.

NTS Mr,ur,, L(Mr,ur,) = L1 U L2, sestrojime tak, Ze sjednotime po slozkach
stroje M7 a M-, zavedeme novy pocatecni stav, z néj nedeterministické prechody
pfes A /A do obou puvodnich pocateénich stavu a sloucime puvodni koncové
stavy do jediného nového koncového stavu.

o

o
o
o
o
o
"
K
, V
4
0
0
.
0
o,

EaikE
E

Dukaz pokracuje dale.
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Pokracovani dukazu.

Tfipaskovy TS M1, nr,, L(MrL,nr,) = L1 N L2, okopiruje vstup z prvni pasky na
druhou, na ni simuluje stroj M7, pokud ten pfijme, okopiruje vstup z prvni pasky na
treti, na ni simuluje stroj M5, pokud i ten pfijme, pfijme i stroj M1, AL, .

A w AA...tIf/\> @
W 3
A W _|AA..

Tfipaskovy NTS My, .r,, L(Mr,.1,) = Li.L2, okopiruje nedeterministicky zvoleny
prefix vstupu z prvni pasky na druhou, na ni simuluje stroj M, pokud ten pfijme,

okopiruje zbytek vstupu z prvni pasky na treti, na ni simuluje stroj M-, pokud i ten
prijme, pfijme i stroj M, .1.,.

A AA...::f}\> @
W “

0'.‘ #

Al_w'_IAA..  Dgkaz pokraduje déle.
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Pokracovani dukazu.
Dvoupaskovy NTS M-, L(Mp+) = L1, je zobecnenim predchoziho stroje: po
¢astech kopiruje vstup z prvni pasky na druhou a na ni simuluje opakované stroj
M. Obsah druhé pasky ma ohraniceny specialnimi znackami a po kazdé simulaci
stroje M1 ho smaze. UmozZnuje samozfejmé posuv pravé znacky dale doprava pfi
nedostatku mista.

Jsou-li stroje M a M uplné, je mozné vybudovat stroje podle vySe uvedenych pravidel
také jako Uplné (u Mr,ur,, MrynLys ML, .1, j€ to Okamzité, u My - nepfipustime nacitani
prazdného podretézce vstupu z 1. na 2. pasku — pouze umoznime jednorazoveé pfrijmout
prazdny vstup). To dokazuje uzavrenost vici uvedenym operacim také u rekurzivnich
jazyku.
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(Ne)uzavrenost vuci komplementu

Véta 7.7 Trida rekurzivnich jazykd je uzaviena vici komplementu.

Dikaz. TS M prijimajici rekurzivni jazyk L vzdy zastavi. Snadno upravime M na M’,
ktery pfi nepfijeti fetézce vzdy prejde do unikatniho stavu geject. TS M, L(M) = L,
snadno dostaneme z M’ zd&mé&nou gr a qreject. O

% Trida rekurzivné vycislitelnych jazykd neni uzaviena vuci komplementu!
y ych jazy
VysSe uvedené konstrukce nelze uzit — cykleni zustane zachovano.
Dukaz neuzavrenosti bude uveden v dalSich prednaskach.
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Véta 7.8 Jsou-li L i L rekurzivné vycéislitelné, pak jsou oba rekurzivni.

Dukaz. - o

Méjme M, L(M) = L, a M, L(M) = L. Uplny TS

prijimajici L sestrojime takto: @
Pouzijeme dvé pasky. Na jedné budeme =
simulovat M, na druhé M. Simulace se bude Al W _|AA..
provadét prolozené krok po kroku: krok M,
krok M, krok M, ... @
Pfijmeme, praveé kdyz by prijal M, zamitneme =
abnormalnim zastavenim, prave kdyz by prijal AW AR

M. Jedna z téchto situaci uréité nastane v
kone¢ném poctu kroku.

Existence Uplného TS pro L plyne z uzavienosti rekurzivnich jazyk vici komplementu.

O
< Dusledkem vy$e uvedenych vét je mj. to, Zze pro L a L musi vzdy nastat jedna z
nasledujicich situaci:

L i L jsou rekurzivni,

L ani L nejsou rekurzivné vycislitelné,

jeden z téchto jazyku je rekurzivné vycislitelny, ale ne rekurzivni, druhy neni

rekurzivné vycislitelny.
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Linearné omezené automaty



Linearne omezene automaty

% Linearné omezeny automat (LOA) je nedeterministicky TS, ktery nikdy neopusti tu Cast
pasky, na niz je zapsan jeho vstup.

% Formalné muzeme LOA definovat jako NTS, ktery ma v I specialni symbol, kterym
unikatné oznacujeme pravy konec vstupu na pasce, pricemz tento symbol neni mozné
prepsat, ani z néj provést posun doprava.

% Deterministicky LOA muzeme pfirozené definovat jako (deterministicky) TS, ktery nikdy
neopusti cast pasky se zapsanym vstupem.

% Neni znamo, zda deterministicky LOA je Ci neni striktné slabsi nez LOA.
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LOA a kontextove jazyky

Véta 7.9 Trida jazyku, kterou Ize generovat kontextovymi gramatikami, odpovida tridé
jazyku, které lze prijimat LOA.

Dukaz.

Uvazime definici kontextovych gramatik jako gramatik s pravidly v podobé o — £,
kde |a| < |B], nebo S — «.

*LOA — G1:
Pouzijeme podobnou konstrukci jako u TS — GO.
Na pocatku vygenerujeme prislusny pracovni prostor, ktery se pak jizZ nebude
menit: odpada nekontextove pravidlo AA] — A].
Uziti nekontextovych pravidel [goA — ¢ a A] — € obejdeme (1) zavedenim
zvlastnich koncovych nontermindll integrujicich puvodni informaci a pfiznak,
ze se jedna o prvni/posledni symbol a (2) integraci symbolu reprezentujiciho
ridici stav a pozici hlavy s nasledujicim paskovym symbolem.*

G1 — LOA:
Pouzijeme podobnou konstrukci jako u GO — TS s tim, ze nepovolime, aby
rozsah druhé pasky nékdy prekrocil rozsah prvni pasky.

L]
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Kontextove a rekurzivni jazyKy

Véta 7.10 Kazdy kontextovy jazyk je rekurzivni.

Dukaz. (Idea)

Pocet konfiguraci, které se mohou objevit pfi prijimani w prislusnym LOA M je
vzhledem k nemoznosti zvétSovat pracovni prostor pasky konec¢ny: Ize shora
ohranicit funkci ¢" pro vhodnou konstantu ¢ — exponenciala plyne z nutnosti
uvazovat vyskyt vSechny moznych symbolu na vSech mistech pasky.

Pro zapis libovolného Cisla z intervalu 0, ..., ¢ — 1 nikdy nebude tfeba vice nez n
symboll, uzijeme-li c-arni soustavu.

Muzeme zkonstruovat uplny LOA ekvivalentni s M, ktery bude mit kazdy symbol
na pasce strukturovany jako dvoijici:

S vyuzitim 1. slozek téchto dvojic simulujeme M.
V 2. slozkach pocitdme pocet kroku; dojde-li k preteceni, odmitneme vstup.
O

Veta 7.11 Ne kazdy rekurzivni jazyk je kontextovy.

Dukaz. (Idea) Lze uzit techniku diagonalizace prezentovanou dale . O
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Vlastnosti kontextovych jazyku

Véta 7.12 Trida kontextovych jazyku je uzaviena vuci operacim U, N, ., *x a
komplementu.

Dukaz.

Uzavienost vacCi U, N, . a x Ize ukazat stejné jako u rekurzivné spocetnych jazyka.
Dukaz uzavrenosti vuci komplementu je znacné komplikovany (vSimnéme si, Ze
LOA je nedeterministicky a nelze tudiz uzit konstrukce pouzité u rekurzivnich
jazyk(). Jedna se o pfimi disledek Immerman-Szelepcényiho véty (vice viz
slozitost, 20 let otevieny problém, vyreSen 1987, Gbédelova cena 1995, zasadni
ceskoslovenska stopa v teoretické informatice).

% Poznamenejme, Ze jiz vime, Ze u kontextovych jazyku
Ize rozhodovat ¢lenstvi véty do jazyka (rekurzivnost) a
nelze rozhodovat inkluzi jazyku (neplati ani pro bezkontextové jazyky).

% Dale Ize ukazat, Ze pro kontextové jazyky nelze rozhodovat prazdnost jazyka (uzije se

redukce z Postova problému pfifazeni — viz dalSi prednasky).
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*Vztah vycislitelnych funkci a
Turingovych stroju*



Zaklady teorie vycislitelnych funkci

Budeme se snazit identifikovat takové funkce, které jsou ,spocitatelné®, tj. vycCislitelné v

obecném smyslu (bez ohledu na konkrétni vypocetni systém). Abychom snizili extrémni
velikost tridy téchto funkci, ktera je dana také varietou definicnich obort a obort hodnot,
omezime se, uvazujice moznost kdédovani, na funkce tvaru:

f:N" - N"

kde N={0,1,2,...}, m,n €N

% Konvence: n-tici (1, z2,...,z,) € N” budeme oznacovat jako =

% Klasifikace parcialnich funkci:
Totalni funkce — definovanda pro kazdy x € N™

Strikiné parcialni funkce — 3z e N™ : f(z) = L
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Pocatecni funkce

Hierarchie vycislitelnych funkci je zaloZzena na dostatecné elementarnich
tzv. pocatecnich funkcich, které tvori ,stavebni kameny* vysSich funkci.

% Jsou to tyto funkce:

1. Nulova funkce (zero function): £() =0
zobrazuje ,prazdnou n-tici“ — 0

2. Funkce naslednika (successor function): o¢: N — N
olx) =z +1

3. Projekce (projection): my : N" — N
Vybira z n-tice k-tou slozku, napf.: 75(7,6,4) = 6 a r;(5,17) =5

Specialni pfipad: 7§ : N — N°, tj. napf. 75(1,2,3) = ()
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Viytvareni slozitejsich funkci

vvvvvv

1. Kombinace:
Kombinaci dvou funkci f : N* — N™ a g : N* — N™ ziskame funkci, pro kterou:

fxg:NF 5 Nt
fxg9@) = (f(7),9()), T € N"

Napf.: 77 x 75(4,12,8) = (4, 8)

2. Kompozice:
Kompozice dvou funkci f : N* — N™ a g : N™* — N" je funkce, pro kterou:

gof:Nf - N"
go f(@) =g(f(@). T €N

Napr.:

co€() =
corot() =2
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3. Primitivni rekurze:

Priklad 7.10 Predpokladejme, ze chceme definovat funkci nasobeni
mult : N* — N.
mult(z,y) =z +--+x

Ve

Yy

Zrejmé:
(@) Proy=0platiz+x0=0
(b) Proy > 0 je vysledek x + mult(z,y — 1)

Takze funkci mult muzeme definovat nasledujicim predpisem:
mult(x,0) =0
mult(z,y + 1) = x + mult(z,y)
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Primitivni rekurze je technika, kterd umozriuje vytvofit funkci f : N**1 — N™ na zakladé
jinych dvou funkci ¢ : N¥ — N™ g h : N**™*+1 _ N™ rovnicemi:

f(f7 0) — g(f)
f@,y+1)=nh(=,y, f(T,y), TN

llustrace schématu vycCisleni (pro y = 3):
f(x,3)=h(x,2,{(X,2))
»

A )
)
A )

f(X.2)=h(X,1 £(x.1))
>

)
.
.

f()‘(,l):h(i,(i,f(i;O))

f(%,0)=g(%)
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Primitivne rekurzivni funkce

Definice 7.8 Trida primitivné rekurzivnich funkci je tfida totalnich funkci, které mohou
byt vytvoreny z pocatecCnich funkci konec¢nou aplikaci:

kombinace
kompozice
primitivni rekurze
% Charakteristika (bez dukazu): Primitivné rekurzivni funkce je takova, kterou lze zapsat

jako pocitacovy program obsahujici pouze konecné for cykly a Zzadné while cykly nebo
skoky.
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Funkce mimo primitivne rekurzivni funkce

Existuji funkce, které jsou vycisliteIné a nejsou primitivné rekurzivnimi funkcemi. Jsou to
vSechny striktné parcialni funkce (jako div), ale i totalni funkce.

Véta 7.13 Existuje totalni funkce z N do N, ktera neni primitivné rekurzivni.

Dukaz.
Definice funkci, které jsou primitivné rekurzivni budeme chapat jako retézce a mizeme je
usporadat v lexikografickém poradi s oznacenim f1, fa,..., fn,...

Definujeme nyni funkci f : N — N tak, ze f(n) = fn(n) + 1 provn € N\ {0}. f je jasné
totalni a vycCislitelna. f vSak neni primitivné rekurzivni (kdyby byla, pak f = f,. pro néjaké

m € N. Pak ale f(m) = f.,(m) ane f(m)+ 1, jak vyZzaduje definice funkce f).
O

Prikladem totalni funkce, ktera neni primitivné rekurzivni byla prezentovana W.
Ackermannem (1928) a nazyva se Ackermannova funkce. Je dana rovnicemi:

A(0,y) =y +1
A(x +1,0) = A(x, 1)
Alx+1L,y+1) = Az, A(z + 1,y))
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Parcialne rekurzivni funkce

K rozSifeni tfidy vycCislitelnych funkci za totalni vycislitelné funkce zavedeme techniku
znamou pod nazvem minimalizace. Tato technika umoznuje vytvofit funkci f : N* — N z

jiné funkce ¢ : N"*! — N pfedpisem, v némz f(z) je nejmensi y takové, Ze:
1. g(z,y)=0
2. g(=,z) je definovanaprovz <y,z e N

% Funkce definovana minimalizaci je skute¢né vycislitelna. Vypocet hodnoty f(7)
zahrnuje vypocet ¢(7,0),g(Z, 1), . . . tak dlouho, pokud nedostaneme:

9(%,y) =0 (f(Z) =v)
g(7, z) je nedefinovana (f(Z) je nedefinovana)

Definice 7.9 Trida parcialné rekurzivnich funkci je tfida parcialnich funkci, které mohou
byt vytvoreny z poCatecnich funkci aplikaci:

kombinace
kompozice
primitivni rekurze

minimalizace | |
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Turingovsky vycislitelne funkce

Definice 7.10 Turinguv stroj M = (Q, X, 1,9, qo, qr) vyCisluje (pocita) parcialni funkci
[T — X" 3 CI, A ¢ X4, jestlize pro kazdé (wi, wa, ..., wny) € X a
odpovidajici pocatecni konfiguraci Aw; Aw2A ... Aw,, A“ stroj M

1. v pfipadé, ze f(wi,...,wn) je definovana, pak M zastavi a paska obsahuje
AviAve A ... Av, AAA, kde (vi,v2, ..., 0n) = f(wi, ..., W)
2. v pfipade, ze f(wi,...,wy) neni definovana, M cykli nebo zastavi abnormailne.

Parciélni funkce, kterou maze pocitat néjaky Turinglv stroj se nazyva funkci Turingovsky
vycislitelnou.

Véta 7.14 Kazda parcialné rekurzivni funkce je Turingovsky vycislitelna.

Idea dukazu: pocatecni funkce, kombinaci, kompozici, projekci, primitivni rekurzi i
minimalizaci lze implementovat pomoci Turingova stroje.

Véta 7.15 Kazdy vypocetni proces provadény Turingovym strojem je procesem vycisleni
nejaké parcialné rekurzivni funkce.

Idea diikazu: Definujme primitivné rekursivni funkci provadéjici k& krokll daného TS.
Vyuzijeme techniku minimalizaze k vypoctu pocCtu kroku nutnych k zastaveni TS (muze
vratit nedefinovano). Turingovy stroje 1 —p.55/56



Hierarchie funkci

vSechny funkce

parcidlné rekurzivni funkce=
Turingovsky vy¢islitelné funkce

% Trida totalnich vycislitelnych
funkci se nazyva u-rekurzivni
funkce.

lu—rekurzivm’ funkce

primitivné rekurzivni funkce

pocatecni funkce

% Priklad funkce, ktera neni Turingovsky vycislitelna:

Necht L je libovolny jazyk.

lw| jestlize w e L

Funk -
unkce f(w) = 9§ jestlize w ¢ L
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