Slozitost



Slozitost algoritmu

% Zakladni teoreticky pristup vychazi z Church-Turingovy teze:

Kazdy algoritmus je implementovatelny jistym TS.

% Zavedeni TS nam umoznuje klasifikovat problémy (resp. funkce) do dvou trid:

1. problémy, jez nejsou algoritmicky ani ¢astecné rozhodnutelné (resp. funkce
algoritmicky nevycislitelné) a

2. problémy algoritmicky alespon caste¢né rozhodnutelné (resp. funkce algoritmicky
vycCislitelné).

% Nyni se budeme zabyvat tfidou algoritmicky (Caste¢né) rozhodnutelnych problém
(vyCislitelnych funkci) v souvislosti s otazkou slozZitosti jejich rozhodovani (vycislovani).

% Analyzu slozitosti algoritmu budeme chapat jako analyzu slozitosti vypoctu prislusného
TS, jejimz cilem je vyjadfit (kvantifikovat) poZzadované zdroje (Cas, prostor) jako funkci
zavisejici na délce vstupniho retézce.
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Ruzne pripady pri analyze slozitosti

% Mazeme rozlisit:
1. analyzu slozitosti nejhorsiho pfipadu,
2. analyzu slozitosti nejlepSiho pripadu,
3. analyzu slozitosti praimérného pripadu,
4. amortizovanou analyzu

% Pramérna slozitost algoritmu je definovana nasledovné:

Jestlize algoritmus (TS) vede k m rliznym vypoctim (pripadim) se slozitosti c1, c2,
..., Cm, J€Z nastavaji s pravdépodobnosti p1, p2, ..., pm, Pak prumeérna slozitost
algoritmu je dana jako X p;c;.

% Amortizovana analyza studuje posloupnost operaci jako celek. Tato technika umoznuje,
na rozdil od klasického pristupu mnohem presnéjsi urceni ¢asové slozitosti algoritmu.
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Slozitost vypoctu TS pro dany vstup

4

% Casova slozitost — pocet kroku (pfechodu) TS provedeny od pocatku do konce vypoctu.

% Prostorova (pamétova) slozitost — pocet ,bunék“ pasky TS pozadovany pro dany
vypocet.

Priklad 5.1 Uvazme néasledujici TS M:

B Bag

Pro vstup AzzzAA...
¢asova slozitost vypoctu M rovna 10,

prostorova slozitost vypoctu M rovna 5.

Lemma 5.1 Je-li Casova slozitost vypoctu provadéného TS rovna n, pak prostorova
slozZitost tohoto vypoctu neni vétsi nez n + 1.
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Klicova definice: Slozitost vypoctu TS

Definice 5.1 Rekneme, Ze k-paskovy DTS (resp. NTS) M piijima jazyk L nad abecedou
Yvcase Ty : N — N, jestlize L = L(M) a M ptijme (resp. muze prijmout) kazdé w € L
v nanejvys T (|w|) krocich.

Definice 5.2 Rekneme, Ze k-paskovy DTS (resp. NTS) M piijima jazyk L nad abecedou
Y v prostoru Sy : N — N, jestlize L = L(M) a M pfijme (resp. muZe prijmout) kazdeé

w € L pfi pouziti nanejvys Sy (Jw|) bunék pasky — nepocitame zde buriky pasky, na nichz
je zapsan vstup, za predpokladu, Ze obsah téchto bunék neni modifikovan.

% Zcela analogicky muzeme definovat vycCislovani urcité funkce danym TS v urcitém
case, resp. prostoru.

Slozitost — p.5/38



Analyza slozitosti mimo prostredi TS

% V jiném vypocCetnim prostfedi, nez jsou TS, nemusi mit kazda primitivni operace
stejnou cenu.

% Velmi Casto se uziva tzv. uniformni cenové kritérium, kdy kazdé operaci priradime
stejnou cenu.

% Pouziva se ale napr. také tzv. logaritmické cenové kritérium, kdy operaci manipulujici
operand o velikosti ¢, ¢ > 0, prifadime cenu |lg i| + 1:

Zohlednujeme to, Ze s rostouci velikosti operandu roste cena operaci — logaritmus
odrézi rust velikosti s ohledem na binarni kdbdovani (v n bitech zakédujeme 2"
hodnot).

% Analyza slozitosti za takovych predpokladd neni zcela presna, dulezité ale obvykle je
to, aby se zachovala informace o tom, jak rychle roste ¢as/prostor potfebny k vypoctu v
zavislosti na velikosti vstupuf!

aAlgoritmus A1, jehoz naroky rostou pomaleji nez u jiného algoritmu Ao, nemusi byt

vyhodnéjsi nez Ao pro feSeni malych instanci.
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% Vyznam srovnavani rychlosti rustu slozitosti vypoctu si snad nejlépe ilustrujeme na

prikladu:

Priklad 5.2 Srovnani polynomialni (pfesnéji kvadratické — n*) a exponencialni (2")

casové slozitosti:

délka vstupu

casova slozitost

casova slozitost

n n’ 2m

10 0.0001 s 0.0001 s
20 0.0004 s 0.1024 s
30 0.0009 s 1.75 min
40 0.0016 s 1.24 dne
50 0.0025 s 3.48 roku
60 0.0036 s 35.68 stoleti
70 0.0049 s 3.65 mil. roku
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SloZitost vypoctu na TS a v jinych prostredich

% PFi pouziti vhodného cenového kritéria, je slozitost pro vypocetni modely blizké béznym
pocitaclim (RAM, RASP stroje) polynomialné vazana se slozitosti vypoctu na TS. Tudiz
slozitost vypoCtu na TS neni ,pfrilis“ rozdilna oproti vypoctim na béznych pocitacich.

RAM stroje maji pamét’ s ndhodnym pristupem (jedna bunka obsahuje libovolné
prirozené Cislo), instrukce typu LOAD, STORE, ADD, SUB, MULT, DIV,
vstup/vystup, skok atd. U RAM stroje je program soucasti fizeni stroje (okamzité
dostupny), u RASP je ulozen v paméti stejné jako operandy.

Funkce fi(n), f2(n) : N — N jsou polynomialné vazané, existuji-li polynomy p;(z)
a p2(x) takove, ze pro vSechny hodnoty n je fi(n) < pi(fa(n)) a f2(n) < p2(fi(n)).
Logaritmické cenové kritérium se uplatni, uvazujeme-li moznost nasobeni dvou
Cisel. Jednoduchym cyklem typu A;.1 = A; * A; (Ao = 2) jsme schopni pocitat

22" coz TS s omezenou abecedou neni schopen provést v polynomialnim &ase
(pro uloZeni/nacteni potfebuje projit 2" bunék pfi pouziti binarniho kédovani).
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% llustrujme si nyni uréeni slozitosti v prostredi mimo TS:

Priklad 5.3 Uvazme nasledujici implementaci porovnavani retézcu.

int str_cmp (int n, string a, string b) {
int 1i;

1= 0;

while (i<n) {
if (al[i] '= b[i]) break;
it+:

)

}

return (i==n);

Pro uréeni slozitosti aplikujme uniformni cenové kritérium napf. tak, ze budeme
povazovat slozitost kazdého radku programu (mimo deklarace) za jednotku.
(Predpokladame, ze zadny cyklus neni zapsan na jediném radku.)

Slozitost nejhorsiho pripadu
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< llustrujme si nyni urceni slozitosti v prostfedi mimo TS:
J

Priklad 5.4 Uvazme nasledujici implementaci porovnavani retézcu.

int str_cmp (int n, string a, string b) {
int 1i;

1= 0;

while (i<n) {
if (al[i] '= b[i]) break;
it+:

)

}

return (i==n);

Pro uréeni slozitosti aplikujme uniformni cenové kritérium napf. tak, ze budeme
povazovat slozitost kazdého radku programu (mimo deklarace) za jednotku.
(Predpokladame, Ze Zadny cyklus neni zapsan na jediném radku.)
Slozitost nejhorSiho pripadu Ize pak snadno urcit jako 3n + 3:

cyklus ma 3 kroky, provede se n krat, tj. 3n krokd,

télo funkce ma 3 kroky (vCetné testu ukoncujiciho cyklus).
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Priklad 5.5 Uvazme néasledujici implementaci razeni metodou insert-sort.
void insertsort(int n, int al]) {
int i, j, value;
for (i=0; i<n; i++) {
value = alil;
j=1-1;
while ((j >= 0) && (alj]l > value)) {
alj+1] = aljl;
J=1- 1
+

alj+1] = value;

Pro urceni slozitosti aplikujme uniformni cenové kritérium napft. tak, ze budeme
povazovat slozitost kazdého radku programu (mimo deklarace) za jednotku.
(Pfedpokladame, ze zadny cyklus neni zapsan na jediném fadku.)

Slozitost nejhorsiho pripadu

Slozitost — p.11/38



Priklad 5.6 Uvazme néasledujici implementaci razeni metodou insert-sort.
void insertsort(int n, int al]) {
int i, j, value;
for (i=0; i<n; i++) {
value = alil;
j=1-1;
while ((j >= 0) && (alj]l > value)) {
alj+1] = aljl;
J=1- 1
+

alj+1] = value;

Pro urceni slozitosti aplikujme uniformni cenové kritérium napft. tak, ze budeme
povazovat slozitost kazdého radku programu (mimo deklarace) za jednotku.
(Pfedpokladame, ze zadny cyklus neni zapsan na jediném fadku.)
Slozitost Ize pak uréit jako 1.5n* + 3.5n + 1:
vhitfni cyklus ma 3 kroky, provede se 0, 1, ..., n — 1 krat, {j.
30+1+..4n—1)=32(0+n—1) = 1.5n° — 1.5n krokd,
vnejsi cyklus ma mimo vnitrni cyklus 5 krokt (véetné testu ukoncujiciho vnitfni
cyklus) a provede se n krat, tj. 5n kroku,
jeden krok pripada na ukonceni vnéjsiho cyklu.
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Asymptoticka omezeni slozZitosti

% P¥i popisu slozitosti algoritmu (vypoctu TS), chceme ¢asto vyloucit vliv aditivnich a
multiplikativnich konstant:

ruzné aditivni a multiplikativni konstanty vzniknou velmi snadno ,drobnymi*
Upravami uvazovanych algoritmu,

napf. srovnavani dvou fetézcl je mozné donekonecna zrychlovat tak, Ze budeme
porovnavat soucasné 2, 3, 4, ... za sebou jdoucich znakad,

linearni komprese prostoru (rozsireni abecedy) a zrychleni vypoctu
(pred-vypocitani vysledku)

tyto Upravy ovSem nemaji zasadni vliv na rychlost narustu ¢asové slozitosti (ve
vySe uvedeném pripadeé narust zUstane kvadraticky),

navic pfi analyze slozitosti mimo prostredi TS se dopoustime jisté nepfesnosti jiz
zavedenim ruznych cenovych kritérii.

% Proto se Casto slozitost popisuje pomoci tzv. asymptotickych odhadu slozitosti
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Definice 5.3 Necht F je mnozina funkci f : N — N. Pro danou funkci f € F definujeme
mnoziny funkci O(f(n)), Q(f(n)) a ©(f(n)) takto:

Asymptotické horni omezeni funkce f(n) je mnozina
O(f(n)) ={gn) € Fl|3IceR"Ing e NVn e€N:n>ng=0<g(n) <c.f(n)}.

Asymptotické dolni omezeni funkce f(n) je mnozina

Q(f(n)) ={gn) e F|IceRT Inp e NVneN:n>ng=0<c.f(n) <gn)}.
Asymptotické oboustranné omezeni funkce f(n) je mnozina ©(f(n)) = {g(n) €
Fl3ei,ca € RTIng eNVREN:n>ng=0<ci1.f(n) < gn) <ca.f(n)}

f(n)4 c.f(n) '

c'.f(n)

N, n

Priklad 5.7 S vyuzitim asymptotickych odhadu slozitosti mizeme fici, Zze slozitost
nadeho srovnani fetézcl patii do O(n) a slozitost insert-sort do O(n?).
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Definice 5.4 Necht F je mnozina funkci f : N — N. Pro danou funkci f € F definujeme
mnoziny funkci O(f(n)), Q(f(n)) a ©(f(n)) takto:

Asymptotické horni omezeni funkce f(n) je mnozina
O(f(n)) ={gn) € Fl|3IceR"Ing e NVn e€N:n>ng=0<g(n) <c.f(n)}.

Asymptotické dolni omezeni funkce f(n) je mnozina

Q(f(n)) ={gn) e F|IceRT Inp e NVneN:n>ng=0<c.f(n) <gn)}.
Asymptotické oboustranné omezeni funkce f(n) je mnozina ©(f(n)) = {g(n) €
Fl3ei,ca € RTIng eNVREN:n>ng=0<ci1.f(n) < gn) <ca.f(n)}

% Asymptotické horni omezeni exponencialnich funkci
20U () — fo(n) e F|Iee R Ing e NVn € N:n > ng = g(n) < 27"}

relaxuje aditivni a multiplikativni konstanty v exponentu
dovoluje dale zjednodusit analyzu slozitosti
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Tridy slozitosti



SloZitost problemu

% Prejdeme nyni od slozitosti konkrétnich algoritmu (Turingovych strojd) ke sloZitosti
problému.

% Tridy slozitosti zavadime jako prostredek ke kategorizaci (vytvoreni hierarchie)
problému dle jejich slozitosti, tedy dle toho, jak dalece efektivni algoritmy muzeme
navrhnout pro jejich rozhodovani (u funkci mizeme analogicky mluvit o slozitosti jejich
vycislovani).

"V v/

tridy slozitosti — tedy urcit slozitost problému jako slozitost jeho nejlepSiho mozného
reseni.

% Zarazeni riznych problému do tézZe tridy slozitosti muze odhalit rGzné vnitfni
podobnosti téchto problémua a muze umoznit reSeni jednoho pfevodem na druhy (a
pragmatické vyuziti napr. riznych jiz vyvinutych nastrojl).
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Tridy slozitosti

Definice 5.5 Méjme dany funkce t,s : N — N a necht T}, resp. Sas, znaci ¢asovou,
resp. prostorovou, slozitost TS M. Definujeme nasledujici Casové a prostorove tridy
slozitosti deterministickych a nedeterministickych TS:

DTimelt(n)] = {L | 3 k-padskovy DTS M : L = L(M) aTw € O(t(n))}.
NTimelt(n)] = {L | 3 k-paskovy NTS M : L = L(M) a Ty € O(t(n))}.
DSpace[s(n)] = {L | 3 k-paskovy DTS M : L = L(M) a Sy € O(s(n))}.
NSpacels(n)] = {L | 3 k-paskovy NTS M : L = L(M) a Sy € O(s(n))}.

% Definici trid slozitosti pak pfimocare zobecnujeme tak, aby mohly byt zalozeny na
mnoziné funkci, nejen na jedné konkrétni funkci.

% Poznamka: Déale ukdzeme, Ze pouziti vice pasek pfinasi jen polynomialni zrychleni.
Na druhou stranu ukdzeme, ze zatimco nedeterminismus nepfinasi nic podstatného z
hlediska vycislitelnosti, muze pfinaset mnoho z hlediska slozitosti.
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*Casové/prostorové zkonstruovatelné funkce*

% Tridy slozitosti obvykle budujeme nad tzv. casové/prostoroveé zkonstruovatelnymi
funkcemi:

Duvodem zavedeni ¢asové/prostoroveé zkonstruovatelnych funkci je dosdhnout

intuitivni hierarchické struktury tfid slozitosti — napt. odligeni t¥id f(n) a 27(", coz,
jak uvidime, pro tfidy zaloZzené na obecnych rekurzivnich funkcich nelze.

Definice 5.6 Funkci ¢t : N — N nazveme casové zkonstruovatelnou (time constructible),
jestlize existuje vicepaskovy TS, jenz pro libovolny vstup w zastavi po presne ¢(|w|)
krocich.

Definice 5.7 Funkci s : N — N nazveme prostorové zkonstruovatelnou (space
constructible), jestlize existuje vicepaskovy TS, jenz pro libovolny vstup w zastavi s
vyuzitim presné s(|w|) bunék pasky.
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% Poznamka: Pokud je jazyk L nad X pfijiman strojem v ¢ase/prostoru omezeném
casové/prostoroveé zkonstruovatelnou funkci, pak je také prijiman strojem, ktery pro kazdé
w € X" vzdy zastavi:

U ¢asového omezeni t(n) si staCi pfedem spocist, jaky je potfebny pocet kroku a
zastavit po jeho vycerpani.

U prostorového omezeni spoCteme z s(n), |Q|, |A| maximalni pocCet konfiguraci,
které mizeme vidét a z toho také plyne maximalni pocet kroku, které mizeme
udélat, aniz bychom cyklili.

Slozitost — p.20/38



Nejbezneji uzivané tridy slozitosti

% Deterministicky/nedeterministicky polynomialni ¢as:

P = U DTime(n") NP = U NTime(n")
k=0 k=0

% Deterministicky/nedeterministicky polynomialni prostor:

PSPACE = U DSpace(n®) NPSPACE = U N Space(n”)
k=0 k=0
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Tridy pod a nad polynomialni slozitosti

% Deterministicky/nedeterministicky logaritmicky prostor:

LOGSPACE = U DSpace(klgn) NLOGSPACE = U NSpace(klgn)

% Deterministicky/nedeterministicky exponencialni ¢as:

o° k o° k
EXP = | | DTime(2"") NEXP = | | NTime(2"")

% Deterministicky/nedeterministicky exponencialni prostor:

EXPSPACE = | | DSpace(2"") NEXPSPACE = | ] NSpace(2"")
k=0 k=0
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“Tridy nad exponencialni slozitosti*

2
< Det./nedet. k-exponencialni ¢as/prostor zaloZeny na vézi exponencial 2°° o vysce k:
l l
2m 2m

k-EXP = | | DTime(2” ) k-NEXP = | | NTime(2¥ )
[=0 [=0

2”l 2nl

k-EXPSPACE = | | DSpace(2® ) = k-NEXPSPACE = | | NSpace(2*" )
[=0 [=0

ELEMENTARY = U k-EXP
k=0
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VVrchol hierarchie trid slozitosti

% Na vrcholu hierarchie trid slozitosti se pak hovori o obecnych tfidach jazyka (funkci), se
kterymi jsme se jiz setkali:

trida primitivné-rekurzivnich funkci PR (implementovatelnych pomoci zanorenych
cykll s pevnym pocétem opakovani — for i=... to ...),

tfida p—rekurzivnich funkci (rekurzivnich jazykud) R (implementovatelnych pomoci
cykld s predem neurcenym pocCtem opakovani — while ...) a

trida rekurzivné vycislitelnych funkci (rekurzivné vycislitelnych jazyku) RE.
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Priklad na analyzu slozitosti |

Najdéte co nejmensi k takové, aby platilo
a) Lc DTIME[n®] = {weX*| 3w, ws,ws € Lt2 w=wiwaws} € DTIME[n"]
b) L € DTIME[n®] = {w € X* | Jwy,ws, w3 € Lt.2. w = wiwaws} € NTIME[nF].

Uvedte hlavni mys$lenku dikazu (zahrnujici konstrukci pozadovaného Turingova stroje a
jeho ¢asovou analyzu), Ze pro nalezené k implikace plati. Nedokazujte minimalitu .
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Priklad na analyzu slozitosti |

Najdéte co nejmensi k takové, aby platilo
a) Lc DTIME[n®] = {weX*| 3w, ws,ws € Lt2 w=wiwaws} € DTIME[n"]
b) L € DTIME[n®] = {w € X* | Jwy,ws, w3 € Lt.2. w = wiwaws} € NTIME[nF].

Uvedte hlavni mys$lenku dikazu (zahrnujici konstrukci pozadovaného Turingova stroje a
jeho ¢asovou analyzu), Ze pro nalezené k implikace plati. Nedokazujte minimalitu .

Oznacime L' = {w € ¥* | Jw1, w2, w3 € L t.Z. w = wiwews}

a) Sestrojime DTS M’ akceptujici M'. M’ systematicky prochazi vSechny rozdéleni
vstupniho slova w (Jw| = n) na podslova w1, w2 a ws (tj. w = wiwsws). Te€chto rozdéleni
je O(n?) (potfebujeme umistit 2 "zarazky"). Konstrukce kazdého rozdéleni je v O(n). Pro
kazdé rozdéleni zkontrolujeme, zda w1 € L A ws € L AN ws € L, tj. 3-krat volame DTS M,
ktery akceptuje L v O(n®). Celkové slozitost M’ je: O(n?) - (O(n) + 3 - O(n?)) = O(n®).
Tudiz k = 5.

b) Sestrojime NTS M’ akceptujici M'. M’ nedeterministicky rozdéli vstupni slovo w na
podslova w1, w2 a ws (. w = wiwows). Toto rozdéleni zkonstruuje a ovéri pozadovanou
vlastnost (tj. w; € L Aws € LAws € L) v O(n) + 3-0(n?) a tudiz celkova slozitost M’ je
v O(n°). Tudiz k = 3.
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Priklad na analyzu slozitosti Il

Uvazme jazyk

Lyng = {(®1,P2) | D1, P2 jsou vyrokove formule v konjunktivni normalni forme,

pro které existuje valuace proménnych v takova, ze &1 (v) # ®2(v)}.

Poznamka: ®;(v) € {true, false} oznacuje, zda je formule ®; pravdiva pfi valuaci
proménnych 2.
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Priklad na analyzu slozitosti Il

Uvazme jazyk

Lyng = {(®1,P2) | D1, P2 jsou vyrokove formule v konjunktivni normalni forme,

pro které existuje valuace proménnych v takova, ze &1 (v) # ®2(v)}.

Poznamka: ®;(v) € {true, false} oznacuje, zda je formule ®; pravdiva pfi valuaci
proménnych 2.

Nejdrive ukazeme, ze Lyg € EXP.

Sestrojime DTS M, t.z. L(M) = Lyg a M pracuje v exponencialnim case.

M postupné generuje (napt. v lexikografickém poradi) jednotlivé valuace v
proménnych z formule ®; a ®-.

Pro kazdou valuaci v M vyhodnoti ®,(v) a ®2(v) (linearni priichod obéma
formulemi).

Pokud &, (v) # ®2(v), tak M akceptuje. Pokud prosel vsechny valuace a
neakceptoval, tak zamitne.

Pokud ®; a &, obsahuje n proménnych, pak existuje 2" riznych valuaci. Slozitost
M je tedy v O(2" -n) C O (2°") C EXP.
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Priklad na analyzu slozitosti Il

Uvazme jazyk

Lyng = {(®1,P2) | D1, P2 jsou vyrokove formule v konjunktivni normalni forme,

pro které existuje valuace proménnych v takova, ze &1 (v) # ®2(v)}.

Nyni ukazeme, ze Lyg € NP.

Sestrojime NTS M, t.2. L(M) = Lyg a M pracuje v polynomialnim Case.

M nedeterministicky zvoli (uhadne) valuaci v proménnych z formule ®; a ®-.
M vyhodnoti ®,(v) a ®2(v) (linearni prachod obéma formulemi).

Pokud &, (v) # ®2(v), tak M akceptuje. V opacném pripadé zamitne.
Slozitost M je tedy v O(n). Ukazali jsme, ze pro Ly g existuje polynomialni
verifikator.

Pfipomenme, ze Lyg € EXP plyne taktéz pfimo z Lyg € NP.
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Té&Zkost a Uplnost



Jazyky C-téZké a C-uplné

% AZ doposud jsme tfidy pouzivali jako horni omezeni slozitosti problémd. VSimnéme si
nyni omezeni dolniho — to zavedeme pomoci redukovatelnosti tfidy problému na dany
problém.

Definice 5.8 Necht R je tfida funkci. Jazyk L1 C X7 je R redukovatelny (presnéji R
many-to-one reducible) na jazyk Lo C 35, coz zapisujeme L <73 Lo, jestlize existuje
funkce f z R takova, ze Vw € ¥7 :w € Ly < f(w) € Lo.

Definice 5.9 Necht R je tfida funkci a C tfida jazykd. Jazyk Lg je C-tézky (C-hard)
vzhledem k R redukovatelnosti, jestlize VL € C : L. <% L.

Definice 5.10 Necht R je tfida funkci a C tfida jazykd. Jazyk Lo nazveme C-Uplny

(C-complete) vzhledem k R redukovatelnosti, jestlize Lo € C a Lo je C-téZKky (C-hard)
vzhledem k R redukovatelnosti.
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Nejbeznejsi typy uplnosti

% Uvedme nyni nejbéznéji pouzivané typy uplnosti — vSimnéme si, Ze je pouzita
redukovatelnost dostatecné silna na to, aby bylo mozné najit Uplné problémy vuci ni a na
druhou stranu nebyly prislusné tridy trivialné redukovany na jejich (mozné) podtridy:
NP, PSPACE, EXP Uplnost je definovana vici polynomialni redukovatelnosti (ij.
redukovatelnosti pomoci DTS pracujicich v polynomialnim ¢ase),

P, NLOGSPACE uplnost definujeme vici redukovatelnosti v deterministickém
logaritmickém prostoru,

NEXP Uplnost definujeme vuci exponencialni redukovatelnosti (1j. redukovatelnosti
pomoci DTS pracujicich v exponencialnim ¢ase).
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*Priklady slozitosti problému*



% Pfiklady LOGSPACE problému:
existence cesty mezi dvéma uzly v neorientovaném grafu.

% Pfiklady NLOGSPA CE-uplnych problému:
existence cesty mezi dvéma uzly v orientovaném grafu,

2-SAT (SATisfiability), 1j. splnitelnost vyrokovych formuli tvaru konjunkce disjunkci
dvou literalu (literal je vyrokova proménna nebo jeji negace), napf.
(1 V —z3) A (—x2 V x3).

% Priklady P-uplnych problému:

splnitelnost konjunkce Hornovych klauzuli (p A g A ... At) = u, kde p, g, ... jsSOu
atomické formule vyrokové logiky (vyrokové proménné),

nerozhodnutelné v predikatové podobé

nalezitost retezce do jazyka bezkontextové gramatiky: algoritmus ,,CYK* zaloZzeny
na dynamickém programovani (Cocke, Younger, Kasami) — O(n?),

topologické usporadani — pofadi uzld pfi prichodu grafem do hloubky (pro dané
fazeni primych nasledniku).
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% Priklady NP-uplnych problému:

splnitelnost Booleovskych formuli (SAT, 3SAT)
fada grafovych a mnozinovych problému (viz vyse)
problém obchodniho cestujiciho,

,knapsack“ — mame polozky s vahou a hodnotou, maximalizujeme hodnotu tak,
aby vaha neprekrocila uréitou mez.

% Priklady co-NP-uplnych problému:

ekvivalence regularnich vyrazu bez iterace.
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% Priklady PSPACE-uplnych problémd:

ekvivalence regularnich vyrazu,

nalezitost fetézce do jazyka kontextové gramatiky,

inkluze jazykd nedeterministickych kone¢nych automatu,

model checking formuli linearni temporalni logiky (LTL — vyrokova logika doplnéna

o temporalni operatory until, always, eventually, next-time) vuci velikosti formule.
% Priklady EXP-uplnych problému:

inkluze jazyka bezkontextové gramatiky v jazyce NKA (opacna C nerozh.),

inkluze nedeterministickych kone¢nych stromovych automatu, zobecnujicich
prechody KA do podoby p — (q1, ..., qn),

inkluze pro tzv. visibly push-down jazyky (operace push/pop, které provadi
pfijimajici automat, jsou soucasti vstupniho retézce),

nejlepsi tah v Sachu (zobecnéno na Sachovnici n x n),
model checking procest s neomezenym zasobnikem (rekurzi) vici zafixované
formuli logiky vétviciho se ¢asu (CTL) — tj. EXP ve velikosti procesu.
% Priklady EXPSPACE-Uplnych problému:
ekvivalence regularnich vyrazd doplnénych o operaci kvadrat (ij. r2).
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“* k-EXP / k-EXPSPACE:

rozhodovani splnitelnosti formuli Presburgerovy aritmetiky — tj. celoCiselné
aritmetiky se scitanim, porovnavanim (ne nasobenim — to vede na tzv. Peanovu
aritmetiku, kterd je jiz nerozhodnutelna) a kvantifikaci prvniho radu (napf.
Vr,y:x < x4+ y)]je problém, kiery je v 3-EXP (2-EXPSPACE-Uplny).

% Problémy mimo ELEMENTARY::
ekvivalence regularnich vyrazi doplnénych o negaci,

rozhodovani splnitelnosti formuli logiky WS1S — celoCiselna aritmetika s operaci
+1 a kvantifikaci prvniho a druhého fadu (ij. pro kazdou/existuje hodnota, resp.
mnozina hodnot, takova, ze ... —napf. 3A:Vx € A:z +1 & A),

verifikace dosazitelnosti v tzv. Lossy Channel Systems — procesy komunikujici pres
neomezenou, ale ztratovou frontu (cokoliv se muze kdykoliv ztratit).
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“Prvociselny rozklad”

% Problém rozkladu daného celého Cisla na soucin prvocisel.
< Velmi dulezity problém pro kryptografii.

< Rozhodovaci problém: Rozhodni, jestli pro dana Cisla n a k existuje Cislo 1 < p < k,
které déli ¢islo n.

% Vise, Zze je v NP N co-NP.
% Nevi se, zda je v P, ani zda je NP-uplny.
% Existuje polynomialni algoritmus pro test je dané Cislo prvocislo.

% Existuje polynomialni algoritmus pro kvantové pocitace, ktery pocita rozklad.
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