Vlastnosti trid slozitosti



k-paskove Turingovy stroje

Veéta 7.1 Je-li jazyk L pfijiman néjakym k-paskovym DTS M, v Case t(n), pak je také
prijiman néjakym 1-paskovym DTS M; v ¢ase O(t(n)?).

Dukaz. (idea)

Obsah ik pasek stroje M, mUzeme zapsat na jednu pasku stroje M; za sebe a
oddélit je vhodnym oddélovacem. Pozici hlav M, na pasce muzeme zakddovat
vhodnym oznacenim symbolu, pod kterymi se hlavy aktualné nachazeji.

P¥i simulaci kroku stroje M stroj M; dvakrat projde paskou — pfi jednom prichodu
zjisti znaky pod hlavami My, pfi druném je patficné upravi.

Jestlize je na nékteré simulované pasce stroje M nedostatek prostoru, je
zapotrebi provést posun zbytku pasky stroje M, coz si mize opét vyzadat dva
pruchody touto paskou.

UziteCna délka pasek stroje M), je ovSem omezena na t(n) a tudiz uziteCna délka
pasky stroje M; je omezena na k.t(n) + k, tj. O(t(n)).

Simulace jednoho kroku Mj, strojem M; je proto v O(t(n)).

Takovych kroku se provede t(n) a tudiz M; pfijima L v ¢ase O(t(n)?).
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Determinismus a nedeterminismus

Véta 7.2 Je-li jazyk L prijiman néjakym NTS M,, v Case t(n), pak je také pfijiman
néjakym DTS M, v &ase 20 ("),

Dukaz. (idea) Ukdzeme, jak muze M, simulovat M, v uvedeném Case:
Ocislujeme si pfechody M, jako 1,2, ..., k.

M4 bude postupné simulovat veSkeré mozné posloupnosti prechodu M,, (obsah
vstupni pasky si ulozi na pomocnou pasku, aby ho mohl vzdy obnovit; na jinou
pasku si vygeneruje posloupnost pfechodu z {1, 2, ..., k}* a tu simuluje).

Vzhledem k moznosti nekonecnych vypoctu M., nelze prochazet jeho mozné
vypocty do hloubky — budeme-li je ale prochazet do Sirky (ij. nejdriv vSechny
fetézce z {1,2,...,k}" délky 1, pak 2, pak 3, ...), urCité nalezneme nejkratsi
prijimajici posloupnost pfechodu pro M,,, existuje-Ii.
Takto projdeme nanejvys O (k') cest, simulace kazdé z nich je v O(¢(n)) a tudiz
celkem vyuZijeme nanejvy$ éas O(k'")O(t(n)) = 200D,

O

% Doposud nikdo nebyl schopen pfijit s polynomialni simulaci NTS pomoci DTS. Zda se
tedy, Ze nedeterminismus pfindsi znacnou vyhodu z hlediska ¢asové slozitosti vypoctu.
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% Zatimco se zda, Zze nedeterminismus prinasi zna¢nou vyhodu z hlediska casové
sloZitosti vypocétu, v pfipadé prostorové slozitosti je situace jina:

Véta 7.3 (Savitchdv teorém) N Space[s(n)] € DSpace[s®(n)] pro kaZzdou prostorové
zkonstruovatelnou funkci s(n) > lg n.

Dikaz. Uvazme NTS M = (Q, X, T, 6, qo, qr) rozhodujici L(M) v prostoru s(n):
Existuje k € N zavislé jen na |Q| a |I'| takové, Ze pro libovolny vstup w, M projde
nanejvy$ k°(™) konfiguraci o délce max. s(n).

To implikuje, Ze M provede pro w nanejvys k(") = 25(M19 k krokg.
Pomoci DTS mizeme snadno implementovat proceduru test(c, c’, ), ktera
otestuje, zda je mozné v M dojit z konfigurace c do ¢’ v 2* krocich:
procedure test(c, ¢, i)
if (i =0) thenreturn ((c=¢") Vv (c 1\|_4 c'))
else for all configurations ¢ such that |¢”| < s(n) do

if (test(c,c’,i— 1) Atest(c”,c,i — 1)) then return true
return false

Dukaz pokracuje dale.
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Pokracovani dukazu.

V8imneme si, Ze rekurzivnim vyvolavanim test vznika strom o vysSce i simulujici
posloupnosti svych listll posloupnost 2 vypocetnich krokd.

Nyni k deterministické simulaci M postaci projit vSechny akceptujici konfigurace
cr takové, ze |cr| < s(n), a ovefit, zda test(co, cr, [s(n)lg k1), kde co je poCatecni
konfigurace.

Kazdé vyvolani test zabere prostor O(s(n)), hloubka rekurze je
[s(n)lg k| = O(s(n)) a tedy celkove deterministicky simulujeme M v prostoru
O(s*(n)).

Dodejme, Ze s(n) muze byt zkonstruovano v prostoru O(s(n)) (jedna se o
prostorové zkonstruovatelnou funkci) a tudiz neovliviuje vySe uvedené uvahy.

% Dusledkem Savitchova teorému jsou jiz dfive uvedené rovnosti:
PSPACE = NPSPACE,
k-EXPSPACE = k-NEXPSPACE.
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Prostor kontra cas

% Intuitivné muzeme fici, Ze zatimco prostor mize ruste relativné pomalu, ¢cas muze rast
vyrazne rychleji, nebot muzeme opakované prochazet tymiz bunkami pasky — opacné
tomu byt zfejmé nemuUze (nema smysl mit nevyuzity prostor).

Véta 7.4 *NSpace[t(n)] C DTime[O(1)!"™)] pro kazdou &asové zkonstruovatelnou
funkci t(n) > lg n.

Dukaz. Da se pouzit do jisté miry podobna konstrukce jako u Savitchova teorému — blize
viz literatura. O~
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Vety o kompresi prostoru a zrychleni

Véta 7.5 Necht M je DTS. Pak existuje ekvivalentni TS N takovy, ze

Sn(n) <

Dukaz. (ldea) Abeceda stroje IV obsahuje dvojice znakl abecedy stroje M. Obsah pasky
ai,as,...,a, stroje M pak bude reprezentovan jako

(o))

Véta 7.6 Necht M je DTS. Pak existuje ekvivalentni TS NV takovy, ze

2

Dukaz. (ldea) Stroj N si predpocita vysledky vSech moznych vypoctu délky 2 stroje M.
O
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Uzavrenost vuci doplnku

% Doplnkem tridy rozumime tridu jazyku, které jsou doplhkem jazyku dané tridy. Tedy
oznacime-li dopInék tfidy C jako co-C, pak L € C < L € co-C. U rozhodovani problému
toto znamena rozhodovani komplementarniho problému (prazdnost x neprazdnost
apod.).

% Prostorové tridy jsou obvykle uzavreny vici doplnku:
Veta 7.7 *Jestlize s(n) > lg n, pak N Space(s(n)) = co-N Space(s(n)).

Dukaz. Jedna se o teorém Immermana a Szelepcsényiho — dukaz viz literatura. O

% Pro Casové tridy je situace jina:
Nékteré tridy jako P ¢i EXP jsou uzavreny vUuci doplnku.

U jinych vyznamnych tfid zastava otdzka uzavrenosti vuci doplnku otevienda. Proto
ma smysl| hovofit napt. i o tfidach jako:

co-NP ¢i

co-NEXP.

Slozitost — p.8/30



Véta 7.8 Trida P je uzaviena vuci doplnku.

Dukaz. (idea) Zakladem je to, Zze ukazeme, ze jestlize jazyk L nad X muze byt prijat DTS
M v polynomialnim Case, pak také existuje DTS M’, ktery L rozhoduje v polynomialnim
Case, tj. L = L(M') a existuje k € N takové, Ze pro kazdé w € X* M’ zastavi v Case
O(Jw|*):

M' na zacatku vypoctu uréi délku vstupu w a vypocte p(|w|), kde p(n) je polynom

urcujici slozitost prijimani strojem M. Na specialni dodatecnou pasku ulozi p(|w|)
symbolu.

Nasledné M’ simuluje M, pficemz za kazdy krok umaze jeden symbol z
dodatecné pasky. Pokud odebere z této pasky vSechny symboly a M by mezitim
neprijal, M’ abnormalné ukonci vypocet (odmitne).

M’ evidentné pfijme vSechny fetézce, které pfijme M na to mu staci p(n)
simulovanych kroku a nepfijme vSechny retézce, které by M nepfijal — pokud M
nepfijme v p(n) krocich, nepfijme vibec. M’ vSak vzdy zastavi v O(p(n)) krocich.

O
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Ostrost hierarchie trid

% Z dosavadniho muzeme shrnout, Ze plati nasleduijici:
LOGSPACE C NLOGSPACE C P C NP
NP C PSPACE = NPSPACE C EXP C NEXP
NEXP C EXPSPACE = NEXPSPACE C 2-EXP C 2-NEXP C ...
... C ELEMENTARY C PR C R C RE"

< Rada otazek ostrosti uvedenych vztahtl pak z(stava oteviena, nicméné z tzv. teorému
hierarchie (nebudeme ho zde presné uvadeét, nebot je velmi technicky — zajemci ho
naleznou v literature) plyne, Zze exponencialni ,mezery“ mezi tfidami jsou ,0stré*:

LOGSPACE, NLOGSPACE C PSPACE,
P C EXP,

NP C NEXP,

PSPACE C NEXPSPACE,

EXP C 2-EXP, ...

“Bez dukazu jsme doplnili, ze ELEMENTARY C PR.
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Polynomialni redukce a
SAT-problém



Polynomialni redukce

Definice 7.1 Polynomialni redukce jazyka L, nad abecedou X; na jazyk L. nad
abecedou X je funkce f : X1 — X3, pro kterou plati:

1. VwEET:wELlc)f(w)ELz
2. fje vycislitelna DTS v polynomialnim ¢ase.

Existuje-li polynomialni redukce jazyka L1 na Lo, fikame, Zze L se (polynomialné)
redukuje na L, a piSeme L, < Lo.

Véta7.9 Je-li Li <7 Ly a L je ve tfidé P, pak L, je ve tfideé P.

Dukaz. Necht M je TuringUv stroj, ktery provadi redukci f jazyka L; na L2 a necht
p(x) je jeho Casova slozitost. Pro libovolné w € L1 vypocet f(w) vyZzaduje nanejvys
p(Jwl|) krokd a produkuje vystup maximalni délky p(|w|) + |w].

Necht M pfijima jazyk L. v polynomialnim ¢ase daném polynomem ¢(x).

Uvazujme Turinguv stroj, ktery vznikne kompozici M ¢ M. Tento stroj pfijima jazyk L tak,
ze pro kazdé w € L; udéla stroj M My maximalné p(|w|) + q(p(|w|) + |w|) krokud, coz je
polynomem ve |w| a tedy L lezi ve tfidé P. O
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Problem splnitelnosti — SAT problem

% Necht V = {v1,v2,...,vn} je koneéna mnozina Booleovskych proménnych (prvotnich
formuli vyrokového poctu). Literalem nazveme kazdou proménnou v; nebo jeji negaci v;.
Klausuli nazveme vyrokovou formuli obsahujici pouze literaly spojené vyrokovou

spojkou V (nebo).

Priklady klausuli: v1 V73, v Vvs, 71 VT3V va.

% Mnozina klausuli nad mnozinou proménnych V' odpovida vyrokové formuli v
konjunktivni normalni forme.

% SAT-problém Ize formulovat takto: Je dana formule &y nad mnozinou proménnych V'

splnitelna?

Lsar = {®v | ®v je splnitelna formule}
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Problem splnitelnosti — kodovani

% Kazdy konkrétni SAT-problém muzeme zakddovat jedinym fetézcem takto: Necht

V =A{v1,ve,...,um}, kazdy literal v; zakddujeme fetezcem délky m, ktery obsahuje
samé 0 s vyjimkou i-t€ pozice, ktera obsahuje symbol p, jde-li o literal v;, nebo n, jde-li 0
literal v;. Klausuli reprezentujeme seznamem zakddovanych literali oddélenych
symbolem /. SAT-problém bude seznam klausuli uzavrenych v aritmetickych zavorkach.

Priklad 7.1 SAT-problém obsahuje proménné v, v2, v3 a klausule vy V 73, v2 V vs,
v1 V U3 V vg bude reprezentovana retézcem: (p00/0n0)(0p0/00p)(n00/00n /0p0).
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% Ozname Lsar jazyk obsahujici fetézce tohoto typu, které reprezentuji spinitelné
mnoziny klausuli.

Retézec (p00/0n0)(0p0/00p)(n00/00n/0p0) je prvkem Lsar (vi = F,ve = Fyvz3 =T),
na rozdil od fetézce (p00/0p0)(n00/0p0)(p00/0n0)(n00/0n0), ktery je kbdem
nesplnitelné mnoziny klausuli v1 V v2, U1 V v2, v1 V U2, U1 V 3.

< Pfitazeni pravdivostnich hodnot budeme reprezentovat fetézcem z {p,n} ", kde p v i-té
pozici predstavuje prirazeni v; ~ true a n v i-té pozici predstavuje pfirazeni v; ~ false.

% Pak test, zda urcité hodnoceni je modelem mnoziny klausuli (mnozina klausuli je pro
toto hodnoceni splnéna), je velmi jednoduchy a ilustruje ho obrazek:

V3=true
V2=false — ‘
v,=false —nnp

nnp nnp

nnp

(p00/0n0) (0p0/00p)  (n00/00n/0p0)
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Lgar je NP-upiny

% Na uvedeném principu muzeme zkonstruovat nedeterministicky Turinglv stroj, ktery
pfijima jazyk Lsar v polynomialnim Case. Zvolime 2-paskovy Turinguv stroj, ktery:
1. zacina kontrolou, zda vstup reprezentuje mnozinu klausuli,
na 2. pasku nageneruje fetézec z {n, p}™ nedeterministickym zpusobem,
posouva hlavu na 1. pasce a testuje, zda pro dané ohodnoceni (na 2. pasce) je
mnozina klausuli splnitelna.

Tento proces muze byt snadno implementovan s polynomialni slozitosti prijeti v zavislosti
na délce vstupniho fetézce atedy Lsar € NP.

% Princip ,guess & check® pouzity vySe se ¢asto uziva pfi ukazani clenstvi v NP.

Veta 7.10 Cookuyv teorém: Je-li L libovolny jazyk z NP, pak L <7 Lsar.

Hlavni myslenka dukazu: Protoze L € N P, existuje nedeterministicky Turinguv stroj M a
polynom p(x) tak, ze pro kazdé w € L stroj M pfijima w v maximalné p(|w|) krocich.
Jadro dukazu tvori konstrukce polynomiélni redukce f z L na Lsar: Pro kazdy fetézec
w € L bude f(w) mnozina klausuli, které jsou splnitelné, prave kdyz M pfijima w.
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NP-upiné jazyky

% Po objeveni Cookova teorému se ukazalo, ze mnoho dalSich NP jazykd ma vlastnost
podobnou jako Lsar, t.j. jsou polynomialnimi redukcemi ostatnich NP jazykd.

% Tyto jazyky se — jak jiz vime — nazyvaji NP-upiné (NP-complete) jazyky.

% Kdyby se ukazalo, ze libovolny z techto jazyku je v P, pak by muselo platit P = NP;
naopak dukaz, ze néktery z nich lezi mimo P by znamenalo P C NP.
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Viyznacné NP-upiné problemy

Satisfiability: Je boolovsky vyraz spinitelny?

Clique: Obsahuje neorientovany graf kliku velikosti k7

Vertex cover: Ma neorientovany graf dominantni mnozinu mohutnosti k?
Hamilton circuit: Ma neorientovany graf Hamiltonovskou kruznici?
Colorability: Ma neorientovany graf chromatické Cislo k?

Directed Hamilton circuit: Ma neorientovany graf Hamiltonovsky cyklus?
Set cover: Je dana tfida mnozin Sy, S, ..., S,. Existuje podtfida k mnozin
SivsSigs- .., Si, takova, ze U, Si; =T, S; ?

Exact cover: Je dana tfida mnozin S1, S, ..., S,. Existuje mnozinové pokryti (set
cover) tvorené podtfidou po dvojicich disjunktnich mnozin?
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Vybranée polynomialni redukce



Problem 3SAT je NP-upiny

< Necht ®3 oznaduje vyrokovou formuli v konjunktivni normalni formé nad mnozinou
proménnych V', kde kazda klauzule ma presné 3 literaly.

Lasar = {®} | 3 je splnitelna}

% Lssar € NP: NTS nejdrive ovéri, ze kazda klauzule mé 3 literaly (linearni ¢as k délce
formule) a pak uhadne prirazeni a ovéfi, zda je splnitelné (stejné jako u Lsar) — opét
linearni ¢as k délce formule.

% Lsar <P Lssar

% Hlavni myslenka redukce: Transformace klauzuli, které nemaiji 3 literaly bez zmény
splnitelnosti formule:

klauzule z; nahradime =1 V 21 V 1
klauzule 1 V 22 nahradime =1 V 22 V 21
klauzuli c = 1 V 22 V 23 V 24 Nnahradime ....
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Problem 3SAT je NP-upiny

< Necht ®3 oznaduje vyrokovou formuli v konjunktivni normalni formé nad mnozinou
proménnych V', kde kazda klauzule ma presné 3 literaly.

Lasar = {®} | 3 je splnitelna}

% Lsar <P Lssar

% Hlavni myslenka redukce: Transformace klauzuli, které nemaiji 3 literaly bez zmény
splnitelnosti formule:

klauzule 1 nahradime z; V 1 V 21
klauzule 1 V 22 nahradime 1 V 25 V 21

klauzuli ¢ = 1 V 2 V 3 V 24 nahradime klauzulemi
ci=x1Vrxa2Vyace=-yVaesVrskdey &V (i.yje Cerstva proménna)

c je splnitelnd <= ¢; A c2 je splnitelna
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Problem 3SAT je NP-upiny

klauzuli ¢c = 1 V... V x,, nahradime klauzulemi

(r1VzaVy1) (—y1VasVy2) (—y2VaxaVys) ... ("Yn—3V Tn_1V Ty,)

transformace zachovava splinitelnost

kazda nova klauzule zmensi puvodni klauzuli aspon o jeden literal.
popsana transformace jednou projde puvodni formuli — pracuje v ¢ase O(n)
formule se zvetsSi pouze o faktor O(n)

% Lze podobnou transformaci udélat pro jazyk L.sar (kazda klauzule ma 2 literaly)?
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Problem 3SAT je NP-upiny

klauzuli ¢c = 1 V... V x,, nahradime klauzulemi

(r1VzaVy1) (—y1VasVy2) (—y2VaxaVys) ... ("Yn—3V Tn_1V Ty,)

transformace zachovava splinitelnost

kazda nova klauzule zmensi puvodni klauzuli aspon o jeden literal.
popsana transformace jednou projde puvodni formuli — pracuje v ¢ase O(n)
formule se zvetsSi pouze o faktor O(n)

% Lze podobnou transformaci udélat pro jazyk L.sar (kazda klauzule ma 2 literaly)?

% Nelze, jelikoz by jsme nemohli zkracovat puvodni klauzule. Na democviceni si
ukazeme, ze Lasar € P.
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Problem KLIKA je NP-upiny

% Necht G = (V, E) je neorientovany graf. G ma k-kliku pokud obsahuje uplny podgraf
(existuje hrana mezi kazdou dvoijici vrcholu), ktery ma k vrcholu.

Lxrrika = {< G,k >| G m4 k-kliku}
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Problem KLIKA je NP-upiny

% Necht G = (V, E) je neorientovany graf. G ma k-kliku pokud obsahuje uplny podgraf
(existuje hrana mezi kazdou dvoijici vrcholu), ktery ma k vrcholu.

Lxrrika = {< G,k >| G m4 k-kliku}

% Lrxrixa € NP: NTS uhadne k vrcholl a pak oveéri, jestli tvofi Uplny podgraf — slozitost
ovéreni zalezi na reprezentaci grafu, ale oCividné je v P vzhledem k velikost G.
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Problem KLIKA je NP-upiny

% Necht G = (V, E) je neorientovany graf. G ma k-kliku pokud obsahuje uplny podgraf
(existuje hrana mezi kazdou dvoijici vrcholu), ktery ma k vrcholu.

Lxrrika = {< G,k >| G m4 k-kliku}

% Lssar <p LkrikA

% Hlavni myslenka: Splnitelnost formule s &k klauzulemi redukujeme na problém k-kliky v
grafu GG, kde

kazdy literal v kazdé klauzuli jednoznacné mapujeme na unikatni vrchol grafu

hrany definujeme mezi "nekonfliktnimi" literaly z ruznych klauzuli
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Problem KLIKA je NP-upiny

% Lssar <p LikrikAa

< Formalné: Mé&me formuli F = C1 ACo A...ANCrkdeV1 <i<k:C;=L;VLIVL}a
V1 < j < 3: L7 je bud proménna nebo jeji negace.

% Pro F' sestrojime neorientovany graf Gr = (Vr, Er), kde

Ve ={L] |1<i<kA1<j<3} a Ep={{L},Li}|i#i AL #-L)}

7

< Je snadno vidét, Ze |Vr| je dana velikosti F' (|[Er| < |V#|?) a tudiz G umime
zkonstruovat v polynomialnim ¢ase (existenci hrany mezi dvéma vrcholy ovéfime v
linedrnim Case vzhledem k velikosti F)).

% Korektnost: Dokazeme, ze F' je splnitelna <—= G r ma k-kliku.
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Problem KLIKA je NP-upiny

% Pro F sestrojime Gr = (Vr, Er) kde

Ve={L|1<i<kA1<j<3} Ep={{L),L3}]|i#i AL #-L}
% Korektnost: Dokazeme, ze F je splnitelna <= G r ma k-kliku.

= Je-li F je splnitelna, tak pro kazdou klauzuli C; (1 < ¢ < k) Ize vybrat jeden literal
L (1 < j < 3) tak, Ze zadné dva zvolené literaly L a L?, nejsou vzajemné v
konfliktu, tj. L7 # ﬂLg,/. Témto k literalim odpovida & vrcholl v G, které dle
definice Er tvofi Uplny podgraf.

< Ma-li G k-Kliku, tak existuje v kazdé klauzuli literal (ij. & literala), ktery neni v
konfliktu s Zadnym jinym z téchto k literalt. Z téchto literall |Ize pfimocare sestrojit
splnitelné prirazeni pro formuli F.
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Zkouskovy priklad na redukci

Uvazme jazyk

Lyng = {(®1,P2) | D1, P2 jsou vyrokove formule v konjunktivni normalni forme,

pro které existuje valuace proménnych v takova, ze &1 (v) # ®2(v)}.

Nyni ukazeme, ze Ly g je NP-téZky coz ndm s dukazem z minulé prednasky da
NP-uplnost.
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Zkouskovy priklad na redukci

Uvazme jazyk

Lyng = {(®1,P2) | D1, P2 jsou vyrokove formule v konjunktivni normalni forme,

pro které existuje valuace proménnych v takova, ze &1 (v) # ®2(v)}.

Nyni ukazeme, ze Ly je NP-tézky coz nam s pfedchozim dikazem da NP-Uplnost.
Ukazeme, ze Lsar <7 LnEg.Bez ztraty na obecnosti uvazme, ze

Lsar = {® | ® je vyrokova formule v konjunktivni normalni forme,

pro kterou existuje valuace proménnych v takova, ze ®(v) = true}

Sestrojime funkci f (vycislitelnou DTS v polynomialnim ¢ase), pro kterou plati
f((I)) = ((1)1,(1)2) ad € Lsar — ((131,(1)2) € LNE.

Staci polozit 1 = & a &2 = x1 A 71 (21 je proménna a tudiz @, je kontradikce).
® € Lsar = 30 : &1(v) = true A $2(v) = false = (&1, P2) € Ly

O Z Losar = Vv : ®1(v) = false = $2(0) = (P1,P2) € LnE
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