Obsah

P y

[Sekce 1: Formalni jazyky a zakladni operace|

wn

O I I I JIaaaacaacaxacaaaaaao &



[Sekce 4: Rovnice nad regularnimi vyrazy|

S




[Sekce 11: Jednoznacnost a determinismus bezkontextovych gramatik|

Wloha 1l . . . . . .

lmahﬁ 7

Wloha 1l . . . . .

b)| . .

........................................
Uloha 2l . . . ..t

BY .

Wloha 1l . . . . .

IﬁIﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁIIIIﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁ;;;;;;;



...............................................
ULoha 2l . . o . o

b)
...............................................

[Sekce 21: Tridy slozitosti a NP-uplnost|
Uloha 1l . . . . . .




Poznamky

Tento dokument obsahuje neoficialni feseni sbirky z predmétu Teoreticka informatikeﬂ Najdete zde pouze
ty piiklady, které nejsou vyfeSené v samotné sbirce.

Pokud budete mit pocit, Ze jste nasli néjakou chybu, nebo pokud nebudete nékterému feSeni rozumét, napiste
mi na discord kocotom#5300. Ozvéte se prosim i tehdy, pokud dojde k aktualizaci sbirky (napf. pridani
novych piikladii nebo zména zadani stavajicich pfikladd). Kontaktujte mé prosim i v piipadé, ze se vam
podaii vyfesit piiklad 21/1d (podikol o NP-tézkosti), ktery se mi dosud vyfesit nepodafilo, a tudiz zde
chybi. Rad doplnim vas postup.

Chtél bych podékovat v§em, ktefi mi pomohli s kontrolou feseni ptikladi. Jmenovité bych rad vyjadril vdeék
nasledujicim kolegim:

TommY 6.5b
Maestro 2.0b
tomiju 2.0b
MaybeRookie 1.5b
Lakoc 1.0b
Lada 1.0b
Covece 1.0b
Pheter 1.0b
dedSnidane 1.0b
mickey 1.0b

stupid boisbb  0.5b
Bc. plov_ec 0.5b

Healtonn 0.5b
jetlebovec 0.5b
Mojo 0.5b

Thttp://www.fit.vutbr.cz/study/courses/TIN/public/Sbirka/all-2021.pdf
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Sekce 1: Formalni jazyky a zakladni operace

Uloha 4

Pomocijazykt Lo = {0} a L; = {1} nad abecedou . = {0, 1} azdkladnich jazykovych operaci zkonstruujte
nasledujici jazyky:

(b) Lz = {w € ¥* | w vyjadiuje liché ¢islo v bindrni notaci (bez vedoucich 0) }
(¢) Ly = {w € ¥* | w obsahuje bud jeden anebo sudy pocet symboli 1}
(d) Ls = {w € ¥* | w obsahuje sudy pocet podietézci 01 nebo 10}

b)
L3 - Ll(LQ U Ll)*Ll U Ll
c)
Ly= Ly UL LU (LI LIy LY)*
d)
Ls = Ly(LE L§ Ly L) Ly U L (L LY LE L) Y Ly U L U L
Uloha 5

Uvazme ¥ = {a, b}. Rozhodnéte a dokaZte, zda plati nasledujici tvrzeni:

(c)VLy, Ly C X*: Ly a Ly jsou konecné <> L, - L je kone¢ny.
(d) 3Ly, Ly € ¥* : Ly a Ly jsou kone¢né <= L, - L, je konecny.
(e) VL, C ¥* : L7 je nekone¢ny

(f) IL, C ¥* : L7 je nekonecny

(g) VLl,Lz - DI LT U L; = (L1 U LQ)*

(h) 3Ly, Lo C©¥*: LU LY = (L1 U Lo)*

() VL, CX*: (L))" = L3

(G) 3L, CX*: (L) = L3

KVL, CY =L <= ecc

W3, CY =L <= ec

(V]

Jisté neplati. Jako protipiiklad zvolme jazyky L; = ¥*, Ly = {}. Pak L; - Ly, = {}, tedy kone¢ny jazyk, ale
L, = X" neni kone¢ny jazyk.

d)

Jisté plati. Zvolme L, = {}, L, = {}, oba tyto jazyky jsou kone¢né a L; - Ly = {} je rovnéZ kone¢ny jazyk.
Lze snadno nahlédnout, Ze plati jak smér <, tak smér =-.

e)

Jisté neplati. V ramci protiptikladu uvazujme o jazyce L = {}, pak L} = {€}, coZ je kone¢ny jazyk.



f)
Jisté plati. Uvazujme o jazyce L = {a}, kde a € . Pak L} = {a" | n > 0}, coZ je nekoneény jazyk.

2)

Jisté neplati. V rdmci protipiikladu uvazujme o jazycich L; = {a}, Ly = {b}, kde a,b € X. Pak ab €
(L1 U Lg)*, ale ab ¢ L} U Lj. Nejde tedy o tytéZ jazyky.

h)

Jisté plati. Uvazujme o jazycich L, = {}, Ly = {}, pak (L, U Ly)* = {€} arovnéz L} U L} = {¢}.

i)

Jisté plati. K dikazu vyuZijeme definici iterace jazyka, podle které plati:

Ly = [j Ly
k=0

Miizeme tedy vyrok ze zadani upravit do podoby

Uzt~ (Us)
k=0 k=0

neboli

o0 [e.9] o0 !
Ust-U(U)
k=0 =0 \k=0

Tuto rovnost dokdaZeme postupné z obou stran.
Smeér C:

o0 oo o0 !
k k
UsteU(U)
k=0 1=0 \k=0
RozepiSeme pravou stranu

IQ_UfC{G}U<GL’f)U(GLT>QU<OL§>SU...

k=0 k=0 k=0

PodtrZené Casti jsou zjevné totoZné, procez inkluze plati.
Smér O:

o0 o [e o] !
Ust=U(U)
k=0 =0 \k=0

Ukézeme, Ze plati nasledujici vyrok:

oo oo ! o0
wEU(ULIf) :>w€UL’f
1=0

k=0 k=0



JelikoZ mnoZina uvedend v levé Casti implikace vznikla pomoci nekone¢ného sjednoceni mnoZin, je jasné,
Ze w leZi v nékteré z nich:

00 00 l 00 n
wGU(UL?) :>E|n€N:wE<ULIf>
=0 \k=0 k=0
Tento fetézec w tedy musi byt prvkem konkatenace n jazykd. Je tomu tak proto, Ze w lze zapsat jako
wy - wy o wy, kde Vi € N2 1 < i < n = w € Uy, L} Jelikoz J;—, L} je opét sjednocenim
nekone¢ného mnozstvi jazyku, je ziejmé, Ze kazdé w; musi byt prvkem nékterého z nich, jak shrnuje
ndsledujici vyrok:

o0

n
dneN:we (ULIf) = dn € Ndmy,my,...m,, e Nowe LT - L™ - L7 . L™
k=0

Konkatenaci mocnin téhoz jazyka lze upravit:

dn e Ndmy,mg,...m, e N:we LT - L - L ... L]" =
In eN Elml, Mo, ... My cN:we L71n1+m2+--.+mn
Pokud w € L™ pak jisté patid do libovolné nadmnoziny L}* ™2 F+7n,
In € N3Imy,my,...m, € N:w € LmTmttmn —
In € NImy,mg,..m, e N:we LYULULIU-.. Y Lmtmetetme g
Coz lze upravit:
[e.e]
ElnENElml,mg,...mnEN:wGL?UL%UL%U...ULT1+m2+‘..+mnU“.:>w€ ULllc

k=0
Dostdvame tedy

o0 oo oo !
Ust=U(U)
k=0 1=0 \k=0
Zadany vyrok L} = (L})* tedy plati.
J)

Jisté plati. Toto trividlné vyplyva z i), nebof pokud pro kazdy jazyk L; C X»* plati néjaka vlastnost, pak
urcité existuje jazyk L; C X*, pro ktery dand vlastnost plati.

k)

Jisté€ plati. DokdZeme postupné jednotlivé sméry implikace.
Smér =:

T:LT:>€€L1

JelikoZ plati L} = L U {e}, piSeme



Lifu{et =L =cel,

Implikace plati, nebof rovnost na levé strané implikace je spInéna jen v ptipadé, ze € € L]
Smér «:

Li=Lt<cel,

Obecné pokud a € A, pak AU {a} = A, proto miZeme psit:
ceecly= L =L7U{et= L =13

D

Jisté plati. Toto trividln€ vyplyva z k), nebof pokud pro kazdy jazyk L, C X* plati néjaka vlastnost, pak
urcité existuje jazyk L; C X*, pro ktery dand vlastnost plati.



Sekce 2: Zakladni konstrukce pro regularni jazyky

Uloha 1

Zkonstruujte konecné automaty a reguldrni gramatiky pro tyto jazyky:

(b) L = {w € {a,b}* | #4(w) < 3}
() L ={w € {a,b}* | #4(w) mod 3 = #(w) mod 2}
(d) L ={a}* - {bb, cc}*

b)

G = ({S, 51,52},{a, b},P, S),kde
P:S a5 [bS|e
Sl—>a52\bsl\6

Sg%b52|€

c)

G = ({S00, So1, S10, S11, S20, S21}, {a, b}, P, Spo), kde
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P: SO() — G,Slo | bS()l | €
S(]l — CLSH ‘ bSOO

SlO — CLSQO ‘ bSH

Sn — CLSQl | bSlo | €
SQO — GSOO | bS91

521 — aSm | bSQQ

d)

Pozn.: Ve sbirce je jazyk uveden ve formé reguldrniho vyrazu ndsledovany ekvivalentnim zdpisem dle definice
reguldrni mnoZiny, coZ obcas studenty mate. Zde jazyk vyjadruji pouze jako reguldrni mnoZinu.

G= ({5 B,C,X},{a,b,c}, P S), kde
P:S—aS|bB|cC|e

B —bX

C —cX

X = bB|cC|e

Uloha 2
Pomoci reguldrnich vyrazii popiste tyto jazyky:

(b) L = {w € {a,b,c}* | #.(w) < 2}
() L ={w € {a,b,c}* | #4.(w) mod 2 =0}

b)
(b+c)+(b+c)alb+c)
nebo napriklad
(b+c)(alb+c)" +e)
c)
(b+c) + ((b+e)alb+c)alb+c))”
nebo napiiklad

(b+c+alb+c)a)”

11



Sekce 3: Transformace kone¢nych automatu a regularnich gramatik

Uloha 1

Preved'te nasledujici nedeterministické automaty na ekvivalentni deterministické automaty. Postupujte dle
algoritmu z prednésky. Nenfi tfeba uvadét nedosazitelné stavy.

(b) A = ({(]07 q1, q2}7 {aa b}7 57 qo, {QQ}), kde 5.16 deﬁnovénajako

6(q0,a) = {qo}, 6(q0,0) = {q0, 01, @2}
0(q1,a) = {q2}, 6(q1,0) = {qo}
(g2, a) = {}, 0(q2,b) = {qa}

b)
a b
— {qo} {q0} {00, 1, @2}
— {QO7Q1aCI2} {QmCJZ} {907(117612}
— {q0, @2} {q0} {90, 01, @2}
Uloha 2

Preved'te néasledujici rozsifené automaty (tj. automaty s e—kroky) na ekvivalentni deterministické automaty.
Postupujte dle algoritmu z prednésky. Neni tfeba uvadét nedosazitelné stavy.

(b) Automat na obrazku niZe.

12



b)

Pocateéni stav nového automatu nazvéme A.

e-uzavér({0}) = {0,1,3} = A

d(A,a) = e-uzavér({2}) = {2,0,1,3} = B
d(A,b) = e-uzavér({4}) = {4,0,1,3} =C
(A, c) =euzaver({}) ={} =D

d(B,a) = e-uzavér({2}) = {2,0,1,3} = B
d(B,b) = e-uzavér({4}) = {4,0,1,3} =C
d(B,c) = e-uzavér({1}) = {1} = F
0(C,a) = e-uzavér({2}) = {2,0,1,3} = B
0(C,b) = e-uzavér({4}) = {4,0,1,3} =C
0(C,c) = e-uzavér({3}) = {3} = F
§(D,a) =0(D,b) =46(D,c) =D

d(E,a) = e-uzavér({2}) = {2,0,1,3} = B
I(E,b) = euzavér({}) ={} =D

I(E,c) =euzavér({}) ={} =D

d(F,a) = e-uzavér({}) ={} =D

d(F,b) = e-uzavér({4}) = {4,0,1,3} = C
d(F,c) =euzavér({}) ={} =D

F, ={B, C} (mnoZzina koncovych stavi)

Nasledujici obrdzek zobrazuje deterministicky kone¢ny automat, ktery vznikl pfevodem z rozsifeného

kone¢ného automatu.
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Lze snadno nahlédnout, Ze stav D je neukoncujici.

Uloha 3

Nasledujici automaty zadané tabulkou preved'te do redukované formy (tj. zkonstruujte ekvivalentni mini-
malni automat)

(b)
stav | a | b
<113 1]2
2 6 |4
3 315
—4| 4 |2
5 10 | 8
6 6 |7
«~7| 715
+~— 8| 8 |2
«~9 (1112
10 {10 |9
11 | 1115
b)

Nejprve je nutné odstranit nedosaZzitelné stavy automatu. Tento automat ovSem Zadné takové stavy neobsa-
huje.

14



stav | a | b
2 I |10
3 I |1
I 5 I |10
6 I |10
10 I |10
11 I |1
1 I |1
4 Im|I
+——1II 7 I
8 Im|I
9 I |1
0
stav | a b
2 1 \Y
1 5 I |1V
6 I |V
11 10 I |1V
3 I | I
1 11 | O | 1
1 I | I
— 1V 9 (1| I
4 \Y% I
«—V 7 A/ |
8 V| 1
2
stav b
I 2 VI
6 VI
II 5 I | VI
11 10 11 \Y%
3 I\Y% I
v 11 1Y% I
1 v 1
v 9 v 1
4 VI 1
VTS
+—— VII 7 VII | 1T

lIES

15

stav | a b
2 I |1V
| 5 I [IV
6 I | IV
10 I | I
3 II 1
1 11 I 1
1 I I
X 111 9 II I
4 IV | 1
+— IV 7 IV | 1
8 IV | 1
1
stav | a b
I 2 I | VI
6 I | VI
1I 5 I | VI
I 10 (I | V
3 IV | I
v 11 | IV | 1T
1 IV | 1
PV 9 [IV] 1
4 VI
+—— VI 7 VI | 1O
8 | VI| I
3
stav a b
I 2 II VII
I 6 I VIII
I 5 v VI
v 10 v VI
3 A III
v 11 \Y% III
1 \Y% 1
> VI 9 v I
4 VII 1
R I v T
+—— VIII 7 VIII | III




Uloha 4

Nasledujici kone¢né automaty preved'te na ekvivalentni reguldrni gramatiky.

(b) Automat uvedeny nize:

b)
G = ({51,82, Sg}, {a,b}, P, Sl), kde:
PISl—>CLSQ|CL33

SQ—>(ZSQ|b53|€
Sg—>b51

Uloha 5

Nasledujici regularni gramatiky pieved'te na ekvivalentni kone¢né automaty.
(b) G = ({Sl, SQ, Sg}, {CL, b, C}, P, Sl), kde
P:Sl—>a|bsl|b53

Sy —€|aSy|b
Sg—>a52|c

16



b)

Uloha 6

Nasledujici regularni vyrazy preved’te na ekvivalentni regularni gramatiky.

®) ((a+0b)Tc)*

b)
G = ({S, A}, {a,b,c}, P,S), kde

P:S—elaA|bA
A —aA|bA|cS

Spravnost gramatiky 1ze snadno ovéfit feSenim soustavy rovnic nad reguldrnimi vyrazy

S=e+aA+bA=¢€c+(a+D)A

A=aA+bA+cS=(a+bA+cS=(a+b)cS
Po dosazeni A do prvni rovnice dostavame:

S=e+(a+b)(a+b)cS=e+(a+b)cS=((a+b)Tc),

coZ je puvodni regularni vyraz.

17



Uloha 7

Pro nésledujici jazyky

* Sestrojte NKA pro jazyk (pokuste se efektivné vyuZzit nedeterminismus).

» Prevedte algoritmicky tento NKA na ekvivalentni DKA.

» Ziskany DKA preved'te algoritmicky do redukované podoby, nebo ukazte, Ze jiZ v redukované podobé

je.

(b) L = {w € {a,b}* | w obsahuje podslovo bba} U {w € {a,b}* | |w| mod 2 = 0}

b)

Nedeterministicky automat:

Determinizace (posledni sloupec uvadi nové jméno pro stav v prvnim sloupci kvili snaz§imu zapisu pii

nasledné minimalizaci):

a b nové jméno pro stav
< {51} {52} {SQ, 83} 1
{s2} {s1} {s1, 53} 2
{s2, 53} {s1} {s1, 53,54} 3
< {81,53} {SQ} {82,83,84} 4
— {51, 83,84} {52, 85} {52, 83,84} 5
{82783,84} {81,85} {81783,84} 6
< {82785} {81785} {81,53,85} 7
< {81,85} {82,55} {82,83,85} 8
<« {s1, 83,55} {s2,s5} | {52, 53, 54,55} 9
— {s9,83,85} | {s1,85} | {s1,53,54,85} 10
< {52,83,84,85} {81,85} {81783,84,85} 11
< {81,83784,85} {82,85} {82,83,84,35} 12

Minimalizace:

18




stav | a | b
~1 12| 3

1] 4

115
+~4 12| 6
«~5 17| 6

8|5
«~7 18] 9
+~8 | 7]10
+~9 | 7|11
~— 10| 8|12
~— 118 |12
~— 12711

Prechodova tabulka

stav | a b
o L VIV
4 IV IV
—I | 5 ||V
7 [0 | 10
g | I | I
9 [ I | I
S =T Tm
11 | I | I
12 |10 | I
2 11
v [ 3 [ 11
6 |10 I

19

stav | a | b
T (|1
4 (11
5 |11
7 111
1 8 I |1
9 (11
10 [ 11
111
2 [1]1
2 |11
m 3 [1]1
6 |11
0
stav | a b
ol L V[V
4 [1IV | VI
—1 | 5 |10 VI
7 [ 10| 100
g | I | I
o [T | I
S e m
11 | I | I
12 [ 10| I
v | 2 |11
V | 3 |11
Vi | 6 |II| I




Ukazka miniméalniho automatu:

stav | a b

S1 | 1 |V VI
—I | 4 | V| VI
I 5 |1V | VI
7 IV ]| IV

g8 IV | IV

9 IV ] 1V

SNV TV
1[IV | IV
21V IV

vV [ 2 |11
Vi | 3 | 1 |1
VI | 6 |[IV | I

Uloha 8

Navrhnéte a formalné€ popiste algoritmus pro operaci prinik nad dvéma

(b) nedeterministickymi KA (nepouzivejte determinizaci).

b)

Vstup: Nedeterministické kone¢ny automaty A; = (Q1, X1, 01, $1, F1), Ay =
Vystup: Nedeterministicky kone¢ny automat An = (Qn, Xn, dn, Sn, Fr)

Postup:

(Q2, X9, 02, 52, F)

1. Qn = Q1 X Q2 (pfedpokladdme, Ze ()1 N Q2 = {}, jinak pfejmenujeme stavy)
2.%q = X1 N Y, (pokud 3y N Xy = {}, pak algoritmus vrati automat ({s}, {a},{},s, {}))

3.60 :V(q1,q2) € Qn Vo € En : 0n((q1,42),0) = 61(q1, 0) X 02(q2, 0)

4. 57 = (81, 82)
5. Fﬂ = Fl X FQ

20



Sekce 4: Rovnice nad regularnimi vyrazy

Uloha 1

Resenim rovnic nad regularnimi vyrazy sestavte ekvivalentni regularni vyraz k témto automattim.

(b) Automat zakresleny nize

b)

Jednotlivé stavy si nazvéme (), R, S (zleva doprava dle obrazku). Sestavme jednotlivé rovnice nad reguldr-
nimi vyrazy ndsledovné:

Q =aR+aS
R=aR+0S+e¢
S =0bQ
Treti rovnici dosadme do dvou predchozich:
Q = aR + ab@

R=aR+0bQ + ¢

Nyni pro tpravu druhé rovnice vyuZijeme té vlastnosti, Ze nejmensi pevny bod rovnice nad regularnimi
vyrazy X = pX + qje X = p*q.

Q =aR + abQ
R =a"(bbQ + ¢)
Nyni dosadime druhou rovnici do prvni.

Q = aa”(bbQ + €) + abQ

Pravou stranu rovnice roznasobime.

21



Q = aa™bbQ + aa* + abQ

Na pravé strané rovnice zprava vytkneme () z té€ch ¢lent, v nichZ se () vyskytuje.

Q = (aa™bb + ab)@Q + aa*
Pro dalsi dpravu opét vyuZijeme pevny bod rovnice nad reguldrnimi vyrazy X = pX + q.
Q = (aa™bb + ab)*aa”

JelikoZ @) byl n&s startujici stav, odpovida reguldrni vyraz (aa*bb+ ab)*aa* zadanému automatu. Tento vyraz
muiZeme ddle upravit napiiklad do podoby (a(a*b + €)b)*a™.

22



Sekce 5: Pumping lemma

Uloha 1

Rozhodnéte a dokazte, zda jsou ndsledujici jazyky regularni. Pfi dokazovani, Ze je jazyk reguldrni, staci
uvést odpovidajici gramatiku ¢i automat. Pii dokazovéni, Ze jazyk neni reguldrni, pouZijte Pumping lemma.

(©) Ly ={w | w € {a,b,c}* N #q,(w) = #p(w) A #c(w) =1}
(d) Ly = {aib?d | i >0Ni<j<2-i}

(V]

Jazyk L3 neni reguldrni. DokdZeme to pomoci Pumping lemmatu v podobé obménéné veéty.

Vk>0:3wel:|lw>kAVr,y,z€X tw=ayzAloy| <kAly| #0=3i >0:2y'2 & L)
=>L€£3

Ptedpoklddejme libovolné k& > 0. Zvolme slovo w = afcb®. Jist€ w € Lsz. UvaZzujme o vSech moZnych
rozdélenich w = zyz, kde y # € A |zy| < k.

xr = a*
y=a”

z = afFPreept

Zavedeme podminky ¢ + @3 < kA @y # 0 A 1,05 € N. Zvolme nyni i = 2. Pak v’ = xy*z =
atra¥P2ak—Pr=e2cbk = afteacht, Plati tedy #q(w') = k + @2 a #5(w') = k. My jsme viak zavedli
podminku ¢y # 0, profez #,(w') > #,(w’), coZ je v rozporu s podminkami jazyka, tedy w’ & L, z EehoZ
plyne, ze L3 & Ls.

d)

Jazyk L, neni regularni. DokdZeme to pomoci Pumping lemmatu v podob€ obménéné véty.
Piedpokladejme libovolné k > 0. Zvolme slovo w = a?*b* 3, Jist¢ w € L,. Uvazujme nyni o viech
moznych rozdélenich w = zyz, kde y # € A |zy| < k.

T = a%"l
y = a??
5= a2k—<p1—<p2b4kc3k

Zavedeme podminky ¢1 + @o < kA @y # 0 A 1,00 € N. Zvolme nyni i = 2. Pak w' = zy?z =
afrare2a?tmeimepth sk = 2Rtk 3k Plati tedy #,(w') = 2 k + g a #p(w') = 4 - k. JelikoZ jsme
zavedli podminku s # 0, ur€ité 2 - #,(w’) # #,(w'), coZ je v rozporu s podminkami jazyka, procez
w' & L,z ¢ehoZ plyne, ze Ly & Ls.

Uloha 2
Dokazte, Ze nasledujici jazyky spliiuji pravou stranu Pumping lemmatu.

(b) L = {w € {a,b}* | lw| > 3}
() L ={w e {a,b}*||w| <3}
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b)

Zvolme k = 5. Kazdé slovo w € L, kde |w| > k, pak lze zapsat jako w = ow’, kde o € {a,b} A |w'| > 4.
Zvolme rozd€leni x = ¢,y = 0,2 = w'. Pak pro i = 0 plati 23’2 = 2 = w’ € L, nebot |w’| > 3. Proi > 0
pak nemtiZe byt pocet znakl nizsi. Ukdzali jsme, Ze jazyk L splituje pravou stranu Pumping lemmatu.

c)
VVVVV s

Zvolme k = 3 (nebo libovolné vyssi prirozené ¢islo). JelikoZ vSechna slova w € L maji délku kratsi nez 3,
pak neexistuji zddnd slova w € L, pro kterd by platilo, Ze |w| > k. Prava strana Pumping lemmatu je oviem
vetvaru 3k > 0 :Vw € ¥* : w € L A |w| > k = . Leva strana této vnitin{ implikace md oviem
vzdy pravdivostni hodnotu 0, tedy celd implikace je vZdy splnéna, procez L spliiuje pravou stranu Pumping

lemmatu.
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Sekce 6: Myhill-Nerodova véta

Uloha 1

S vyuzitim Myhill-Nerodovy véty dokaZte, Ze nésledujici jazyky nejsou regularni.

(b) Ly = {a®" | n > 0}
(¢) Ly = {w € {a,b}* | w = wl}

b)

Jazyk Ly = {a*" | n > 0} neni reguldrni. DokdZeme to pomoci Myhill-Nerodovy véty. Pro spor predpoklé-
dejme, Ze reguldrni je. Pak dle Myhill-Nerodovy véty plati, Ze In : |X*/ ., | = n, tedy index relace prefixové
ekvivalence je kone¢ny. UvaZujme nyni o n + 1 slovech:

o ... d¥
Uvazujme déle o dvou riznych prirozenych ¢islech ¢, j, kde 0 < ¢ < n A0 < 5 < n. Pokud a2 ~ L an,
pak Yw € ¥* : ain_ € L < a?w € L. Zvolme w = a®. Pak a?ia?i = g2+ = 22 = 2 ¢ I,
nicméné a? a? = a¥*+? ¢ L. Ukazme nyni, proc¢ plati i # j = a®> ¥ ¢ L. Pfedpokladejme, ze j > i.
Mizeme jist€ psat 2° + 27 = 20 4 20H7—% = 20 4 20. 277 = 2¢. (1 + 2777, ProtoZe i # j, pak 277" #£ 1,
atudiz 2 + 27 = 2" - (1 + 277") ve svém prvociselném rozkladu obsahuje n&jaké liché &islo. NemizZe tedy
byt kladnou mocninou &isla 2. TotéZ plati v piipadé, Ze j < i. Jisté tedy a® £, a*.
Ukazali jsme, Ze Zadné z téchto n + 1 slov nemulZe byt ve stejné tfidé rozkladu >* dle ~, procez téchto
tfid je alesponi n + 1. To je ale spor s nasim piedpokladem, Ze |>*/., | = n. Z toho plyne, Ze jazyk L neni
regularni.

)

Jazyk L3 = {w € {a,b}* | w = w} nenf reguldrni. DokdZeme to pomoci Myhill-Nerodovy véty. Pro
spor pfedpokladejme, Ze reguldrni je. Pak dle Myhill-Nerodovy véty plati, Zze In : |¥*/., | = n, tedy index
relace prefixové ekvivalence je konecny. Uvazujme nyni o n + 1 slovech:

€,ab,a’v?, ..., a"b"

Uvazujme dale o dvou riiznych pfirozenych &islech 7, j, kde 0 < i < n A0 < j < n. Pokud a’b* ~, a’b’,
pak Vw € X% : a'bw € L <= a/bw € L. Zvolme w = bia’. Pak a'b*a’ = (a'b*a’)f = a'b*a’ € L, ale
aVbial # (a?bba’)R, protez a’bbia’ & L.

Ukézali jsme, Ze zadné z téchto n + 1 slov nemiZe byt ve stejné tfid¢ rozkladu >* dle ~, procez téchto
tfid je alespoii n + 1. To je ale spor s nas§im pfedpokladem, Ze |¥*/., | = n. Z toho plyne, Ze jazyk L neni
reguldrni.
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Uloha 2

S vyuzitim Myhill-Nerodovy véty dokazte, Ze nédsledujici jazyky jsou regulérni.

(b) L = {w € {a,b}* | #4(w) < 3000}
() L ={w € {a,b}* | #4(w) mod 3 = #,(w) mod 2}

b)
Sestrojime relaci pravé kongruence ~ a ukdZeme, Ze jazyk L je sjednocenim nékterych tfid rozkladu */ ..

u~ v == (F#a(u) = #a(v)) V (Fa(u) = 3000 A #4(v) = 3000)

Relace ~ je zfejmé reflexivni, symtericka i tranzitivni. Je to rovnéZ relace pravé kongruence.
Y/ ={[z:] |0 <i <2999} U {{w € {a,b}" | #.(w) > 3000}}, kde

[z:] = {w € {a,0}" | #a(w) = i}

Z toho plyne, Ze |¥*/..| = 3001. Lze snadno nahlédnout, 7e L = | J°y [:], jazyk je tedy sjednocenim 3000
tiid rozkladu 2* dle ~.

)

Sestrojime relaci pravé kongruence ~ a ukdzeme, Ze jazyk L je sjednocenim nékterych tiid rozkladu ¥*/ ..

U~ =
(#4(u) mod 3 = #,(v) mod 3=0A #,(u) mod 2 = #,(v) mod 2 =0)

V (#4(u) mod 3 = #,(v) mod 3 =0A#,(u) mod 2 =#,(v) mod2=1)
V (#4(u) mod 3 =#,(v) mod 3=1A#,(u) mod 2 = #,(v) mod 2 =0)
V (#4(u) mod 3 =#,(v) mod 3=1A#,(u) mod 2 = #,(v) mod 2 =1)
V (#4(u) mod 3 = #,(v) mod 3 =2A #,(u) mod 2 = #,(v) mod 2 =0)
V (#4(u) mod 3 =#,(v) mod 3=2A#,(u) mod 2 =#,(v) mod 2=1)

Relace ~ je zfejmé reflexivni, symtericka i tranzitivni. Je to rovnéZ relace pravé kongruence.
Y/ ={lzij]1i€{0,1,2} Aj e {0,1}},kde

[7; ;] = {w € {a,b}" | #4(w) mod 3 =17 A #(w) mod 2= j}

Z toho plyne, Ze |¥*/..| = 6. Lze snadno nahlédnout, Zze L = [z ] U [z1,1], jazyk je tedy sjednocenim 2 tiid
rozkladu X* dle ~.

Uloha 3

Dokazte, Ze neexistuje uplny deterministicky automat se 3 stavy, ktery akceptuje jazyk

(b) L = {w € {a,b}* | #4(w) mod 4 = 0}
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b)

Predpokladejme, Ze existuje minimdlni deterministicky kone¢ny automat se tfemi stavy, ktery piijima L. Pak
dle Myhill-Nerodovy véty plati, Ze |¥*/.,| = 3. Uvazujme o étyfech slovech ¢, a, aa, aaa. Pro libovolnou
dvojici t&chto slov a’,a’, kde i # j Ai,j € {0,1,2,3} ukdZeme, Ze a’ £ a’, coz bude spor s nasim
predpokladem.

Pokud by platilo a' ~; a’, pak Yw € {a,b}* : d'w € L <= da’w € L. Zvolme w = a*~%, pak
ala*™" = a* € L, ale a’a*~" ¢ L. Nyni ukdZeme, pro¢ a/a* " = /™ ¢ L. Urtitd j +4—i=j — i
(mod 4). Jelikoz i # j Ai,j € {0,1,2,3}, pak ur¢ité j — i #Z 0 (mod 4), tedy a’a*~* & L.

Urcitd tedy a’ +;, o/, tudiz n4s predpoklad byl vyvricen, nebof i minimdlni automat pfijimajici L musi mit
vice neZ 3 stavy. Uplny deterministicky kone¢ny automat se tfemi stavy piijimajici L tedy neexistuje.
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Sekce 7: Uzavérové vlastnosti regularnich jazyku

Uloha 1

Rozhodnéte a dokazte, zda plati nasledujici tvrzeni

(b)L1UL2€£3:>L1€£3\/LQE£3
)L eLy= OLE Ly kde OL = {w e L |w € {a,b}* A #a(w) = #4(w) = 5}
)L e L3=0Le L3, kde OL ={w e L|w e {a,b}* AN #,(w) = #p(w)}

b)

Jisté neplati. V ramci protipfikladu uvazujme o jazycich L; = {a"b" | n > 0}, Ly = co — L. Jisté
Ly ULy € L3, nebot Ly U Ly = ¥*, avSak Ly & L3 A\ Ly € L3, coz lze ukazat pomoci Pumping lemmatu
pro regularni jazyky.

d

Jisté plati. Pfedpoklddejme na okamzik, Ze L = *. Pak ¢ L obsahuje vSechny takové fetézce nad abecedou
{a, b}, které obsahuji 5 symbolt a a 5 symboli b. Pomoci vzorce pro permutace s opakovanim mtizeme
ukdzat, Ze takovych fetézci existuje pouze (5;;)! = 252. Pokud je tedy L libovolny jazyk L C >*, pak O L
je kone¢ny (a tedy regularni) jazyk, nebof obsahuje nejvyse 252 fetézct.

e)

Jisté neplati. V rdmci protipiikladu uvazujme o jazyku L = ¥*. Pak O L = {w € {a,b}* | #,(w) = #p(w)},
coZ neni reguldrni jazyk. To dokdZeme snadno pomoci Myhill-Nerodovy véty. Zddné dva rizné fetdzce
€,b,bb, bbb, . .. nemohou byt v relaci ~, nebot b*a* € O L, ale ba* ¢ OL (pro j # k), tedy | X%/, | = Ro.

Uloha 2

Rozhodnéte a dokazte, zda pro libovolny jazyk L a libovolny konecny jazyk K plati nasledujici tvrzeni:

(b)L€£3<:>LUKE£3

b)
Jisté€ plati. DokaZzme postupné jednotlivé sméry ekvivalence.

L e L3 = LUK € L3 : Plati, nebotf K je dle zadani konecny, tudiz regularni jazyk. Tfida reguldrnich
jazyku je uzaviena na sjednoceni.

L € L3 < LUK € L3 : Plati, nebof muzeme psét, ze L = (LU K) \ K) U (L N K). Z implika¢niho
piedpokladu vime, Ze LU K je regulérni jazyk, tedy i (LU K) \ K je reguléarni jazyk, nebof tfida reguldrnich
jazykl je uzaviena na rozdil. Soucasné vime, Zze L N K je regularni jazyk, nebof prinik s kone¢nym jazykem
K miZe byt nanejvys konecny, tedy regularni jazyk. Z uzavienosti tfidy reguldrnich jazykl na sjednoceni
dale plyne, Ze rovnéz ((L U K) \ K) U (L N K) je regularni jazyk. Jelikoz L = (LU K) \ K)U (LN K),
pak i L je reguldrni jazyk.

Ndsledujici obrazek zndzortiuje, pro¢ plati L = (LU K) \ K)U (L N K).
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=((LUKNU(LTTK)
2

JelikoZ jsme ukazali, Ze oba sméry ekvivalence plati, je ziejmé, Ze plati cely ptivodni vyrok o libovolném
jazyku L a o kone¢ném jazyku K.
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Sekce 8: Rozhodnutelné problémy pro regularni jazyky
Uloha 1
Dokazte, Ze nasledujici problémy jsou rozhodnutelné.

(b) Pro dany koneény automat A = (Q, X, 0, qo, F') je rozhodnutelné, zda plati toto tvrzeni:
Vn € N:Jw € L(A) : #,(w) >n

b)

At A = (Q,%,0,q, F) je kone¢ny automat. Mizeme predpoklddat, Ze je deterministicky, nebof kazdy
kone¢ny automat Ize na deterministicky prevést. Zavedeme relace ~~C Q) x Q) a ~»,C ) X () ndsledovné:

Vi, € Q:qp~ <= 3o € X :6(q1,0) = ¢
Va1, g2 € Q1 1 ~a 2 = 0(q1,0) = 2
Vyrok

Vn € N: 3w € L(A) : #,(w) >n
je splnén pravé tehdy, pokud
30,42, 3 €Q:3fEF i qo~>" NGt ~>" NG ~a@3ANG~" qNg ~" f.

Neformdlné feceno jsme vstupni problém prevedli na problém, zda je z pocate¢niho stavu qp dosazitelny
cyklus, v némz je ¢ten alespon jednou symbol a, a zda je z nékterého stavu, jenZ do cyklu patii, dosaZitelny

néjaky koncovy stav f.
*f[-) o.
* *
. OLY AOLY:

%

O

Relace ~-, ~~, jsou zkonstruovatelné v konecném Case, nebof pocet stavii automatu i pocet symbolil je
konecny. Reflexivni a tranzitivni uzdvér ~~* lze rovnéz algoritmicky najit v kone¢ném case. Podminku
na existenci cesty lze rovnéz v kone¢ném cCase ovéfit diky kone¢nému poctu kombinaci stavi qq, g2, g3, f-
Problém je tedy rozhodnutelny.
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Sekce 9: Zakladni konstrukce pro bezkontextové jazyky

Uloha 1

Zkonstruujte zdsobnikové automaty a bezkontextové gramatiky pro tyto jazyky:

(b) L= {w'w"wR |w e {a,b}* Nw' € {c,d}*}

) L={abick|3-i> (k+5)Ai,j k> 0}

© L= {abich|3-i < (k+j)Ai,j,k >0}

() L =A{w € {a,b,c}" | #.(w) = #(w)}

@) L = {w e {a,b}" | #a(w) > #s(w) + 3}

(h) L = {w € {a,b}" | #4(w) > 2 #(w)}

() L =A{w € {a,b,c}" | #a(w) > 2 (#o(w) + #c(w))}

b)
Y, /P $,6/€
S 675/5
S1 52
¢ € {a,b}
¢ € {cd}
@ ¢,5/9 ]
3
Y, /e

G = ({S,C}, {a,b,c,d}, P, S)

P:S—aSa|bSb|e|C
C—cC|dC e
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d)

G = ({S,K,C, B, A}, {a,b,c}, P,S)

P:S— ASCCC | AKBCC | AKBBC | AKBBB | ¢
K — AKBBB |

C—cle

B—ble

A—adAla

e)

G = ({A,B,C, K, S}, {a,b,c}, P, S)

P:S— ASCCC| AKBCC | AKBBC | AKBBB | B|C | BC |
K — AKBBB | ¢

C—clecC

B—b|bB

A—=ale
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b,a/e
a,a/aa

c,a/a

a,b/e
b, b/bb
¢, b/b

G = ({S} {a,b,c}, PS)

P: S — SaSbS | SbSaS | ¢S | e

g)

S = KaKaKaKaK
K — KaKbK | KbKaK | aK | €
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h)

S — KaK
K — KaKaKbK | KaKbKaK | KbKaKaK | aK | €

i)

S — KaK
K — KaKaKbK | KaKbKaK | KbKaKaK | KaKaKcK | KaKeKaK | KeKaKaK | aK | e

Uloha 2

Pro nésledujici gramatiky navrhnéte (rozsifeny) zdsobnikovy automat, ktery provadi syntaktickou analyzu

 shora dolu,

¢ zdola nahoru,
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V obou ptipadech proved'te analyzu zadaného slova w.

(b) G = ({S, A, B},{a,b,c}, P, S), kde P obsahuje pravidla:
S —e| ASBB

A—alAa

B—b|c

Slovo w = aabc.

b)

Analyza shora dolu

= ({¢},. 2 UN,8,¢,5.{})

0:0(q,a,a) = {(q, €)}

0(g,b,b) = {(¢, €)}

0(g,¢,c) = {(q; )}

5((]76 S) - {(q>€)7 (Q7ASBB)}
6((]76 A) - {(Q7a)7 <Q7Aa)}
0(g,€, B) = {(¢,0), (¢, ¢)}

Analyza slova w = aabc:

(q,aabc,S) F (q,aabc, ASBB) + (q,aabc, AaSBB) t (q,aabc,aaSBB) + (q,abc,aSBB) F
(¢:be, SBB) &= (q,be, BB) & (q,be,bB) & (q,¢, B) & (q,¢,¢) F (g, €, €)

Automat pfijimé vyprazdnénim zdsobniku.

Analyza zdola nahoru

=({q,r}, 2, 2UNU{#},6,q,#,{r})

6:0

0(q,a,€) ={(q,a)}
(g, b, ¢) = {(q,0)}
(g, ce) ={(g,0)}

6(g e, ¢) = {(q,9)}
6(q,e, ASBB) = {(q,5)}
0(q,6,a) ={(q, A)}

(g, €, Aa) = {(q, A)}
(g, ¢e,0) = {(q, B)}
(g e, ¢) = {(q, B)}

Analyza slova w = aabc:

(q,aabe, #) F (q,abe, #a) = (q, abe, #A) & (q,be, #Aa) F (q,be, #A) = (¢, be, #AS) = (q, ¢, #ASh)
(q,¢, #ASB) = (g, ¢, #ASBc) - (q, 6, #ASBB) - (q, ¢, #S5) I (1, ¢, €)

Vrchol zdsobniku je u analyzy zdola nahoru uveden vpravo.
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Sekce 10: Transformace bezkontextovych gramatik

Uloha 1

Odstrarite e-pravidla v nésledujicich gramatikach.

(b) G = ({S,A,B,C,D},{a,b,c}, P,S)
P:S— ABC

A— Ab| BC|b

B —bBlalAb|e

C —=cD|eS|Aa|e

D — SSS | be

b)

Spo¢téme mnozinu N.: N2 = {},N! = {B,C},N? = {A, B,C} N3 = {A, B,C,S},N} =
{A,B,C,S,D} = N..

Nova gramatika G' = ({57, S, A, B,C, D},{a,b,c}, P', S") obsahuje pravidla

PS5 —8S|e

S — ABC | AB|BC | AC|A|B|C
A= Ab|b|BC|B|C

B bB|b|alAb
C—cD|cleS|Aala

D — SSS|SS|S|be

Uloha 2

Odstrante jednoducha pravidla v nasledujicich gramatikach a pak je prevedte do Chomského normalni
formy.

(b)G=({S,A,B,C,D,E,F} {a,b}, P,5), kde P obsahuje pravidla:
S—A|F

A —bS

B—Salal|S

C—aD|S

D — Ba

E — aAS | E

F— SAb

b)

Spocteme mnoziny Ny, kde X € N. Ng = {S,A, F},Nys = {A},Ng = {B,S, A, F},No =
{C,S,A,F},Np ={D}, Np ={E},Np = {F}

Vytvofme gramatiku G’ = ({S, A, B,C, D, E, F},{a,b}, P',S) s pravidly

P S —bS|SAb
A —bS
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B — Sal|a|bS|SAb
C —aD |bS | SAb
D — Ba
E — aAS
F— SAb

Dopustme se pievodu G’ do Chomského normalni formy, vytvoime tedy gramatiku G”

({S, A, B,C, D, E, F,(a), (b, (Ab), (AS)}, {a, b}, P", S) s pravidly:

P': S — (b)S | S(AD)
A —(b)

B — S{a) | a| (b)S | S(AD)
D | (b)S | S(Ab)

Uloha 3

Odestrarite levou rekurzi v nésledujicich gramatikéch.

(b) G = ({S, A, B},{a,b}, P,S), kde P obsahuje pravidla
S — Ab|a|bB

A — BSa|ab| SBa

B — bB | BaB | Sa

b)

Nejprve rozgenerujeme pravidlo A — SBa

S — Ab|a|bB
A — BSa|ab| AbBa | aBa | bBBa
B — bB | BaB | Sa

PovS§imnéme si, Ze se nam u pravidla A — AbBa objevila pfima rekurze. Nyni ji odstranime.

S — Ab|a|bB

A — BSa|ab |aBa|bBBa | BSaA' | abA" | aBaA' | bBBaA'
A" — bBa | bBaA’

B — bB | BaB | Sa

Nyni rozgenerujeme pravidlo B — Sa

S Ab|a|bB
A — BSal|ab |aBa|bBBa | BSaA' | abA’ | aBaA' | bBBaA’
A" — bBa | bBaA'
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B — bB | BaB | Aba | aa | bBa
Pokra¢ujeme rozgenerovanim pravidla B — Aba

S — Abla|bB

A — BSa|ab |aBa|bBBa | BSaA' | abA' | aBaA" | bBBaA'

A" — bBa | bBaA’

B — bB | BaB | BSaba | abba | aBaba | bBBaba | BSaA'ba | abA'ba | aBaA'ba | bBBaA'ba | aa | bBa

Nyni odstrafime levou rekurzi u neterminalu 5.

S Ab|a|bB

A — BSalab |aBa|bBBa | BSaA' | abA’ | aBaA' | bBBaA’

A" — bBa | bBaA'

B — bB | abba | aBaba | bBBaba | abA'ba | aBaA'ba | bBBaA'ba | aa | bBa | bBB' | abbaB' |
aBabaB' | bBBabaB' | abA'baB’ | aBaA'baB' | bBBaA'baB' | aaB' | bBaB’

B' — aB | Saba | SaA'ba | aBB' | SabaB' | SaA’baB’
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Sekce 11: Jednoznacnost a determinismus bezkontextovych gramatik
Uloha 1

Navrhnéte jednozna¢nou gramatiku pro jazyk

(b) L ={a"0" | n > 0} U{a"b*" | m,n >0}

b)

G=({S,X,C A}, {a,b},P,>S)

P:S—aXb|Cbb
X — aaXbb | e

C s Cbb | aA
A—aAle

Uloha 2

Navrhnéte deterministicky zdsobnikovy automat pro jazyk

(b) L ={0}- Ly U Ly, kde Ly = {a™b"c™ | n,m >0} a Ly = {a™b"c" | n,m > 0}

b)
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Sekce 12: Fix-point algoritmy pro bezkontextové gramatiky

Uloha 1

Zkonstruujte algoritmus, ktery pro danou BG G = (N, X, S, P) spocité nésledujici mnoZiny:

OA={AeN|VkeNIweX: A="wA#,(w) >k}

b)

Konstruujeme mnozinu takovych netermindlti A vstupni gramatiky G, pro které plati, Ze pro kazdy fetézec
terminald wy, ktery lze z A zderivovat, jsme schopni nalézt jiny fetézec wy, ktery 1ze z A rovné€Z zderivovat,
a ktery obsahuje vice symbolt a neZ fetézec wy, tj. pocet symbold a v fetézcich derivovanych z A neni shora
omezen.

Vstup: G = (N,X, P, S),a € &

Vystup: Mnozina A vSech neterminald gramatiky G dle vyse uvedené specifikace

1. Zkonstruujeme mnozinu N; = {A € N | Jw € ¥* : A =* w} pomoci algoritmu pevného bodu.

2. Zkonstruujeme mnozinu N, = {A € N | Jw;,ws € ¥* : A =* wjaw,} pomoci algoritmu pevného
bodu.

3. Zavedeme relaci & néasledovné:

A¢B<= A BeEN AN J(A—aBp)eP:a,fe(ZUN)".

4. Zavedeme relaci &, nasledovné:

A¢, B<= A BeN AN 3(A— aBp) € P:
(€ (BUN)" ANBE(BUN) (N, U{a})(XEUN)")V
(Be(XUN)*Na € (ZUN)* (N, U{a}) (XU Ny)¥)

5. Spocteme reflexivné-tranzivitni uzavér £* relace &.
6. Zkonstruujeme mnoZinu

A={AeN|3B,C,DEN, :A&BAB& CANCEDADE B

7. Vratime A jakozto vystup.

Vysvétleni: Aby pocet symbolil a v fet€zcich derivovatelnych z netermindlu A nebyl shora omezen, musi
platit, Ze z A je dosazitelny cyklus B ~~ B, ktery ve svém b&hu generuje alespon jeden termindl a. Souc¢asné
musi platit, Ze B neni zbyte¢ny symbol, tedy Ze je mozné jej zderivovat na fetézec terminali. Toto opatieni je
nutné, protoze kupfikladu v gramatice G = ({S}, {a}, {S — aSa}, S) je z S dosaZitelny cyklus generujici
ve svém béhu a, ale L(G) = {}, tudiz S & A.
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Sekce 13: Pumping lemma pro bezkontextové jazyky

Uloha 1

Pomoci Pumping lemmatu dokazte, Ze nésledujici jazyky nejsou bezkontextové.

(b) L = {pag"p | p,q € {a,b}"}
(©) L = {ab®c* | i > 0}

b)

At k je konstanta Pumping lemmatu. Vybereme slovo z = a*b*a*b* (zde ¢ = ¢® = ¢). Urcité plati z € L
arovnéz |z| = 4 - k > k. Uvazujeme o vSech rozd€lenich z = uwvwzy, kde |vz| > 0 A jvwz| < k. Mohou
nastat nasledujici ptipady:

Ret&zec vz obsahuje alespoti jeden symbol a z prvni poloviny fetézce z. Potom volbou i = 2 docilime toho,
ze wv'wx'y € L, nebof tyto symboly a ze zaddtku fetézce musi viechny nutné zasahovat do &4sti slova, kterd
se ma v fetézci opakovat ve stejném tvaru (p). Symbold a v druhé poloving fetézce ale bude pfili§ maélo,
tudiz Casti p k sobé nebudou parovat. Soucasné se nemuize stat, Ze by upravené slovo patiilo do jazyka L
diky moZné piftomnosti reverznich &4sti fetézce ¢, ¢*.

Retézec vz obsahuje alespoti jeden symbol b z druhé poloviny fetézce z. Potom volbou i = 2 docilime toho,
ze ww'wz'y € L, nebof tyto symboly b z konce fetézce musi viechny nutné zasahovat do &4sti slova, ktera se
md v fetézci opakovat ve stejném tvaru (p). Symbold b v prvni poloviné fetézce ale bude piili§ mdlo, tudiz
¢asti p k sobé nebudou parovat. Soucasné se nemuze stit, Ze by upravené slovo patfilo do jazyka L diky
moZné piitomnosti reverznich &asti fetézce ¢, ¢*.

Retézec vx zasahuje pouze do prvni skupiny symbold b a do druhé skupiny symbold a (prostiedni &ast
fetézce z). Potom volbou i = 0 docilime toho, Ze uv'wx'y ¢ L, nebot symbolli v prostiedni ¢4sti fetézce
bude nové prili§ malo a nebudou parovat se symboly a ze zacatku fetézce, nebo se symboly b z konce fetézce.
Soucasné se nemize stat, Ze by upravené slovo patfilo do jazyka L diky moZné pfitomnosti reverznich ¢asti
fetézce ¢, ¢*. Jazyk L tedy neni bezkontextovy.

Pozn.: Nelze napft. zvolit i = 0 pro dostate¢né vysokd k v pfipadé€, kdy vx zasahuje do symbolli a ze zacatku
fetézce, nebof hrozi moznost nepiiznivého rozdéleni, v némz v = aa, r = €. Poté ww'war’z = a*~2bFakbF =
(a*~2%)a?(a*~2b*) € L, nebot uprosted fetézce vznikne palindrom ¢¢® = a?. Volbou i = 2 tuto situaci
znemoZnime. Analogicky pro pripad, kdy vx obsahuje symboly b z konce fetézce. Pokud naopak ¢ast vx
obsahuje pouze symboly a z prostfedni ¢asti fetézce, nelze volit ¢ = 2, nebof by doslo k podobné situaci,
kdy uwviwz'z = a*bFa* 2% = (a*b*)a?(a*b*) € L kviili existenci palindromu g¢® = a2. Volbou i = 0 tuto

s ¥z

situaci znemoZznime. Analogicky pro symboly b z prostfedni ¢asti fetézce.

)

At k je konstanta Pumping lemmatu. Vybereme slovo z = a . Ur¢ité plati z € L a rovnéZ |z| =
6 -k > k. Uvazujeme o vSech rozdélenich z = uvwaxy, kde [vx| > 0 A Jvwz| < k. Mohou nastat ndsledujici
pripady:

Retézec vz obsahuje pouze jediny typ symbolu (a, b nebo ¢, oznaéme jej jako o). Potom volbou i = 2
docilime toho, ze uv‘wz'y € L, nebot dojde k naruseni vztahli mezi po¢tem symbold o a zbylych symbold,
které vyZaduje definice jazyka.

Ret&zec vz obsahuje dva typy symbold (zbyly tieti symbol oznaéme ). Potom volbou i = 2 opét docilime
toho, Ze uwv'wx'y ¢ L, nebof dojde k naruseni vztahli mezi po¢tem symbold o a poctem zbylych symbold,
které vyzaduje definice jazyka. Jazyk L tedy neni bezkontextovy.

kb2kc3k
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Uloha 2

Dokazte, ze nasledujici jazyky spliiuji pravou stranu Pumping lemmatu pro bezkontextové jazyky.
(b) L = {w € {a,b}" | #a(w) = #(w)}

b)

Zvolme konstantu Pumping lemmatu & = 2. Pak veSkerd slova z € L, kde |z| > 2, miZeme zapsat ve tvaru
zZ=ayay...a,,kden >2aVi € (0;n) NN : a; € X. Je zfejmé, Ze n je sudé &islo, nebof z obsahuje stejny
pocet symboll a a b. Potom ur¢ité existuje takové j € (0;n — 1) NN, kde a; # a;41, tedy Ze v fetézci z
spolu urcité nékde sousedi dva rtizné symboly.

Zvolme tedy dekompizici z tak, Ze v = aj,w = €, = aj41, §j. 2 = ua;a;41y. Potom pro libovolné
i > 0: w'wz'y € L, nebof a; a aj41 jsou rizné symboly, tudiZ rovnost poétu a a b zistane zachovéna.
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Sekce 14: Uzavérové vlastnosti bezkontextovych gramatik
Uloha 1

Rozhodnéte a dokazte, zda plati nasledujici tvrzeni.

(c) aLl,LQ & £2\£3 Ly Ly € Lg

(d)3L17L2€£1\£2:L1QL2€£2\£3
(G)HLl,LQ€£1\£QZL1UL2€£2\£3

)

Plati. UvaZzujme o jazycich

Ly =A{w € {a,b}" | #a(w) = #p(w)}
Ly = {w € {a,b}" | #a(w) < #p(w)}
Pak plati
Ly Ly =3%"
kde ¥ = {a, b}, L1 - Lo je tedy reguldrni jazyk. Jazyky L; a Ls jsou jisté bezkontextové nereguldrni.

d)

Plati. UvaZujme o jazycich
Ly ={c"d"e" |n >0} U{a™" |n >0}

Ly ={f"g"h" | n>0}U{a"b" | n >0}
Pak plati

Llﬂng{a”b"]n>0}

Jazyk L, N L je urcité bezkontextovy neregularni. Jazyky L, a L, lze zfejmé konstruovat pomoci LOA a

soucasné se jednoduse dd pomoci Pumping lemmatu dokézat, Ze nejsou bezkontextové.
e)

Plati. UvaZujme o jazycich

Ly ={a™0"c" | n >0} U{c""a™ | m,n > 0}
Ly = {a"b"c™ | m,n >0} U{c"b"a" | n > 0}
Pak plati

LyU Ly = {a"b"c™ | m,n >0} U{c"b"a™ | m,n > 0}

Jazyk L, U L je jisté bezkontextovy neregularni. Jazyky L, a Lo 1ze konstruovat pomoci LO A, jsou tedy

kontextové. Lze také pomoci Pumping lemmatu jednoduse dokdzat, Ze jsou nebezkontextové.
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Sekce 15: Zakladni konstrukce Turingovych stroju

Uloha 1

Zkonstruujte (a popiSte pfechodovym diagramem) TS, ktery

(b) ptevadi vstupni konfiguraci pasky AzA%, kde = € {0} - {0, 1}*, na AyA*, kde x a y reprezentuji ¢isla
Uy a u, v bindrnim kédu takovd, Ze u, = 2 - u,

(c) prevadi vstupni konfiguraci pasky Aa"A%, kde n > 0, na Aa"b*" 3" A%

(d) akceptuje jazyk L = {w € {a,b,c}* | #.(w) = #p(w) = #.(w)}

(e) akceptuje jazyk L = {w € {a,b, c}* | #a(w) > 2 - #4(w)}

b)
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d)

a,c, X
? E }b,c, X}]: §/R §/L ¢/R

Y € {a,c, b, X}
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Sekce 16: Konstrukce vicepaskovych Turingovych stroju

Uloha 1

Zkonstruujte vicepaskovy TS (a popiSte prechodovym diagramem), ktery akceptuje jazyk

(b) L = {w € {a,b,c}* | #4.(w) > #p(w) > #.(w)}
© L=A{we{a,b,c}*|#u(w) =2 #(w) = #.(w)}

b)

ya, A A) (A,a,b,¢)/(A,L, L, L)

(A,A,A,A)/(R,R,R,R)Q
o{ =) A AN A L L L

(A,a,b,A)/(A,L, L, A)

@ (A, a, A, A) /(AL A A) ﬁ&l

(A a,b,A)/(A,L, L, A)
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(V]

(A,a,b,c)/(A,L, L, L)

) )y Y /)
»  S2

(A AAA) /(R R, R, R)

3

\C

N (AAAAN)/(ALLL)

(Aya,A,¢)/(Aa, R, c)

(A AAA)/(L Ly L, L)

@

(A AAA)(AJAAA)

©)

(A a,b,¢)/(A,L,R, L)
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Sekce 17: Dukazy (¢aste¢né) rozhodnutelnosti

Uloha 1

Pro kazdy niZe uvedeny jazyk rozhodnéte, zda je rozhodnutelny ¢i pouze Caste¢né rozhodnutelny. Uved'te
hlavni mySlenku konstrukce TS, ktery tuto (¢4ste¢nou) rozhodnutelnost dokazuje

(b) L = {{M1)#(My) | L(My) N L(Ma) # {}}

(c) L = {{M)#(w)#(n) | M neakceptuje w do n kroku }
(d) L ={(M)#(n) | 3w € ¥* : M akceptuje w do n kroka }
(e) L = {(M)#(n) | Yw € ¥*: steps(M,w) < n}

() L = {(M)#(n) [ Vw € X* - steps(M,w) > n}

b)

Nedeterministicka varianta:

Jazyk L je casteCn€ rozhodnutelny. Uvazujme o vicepaskovém Turingové stroji M prijimajicim L, ktery
pracuje nasledovné:

Na prvni pasce ma M uloZeny svij vstup. Pokud tento vstup nenf ve tvaru (M )#(Ms), kde (M), (Ms) jsou
validni kédy Turingovych stroj, stroj M ihned odmitne, jinak pokracuje. Reknéme, Ze stroj M, m4 abecedu
¥ a stroj My mé abecedu V. Stroj M nedeterministicky vygeneruje slovo w € (X N W)* a spusti simulaci
stroje M7 na tomto slové. Pokud simulace skon¢i odmitnutim, stroj M také odmitne. Pokud simulace cykli,
stroj M rovnéZ cykli. Pokud simulace skon¢i akceptovdnim, stroj M spusti simulaci stroje M5 na slové
w. Pokud tato simulace skon¢i odmitnutim, odmitne i stroj M. Pokud tato simulace cykli, cykli i stroj M.
Pokud tato simulace skon¢i akceptovanim, akceptuje i M, nebof w je slovo lezici v jazyce L(M;) N L(M,),
tedy tento prinik neni prazdny.

Deterministicka varianta:

Jazyk L je Castecné rozhodnutelny. UvaZujme o vicepaskovém Turingové stroji M piijimajicim L, ktery
pracuje nésledovné:

Na prvni pasce md M uloZeny svij vstup. Pokud tento vstup neni ve tvaru (M;)#(Ms), kde (M), (Ms)
jsou validni kédy Turingovych stroji, stroj M ihned odmitne, jinak pokracuje. Reknéme, Ze stroj M, ma
abecedu ¥ a stroj M, md abecedu V. Stroj M postupné generuje vSechna slova z mnoZiny (3 N W)* v jejich
lexikografickém potadi wy, wq, ws, . . .. Stroj M na své druhé pasce postupné provadi simulace stroje M; na
téchto slovech v jejich lexikografickém potadi. Nejprve provede prvni krok simulace stroje M nad fetézcem
wy, ndsledné pozastavi vypocet a uloZi si udaje o konfiguraci rozpracované simulace. Poté postupuje dle
nasledujiciho schématu. Provede vzdy jeden nasledujici krok vSech rozpracovanych simulaci, uloZi si udaje
o konfiguraci vSech rozpracovanych simulaci, provede prvni krok simulace stroje A/, nad dalSim slovem,
jehoz simulace dosud nebyla spusténa, a odstartuje dalsi iteraci celého tohoto procesu. Pokud néktera
simulace skoncila, v dals$i iteraci uz neni znovu spousténa. Takto stroj M eventudln€ obslouzi kazdy krok
kazdé simulace stroje M; nad kazdym slovem. Tento proces je pro ndzornost vyobrazen na obrazku (Il V
nasledujicim textu se k nému budeme odkazovat jako k proklddanym diagondlnim simulacim po krocich.

Pokazdé, kdyz simulace nékterého takového slova skonci akceptovanim, stroj M si toto slovo poznaci na

konec posloupnosti slov wug, uq, us, ... sestavajici praveé ze slov dosud prijatych strojem M. Stroj M déle
spousti proklddané diagondlni simulace po krocich stroje M, na slovech ug, uy, us, . . ., tedy na slovech, ktera

byla pfijata strojem M;. Stroj M rovnéZz po jednom kroce stiid4 proklddané diagondlni simulace po krocich,
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které provadi stroj M; a stroj Mo, tj. nejprve provede stroj M; krok simulace dle vySe uvedeného predpisu,
naceZz provede stroj Ms krok simulace podle tohoto postupu. JelikoZ posloupnost ug, w1, us, . . . je vkazdém
okamziku kone¢nd, stroj M, miiZe eventudlné ¢ekat na ptidéleni nového slova, pokud veskera slova dosud
schvélend strojem M, jiz vyCerpal (odmitl je). Pokud stroj M, nékteré ze slov akceptuje, akceptuje i stroj
M, nebof bylo nalezeno slovo, které patii do priiniku L(M;) N L(M;). Pokud takové slovo existuje, bude
dfive ¢i pozdé€ji nalezeno a stroj M akceptuje, tedy jazyk L je rekurizvné vycislitelny. Pokud takové slovo
neexistuje, stroj M bude cyklit.

Pozndmka: V piipadé, ze ¥ N ¥ = @&, pak provadime simulace pouze na slovech z kone¢né mnoziny {e}.
Pokud v takovém piipadé simulace nékterého stroje M7, M5 na tomto fetézci skon¢i odmitnutim, odmitne i
stroj M.

Krok simulace

12 3 4 5 6 7 8 9

wo ¥/ /S
w1 / ->

w2

Slovo w3

Vv lexiko-
grafickém
poradi W5

wy

\

Weg

w7

200 200 2

Obrézek 1: Prokladané diagondlni simulace po krocich

)

Deterministicka varianta:
Jazyk L je rozhodnutelny. Uvazujme o vicepaskovém Turingové stroji M’, ktery pracuje nasledovné:

Na prvni pasce ma M’ uloZeny svij vstup. Pokud tento vstup neni ve tvaru (M )# (w)#(n), kde (M) je
validni kéd Turingova stroje, (w) je validni kéd feté€zce a (n) je validni kéd pfirozeného &isla, stroj M’ ihned
odmitne, jinak pokracuje. Na druhou pasku vloZi vstup w a nad touto paskou provadi simulaci stroje M. Na
tieti pasce zaznamenava pocet provedenych krokt simulace. Pokud M provede n krok, aniz by akceptoval
nebo odmitl w, stroj M’ akceptuje. Pokud M akceptuje w do n krokd, stroj M’ odmitne. Pokud M odmitne
w do n kroku, stroj M’ akceptuje. Stroj M’ je tedy tGplny Turingtiv stroj, nebof pro libovolny vstup zastavi.
Jazyk L je tudiz rekurzivni.

Nedeterminismus nam v tomto pfipadé nijak nepomize.

d)

Nedeterministicka varianta:
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Jazyk L je rozhodnutelny. Uvazujme o vicepaskovém Turingoveé stroji M’, ktery pracuje nasledovné:

Na prvni pasce ma M’ uloZeny svij vstup. Pokud tento vstup neni ve tvaru (M )#(n), kde (M) je validni kéd
Turingova stroje a (n) je validni kéd pirozeného &fsla, stroj M’ ihned odmitne, jinak pokracuje. Reknéme,
Ze Y je abeceda stroje M. Stroj M’ nedeterministicky vygeneruje slovo nad abecedou X a spusti simulaci
stroje M na tomto slové, priCemz provede nejvyse n krokl. Pokud simulace skonéi akceptovanim do n
krokt, akceptuje i M. Pokud simulace skon¢i odmitnutim do n kroki, nebo pokud simulace ani do n
krokti neskoncila, stroj M’ odmitne. Pokud tedy existuje n&jaké slovo ze ¥*, které tuto podminku spliiuje,
bude eventudlné nalezeno a stroj M’ akceptuje. Pokud neexistuje, kazda nedeterministickd volba skon¢i
odmitnutim. Stroj M’ tedy zastavi pro kazdy svij vstup. Jazyk L je tudiZ rekurzivni.

Deterministicka varianta:
Jazyk L je rozhodnutelny. Uvazujme o vicepaskovém Turingové stroji M’, ktery pracuje nasledovné:

Na prvni pasce ma M’ uloZeny svij vstup. Pokud tento vstup neni ve tvaru (M )#(n), kde (M) je validni kéd
Turingova stroje a (n) je validni kéd pfirozeného &isla, stroj M’ ihned odmitne, jinak pokracuje. Reknéme, 7e
Y je abeceda stroje M. Stroj M’ postupné v lexikografickém potadi generuje veSkeré fetézce nad abecedou
3, jejichz délka je n nebo niZsi a nad kazdym takovym fetézcem provede nejvyse n krokil simulace stroje
M . Pokud simulace skonci akceptovanim do n kroki, akceptuje i M. Pokud simulace skon¢i odmitnutim do
n krokt, nebo pokud simulace ani do n krokt neskoncila, pfesune se stroj M’ k simulaci dal$tho slova dle
vySe uvedeného poradi. Pokud stroj M’ vyCerpa vSechna uvedend slova, aniz by nékteré z nich akceptoval do
n krokt, odmitne svij vstup. Stroj M’ tedy zastavi pro kazdy svij vstup, protoze bud odhali néjaké hledané
slovo, nebo uc¢ini kone¢ny pocet kroki simulace nad koneénym poctem fetézcl a odmitne. Pokud totiz Zadné
slovo délky n a mensi neakceptuje do n krokd, je jasné, Ze vSechna delsi slova by pro piipadné akceptovani
potiebovala jesté vice krokt, nebof Zadna dvé ridznd slova wq, ws, kde |w;| > n a w; je predponou ws,
nejsou v ramci n krokd Turingova stroje rozliSitelna. Jazyk L je tudiz rekurzivni.

e)

Deterministicka varianta:
Jazyk L je rozhodnutelny. Uvazujme o vicepaskovém Turingové stroji M’, ktery pracuje nasledovné:

Na prvni pasce ma M’ uloZeny svij vstup. Pokud tento vstup neni ve tvaru (M )#(n), kde (M) je validni kéd
Turingova stroje a (n) je validni kéd pfirozeného &isla, stroj M’ ihned odmitne, jinak pokracuje. Rekn&me, 7e
Y je abeceda stroje M. Stroj M’ postupné v lexikografickém potadi generuje veSkeré fetézce nad abecedou
3], jejichz délka je n+ 1 nebo nizsi a nad kazdym takovym fetézcem provede nejvyse n krokil simulace stroje
M . Pokud néktera z té€chto simulaci neskon¢i ani do n krok, stroj M’ odmitne. Pokud simulace skon&i do
n krokd, stroj ptejde k simulaci dal§iho slova v uvedeném potadi. Pokud stroj M’ vycerpa vSechna uvedena
slova, aniz by na nékterém z nich vykonal vice nez n krok, akceptuje sviij vstup. Pokud jsou totiZ v§echna
slova o délce n + 1 prijata nebo odmitnuta do n krokd, je jasné, Ze nemohla byt ani celd doctena, procez i
vSechna delsi slova budou prijata nebo odmitnuta do n kroki, nebof neexistuje zptisob, jak tato delsi slova v
ramci n kroki rozlisit od slov o délce n + 1 nebo niz§i. Stroj M’ tedy zastavi pro kazdy svij vstup, protoze
bud odhali slovo, které vyZzaduje vice neZ n krokl simulace, nebo provede kone¢ny pocet krokd simulace
nad kone¢nou mnozinou slov. Jazyk L je tudiZ rekurzivni.

Nedeterminismus nam v tomto piipadé nijak nepomuze.
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f)

Deterministicka varianta:
Jazyk L je rozhodnutelny. Uvazujme o vicepaskovém Turingové stroji M’, ktery pracuje nasledovné:

Na prvni pasce méa M’ uloZeny sviij vstup. Pokud tento vstup neni ve tvaru (M)#(n), kde (M) je validni kéd
Turingova stroje a (n) je validni kéd pfirozeného &isla, stroj M’ ihned odmitne, jinak pokraduje. Reknéme, Ze
Y je abeceda stroje M. Stroj M’ postupné v lexikografickém potadi generuje veskeré fetézce nad abecedou
3, jejichz délka je n + 1 nebo nizsi a nad kazdym takovym fetézcem provede nejvyse n krokd simulace
stroje M. Pokud néktera z téchto simulaci skonéi do n krokd, stroj M’ odmitne. Pokud simulace neskon¢i
ani do n krokd, stroj prejde k simulaci dalsiho slova v uvedeném poradi. Pokud stroj M’ vyCerpa vSechna
uvedena slova, aniZ by na nékterém z nich zastavil v méné nez n krocich, akceptuje sviij vstup. Pokud totiz
pro zadné slovo délky n + 1 ani krat$i nestaci n krokd k ukonéeni simulace stroje M nad danym slovem, pak
je jasné, Ze i na vsech del$ich slovech bude provedeno vice nez n krokd simulace, nebof neexistuje zptisob,
jak tato delSi slova v ramci n kroki rozlisit od slov o délce n + 1 nebo nizsi. Stroj M’ tedy zastavi pro kazdy
sviij vstup, protoze bud’ odhali slovo, jehoz simulace strojem M skonéi difve nez v n krocich, nebo provede
konecny pocet krokii simulace nad kone¢nou mnoZinou slov. Jazyk L je tudiZ rekurzivni.

Nedeterminismus nam v tomto pfipadé nijak nepomize.
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Sekce 18: Nerozhodnutelnost, redukce a diagonalizace

Uloha 1

Rozhodnéte, zda jsou nasledujici jazyky rozhodnutelné, nerozhodnutelné ale ¢aste¢né rozhodnutelné nebo
nejsou ani ¢astecné rozhodnutelné. Nerozhodnutelnost, pfipadné skutecnost, Ze jazyk neni ani C¢4stecné
rozhodnutelny, dokaZte pomoci redukce. Rozhodnutelnost a ¢aste€nou rozhodnutelnost nemusite dokazovat.

() L ={(M)#(n) | M je TS t.z. card(L(M)) > n}

(d) L = {{M)#(n1)#(ns) | M je TS t.Z.ny < card(L(M)) < ns}

(e) L = {(M)#(w1) #{ws) | M je TS t.z. wy,ws € L(M) N steps(M,w,) > steps(M,ws)}
() L = {(M)#(My) | My, My jsou TS tz. L(M,) U L(M,) # {}}

(2)*L = {(M) | M je TS tz. L(M) = ¥*}

)

Jazyk L je nerozhodnutelny, ale je ¢4ste¢né rozhodnutelny. Nerozhodnutelnost dokdZeme pomoci redukce
z HP, tedy ukazeme, ze HP < L.Pozadovanou funkci o : {0, 1, #}* — {0, 1, #}* definujeme takto:

o((M)#(w)) = (M")#(n)
Pokud (M )#(w) neni korektn{ instance H P, vraci o kéd takového TS M’, ze L(M') = {}. Pfedpokladdme
totiz, Ze n je prirozené ¢islo, a tudiz ur¢ité pro card(L(M')) = 0 neni podminka jazyka splnéna. Jinak vrac{
kéd TS M, ktery pracuje nasledovné:

* M’ spusti simulaci M na fetézci w (ignoruje svij vstup w’). Poznamenejme, Ze kédy (M) a (w) jsou
zakédovany ve stavovém Fizeni stroje M’. Pokud simulace cykli, cykli i M’ pro kazdy svij vstup.

* Pokud simulace stroje M skon¢i, pak M’ akceptuje sviij vstup w’, procez M’ akceptuje kazdy sviij
vstup w’.

Pro M’ tedy plati:

(MY#(w) € HP = L(M') = $* = (M")#(n) € L
(M)#(w) € HP = L(M') = {} = (M")#(n) € L

(M)#(w) € HP <= o((M)#(w)) € L
Tato redukce je spravnd, nebof o je totdlni, rekurzivné vycislitelnd funkce zachovévajici piisluSnost do
jazyka.
d

Jazyk L neni ani ¢éstecné rozhodnutelny. DokdZeme to pomoci redukce z co — H P, tedy ukdzeme, Ze
co — HP < L. Pozadovanou funkci o : {0, 1, #}* — {0, 1, #}* definujeme takto:

o((M)3#{w)) = (M")#(0)#0)

Kéd (0) odpovidé kédu prirozeného ¢isla 0. Pokud (M )# (w) neni korektni instance co — H P, vraci o kéd
takového TS M’, ze L(M') = ¥*, tj. (M")#(0)#(0) ¢ L, nebof mohutnost ¥* pfesahuje hodnotu 0. Jinak
vraci kdd TS M’, ktery pracuje nasledovné:
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* M’ spusti simulaci M na w. Poznamenejme, Ze kédy (M) i (w) jsou zakédovany v M.
 Pokud simulace M cykli, cykli i M’ pro kazdy svij vstup w’'.
* Pokud simulace M zastavi, M’ akceptuje, a tudiz akceptuje kazdy svij vstup w’.

Pro M’ tedy plati:

(M)#(w) € co— HP = L(M') = {} = (M")/#{0)#(0) € L
(M)#(w) & co— HP = L(M') = £* = (M)#{0)#{0) ¢ L

(M)#(w) € co— HP <= o({(M)#(w)) € L

Tato redukce je spravnd, nebof o je totdlni, rekurzivné vycislitelna funkce zachovdavajici ptisluSnost do
jazyka.

e)

Jazyk L neni rozhodnutelny, ale je ¢aste¢né rozhodnutelny. Nerozhodnutelnost ukdZeme pomoci redukce z
HP, tedy ukdazeme, ze HP < L. Pozadovanou funkci o : {0, 1, #}* — {0, 1, #}* definujeme takto:

o((M)#(w)) = (M")#(w1)#(w2)
Kédy (ws), (we) odpovidaji dvéma riznym fetézciim wy, wy € 3*. Pokud (M )#(w) neni korektn{ instance
H P, vraci o kéd takového TS M’, ze L(M') = {}, tj. ur¢ité wy & L(M') AN wy ¢ L(M'). Jinak vraci kéd
vicepaskového TS M, ktery pracuje nasledovné:

» M’ spusti simulaci M na fetézci w (ignoruje prozatim svij vstup w’). Kédy (M), (w) jsou uloZeny
piimo v M. Pokud simulace cykli, cyklii M’.

 Pokud simulace M skonéi, pak M’ vlozi na druhou pasku sekvenci Aw; AA®, hlavu umisti na poéatek
sekvence w; a hlavu na prvni pasce umisti na pocatek slova w’. Do tohoto okamziku nezéleZelo na
vstupu w’, stroj M’ tedy prozatim udélal stejny pocet kroki pro kazdé w’. Tento pocet ozna¢me c.
Stroj pokracuje jednotlivymi kroky doprava na obou paskach a porovnava pfitom w’ s w;. Jakmile se
na nékteré pozici symboly 1isi, M’ akceptuje. Jakmile se M’ na druhé pésce ocitne mimo slovo wy,
akceptuje, pokud w’ pokracuje dal§imi symboly. Pokud souc¢asné skoncila i sekvence w’, M’ u€ini na
obou paskach soucasné jeden krok doleva a teprve poté akceptuje. Pokud tedy neni w; pfedponou w’,
stroj M’ na vstupu w’ u€ini méné neZ ¢ + |w; | krokd, nebo pravé tolik krokd. Pokud je w; vlastnim
prefixem w’, pak stroj M’ na vstupu w’ u¢ini ¢ + |w;| 4+ 1 krokd. Pokud w’ = wy, pak stroj M’ na v’
uéini ¢ + |w;| + 2 krokd. Jiné moZnosti nemohou nastat, je tedy jasné, Ze pokud M na w zastavi, pak
M’ ucini na w, vice krokli nez na vSech ostatnich myslitelnych vstupech.

Pro M’ tedy plati:

(M)#(w) € HP = L(M') = ¥* A steps(M',wy) > steps(M',wy) = (M"Y#{w;)#{wq) € L
(M)#(w) € HP = L(M') = {} = (M")#{w1)#(w2) ¢ L

(M)#(w) € HP <= o({(M)#(w)) € L

Tato redukce je spravnd, nebof o je totdlni, rekurzivné vycislitelna funkce zachovdavajici ptisluSnost do
jazyka.
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f)

Jazyk L neni rozhodnutelny, ale je ¢astecné rozhodnutelny. Nerozhodnutelnost ukdZeme pomoci redukce z
HP, tedy ukdzeme, ze HP < L. Pozadovanou funkci o : {0, 1, #}* — {0, 1, #}* definujeme takto:

a((M)#(w)) = (M1)#(M>)

Pokud (M )#(w) neni korektni instance H P, vraci o kéd takovych dvou TS M, M, ze L(M;) = L(M,) =
{}. Jinak vraci kéd TS M, tak, ze L(M;) = {} akdéd TS M, ktery pracuje nasledovné:

* M, spusti simulaci M na fetézci w (ignoruje svij vstup w’). Poznamenejme, Ze kédy (M) a (w) jsou
uloZeny ve stavovém fizeni stroje M,. Pokud simulace cykli, cykli i M.

* Pokud simulace M, skonéi, pak M, akceptuje kazdy svij vstup w’.

Pro M, M, tedy plati:

(M)#(w) € HP = L(My) U L(My) = 5% = (My)#(M,) € L
(M)#(w) ¢ HP = L(M) U L(My) = {} = (M1)#{M2) ¢ L

(M)#(w) € HP <= o((M)#(w)) € L

Tato redukce je spravnd, nebof o je totdlni, rekurzivné vycislitelnd funkce zachovavajici prisluSnost do
jazyka.

g%)
Jazyk L neni ani ¢aste¢n€ rozhodnutelny. Nerozhodnutelnost ukdZzeme pomoci redukce z co — H P, tedy
ukdzeme, 7Ze co — HP < L. Pozadovanou funkci o : {0, 1, #}* — {0, 1}* definujeme takto:

o((M)#(w)) = (M’)
Pokud (M )#(w) neni korektni instance co — H P, vraci o kéd takového stroje M', ze L(M') = {}. Jinak
vraci kod TS M, ktery pracuje nasledovné:

* Stroj M’ si zapamatuje délku svého vstupu w’, tedy hodnotu |w/'|.

* Stroj M’ provede nejvyse |w’| krokt simulace stroje M na fetézci w. Poznamenejme, Ze kdy (M) a
(w) jsou zakodovany ve stavovém fizeni stroje M'.

* Pokud simulace M na w skonéi v méné nez |w’| krocich, pfipadné pravé v tomto poctu krokd, stroj
M’ odmitne svij vstup.

* Pokud simulace neskon&f ani do |w’| kroku, stroj M’ akceptuje svij vstup.

Je ztejmé, Ze pokud M prfijme nebo odmitne w (tj. necykli na tomto retézci), musi tak ucinit v kone¢ném
poctu kroki. Ozna¢me tento pocet c. Potom ale stroj M’ akceptuje pouze Fetézce o délce ¢ nebo nizsi, coz
neodpovidd jazyku >*. Nad vSemi fetézci s vyssi délkou je totiz povoleno provést vice neZ c krokli simulace
M nad w, takze se ndm po c krocich podaii detekovat, Ze simulace jiZ skoncila, a miiZzeme odmitnout vstup.
Pokud vsak M na w cykli, neexistuje Zadny kone¢ny pocet kroki ¢, v némz by simulace M na w skoncila,
proc¢ez M’ pfijme kazdy vstupni fetézec w’, nebof nikdy nedojde k tomu, Ze bychom do |w’| krokd odhalili
konec simulace M nad w, tedy M’ pfijme cely jazyk .
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Pro M’ tedy plati:

(MY#(w) € co— HP = L(M') =X* = (M) € L
(MY#(w) & co— HP = L(M') C £* = (M') ¢ L

(MY#(w) € co— HP <= o({M)#(w)) € L

Tato redukce je spravnd, nebof o je totdlni, rekurzivné vycislitelna funkce zachovéavajici prisluSnost.

Uloha 2

Rozhodnéte a dokazte, zda plati nasledujici tvrzeni

(b) VLl,LQ € 22* . L1 S LQ
(C) VLl,LQ € 22* \ {{},E*} . L1 S L2

b)

Jisté neplati. V ramci protiptikladu miZeme zvolit L; = H P, Ly = {e}. Pomoci diagonalizace 1ze snadno
ukdzat nerozhodnutelnost A P. Konstrukci koneéného automatu naopak lze ukizat rozhodnutelnost jazyka
{€e}.

Pro spor pfedpoklddejme, Ze existuje funkce o, kterd je redukcei jazyka H P na jazyk {e}. Sestrojme nyni
Turingtv stroj M, ktery pracuje nad abecedou {0, 1, #}. Tento stroj nejprve na svém vstupu w’ provede
simulaci stroje M,, ktery realizuje vySe popsanou redukcni funkci o. JelikoZ je tato funkce totdlni a
rekurzivné vycislitelnd, tento proces skonéi v kone¢ném poctu kroki a jeho vystupem bude fetézec o(w’).
Stroj M ndsledné rozhodne, zda o(w') € {e}. Toto lze jisté provést v kone¢ném Case, nebof jazyk {¢} je
rekurzivni. Pokud o(w’) € {e}, pak stroj M akceptuje svij vstup, jinak odmitne. Lze snadno nahlédnout,
Ze stroj M je tplny, tedy zastavi pro kazdy svij vstup. Jazyk L(M) je tedy rekurzivni. Z definice redukéni
funkce o rovnéz plyne, ze L(M) = H P, tedy Turinglv stroj M rozhoduje problém zastaveni. To je ovSem
spor s faktem, Zze H P je nerozhodnutelny. Tento spor vznikd z predpokladu, Ze existuje reduk¢éni funkce
o, ktera je redukci H P na {€}. Z toho plyne, Ze takova redukéni funkce neexistuje, a tedy neni pravda, ze
libovolné dva jazyky nad abecedou . jsou na sebe vzdjemné redukovatelné.

)

Lze pouzit stejny protipiiklad a stejnou argumentaci jako v b).
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Uloha 3

Diagonalizaci ukazte, Ze

(b) existuje uplny TS, ktery se liSi od vSech kontextovych gramatik

b)

Diikaz. Pro kazdé w € {0,1}* uvazujme o GG, jako o kontextové gramatice s kédem w. Pokud w neni
legitimni k6d kontextové gramatiky, pak G, pfisoudime kéd gramatiky Gy = {{S}, {a}, {}, S}
Uvazujme nyni o nekone¢né matici

o € 0 1 00
Ge Qe e Qe 0 Qe 1 Qe 00
Go Qpe Qoo Qo1 Q0,00
Gy Q1e Q10 G11 41,00

Goo apo,e @00,0 @0o0,1  A00,00

kde kazdy fadek odpovida kontextové gramatice G, v lexikografickém potadi, jak bylo vysvétleno vyse.
Kazdy sloupec odpovida fetézci nad abecedou {0, 1}. Sloupce jsou sefazeny vzestupné dle lexikografického
poradi téchto fetézcl. Kazda buiika matice a,, , nabyva hodnoty 0 v piipadé, ze = ¢ L(G,,), nebo hodnoty
1, pokud = € L(G,).

Uvazujme nyni o takové gramatice G, kde L(G) = {w; | i € N A a;; = 0}. VSimnéme si, Ze provadime
komplement diagonaly vyse uvedené matice. Z toho divodu se G 1i$i od vSech kontextovych gramatik, nebot
jsme v matici uvedli vSechny kontextové gramatiky a gramatika G nemiZe byt v matici obsaZena.

Nyni ukazme, Ze L(G) lze pfijmout tplnym Turingovym strojem. Uvazujme o tifpaskovém Turingové stroji
T, ktery pracuje nasledovné. Na zacatku béhu ma na prvni pasce svij vstup AwAA®. Druha a tfeti paska
maji tvar AAY. Stroj T zkontroluje, zda w je legitimni kod kontextové gramatiky. Pokud ne, stroj 7" akceptuje
(nebot jsme G, pfisoudili gramatiku G,y , kterd nepiijima zadny fetézec).

Na druhou pésku prekopirujeme kéd (S, kde S je startujici netermindl gramatiky G,,. Druhd paska ma nyni
tvar A(S)AA®. Na tieti pasce budeme uchovavat historii posloupnosti derivaci ze startujiciho netreminélu.
Nyni budeme provadét postupné derivace vétné formy na druhé pasce pomoci gramatiky G,. Na tfeti pasce
vzdy zaznamendme novou vétnou formu, kterou od predchozi oddélime vhodnym oddélovacem. Pro derivaci
vzdy volime pravidlo, které mize v konecném poctu derivacnich krokti vést na vétnou formu, kterou jsme
dosud nevygenerovali. Toto Ize kontrolovat pomoci historie posloupnosti derivaci na tfeti pasce.

Jakmile na druhé pdsce obdrzime kéd odpovidajici posloupnosti termindlii, zkontrolujeme, zda se tento kod
shoduje s fetézcem w. Pokud ano, odmitneme, jinak pokracujeme piekopirovanim fetézce A(S)AA® na
druhou pésku a odstartujeme znovu cely proces tak, Ze pomoci historie pfedchozich béht uloZené na tieti
pasce zajistime, abychom pouZili dosud nevygenerovanou posloupnost derivaci.

Pokud jsme na druhé pasce obdrzeli kod odpovidajici posloupnosti termindlli a neterminald, jehoz délka je
vyS$$i nez w, piekopirujeme na druhou pasku A(S)AA¥ a pokraujeme znovu jinou posloupnosti derivaci
(to opét zajistime kontrolou historie derivaci na tfeti pasce). Toto provddime proto, Ze kontextova gramatika
nemuZe obsahovat zkracujici pravidla, nebylo by tedy moZné vygenerovat fetézec w.

Pokud historie posloupnosti derivaci obsahuje veskeré derivacni stromy o vysce w a kratsi, akceptujeme.
Tento T'S tedy piijme jazyk L(G) = {w; | i € N A a;; = 0}, o némzZ jsme ukdzali, Ze nemuZe byt piijat
zadnou kontextovou gramatikou. Soucasné 1ze nahlédnout, Ze tento 7'S je dplny, nebot bud v kone¢ném
poctu krokl odmitne (pokud G, pfijima w), nebo v konecném poctu kroku akceptuje (pokud historie
posloupnosti derivaci obsahuje vSechny derivacni stromy o délce w a kratsi, kterych je konecny pocet).
Ukazali jsme tedy, Ze existuje uplny Turingliv stroj, ktery se 1isi od vSech kontextovych gramatik. ]
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Sekce 19: Asymptoticka slozitost

Uloha 2

Dokazte, jaky plati vztah mezi ndsledujicimi tfidami sloZitosti

(b) O(n -logn) a O(n?)
(¢) O(n -sinn) a O(n?)
d) O(2") a O(2")

(e) *O(2") a O(n!)

(f) O(n?) a O(2nn)

(2) 0(2") a O(2")

(h) O(Inn) aO(n - Inlnn)
(i) O(Inn) a O(logn)

Asymptotické horni omezeni:

Zopakujme definici O(.). At F je mnozina vSech funkci f : N — Na f € F. Pak

O(f(n))={g(n) e FlIngeNIceR*VneN:n>ny=0<g(n) <c-f(n)}

Stolzova-Cesarova véta:

Zopakujme rovnéz definici Stolzovy-Cesarovy véty pro vypocet limity podilu dvou posloupnosti. Af
(an), (by) jsou dvé redlné posloupnosti (tj. zobrazeni N — R). Ddle af plati

lim b, =
n—oo

a zdroven af je (b,,) rostouci a nenulova (Cemuz budeme fikat prvni podminka Stolzovy-Cesarovy véty) a
dale af existuje L € R U {00, —o0}, kde

. Apy+1 — A
L= lim -2 "
n—00 bn+1 — by

(¢emuz budeme fikat druhd podminka Stolzovy-Cesarovy véty). Jsou-li tyto dvé podminky splnény, pak

L’Hospitalovo pravidlo pro limitu posloupnosti:

Zopakujme dadle, jak 1ze pouzit L’ Hospitalovo pravidlo pro nalezeni limity podilu dvou posloupnosti. Jelikoz
posloupnosti jsou diskrétni funkce, které nemaji v Zddném bod¢ derivaci, nelze limitu podilu posloupnosti
pocitat pomoci limity derivaci posloupnosti, ale pomoci limity derivaci funkci, které tyto posloupnosti
vhodné aproximuji. Méjme dvé redlnd zobrazeni f : R — R a g : R — R. Méme déle dvé redlné
posloupnosti (ay,), (b,) (tj. zobrazeni N — R). AtVn € N: f(n) = a, A g(n) = b,. Pokud existuje takové
L eRU{o0, -0}, Ze

f(x)

L= lim —/—=,
2= g()

pak rovnéz
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. (079
L= lim -

Z. toho vyvozujeme, Ze pokud jsou splnény vSechny vysSe uvedené podminky a soucasné
lim f(z) =00 A lim g(z) = oo,
T—00 Tr—00
pak mtizeme limitu podilu dvou posloupnosti spocist jako
an f'(x)

Jim 72 = lim

Za splnéni ur¢itych podminek tedy 1ze nésledujici priklady feSit pomoci Stolzovy-Cesarovy véty nebo pomoci
L’Hospitalova pravidla. Poznamenejme, v nékterych pfipadech nelze tyto postupy smysluplné pouZit.

b)

Diikaz. Jisté O(n - logn) C O(n?). Dokazme to ve dvou krocich, tedy postupné ukazme O(n - logn) C
O(n?) aO(n-logn) # O(n?).

O(n -logn) C O(n?):

Diikaz. Uvazujme o libovolné funkci fo € O(n - logn) a vyjdéme z definice O. Z ni plyne, Ze
Ing € NJc € RYVn > ng: fo(n) <c-n-logn.
Staci tedy ukazat, Ze existuje takova kladna konstanta c, aby rovnéz

2

. n ) n
lim ———— = lim > 1.
n—oo c-n-logn  n—ooc-logn

Ovéime, zda miZeme vyuzit L'Hospitalovo pravidlo pro vypocet limity posloupnosti. Zavédme redlné
funkce f(z) = rag(x) = c-log(x). Ztejm& Vn € N : f(n) =n A g(n) = ¢ -log(n). Déle je ziejmé, Ze

lim f(z) =00 A lim g(z) = oo,

Tr—r0o0 r—r00
tedy
! 1 1 In(10
lim = f(x):—~lim T :n( )-limx:oo.
n—oo ¢ - logn T—00 g’(x) ¢ T 2T (i0) c Z—00

pro kladn4 c. Rozdil mezi n? a ¢ - n - log n je tedy pro n — oo kladny a stdle se zvétSuje, takZze

Je € RT Ing € NVn > ng : fo(n) <c-n-logn < n?
tedy fo(n) € O(n?). O

O(n -logn) # O(n?):
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Diikaz. Zde postali ukézat, Ze existuje funkce fy € O(n?), pro kterou plati, ze fo & O(n -log(n)). Zvolme
fo(n) = n% V rdmci dikazu sporem predpoklddejme, Ze fo € O(n - logn). Pak urtité plati, ze

Ing € N3ec € RT ¥n > ny : n? <c-n-logn.
Vysetfeme nyni limitni chovéni podilu téchto dvou posloupnosti v nekone¢nu, tedy zjistéme, ¢emu se rovna
limita

-1
lim 5 = lim Lg(n).
n—o00 n n—oo n

c-n-log(n)

Zvolme dvé redlné funkce f(z) = ¢ - log(x), g(x) = x. VSe potiebné jsme jiz ovéfili v pfedchozim kroku,
proto miiZeme pokracovat:

-1 ! 1 1
tim S0 gy L0y — " . lim - =0.
n—oo  m z—o0 ¢ () z—oo - In(10)  In(10) z—ocx

kde c je kladné. Z predpokladu vime, Zze 3¢ € RT Ing € NVn > ng : n? < n - c-logn, neboli

| < c-n-iogn.

Pravé jsme ale ukdzali, Ze

n—oo n2

coZ je spor. Proto n? ¢ O(n - logn).
O

JelikoZ jsme ukdzali, ze O(n -logn) # O(n?) asoucasné O(n -logn) C O(n?), pak ur¢it€¢ i O(n -logn) C
O(n?).
O]

)

Diikaz. Jist€ O(n-sinn) C O(n?). Dokazme to ve dvou krocich, tedy postupné ukazme O(n-sinn) C O(n?)
a O(n -sinn) # O(n?).

O(n -sinn) C O(n?):

Diikaz. Uvazujme o libovolné funkci fy € O(n - sinn) a vyjdéme z definice O. Z ni plyne, Ze

IngeNJceR*VneN:n>nyg= fy(n) <c-n-sinn.

Pokud se nam povede ukdzat, ze

Ing eNIccRY3IC cR*"YReEN:n>ng= fo(n) <c-n-sinn < -n?

pak bude ziejmé, ze O(n - sinn) C O(n?). Zvolme ¢’ = ¢ a upravujme:

c-n-sinn <c-n

Omezme se nan € N\ {0}, pak miZeme upravovat:
sinn < n,
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coz zfejmé plati pro kazdé n > 1. Ukdzali jsme, ze fy € O(n?), tedy O(n - sinn) C O(n?).

O(n -sinn) # O(n?):

Diikaz. Zde postadi ukazat, Ze existuje funkce fo € O(n?), pro kterou plati, Ze fo &€ O(n - sinn). Zvolme
fo(n) = n% V rdmci dikazu sporem piedpoklddejme, Ze fo € O(n - sinn). Pak urcité plati, Ze

g eNIceRTVneN:n>ny=n?><c-n-sinn.
VySetfeme nyni limitni chovéni podilu téchto dvou posloupnosti v nekone¢nu, tedy zjistéme, ¢emu se rovna
limita

. c-m-sinn . sinn
lim ———— =c¢- lim
n—soo n2 n—oo N

Lze snadno nahlédnout, Ze tuto limitu nelze fesit pomoci L’ Hospitalova pravidla, ani pomoci Stolz-Cesarovy
véty, procez toto ukdZzeme pomoci véty o tfech limitich (zndmé také jako Squeeze theorem), kterd pro
posloupnosti zni ndsledovné:

At (ay), (b,), (¢,) jsou tfi posloupnosti, pro které plati

dngoe NvneN:n>ny=a, <0, <c,
a af ddle existuje L € R takové, Ze plati
lim a, = LA lim ¢, = L.
n—oo n— o0
Pokud jsou tyto predpoklady splnény, pak i
lim b, = L.

n—o0

Zvolme tedy (a,) = =%, (¢,) = %. Po kladnd n zfejmé& plati

—1 sinn
— <
n n

<

9

S|

nebof za pfedpokladu n > 0 miZeme vyndsobit celou nerovnici n a dostaneme

—1<sinn <1,

coz z definice sin n zfejmé plati. VySetfeme nynf limitni chovéni (a,) a (¢,) v nekoneénu.

=1
lim — =0,
n—oo N
1
lim — = 0.
n—oo N,

JelikoZ se tyto limity rovnaji, miZeme dle véty o tfech limitach prohlésit, Ze i

sinn
— ()’

c¢- lim
n—oo N

kde c je kladné. Z predpokladu vime, Ze 3¢ € R Ing € NVn > ng : n? < ¢ - n - sinn, neboli

60



n2
Préavé jsme ale ukdzali, Ze
. c-m-sinn
lim =0,
n—00 n2

coZ je spor. Proto n? ¢ O(n - sinn).
O

Ukadzali jsme, ze O(n - sinn) # O(n?) arovnéz ze O(n - sinn) C O(n?). Z toho plyne, ze O(n - sinn) C
O(n?).

]
d)

Diikaz. Jists O(2") ¢ O(2""). Dokazme to ve dvou krocich, tedy postupné ukazme O(2") C O(2%) a
O(2") # O(2").

O(2") C O(2"):
Diikaz. Uvazujme o libovolné funkci fo € O(2") a vyjdéme z definice O. Z ni plyne, Ze

Ing € NJc € RYVn > ng : fo(n) <c-2™

Staci tedy ukazat, Ze existuje takova kladna konstanta c, aby rovnéz

lim > 1
n—oo C n
Upravujeme:
ot 1
lim — ~ . Jim 20" — 2. Jjmy 27 (D)
n—oo C - 2™ C n—oo C n—oo
Ziejmé
lim n-(n—1) = oo,
n—oo
tedy 1

1
~ . lim 270D — oo > 1,
C n—oo

pro kladna c. Rozdil mezi 2% ac.2n je tedy pro n — oo kladny a stéle se zvétSuje, takze

Je e RT Ing e NVn > ng : fo(n) <c-2" < 2”2,
tedy fo(n) € O(2™).

O(27) # 0(2"):
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Diikaz. Zde posta&i ukézat, 7e existuje funkce f, € O(2"), pro kterou plati, 7e fo & O(2"). Zvolme
fo(n) = 27", V rdmci dikazu sporem piedpokladejme, Ze fy € O(2"). Pak urdité plati, 7e
Ing € NIec e R Vn > ng : on’ <c- 2™

Vysetfeme nyni limitni chovéni podilu téchto dvou posloupnosti v nekone¢nu, tedy zjistéme, ¢emu se rovna
limita

.c- 2"
lim —
n—oo 2N
Upravujeme:
c- lim — =c- lim 20" = ¢+ lim 270",
n—oo 2" n—00 n—00
Ziejmé
lim - (1= m) = —o0
a
lim 27" =0,
n—o0
tedy 1

¢+ lim 2= — ¢
n—oo

kde c je kladné. Z ptedpokladu vime, Ze 3¢ € R™ Ing € NVn > nyg : on’ < ¢- 2", neboli

)

c-2"
< S

Pravé jsme ale ukdzali, Ze

coZ je spor. Proto 2° & O(2").

Ukazali jsme, Ze plati O(2") # O(2"") a soulasné O(2") C O(2""), protez i O(2") € O(2").

e*)

Diikaz. Jist€ O(2") C O(n!). Dokazme to ve dvou krocich, tedy postupné ukazme O(2") C O(n!) a
O(2™) #£ O(n!).

O2") C O(n!) :
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Diikaz. Uvazujme o libovolné funkci fo € O(2") a vyjdéme z definice O. Z ni plyne, Ze

Ine € NIc € R Vn > ng : fo(n) <
&

Staci tedy ukdzat, Ze existuje takova kladna konstanta c, aby rovnéz

) n!
lim > 1.
n—oo C - 2"

Pro dikaz vyuzZijeme Stirlingovu aproximaci funkce I" pro vysoké hodnoty n. Plati:

n!:F(n+1)%\/m- <E>n

e
JelikoZ tato aproximace je stdle presnéjsi pro vyssi a vyS$si hodnoty n, 1ze psat

n!

lim - =1,
TL*)OO\/Q.T(.TL.(%)
procez
) n! . \/2~7T-7’L'(2)n
lim = lim L
n—oo C n n—o00 c-on
Upravujeme

lim QWH(%)nzlhmm<n>n \/_ - lim v/n - lim <—>n=OO>1,

n—00 c-2n C n—oo 2.e n—00 n—oco \2 - e

pro kladnd c. Rozdil mezi n! a ¢ - 2" je tedy pro n — oo kladny a stéle se zvétSuje, takze

de e RT dng € NVn > ng : fo(n) <c-2" <nl,
tedy fo(n) € O(n!).

02" £ O(nl) :

Diikaz. Zde postaéi ukdzat, Ze existuje funkce f, € O(n!), pro kterou plati, Zze f, ¢ O(2"). Zvolme
fo(n) = n!. V ramci diikazu sporem ptedpoklddejme, Ze f, € O(2"). Pak urdité plati, Ze

Ing e NIJe e R"Vn > ng:n! <c- 2
Vysetfeme nyni limitni chovani podilu téchto dvou posloupnosti v nekonecnu, tedy zjist€éme, ¢emu se rovna
limita

.omn
lim ¢

n—oo Nl

Vyuzijeme opét Stirlingovu aproximaci, tedy upravujeme:

i c-2" I c-2" ’ ¢ (2-@)" ¢y 1 i (2-@)" 0
1m = 111m = = 1m . - im — im - - =0,
n—oo n—00 ,/2.77-.”.(%) n—00 /2 . T - N n 2T n—)oo\/ﬁ n—00

pro kladné c.Z predpokladu vime, Ze 3¢ € R™ dng € NVn > ng : n! < ¢- 2", neboli
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1<
— nl!
Prave jsme ale ukdzali, Ze
.oc-2"
lim =0,
n—oo !

coZ je spor. Proto n! & O(2").

Ukdzali jsme tedy, Ze plati O(2") C O(n!) i O(2™) # O(n!), procez i O(2") C O(n!).

f)

Diikaz. Jist¢ O(2"™) C O(n?). Pfimocary dikaz tohoto tvrzeni pomoci limit by byl naro¢ny, procez si
radéji uvédomme, Ze ostrd mnozinova inkluze je relaci ostrého usporadani (tj. ireflexivni Caste¢né uspora-
dénf), tedy pokud se ndm povede ukazat, ze O(2(™) ¢ O(n) C O(n?), pak z tranzitivity ostrého usporadani
sou¢asné plyne O(2"(™) ¢ O(n?). (Rovné? si viimnéme, Ze staéf ukdzat pouze O(2™™) C O(n) C O(n?),
tj. u jedné z relac nemusime ostrost ukazovat). Zaénéme dikazem O(2(") C O(n). To ukdZeme v jednom
kroku.

02 C O(n) :

Diikaz. Uvazujme o libovolné funkci fy € O(2™(™) a vyjdéme z definice O. Z ni plyne, Ze

3ng € N3c € RY Vn > ng : fo(n) < ¢- 200,
Staci tedy ukazat, Ze existuje takova kladnd konstanta c, aby rovnéz

. n
B TO R

Je vhodné si uvédomit, Ze pro kladna n plati

n — 6ln(n)7
diky ¢emuz mizeme provést tpravu
n 1 el 1 seln()
—z—-lm—:—-hm<—) .
n—oo C - 21n(n) C n—oo an(”) c n—oo \2

Jelikoz e > 2, pak

1 In(n)
— - lim <E> =00 >1

¢ n—oo \2

pro kladnd c. Rozdil mezi n a ¢ - 2" je tedy pro n — oo kladny a stéle se zvétiuje, takZze

Je e RY Ing € NVn > ng : fo(n) < c-2"" <n,
tedy fo(n) € O(n).
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Nyni ve dvou krocich ukazme, ze O(n) C O(n?)., tedy postupné ukazme O(n) C O(n?) a O(n) # O(n?)
O(n) C O(n?) :

Diikaz. Uvazujme o libovolné funkci fy € O(n) a vyjdéme z definice O. Z ni plyne, Ze

Ing € NJe € RYVn > ng : fo(n) <c-n.
Staci tedy ukazat, Ze existuje takova kladna konstanta c, aby rovnéz

2

. n
lim — > 1.
n—oo C+ N
Upravujeme:
1 . n? 1 .
—lim —=--limn=o00>1
C n—oo n C n—oo

2

pro kladna c. Rozdil mezi n* a ¢ - n je tedy pro n — oo kladny a stdle se zvétSuje, takze

Je € RT 3ng e NVn > ng : fo(n) < c-n < n?,
tedy fo(n) € O(n?).

O(n) # O(n?) :

Diikaz. Zde postadi ukdzat, Ze existuje funkce fy € O(n?), pro kterou plati, Ze fo & O(n). Zvolme
fo(n) = n% V réamci dikazu sporem predpoklddejme, ze fo € O(n). Pak urcité plati, ze

Ing e NIce R*Vn>ng:n?<c-n.

VySetteme nyni limitni chovani podilu téchto dvou posloupnosti v nekonecnu, tedy zjistéme, cemu se rovna
limita
. c'n
lim — =0.
n—oo N,
Upravujeme:
c-n

lm — =c¢c- lim — =0
n—oo M2 n—oo N,

pro kladn4 c. Z pfedpokladu vime, Ze 3¢ € RT Ing € NVn > ng : n? < ¢ - n, neboli

c-n
n
Préavé jsme ale ukdzali, Ze
.. c'n
lim —— =0,
n—oo MN

coZ je spor. Proto n? ¢ O(n).
O

Podafilo se ndm tedy ukézat, Ze O(n) # O(n?) a soudasn& O(n) C O(n?), protezi O(n) C O(n?). Dile
jsme ukdzali, ze O(2™(™) C O(n). Z tranzitivity usporddani v disledku plyne, ze O(2"™) C O(n?).
U
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g2)
Diikaz. Jisté O(2"°) € O(2%"). DokaZme to ve dvou krocich, tedy postupné ukazme O(2"*) C O(22") a
02" # 0(2%").

O2%) C 027" :

Diikaz. Uvazujme o libovolné funkci f, € O(2"°) a vyjdéme z definice O. Z ni plyne, Ze

Ing € NJc € RY Vn > ng : fo(n) <c.2”

Staci tedy ukdzat, Ze existuje takova kladna konstanta ¢, aby rovnéz
gn

lim o2 > 1.

n—oo C -
Upravujeme:
22" 1 n
lim _ == . lim 2@ -,
n—oo C - 2™ C n—oo

Nyni pomoci Stolzovy-Cesarovy véty ukazme, Ze posloupnost a,, = 2" roste od urcité hodnoty rychleji nez
b, = n?, tedy Ze plati

Lze snadno nahlédnout, Ze

tedy prvni podminka Stolzovy-Cesarovy véty je splnéna. Ovéfme druhou podminku:

2(n+1) —_9n on
lim ————— = lim ——.
nsoo (n+1)2—=n? no002-n+1

Jelikoz

lim 2-n+1= o0,
n—roo

je opét splnéna prvni podminka a ovéifme druhou podminku pro opakovanou aplikaci Stolzovy-Cesarovy
véty:

o(n+1) _ 9n 2n
lim = lim — = oo,
nso2-n+1)+1—(2-n+1) noo 2
tedy 1
=g =
z ¢ehoz déle plyne, Ze
= lim 2@") = oo,
C n—oo

pro kladné ¢. Rozdil mezi 22" a ¢ - 2" je tedy pro n — oo kladny a stéle se zv&tiuje, takze
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de € RT Ing € NVn > ng : fo(n) < e < 22"
tedy fo(n) € O(22"). O

02" # 027" :
Diikaz. Zde postadi ukdzat, 7e existuje funkce fo € O(22"), pro kterou plati, Ze fo & O(2"). Zvolme
fo(n) = 22", V rdmci dikazu sporem piedpokladejme, Ze f, € O(2"). Pak urdité plati, 7e

Ing € NIc € RT Vi > ny : 2% §c-2”2.

Vysetfeme nyni limitni chovéni podilu téchto dvou posloupnosti v nekone¢nu, tedy zjistéme, ¢emu se rovha
limita

e
lim
n—oo 22"
Upravujeme:
- 2m "
lim c_n =c- lim 20"*~2").
n—oo 22 n—00

UZ jsme ukazali, Ze posloupnost 2" roste rychleji nez n?, procez

lim n? — 2" = —c0
n—oo

a tedy
c- lim 2"*=2") =
n—o0
pro kladné c. Z predpokladu vime, ze 3¢ € RT Ing € NVn > ng: 22" < c- 2"2, neboli
-2

Pravé jsme ale ukézali, Ze

coZ je spor. Proto 22" & O(2™°).

Ukdzali jsme, ze O(2"°) C O(2%") a soutasnd O(2") £ O(22"), prodez O(2"°) C O(2%")
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h)

Diikaz. Jist¢ O(In(n)) C O(n - In(In(n))). Pfimocary diikaz tohoto tvrzeni pomoci limit by byl naro¢ny,
procez si radéji uvédomme, Ze ostrd mnozinova inkluze je relaci ostrého uspotddani (tj. ireflexivni Caste¢né
usporfadani), tedy pokud se ndm povede ukazat, ze O(In(n)) C O(n) C O(n - In(In(n))), pak z tranzitivity
ostrého usporadani soucasné plyne O(In(n)) C O(n - In(In(n))). (RovnéZ si v§imnéme, Ze stali ukdzat
pouze O(In(n)) € O(n) € O(n - In(In(n))), §j. u jedné z relaci nemusime ostrost ukazovat). Zacnéme
dikazem O(In(n)) C O(n). To ukdZzeme ve dvou krocich, tedy postupné ukdzeme, ze O(In(n)) C O(n) a

O(In(n)) # O(n).
O(In(n)) € O(n) :

Diikaz. Uvazujme o libovolné funkci fo € O(In(n)) a vyjdéme z definice O. Z ni plyne, Ze

Ing € Ndec € RY Vn > ng : fo(n) < c-In(n).

Staci tedy ukdzat, Ze existuje takova kladna konstanta c, aby rovnéz

> 1.
nl—glo ¢-In(n)

Ovéfme, zda miZzeme pouzit L'Hospitalovo pravidlo pro limitu podilu dvou posloupnosti. Zavedeme f(x) =
rag(x)=c-In(zr). Ztejmé Vn € N : f(n) = n A g(n) = In(n). Déle je zfejmé, Ze

lim f(x) = lim g(z) = oc.

T—00 T—00

Miizeme tedy psat:

! 1 1 1
i — g LW L L e
n—)OOC-ln(’n,) T—00 g’(x) o C x—00

pro kladné c. Rozdil mezi n a ¢ - Inn je tedy pro n — oo kladny a stédle se zvétSuje, takze
dee RY Ing e NVn > ng: fo(n) <c-Inn <n,
tedy fo(n) € O(n).

O(In(n)) # O(n) :

Diikaz. Zde postali ukdzat, Ze existuje funkce fo € O(n), pro kterou plati, Ze fo ¢ O(In(n)). Zvolme
fo(n) = n. V rdmci dikazu sporem predpoklddejme, Ze fy € O(In(n)). Pak urcité plati, ze

Ing e NIFJeeR"Vn>ng:n<c-Inn.
Vysetfeme nyni limitni chovéni podilu téchto dvou posloupnosti v nekone¢nu, tedy zjistéme, ¢emu se rovha
limita
c-In(n)

lim

n—oo n

Zavedeme dvé spojité funkce f(x) = ¢ In(z) a g(x) = x. VSechny podminky jsme ovéfili v pfedchozim
kroku, proto miizeme psat:
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.1 ! 1
limc n(n):limf(x):c-limﬁzc-lim—zo
n—00 n T—00 g’(x) z—o0 1 T—00 T

pro kladnd c. Z pfedpokladu vime, Zze 3¢ € R* Ing € NVn > ng : n < ¢ - Inn, neboli

c-n
1< —.
nn
Préavé jsme ale ukdzali, Ze
.. cn
lim — =0,
n—oo lnn

coz je spor. Proto n ¢ O(Inn).
O]

Ukdzali jsme tedy, Ze O(In(n)) # O(n) a soucasné O(In(n)) € O(n), procez i O(In(n)) C O(n). Nyni
ukdzeme druhou inkluzi.

O(n) C O(n-In(In(n))) :
Diikaz. Uvazujme o libovolné funkci fy € O(n) a vyjdéme z definice O. Z ni plyne, Ze

dng € NJe € RYVn > ng : fo(n) <c-n.

Staci tedy ukazat, Ze existuje takova kladna konstanta c, aby rovnéz

n - In(ln(n))

lim > 1.
n—oo cC'Nn
MiiZzeme psat
~In(1 1
lim n-Infln(n)) = —- lim In(In(n)) =00 > 1
n—oo cC'Nn C mn—oo

pro kladné c. Rozdil mezin a c-n - Inlnn je tedy pro n — oo kladny a stédle se zvétSuje, takze

Jee R" Ing e NVn > ng: fo(n) <c-n<n-Inlnn,

tedy fo(n) € O(n - Inlnn).
[

Podafilo se ndm ukézat, ze O(In(n)) C O(n) € O(n - In(In(n))). Z tranzitivity tedy plyne inkluze té{d
O(In(n)) € O(n - In(In(n))).

[
i)
Diikaz. Jist¢ O(log(n)) = O(In(n)). UvaZzujme o libovolnych funkcich fy € O(log(n)) a go € O(In(n)).
Pak urcité

Jep € RT Ing e NVn e N:n > ng = 0< fo(n) < cs-log(n)

arovnéz

e, €RT Ing e NVR eN:n >ng=0<go(n) <c,-In(n)
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JelikoZ existuje ng € N, ¢} = b tak, Ze

Vn > ng ey -log(n) < ¢ - In(n),
pak O(log(n)) € O(In(n)).

v O v 7 v . . C v
Podobné miizeme ukdzat, Ze existuje n; € N, c; = log?e) tak, ze

Vn > ng : cg - In(n) < ¢ -log(n),
z ¢ehoz plyne O(In(n)) C O(log(n)).

Ukézali jsme, Ze O(In(n)) € O(log(n)) a soucasné O(log(n)) € O(In(n)), tedy O(log(n)) = O(In(n)).
[]
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Sekce 20: Konstrukce TS

Uloha 1

SnaZte se najit co nejmensi k takové, aby platily nasledujici vztahy. DokaZte, Ze vztah plati, ale nedokazujte,
Ze vaSe k je opravdu nejmensi mozné

(b) L' € DTIME[n?] = L € NTIME[n*), kde

L = {w € ¥* | pro v8echny prefixy w’ slova w plati, Ze w’ € L'}

(c) L' € DTIME[n® = L € DTIME[n"], kde

L = {w € ¥* | w obsahuje dvé rtizna podslova wy, wy takovd, Ze wy, wy € L'}

b)

Predpoklddejme, Ze zadany jazyk L' patfici do DTIME[n?] je pfijimdn n&akym deterministickym
m—pdskovym Turingovym strojem M’. Stroj M’ rozhoduje L' v &ase O(n?). Sestrojme nyn{ deterministicky
(m + 2)-paskovy Turingtiv stroj M, jenZ pfijima jazyk L, nasledovné:

Prvni paska stroje M je vstupni, tedy na pocitku simulace ma tvar AwAA®. Stroj pro kazdé ¢, kde
0 <i < |w|, postupné kopiruje prvnich ¢ symboli fetézce w na druhou péasku, ktera tedy vzdy bude mit tvar
AxAA¥, kde w = xa’ a |z| = i. Tato paska tedy bude slouZit jako po&itadlo délek dosud zkontrolovanych
prefixii. Po piekopirovani predpony slova w na druhou pasku dojde k piekopirovani téZze predpony na teti
pasku, ta tedy bude mit rovnéz tvar AzAA“. Ostatni pasky budou prazdné (tj. budou mit tvar AA®).

Stroj M nasledné odsimuluje na 3. — (m + 2). pésce stroj M’, ktery je uloZen ve stavovém fizeni M. Pokud
stroj M’ odmitne, odmitne i M, protoze existuje prefix w, ktery M’ nepiijima. Pokud stroj M’ akceptuje,
provede se uklid na 3. — (m + 2). pdsce, aby tyto pasky mély opét tvar AA“. Hlavy se u téchto pasek
posunou na zacatek. Ddle se pokracuje prekopirovanim nového prefixu na druhou pasku. Pokud se ukaze,
Ze jiz byly vyCerpdny vSechny predpony a tedy nelze odstartovat dalsi iteraci, M akceptuje, nebot vSechny
predpony byly pfijaty.

Testujeme O(n + 1) rdznych slov. Pro kazdé slovo musime piekopirovat novy symbol na druhou pésku,
coz odpovida slozitosti O(1) a ndsledné celé toto slovo piekopirujeme na tieti pasku, coz odpovidd O(n).
Simulace M’ nad pfedponou ma dle zaddni sloZitost O(n?). JelikoZ neni jasné, kolik prostoru na paskach 3
az (m + 2) zabraly simulace, musime pfedpoklddat, Ze i tklid bude mit sloZitost O(n?). Celkova sloZitost
tedy odpovida:

O(n+1)(0O(1) + O(n) + O(n*) + O(n*)) = O(n*)

Resenim tedy je k = 3. Je tedy ziejmé, Ze nedeterminismus ndm v tomto piipadé nijak nepomiize, nebof
musime zkontrolovat veskeré predpony, abychom méli jistotu, Ze jsou vSechny piijimény.

)

Piedpokladejme, 7e zadany jazyk L' patfici do DTIME[n?] je pfijimédn néjakym deterministickym
m—péskovym Turingovym strojem M. Stroj M’ rozhoduje L' v ase O(n?). Sestrojme nyni{ deterministicky
(m + 3)-paskovy Turinglv stroj M, jenz piijima jazyk L, ndsledovné:

Prvni paska stroje M je vstupni, tedy na pocatku simulace ma tvar AwAA®. Stroj postupné generuje veskeré
podietézce w na druhou pasku nasledujicim zptisobem. Druha paska ma nejprve tvar AA“. Za prvni sym-
bol A jsou postupné v dal$im iteracich pridavany symboly z fetézce w, tedy druha paska mé postupné tvar
AAY Ao AY, AgiooAY, ..., Acyoy ... 0,A%, kde 0105 . .. 0, = w. Nasledné jsou vZdy smazany vSechny
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symboly kromé druhého a opét se pokracuje pfidavanim jednotlivych symbolii, paska ma tedy postupné
tvar AAc,AY, AAoyosAY, ..., ADoyos...0,A% AAAo3AY, AAAo3o,AY, AAAo3oy ... 0,A%, ...,
dokud nedojde k vycerpani vSech podietézci w. Po vygenerovani nového podietézce je hlava poloZena
na posledni symbol A pfed danym podfetézcem, proceZ vicenasobny vyskyt A pied podietézci nevadi.
Treti paska bude slouzit pouze k uchovani informace, zda uz byl néktery podretézec prijat. Zpocatku tedy
ma tvar AA®.

Na ¢tvrtou pasku se v kazdé iteraci prekopiruje aktudlné zkoumany podietézec z druhé pasky. Ostatni pasky
jsou prazdné, maji tedy tvar AA“.

Stroj M spusti na 4. — (m + 3). pasce simulaci stroje M’. Pokud simulace skon¢i odmitnutim fetézce,
vygeneruje se na druhé pasce vySe popsanym zptsobem novy podietézec slova w, obsah 4. — (m + 3).
pasky se smaze a odstartuje se dals{ iterace. Pokud simulace skon¢i odmitnutim a uZ neexistuje dalsi dosud
nepouzity podietézec slova w, ktery by mohl byt vygenerovan, M odmitne. Pokud simulace skon¢i prijetim
a tfeti paska ma tvar AA¥, zméni stroj M jeji obsah na A#A“ a po smazéni obsahu 4. — (m + 3). pasky se
odstartuje dalsi iterace (za predpokladu, Ze existuje dalsi dosud nepouzity podfetézec w, jinak M odmitne).

VVVVV

podslovo w, které M’ piijima.

Je zfejmé, Ze slovo w delky |w| = n md dohromady az

n 2
1+Zz’:1+n2n
=1

riznych podslov, coz odpovidd O(n?). Pro kazdé toto podslovo je tieba prekopirovat novy symbol na druhou
pasku, piipadné tuto pasku kromé jednoho symbolu vyprazdnit, coZ odpovida slozitosti O(n). Kazdé toto
slovo déle prekopirujeme na ¢tvrtou pasku, coz 1ze realizovat v ¢ase O(n). Simulace stroje M’ nad podslovem
odpovida dle zadani O(n?). JelikoZ neni jasné, kolik prostoru na paskdch 4 az (m + 3) zabraly simulace,

musime predpoklddat, Ze i dklid bude mit sloZitost O(n?). Kontrola jednoho symbolu na tieti pasce a
piipadné zapsani # mad slozitost O(1). Celkova slozitost tedy odpovida:

O(n?)(O(n) + O(n) + O(n*) + O(n?) + O(1)) = O(n°)

Resenim je tedy & = 5. Poznamenejme, Ze v tomto piipadé by nedeterminismus byl uZite¢ny, nebot by
sta¢ilo zkontrolovat 2 riizna nedetrministicky zvolend podslova a sloZitost by byla O(n?).

Uloha 2

Rozhodnéte a dokazte, zda tfida P je uzaviena na nasledujici operace

(b)oL ={we L|w=2"An>0}
(c) oL = {w je kéd TS M, pro ktery plati, Ze w € L(M)}

b)

Tiida P je uzaviena na operaci ¢. Jazyk oL = LN L', kde L' = {w € ¥* | w = 2" An > 0}. JelikozZ tiida
P je uzaviena na prunik, je tfeba rozhodnout, zda L' € P.

Musime popsat chovani Turingova stroje D1V5, ktery provadi déleni vstupniho ¢isla dvéma. Stroj definujeme
jako tipaskovy. Abecedu stroje D1V, tvori desetiprvkovd mnoZzina Cislic 0 — 9. Na prvni pasce mé uloZen
svij vstup w, tato paska ma tedy tvar AwAA¥. Ostatni pasky jsou zpocatku prazdné, maji tedy tvar AA“.
Stroj postupuje od prvni ¢islice o (tj. w = oyw’). Je-li tato Eislice sudd, zapiSe stroj na druhou péasku jeji
podil dvéma, druhd paska ma tedy tvar Aoy AAY, kde o1 = 2 - oy/. Informaci o spravném vysledku podilu
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ma stroj D1V, zakédovan ve svém stavovém fizeni. Je-li tato prvni ¢islice lichd, zapiSe stroj na druhou pasku
jeji podil dvéma zaokrouhleny dolti, druhd paska ma tedy tvar Aoy AA%, kde o1 = 2 - 01/ + 1. Soucasné se
na tfeti pasku poznamena piiznak pfenosu, tfeti paska ma tedy tvar A#AA“. Hlava na prvni pasce se posune
na dal$i symbol. Pokud neni nastaven pfiznak pienosu, délime o, (kde w = o10ow”) dvéma podobné, jak je
popsano vySe. Pokud je nastaven pfiznak pfenosu, délime 10 + o2 dvéma. Pokud je vysledek operace sudé
¢islo a byl nastaven pfiznak prenosu, tento piiznak se smaze, tieti paska tudiz bude mit tvar AA“. Pokud
je vysledek operace liché ¢islo a pfiznak nebyl nastaven, nastavi se, tfeti paska tudiz bude mit tvar A#A~.
Ve zbylych pripadech ziistane tfeti paska nezménéna. Mezivysledky déleni se kumuluji na druhé pésce, ta
ma tedy nyni tvar Aoyoo AA¥, kde oo je opét podil symbolu o5 po déleni dvéma (piipadné zaokrouhleny
dolu).

Timto zptisobem provadime déleni tak dlouho, dokud nevycerpame veskeré vstupni symboly. Pokud je na
konci procesu nastaven pfiznak prenosu, DIV, odmitne, jinak akceptuje. Lze snadno nahlédnout, Ze stroj
pracuje se sloZitosti O(n).

Nyni popiSme chovani Turingova stroje POW,, ktery kontroluje, zda je vstupni fetézec n. mocninou ¢isla
2 (pro n € N). Stroj definujeme jako tfipaskovy. Na prvni pasce ma POW, ulozen svij vstup w, paska
ma tedy tvar AwAA®“. Zbylé pasky jsou zpocatku prazdné, maji tedy tvar AA“. Stroj nejprve zkontroluje,
zda je tvar prvni pasky roven AOAA®. Pokud ano, odmitne, jinak pokracuje. Ddle zkontroluje, zda je tvar
prvni pasky roven ATAA“. Pokud ano, pfijme, jinak pokracuje. Ddle zkontroluje, zda se vstup w sklada
pouze z Cislic. Pokud ne, odmitne, jinak pokracuje. Poté simuluje na vSech svych paskach stroj DIV5, ktery
je uloZen v jeho stavovém fizeni. Pokud DIV, odmitne, odmitne i POW,. Pokud DIV, akceptuje, stroj
POW, zkontroluje, zda je obsah jeho druhé pasky roven A1AA“. (Pfipoménime, Ze na této pasce bude
uloZen vysledek operace déleni dvéma.) Pokud je na této pasce pouze Cislo 1, stroj POW, akceptuje, jinak
pokracuje. Stroj prekopiruje obsah druhé pasky na prvni pasku a smaze obsah druhé a tfeti pasky. Nasledné
zacne znovu se simulaci stroje DIV5. Tento postup opakuje tak dlouho, dokud DIV, neodmitne, nebo
dokud na druhé pasce nebude pouze symbol 1. Poznamenejme, Ze jeden z té€chto pfipadi musi nastat, nebof
opakovanym délenim dvéma lze cyklit pouze na ¢isle 0, coz jsme oSetfili vySe.

Pocatecni kontrola vstupu odpovida slozitosti O(n) + O(1) + O(1). Kazdé déleni vyzaduje spusténi stroje
D1V, pfi¢emz jedno spusténi odpovidé sloZitosti O(n). Ndsledné prekopirovani vystupu na prvni pasku
a uklid zbylych dvou pdsek odpovida slozitosti O(n) + O(n) + O(1). Podstatné dale je, kolikrat bude pro

vvvvv

zapsatelné pomoci n cifer je 10" — 1 (tedy napt. 9999 pro n = 4). Déle je vhodné si uvédomit, Ze pro
n&jaké kladné Cislo ¢ provedeme vzdy nejvySe log,(c) déleni dvéma. Z toho ndm vyplyva, Ze pro vstup o
délce n provedeme nejvyse

log, (10" — 1)

déleni dvéma. Ziejmé

log, (10"+" — 1) < log,(10™*")

(n+1)-logl0 n+1
log 2 ~ log?2’

log, (10™M1) = (n 4+ 1) - log,(10) =
tedy pocet déleni dvéma je nejhife linedrni vzhledem k délce vstupu.

Celkova slozitost tedy odpovida:
On) +O(1) + 0O(1) + O(n)(O(n) + O(n) + O(n) + O(1)) = O(n?).
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Z toho plyne, Zze POW, pracuje v polynomidlnim Case. JelikoZ jsme ukazali, ze oL = L N L’ a pravé jsme
dokazali, ze L' lze pfijmout v polynomialnim Case, pak je tfida P uzaviena na operaci <.

)

Ttida P neni uzaviena na operaci ¢. V ramci protipiikladu uvazujme o jazyku L = ¥*. Tento jazyk jisté lezi
ve tiidé P, nebof 1ze rozhodnout Turingovym strojem, ktery pro kazdy svij vstup okamzité akceptuje. Jeho
slozitost je tedy v O(1).JelikozoL = SELFREF,kde SELFREF = {w € ¥* |wje kéd TS M, kde w €
L(M)}, je tieba ukdzat, ze SELF REF ¢ P.Z toho poté vyplyne neuzavienost tfidy P na operaci ¢.

Pro spor nyni pfedpoklddejme, Ze existuje deterministicky Turinglv stroj Msprrrer, ktery pfijima
SELFREF v ¢ase O(p), kde p je né&jaky polynom, tedy piedpokladejme, ze SELFREF < P. Po-
tom musi existovat deterministicky Turingv stroj M., sgrrrer prijimajici co — SELFREF rovnéZz v
polynomidlnim case. To ukdzeme popisem chovani M., sprrrer.

Stroj M.,_serrrer nejprve pro svij vstup w’ vyhodnoti p(|w’|), tedy maximdlni pocet krokd, ktery mize
Msgrrrer diky piislusSnosti své Casové slozitosti do O(p) provést. Stroj M., sprrrer ndsledné pro-
vede nejvyse p(|w'|) krokt simulace Mgprrrer nad w'. Pokud simulace skoncila do p(|w’|) krokd,
stroj M.o,—sprrrer invertuje jeji vysledek a ten vrati. Pokud simulace neskondila do p(|w’|) krokd,
stroj M.,_serrrer akceptuje, nebof je jasné, Ze Msgrrer tento fetézec piijmout nemuze, nebof jsme
poétem provedenych krok presdhli maximdlni hranici danou pfislusnosti do O(p). Je tedy jasné, Ze
L(Mo—sprrrer) = co — SELFREF asoucasné co — SELFREF € P.

Nyni ukazme, Ze jazyk SELFREF je &asteéné rozhodnutelny, ale je nerozhodnutelny. Castena roz-
hodnutelnost je zifejmd, nebof pokud je w korektni kéd TS, miiZeme spustit simulaci M, na w a pokud
M, akceptuje, akceptuje i SELF REF, jinak odmitne, nebo cykli. Nerozhodnutelnost ukdZeme pomoct re-
dukce z H P, tedy ukdzeme, ze HP < SELF REF.Pozadovanou redukéni funkcio : {0, 1, #}* — {0,1}*
definujeme takto:

o((M)#(w)) = (M').

Pokud (M)#(w) neni korektni instance H P, vraci o kod takového TS M’, ze L(M') = {}, tj. urcité
(M"Y ¢ SELF REF, nebot takovy stroj nepfijima zZadny fetézec, tedy nemize pfijimat ani svij kod. Jinak
vraci redukéni funkce o kéd TS M, ktery pracuje nasledovné:

 Stroj M’ ignoruje svij vstup w’ a spusti simulaci M na w. Poznamenejme, Ze kédy M a w jsou
zakédovany ve stavovém fizeni M.

* Pokud simulace M na w cykli, cykli i M’.

* Pokud simulace M na w skonéi, M’ akceptuje.
Vsimnéme si, Ze pokud M na w cykli, tedy (M)#(w) ¢ HP, pak M’ nepfijimd zddny fetézec, tedy
nemuze prfijimat ani svij vlastni kod, pro¢ez (M') ¢ SELFREF. Pokud vSak M na w zastavi, tedy
(M)#(w) € HP, pak M' ptijima vSechny fetézce ze >, tedy urcité pfijimd i svij vlastni kod, procez
(M"Y € SELFREF.

Pro M’ tedy plati:
(M)#(w) € HP = L(M') = %* = (M') € SELFREF
(M)#(w) ¢ HP = L(M') = {} = (M') ¢ SELFREF
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(M)#(w) € HP < o((M)#(w)) € SELFREF

Tato redukce je spravnd, nebof o zachovava piislusnost a soucasné je to totdlni, rekurzivné vycislitelna
funkce.

Pravé jsme pomoci redukce ukdzali, Ze SELF REF je rekurzivné vycislitelny, nerekurzivni jazyk. Z toho
ale plyne, Ze co — SELF REF neni ani ¢astecné rozhodnutelny problém, tedy neexistuje Zadny TuringlGv
stroj, ktery pfijima co — SELF REF. Pfedtim jsme vSak ukdzali, Ze existuje deterministicky Turinglv stroj
M., _sgrLrrEF, ktery co — SELF REF rozhoduje v polynomidlnim ¢ase. Dosli jsme tedy ke sporu, ktery
vychazi z nespravného predpokladu existence deterministického Turingova stroje pfijimajictho SELF REF
v polynomidlnim case p. Z toho tedy plyne, ze SELFREF ¢ P.

Ukézali jsme, Ze SELFREF ¢ P. Driive jsme zavedli L = X* a ukazali jsme, ze L € P. Jelikoz oL =
SELFREF a SELFREF ¢ P, pak tiida P nen{ uzaviena na operaci ©.
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Sekce 21: Tridy slozitosti a NP-tiplnost

Uloha 1

Pro nésledujici jazyky/problémy dokazte, ze
e patii do NP
* patii do EXP (v dikaze nevyuZivejte fakt, Ze NP C EXP)
* jsou NP-tézké

(b) Nezdvisld mnoZina vrcholii grafu G = (V, E') je mnozina vrchola U C V takovd, Ze Zadné dva vrcholy z
U nejsou spojeny hranou, tj. V{v;, v} € E : {v1,v2} & U. Problém nezdvislé mnoZiny (INDEPENDENT-
SET):

Ma graf GG nezdvislou mnoZzinu velikosti alespoil m?
Pro dikaz NP-té€Zkosti pouZzijte redukci z 3-SAT.

(c) Méjme kone¢nou mnoZzinu R, vdhovou funkci w : R — Z a cenovou funkci v : R — Z. Dile m&jme
maximalni vdhu W € Z a minimdlni cenu V' € Z. Problém batohu (KNAPSACK) je definovany nasledovné:

Existuje R’ C R takova, Ze Z w(r) < W azdroveti Z v(r) > V?

reR’ reR’

Pro dikaz NP-téZkosti pouZzijte redukci z problému SUBSET-SUM.

(d) * Graf G = (V, E)) mé chromatické &islo ¢, pokud existuje funkce obarveni f : V — {1,...,c} takova,
Ze pro kazdé dva sousedni uzly plati, Ze nejsou obarveny stejnou barvou, tj V{vy,v2} € E : f(vy) # f(v2).
Problém chromatického cisla grafu (CHROMATIC-NUMBER) je definovany nédsledovné:

Ma graf GG chromatické ¢islo ¢?
Pro dikaz NP-tézkosti pouZijte redukci z problému 3-SAT.
(e) Klikové pokryti grafu G = (V, E) je mnozina klik K takovd, Ze G je sjednoceni klik z K. Problém
klikového pokryti (CLIQUE-COVER) je definovany nasledovné:

Existuje mnozina klik K o velikosti maximalné m takova, Ze K je klikové pokryti G7

Pro dikaz NP-té€Zkosti pouZzijte redukci z problému CHROMATIC-NUMBER.

b)

Prislusnost do NP:

Uvazujme o vicepaskovém nedeterministickém Turingové€ stroji M rozhodujicim INDEPENDENT —
SET v polynomidlnim case, ktery pracuje nésledovné. Na své prvni pasce md stroj svlj vstup
A(GYH#(m)AAY, kde (G) je kéd grafu G = (V| E) a (m) je kéd pfirozeného C&isla m. Stroj nejprve
zkontroluje validitu vstupu, coZ se mu podaif v kubickém ¢ase O(n?). Pokud je vstup invalidni, odmitne,
jinak pokracuje. Stroj M nasledné na svou druhou pasku nedeterministicky vygeneruje mnozinu U C V,
tedy mnoZinu nékterych vrcholt grafu. To 1ze provést v ¢ase O(n). Stroj M dale zkontroluje, zda ma
tato mnoZina alesponl velikost m. Pokud ne, odmitne, jinak pokracuje. Tuto kontrolu 1ze rovnéZ provést v
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linearnim ¢ase O(n). Stroj nésledné pro kazdou dvojici vrcholi z U projde mnoZinu hran £ a zkontroluje,
zda jsou tyto dva vrcholy spojeny hranou, nebo ne. Pokud je takova hrana detekovdna, M odmitne. Pokud
se ukdze, ze zadné dva vrcholy z U nejsou spojeny hranou, M akceptuje. Toto l1ze ziejmée provést v Case
O(n*), nebot viech dvojic vrchold v U je O(n?), kontrola kazdé dvojice vyZaduje priichod mnoZiny hran o
slozitosti O(n) a porovnani o sloZitosti O(n). Nedeterministicky stroj M tedy pracuje se slozitosti O(n?),
protez INDEPENDENT — SET € NP.

Prislusnost do EXP:

UvaZzujme o vicepaskovém deterministickém Turingové stroji M rozhodujicim INDEPENDENT —-SET
v exponencidlnim Case, ktery pracuje ndsledovné. Na své prvni pasce ma stroj svij vstup A(G)#(m)AAY,
kde (G) je kdd grafu G = (V, E) a (m) je kdd piirozeného &isla m. Stroj nejprve zkontroluje validitu vstupu,
coz se mu podafi v kubickém ¢ase O(n?). Ddle na druhou pasku postupné generuje vechny podmnoZiny
U C V o mohutnosti m a vy, kterych je v nejhor$im piipad& 2!V!. Toto provadi od nejmén& mohutnych
mnoZin po nejmohutnéjsi, pficemz jednotlivé mnoZiny stejné mohutnosti generuje v lexikografickém poradi
prvki téchto mnozin. Stroj ndsledné pro kazdou dvojici vrcholli z U projde mnoZinu hran E a zkontroluje, zda
jsou tyto dva vrcholy spojeny hranou, nebo ne. Pokud je takové hrana detekovana, M piejde k vygenerovani
dal$i mnoZiny. Pokud se ukdze, Ze Zddné dva vrcholy z U nejsou spojeny hranou, M akceptuje. Pokud
stroj vycCerpa veskeré takto generované mnoziny U aniz by pifijal, odmitne. Toto lze zfejmé& provést v Case
O(n*), nebot viech dvojic vrchold v U je O(n?), kontrola kazdé dvojice vyZzaduje priichod mnoziny hran
o slozitosti O(n) a porovnani o sloZitosti O(n). Je tedy zfejmé, Ze deterministicky stroj M pracuje v Case
O(n*-2m) C (9(2”2), atudiZzINDEPENDENT — SET € EXP.

NP-téZkost:

NP-tézkost dokdZeme pomoci polynomidlni redukce z problému S AT} (problém, zda je mnozina klauzuli
o tfech literdlech splnitelnd). Ukazeme tedy SAT; <2 INDEPENDENT — SET. Toto nam bude stacit
jako dikaz, nebof SATj; je NP-tiplny. Redukeni funkei f definujeme takto:

kde

je mnoZzina klauzuli a

ViGNZ1§Z.Sn$(pi:li’1\/li’2\/li73,

tedy ¢; je klauzule o tiech literdlech, kde

VJ I~ {1,2,3} . l@j =X V li,j = l'_l,

kde z; je néjakd proménnd z mnoziny X = {x1,zs,... 21} a (n) je kéd pfirozeného Cisla n, kde n je pocet
klauzuli ®. Poznamenejme, Ze pokud existuje mnoZina Val C X, kde v§em proménnym z mnoZiny V al
pfifadime pravdivostni hodnotu T a ostatnim pravdivostni hodnotu _L, a s takovym ohodnocenim je formule
® vyhodnocena jako T, pak je ® splnitelnd.

Pokud formule ¢ nemad vyse uvedeny format, pak redukéni funkce vraci kéd prazdného grafu G = ({}, {})
a kéd (1) ptirozeného &isla 1. Tento graf jisté nemd nezdvislou mnoZinu o jednom nebo vice prvcich. Jinak
vraci kéd ndsledujiciho grafu G = (V, E):
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e V={(,j)]ieNAL1<i<nAje{l,23}}
o E={{(i,5), (@, )} | (i =1 Vi =1luy)A(i,j) # (@, 5)}

Neformalné feceno reprezentuje kazdy uzel daného grafu jeden literdl formule ®. Dva uzly jsou spojené
hranou préavé tehdy, pokud jsou dané literdly soucésti jedné klauzule, nebo pokud by jejich konjunkce tvotila

s vz

kontradikci (tj. napt. x A 7). Soucasné neni Zadny uzel spojen hranou sdm se sebou. Pro ndzornou ukazku
uvazujme o nasledujici formuli:

o= (21 VTV x3) A (21 Vaa Vas) A(TT VT3V T3),

kterou redukéni funkce f zobrazi na graf:

@A@
ey ey
6.y 6.9

Vsimnéme si, Ze kupiikladu ulzy (1,1) a (1,2) jsou spojeny hranou, nebof odpovidaji literdlim ze stejné
klauzule. Déle uzly (1,2) a (2,2) jsou spojeny hranou proto, Ze uzel (1,2) odpovida litrdlu 75 a uzel (2, 2)
odpovida literdlu x,. Pfitom plati 73 A 29 <= L.

Lze snadno nahlédnout, Ze pro formuli @, existuje ohodnoceni Val = {z2, 3}, pro n&jz je formule splnéna.
Tomu odpovida fakt, Ze mnoZzina vrcholti {(3, 1), (2, 2), (1, 3) } neobsahuje Zadné dva vrcholy spojené uzlem.

Nyni je tfeba ukdzat, Ze tuto redukci lze implementovat dplnym Turingovym strojem, ktery pracuje v
polynomidlnim ¢ase. Kontrolu spravnosti formatu formule Ize provést v ¢ase O(n). K vytvofeni mnoZziny
vrcholi je tieba jediny prichod formuli, nebot je tieba spocitat pocet klauzuli. To odpovida slozitosti O(n).
Nasledné je tfeba pro kazdy literdl projit vSechny klauzule a zjistit, zda maji byt se zkoumanym literdlem
spojeny hranou. To odpovida slozitosti O(n?). TS implementujici redukéni funkci tedy pracuje v ¢ase O(n?).

Ukazali jsme, 7ze SAT; < INDEPENDENT — SET, procez INDEPENDENT — SET je NP-tézky
problém.

c)

Piislusnost do NP:

Uvazujme o vicepaskovém nedeterministickém Turingové stroji M rozhodujicim KNAPSACK v
polynomidlnim case, ktery pracuje nasledovné. Na své prvni pdsce ma stroj zapsany svij vstup
A(R)#(w)# () #F(W)H#(V)AAY, kde (R) je kéd multimnoziny R, (w) je kéd vahové funkce w : R — Z,
(v) je kéd cenové funkce v : R — Z a (W), (V) jsou kédy celych &isel W a V. Stroj nejprve zkontroluje
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validitu vstupu, coZ lze provést v kvadratickém ¢ase O(n?). Pokud je vstup nevalidni, M odmitne, jinak
pokracuje. Stroj M nésledné na svou druhou pasku nedeterministicky vygeneruje mnozinu R’ C R. To lze
provést v linedrnim ¢ase O(n). Stroj M ddle na svou tfeti pasku pfepiSe mnozinu R’ z druhé pasky, pricemz
v8ak kazdy prvek z R’ nahrad{ za odpovidajici vahu dle funkce w. To lze provést v kvadratickém ¢ase O(n?),
nebof je tfeba pro kazdy prvek mnoziny R’ projit dvojice (7, z) € w. Stroj dale na ¢tvrou pasku prepise
mnozinu R’ z druhé pasky, pfi¢emz vsak kazdy prvek z R’ nahradi za odpovidajici cenu dle funkce v. To lze
opét provést v kvadratickém Case O(n?). Stroj déle seCte viechny vahy na tieti pasce a vysledek zapiSe na
patou pasku. Obdobné secte veskeré ceny na Ctvrté pasce a vysledek zapiSe na Sestou pasku. To Ize provést
v linedrnim Case O(n). Stroj poté porovna ¢islo na paté pasce s hodnotu . Pokud je toto &islo vyssi, M
odmitne, jinak pokracuje. Porovna Cislo na Sesté pasce s hodnotou V. Pokud je toto ¢islo nizsi, odmitne,
jinak akceptuje. Je tedy ziejmé, Ze tento nedeterministicky stroj pracuje v kvadratickém ¢ase O(n?), procez
KNAPSACK € NP.

Piislu$nost do EXP:

Uvazujme o vicepdskovém deterministickém Turingové stroji M rozhodujicim KNAPSACK v ex-
ponencidlnim cCase, ktery pracuje nasledovné. Na své prvni pdasce ma stroj zapsany svij vstup
A(R)#(w)# () #F(W)#(V)AAY, kde (R) je kéd multimnoZiny R, (w) je kéd vdhové funkce w : R — Z,
(v) je kéd cenové funkce v : R — Z a (W), (V') jsou kédy celych &isel W a V. Stroj nejprve zkontroluje
validitu vstupu, coZ lze provést v kvadratickém ¢ase O(n?). Pokud je vstup nevalidni, M odmitne, jinak
pokracuje.

Stroj M nésledné na svou druhou pasku generuje jednotlivé podmnoziny R C R, kterych je 2. Generuje
je postupné od nejméné mohutné po nejmohutnéjs$i mnozinu, pfi¢emz u stejné¢ mohutnych mnoZin se fidi
lexikografickym potradim prvkd mnoziny. Pro kazdou z t€chto mnoZin provede nasledujici operace: Stroj M
na svou tieti pasku prepiSe mnozinu R’ z druhé pasky, pfi¢emz vSak kazdy prvek z R’ nahradi za odpovidajici
véhu dle funkce w. To lze provést v kvadratickém ase O(n?), nebot je tieba pro kazdy prvek mnoziny R’
projit dvojice (r, z) € w. Stroj déle na ¢tvrou pasku pfepiSe mnozinu R’ z druhé pasky, pfi¢emz vSak kazdy
prvek z R’ nahradi za odpovidajici cenu dle funkce v. To lze opét provést v kvadratickém ase O(n?). Stroj
dale secte vSechny vahy na tfeti pasce a vysledek zapiSe na patou pasku. Obdobné secte veskeré ceny na
¢tvrté pasce a vysledek zapiSe na Sestou pasku. To Ize provést v linedrnim ¢ase O(n). Stroj poté porovna
¢islo na paté péasce s hodnotu W. Pokud je toto ¢islo vyssi, smaZe obsah tieti aZ Sesté pasky a pokracuje
dalsi iteraci (vygenerovanim nové podmnoziny), jinak pokracuje. Porovna ¢islo na Sesté pasce s hodnotou
V. Pokud je toto ¢islo niZsi, smaZe obsah tieti aZ Sesté pasky a pokracuje dals{ iteraci (vygenerovanim nové
podmnoziny). Poznamenejme, Ze dklid té€chto pések lze realizovat v linedrnim case O(n). Pokud je vSak
hodnota na Sesté pasce stejné velka nebo vysSsi nez V, stroj M akceptuje. Pokud stroj neakceptoval a jiz
byly vycerpany vSechny podmnoZiny R, odmitne. Je tedy ziejmé, Ze tento deterministicky stroj pracuje v
exponencidlnim Gase O(n? - 2") C O(2""), protez K NAPSACK € EXP.

NP-té€Zkost:

NP-téZkost dokdZzeme pomoci polynomidlni redukce z problému SUBSET — SUM. Ukédzeme tedy
SUBSET — SUM <p KNAPSACK. Toto ndm bude stalit jako dikaz, nebot SUBSET — SUM
je NP-tplny. Pfipometime, v ¢em spociva problém SU BSET — SU M. Instanci tohoto problému je dvojice
(S,T), kde S je multimnozina celych &isel (tj. mnoZina povolujici duplicity) a T" je kyZeny soucet. Otazkou
je, zda existuje S” C S, aby

ZS:T.

ses’

Reduk¢ni funkei f definujeme takto:



Pokud (S)#(T") neni validni instance SUBSET — SUM, pak redukéni funkce f vraci takovy fetézec
(R)#(w)#(u)#W)#(V),2e R = {},v ={},w = {}, W = 0aV = 1, tedy ur¢ité neexistuje vhodnd
podmnozina R, aby soucet cen jejich prvki byl roven alespon 1. Jinak vraci takové kody, Ze

* R=1S
s w={(s,s)|seS}
v=A{(s,s) | s €S}
e W =T

V=T

Funkce v a w jsou totoZné a zobrazuji celé ¢islo samo na sebe. Hodnoty W a V jsou taktéZ totoZné
a odpovidaji kyZenému souctu v instanci problému SUBSFET — SUM. Z toho plyne, Ze tato instance
KNAPSACK bude prijata pouze tehdy, pokud se cena i vaha rovnaji 7. Vzhledem k definici R, w a v to
muZe nastat pouze tehdy, pokud (S)#(T') € SUBSET — SUM. Lze snadno nahlédnout, Ze tato redukce
je tedy spravna.

Nyni ukdZeme, Ze redukcni funkci 1ze implementovat pomoci tplného Turingova stroje, ktery pracuje v
polynomidlnim ¢ase. Kontrolu spravnosti formatu instance SUBSET — SU M lze provést v ¢ase O(n). K
vytvofeni R, w a v stalf linearni prichod vstupem, Ize to tedy provést v ¢ase O(n). Volba W a V' odpovida
slozitosti O(n). Stroj tedy pracuje v polynomidlnim ase O(n).

Ukazali jsme, ze SUBSET — SUM < KNAPSACK, pro¢ez KNAPSACK je NP-t€7ky problém.

d*)
Prislusnost do NP:

Uvazujme o vicepaskovém nedeterministickém Turingové stroji M rozhodujicim CHROMATIC —
NUMBER v polynomidlnim Case, ktery pracuje ndsledovné. Na své prvni pdsce ma stroj svilj vstup
A(G)#(c)AA¥, kde (G) je kdd grafu G = (V, E) a (c) je kdd pfirozeného &isla ¢ (kde ¢ > 1), o némz
budeme zjistovat, zda je chromatickym ¢islem G Stroj nejprve zkontroluje validitu vstupu, coZ Ize provést v
kubickém &ase O(n?). Pokud je vstup nevalidni, stroj M odmitne, jinak pokraluje. Stroj M nésledné na svou
druhou pasku nedeterministicky vygeneruje funkci f : V' — {i € N |1 < i < ¢}, tedy vygeneruje mnoZinu
dvojic (v,i),kdev € VA1 € NA1 < i < ¢ahodnoty v napfi¢ dvojcemi budou unikdtni. Toto 1ze provést
v polynomialnim ¢ase O(n?). Stroj nasledné ptrekopiruje obsah této druhé pasky na teti v ¢ase O(n). Stroj
M bude nasledné prochazet od zacatku druhou pasku. Pro kazdy prvek (v,7) projde mnozinu F a zjisti,
zda existuje n&jaky vrchol v’, pro ktery plati, Ze {v,v'} € E. Pokud takovy vrchol najde, projde celou tiet{
pasku a zjisti, na jaké ¢islo se zobrazuje vrchol v'. Pokud se ukdze, Ze f(v) = f(v'), stroj M odmitne, jinak
pokracuje. Takto projde celou druhou pasku v ¢ase O(n?). Pokud stroj M b&hem tohoto procesu neodmitl
a vycCerpal vSechny dvojice z druhé pésky, akceptuje. Je tedy ziejmé, Ze tento nedeterministicky Turingiv
stroj pracuje v bikvadratickém ¢ase O(n*), protez CHROMATIC — NUMBER € NP.

Prislusnost do EXP:

Uvazujme o vicepaskovém deterministickém Turingové stroji M rozhodujicim CHROMATIC —
NUMBER v exponencialnim Case, ktery pracuje nasledovné€. Na své prvni pasce ma stroj svidj vstup
A(GY#(c)AA¥, kde (G) je kéd grafu G = (V, E) a {c) je kéd pfirozeného ¢&isla ¢ (kde ¢ > 1), 0 némzZ
budeme zjistovat, zda je chromatickym ¢islem G. Stroj nejprve zkontroluje validitu vstupu, coZ 1ze provést
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v kubickém ¢ase O(n?). Pokud je vstup nevalidni, stroj M odmitne, jinak pokracuje. Stroj poté bude na
svou druhou péasku postupné generovat viechny funkce f : V — {i € N |1 < i < ¢}, tedy v kazdé iteraci
vygeneruje mnoZinu dvojic (v,i), kde v € V. Ai € NA1 < i < ¢ a hodnoty v napfi¢ dvojcemi budou
unikdtni. Generovat bude v lexikografickém potadi oboru hodnot f vzhledem k definicnimu oboru f, tj. za-
¢ne funkei f; = {(vq, 1), (v2,1),..., (v)v, 1)}, bude pokradovat funkei fo = {(v1, 1), (vo,1),..., (v)v,2)}
a bude pokracovat az k funkci fv| = {(v1,¢), (v2,¢),..., (v, c)}. Lze snadno nahlédnout, Ze takovych
funkef je ¢!V, tedy exponencidlni pocet vzhledem k délce vstupu. Kazdou takovou funkci si stroj M pie-
kopiruje na svou tieti pasku v ¢ase O(n). Stroj M bude nésledné od zacatku prochdzet druhou pasku. Pro
kazdy prvek (v, ) projde mnoZzinu E a zjisti, zda existuje n&jaky vrchol v’, pro ktery plati, Zze {v,v'} € E.
Pokud se ukdze, Ze f(v) = f(v'), stroj pokraduje dalsi iteraci (vygeneruje nové zobrazeni), jinak pokracuje.
Takto projde celou druhou pdsku v ¢ase O(n*). Pokud stroj M b&hem tohoto procesu nepiesko¢il na dalsi
iteraci a vycCerpal vSechny dvojice z druhé pasky, akceptuje. Pokud stroj M vycerpal veskeré funkce f, aniz
by pfijal, odmitne. Je tedy zfejmé, Ze tento deterministicky Turingliv stroj pracuje v exponencidlnim ¢ase
O(n*-n") C O(2"), protez CHROMATIC — NUMBER € EXP.

NP-tezkost:

Naprosto netusim.

e)

Prislusnost do NP:

Uvazujme o vicepaskovém nedeterministickém Turingové stroji M rozhodujicim CLIQUE — COV ER
v polynomidlnim Case, ktery pracuje nésledovné. Na prvni pasce md stroj sviij vstup A(G)#(m)AA*,
kde (G) je kéd grafu G = (V| E) a (m) je kéd pftirozeného &isla m. Stroj nejprve na svou druhou pasku
nedeterministicky vygeneruje systém mnoZin .S, pro ktery plati

Ja=v.

AeS

Tento systém je také rozkladem mnoZiny V/, tedy kromé vySe uvedené vlastnosti pro néj plati

VA,BES:ANB#{}= A=B,

tedy kazda dvojice mnozin v systému S je bud’ disjunktni, nebo obsahuje tytéZ prvky. Lze snadno nahlédnout,
Ze pokud néjaky rozklad mnoZiny V/, ktery vznikne sjednocenim nékterych tfid systému S, tvoii klikové
pokryti G, pak i S tvofi klikové pokryti GG. JelikoZ hleddme klikové pokryti velikosti m nebo niZsi, postaci
ndm omezit se na rozklady mnoZiny V' o velikosti pradvé m. Nedeterminitické vygenerovani totoho systému
1ze realizovat v Case O(n).

Stroj M nejprve v Case O(n) ovéfi, zda je jednotlivych tfid rozkladu m nebo méné. Pokud ne, odmitne,
jinak pokracuje. Stroj nésledné prochdzi jednotlivé tiidy rozkladu V. V kazdé této mnoZiné ovéfi, zda je
kazda dvojice rdznych vrcholii spojena hranou. Nalezeni viech dvojic v tifd€ rozkladu mé slozitost O(n?).
Ovéfeni, ze dvojice ma spolecnou hranu, 1ze realizovat v ¢ase O(n). Porovnani probihd v ¢ase O(n).
Pokud se ukéze, Ze nékterd dvojice vrcholil ve stejné tfidé rozkladu neni spojena hranou, stroj /M odmitne.
Pokud stroj projde vSechny tfidy rozkladu a zjisti, Ze veSkeré dvojice riznych vrcholli ve vSech tfidach
jsou spojeny hranou, akceptuje. Nedeterministicky Turing@v stroj M pracuje v polynomialnim Sase O(n?),
procez CLIQUE — COV ER € NP.

Prislusnost do EXP:
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Abychom mohli ukézat, ze CLICQUE — COV ER € EXP, je vhodné si uvédomit, co plati pro klikové
pokryti grafu. M&jme graf G = (V, E). Je zfejmé, Ze tento graf ma klikové pokryti o velikosti |V|, nebof
kazdy vrchol sam o sob¢ tvoii 1-uplny podgraf G, tj. kliku o velikosti 1. Pokud se nam podafi najit v grafu
klikové pokryti o velikosti k& < |V|, pak to urit€ znamend, Ze G md i klikova pokryti o v8ech velikostech
z mnoziny {i € N | k£ < i < |V}, nebof kazdou kliku o velikosti [ > 1 miZeme rozdélit na dvé kliky o
velikostech [ — 1 a 1.

Z toho plyne, Ze pokud rozhodujeme o existenci klikového pokryti o maximadlni velikosti m, sta¢i ndm
zaméfit se na zkoumdni klikového pokryti o velikosti pravé m, nebot existence klikového pokryti o mensi
velikosti by existenci klikového pokryti o velikosti m automaticky implikovala (pokud m < |V|).

Uvazujme tedy o vicepaskovém deterministickém Turingové stroji M rozhodujicim CLIQUE — COV ER
v exponencidlnim Case, ktery pracuje nasledovné. Na prvni pasce md stroj svij vstup A(G)#(m)AA%, kde
(G) je kod grafu G = (V, E) a (m) je kod pfirozeného &isla m. Pokud m > |V|, stroj ihned odmitne. Stroj
na svou druhou pasku poté postupné generuje jednotlivé rozklady mnoZiny V' o mohutnosti m. Postupuje

tak, Ze dle lexikografického potadi nazvi uzli nejprve dava nejmensi uzly do nejmohutnéjsich tid rozkladu.
Riiznych rozkladi mnoziny V' do m tiid je
IV
m

coz je Stirlingovo ¢islo druhého druhu pro mnoZinu o mohutnosti |V'| a m téid rozkladu. Je zndmo, Ze
Stirlingova ¢isla druhého druhu pro 2 < [V a1l < m < |V| — 1 Ize shora ohrani¢it ndsledujicim zpGsobem:

g 14 <1 V] lVIm
m )~ 2\m
tedy pro vstup o délce n jisté neni vice nez (’)(2”2) rozkladu vstupni mnozZiny.

Pro kazdy vygenerovany rozklad V' spusti stroj M nasledujici proces. Stroj postupné prochazi jednotlivé
tiidy rozkladu. V kazdé z nich postupné projde v§echny dvojice rtiznych vrcholt grafu a prichodem mnoziny
E ovéfi, zda jsou tyto vrcholy spojeny hranou. Pokud ne, stroj M se presune k dalsi iteraci (vygeneruje
novy rozklad V). Pokud stroj zjisti, Ze kazd4 tfida rozkladu tvori kliku, akceptuje. Je zfejmé, Ze tento proces
mé pro jeden rozklad slozitost O(n?) a generovani rozkladi V' md exponencidlni slozitost. Pokud stroj M
vycCerpa veskeré rozklady V' o mohutnosti m, aniz by pfijal, odmitne. Deterministicky TuringGv stroj M
tedy rozhoduje CLIQUE — COV ER v exponencidlnim ¢ase, procez CLIQUE — COV ER € EXP.

NP-tézkost:

NP-té€Zzkost dokazeme pomoci polynomidlni redukce z problému CH ROM ATIC — NU M BE R. UkaZzeme
tedy CHROMATIC - NUMBER <t CLICQUE —COV ER. Toto ndm bude stacit jako diikaz, neboft
CHROMATIC — NUM BER je NP-tplny. Reduk¢ni funkci definujeme takto:

FUG)Y#(e)) = (G)#(m)
kde (G') jekdd grafu G’ = (V', E') a (m) je kéd pfirozeného &isla m. Pokud (G)#(c) neni korektni instance
CHROMATIC—NUM BER, vrati reduk¢ni funkce f takové kédy (G') a (m),ze G' = ({},{})am =1,
nebof u prazdného grafu jisté neexistuje klikové pokryti velikosti 1. Jinak vraci kéd grafu G’ = (V' E’) a
kéd prirozeného Cisla m, pro néz plati:

V' =V
« B'={{i,j} eV xV|{i,j} € ENi#j}
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* m = min{c, |V|}

Pokud ¢ > |V, pak je jasné, Ze graf G jist€ md chromatické ¢islo ¢, nebof vrcholy obarvujeme vySS$im
poctem barev, neZ je po¢et samotnych vrchold. Pokud ale m > |V, pak graf G’ ur¢ité€ nema klikové pokryti
o velikosti m tvofené po dvojicich disjunktnimi tfidami rozkladu, protoZe byl piekrocen pocet uzli. Proto
volime m = min{c, |V|}, aby se v piipadé pfekroceni po¢tu uzli napevno vybralo klikové pokryti o velikosti
|V|, které vzdy existuje, nebof kazdy tzel z V' je 1-tplnym podgrafem G'.

Nerofmalné feceno bude mit graf G’ invertované vSechny hrany oproti grafu G, pfitom vSak vylou¢ime
reflexivni hrany. Tento postup jsme zvolili proto, Ze tak jisté ze vSech stejné obarvenych uzlli vzniknou tplné
podgrafy, nebof tyto vrcholy nemohly byt v grafu GG spojeny hranami. Pokud tedy graf G ma chromatické
&islo ¢ < |V, pak graf G’ obsahuje klikové pokryti velikosti c¢. Pokud graf G' chromatické &islo ¢ < |V|
nemd, pak graf G’ neobsahuje klikové pokryti velikosti c. Demonstrujme si to na piikladu. M&jme nasledujici

Je zfejmé, Ze tento graf md chromatické Cislo 3, nebof jednotlivé uzly 1ze obarvit tak, jak je demonstrovdno
vyse. Tento graf vSak jiZ nemd chromatické ¢islo 2, nebof se dvéma barvami si nevystacime. Redukcni
funkce by vratila nasledujici graf:

Je ziejmé, Ze tento graf ma klikové pokryti o velikosti 3, nebof 1ze vytvorit rozklad {{1}, {2, 3,5}, {4}},
pricemz kazda tfida rozkladu tvoii Gplny podgraf. Klikové pokryti o velikosti 2 vSak jiZ nejsme schopni
vytvorit.

Nyni ukdZeme, Ze reduk¢ni funkci jsme schopni implementovat pomoci tplného Turingova stroje, ktery
pracuje v polynomidlnim ¢ase. Kontrolu spravnosti instance CH ROM ATIC — NU M BER lze provést v
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Case O(n?). K vytvofeni mnoZiny V' sta¢{ linedrni prichod vstupem, tedy Ize provést v ¢ase O(n). MnoZinu
E’ zkonstruujeme v bikvadratickém ¢ase O(n?), nebof pro kazdou dvojici &isel i a 7, kde i # 7, je tieba
provést linearni priichod mnoZinou E a zjistit, zda se tam tato dvojice nachazi, ¢i nikoliv. Hodnotu m jsme
schopni ur¢it v polynomidlnim ¢ase O(n), nebof je tieba pouze zjistit mohutnost mnoziny V. Stroj tedy
pracuje v bikvadratickém case O(n*).

Ukazalijsme,ze CHROMATIC—-NUMBER <% CLIQUE—COV ER,procezCLIQUE—-COVER
je NP-té€zky problém.
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