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Kapitola 1

Uvod

Teorie formélnich jazykt pfedstavuje velmi dulezitou oblast informatiky (computer science). Z4-
klady novodobé historie této discipliny polozil v roce 1956 americky matematik NoAM CHOM-
SKY, ktery v souvislosti se studiem prirozenych jazykid vytvoril matematicky model gramatiky
jazyka.

Realizace puvodnich predstav, formalizovat popis pfirozeného jazyka takovym zplsobem, aby
mohl byt automatizovan preklad z jednoho pfirozeného jazyka do druhého nebo aby pfirozeny
jazyk slouzil jako prostfedek komunikace ¢lovéka s pocitacem, se ukazala velmi obtiznou.

Zacala se vSak vyvijet vlastni teorie jazyki, kterd nyni obsahuje bohaté vysledky v podobé mate-
maticky dokdzanych tvrzeni — teorémi. Tato teorie pracuje se dvéma dualnimi matematickymi
entitami, s gramatikou a s automatem, pfedstavujici abstraktni matematicky stroj. Zatimco
gramatika umoznuje popsat strukturu vét formalniho jazyka, automat dovede tuto strukturu
identifikovat.

Poznatky teorie formélnich jazykid maji vyznam pro mnohé oblasti informaénich technologii.
Dodévaji algoritmy, jez jsou podkladem pro konstrukci redlnych automatt zpracovavajici infor-
maci ve tvaru vét formalniho jazyka. Stanovuji vSak také moZnosti a omezeni algoritmickych
postupi FeSeni problémi; odhaluji problémy, které jsou algoritmicky nerozhodnutelné, tj. pro-
blémy, jejichz FeSeni nelze dosdhnout v koneéném case.

Teorie formalnich jazykt nasla nejvétsi uplatnéni v oblasti programovacich jazykid. Kratce po
CHOMSKEHO definici gramatiky formélniho jazyka a klasifikaci formélnich jazykt (CHOMSKEHO
hierarchii formélnich jazyki), BACKUS a NAUER pouzili zdkladnich objekt gramatiky pro de-
finici syntaxe programovaciho jazyka Algol 60 (ve tvaru formalismu, jeZz se nazyva Backus-
Nauerova forma). Dalsi vyvoj pak pfimocafe vedl k aplikacim teorie jazyki v oblasti pfekladac¢t
programovagcich jazykt. Stanoveni principd syntaxi fizeného pirekladu a generatoru prekladaciu
(programovacich systémi, které na zikladé formalniho popisu syntaxe a sémantiky programo-
vaciho jazyka vytvori jeho preklada¢) predstavuje kvalitativni skok pii konstrukci prekladaca
umoznujici automatizovat naro¢nou programatorskou praci spojenou s implementaci programo-
vacich jazykt. Teorie forméalnich nyni nachédzi také vyznamné uplatnéni v umélé inteligenci, v
pocitacové grafice, fidici technice, verifika¢nim inzenyrstvi a také v netechnickych oborech, jako
napi. biologie a genetika.






Kapitola 2

Jazyky, gramatiky a jejich klasifikace

2.1 Jazyky

Jednim ze zakladnich pojmi pro vymezeni jazyka jsou pojmy abeceda a Tetézec.

Definice 2.1 Abecedou rozumime neprazdnou mnozinu prvki, které nazyvame symboly abe-
cedy.

V nékterych teoretickych piipadech je ucelné pracovat i s abecedami nekoneénymi, v nasich
aplikacich se vS§ak omezime na abecedy konecné.

Priklad 2.1 Jako priklady abeced muzeme uvést latinskou abecedu obsahujici 52 symboli, které
reprezentuji velka a mald pismena, Teckou abecedu, dvouprvkovou bindrni abecedu reprezento-
vanou mnozinou {0, 1} resp. {true, false} nebo abecedy programovacich jazyktu. Napf. abeceda
programovaciho jazyka Algol 60 ma 116 symbolu [?].

Definice 2.2 Retézcem (také slovem nebo vétou) nad danou abecedou rozumime kazdou ko-
ne¢nou posloupnost symboli abecedy. Prazdnou posloupnost symboli, tj. posloupnost, ktera
neobsahuje zadny symbol, nazyvame prdzdng retézec. Prazdny fetézec budeme oznacovat pisme-
nem e.

Formalné lze definovat retézec nad abecedou ¥ takto:

(1) prazdny fetézec € je Fetézec nad abecedou X,
(2) je-li z fetézec nad ¥ a a € X, pak za je fetézec nad X,
(3) y je fetézec nad ¥, kdyZ a jen kdyZ lze y ziskat aplikaci pravidel 1 a 2.
Piiklad 2.2 Je-li A = {a,b,+} abeceda, pak
€ a b + aa a+b +ab

jsou nékteré fetézce nad abecedou A. Poradi symbolid v fetézci je vyznamné; fetézce a + b, +ab
jsou ruzné. Symbol b, napiiklad, je Fetézec nad A, ponévadz eb = b.



Konvence 2.1 Budeme-li pracovat s obecnymi abecedami, symboly, ¢i Fetézci, pak pro jejich
znaceni pouzijeme:

e velkych feckych pismen pro abecedy,

e malych latinskych pismen a, b, c,d, f,... pro symboly,

e malych latinskych pismen ¢, u,v,w,... pro Fetézce.

Nyni uvedeme nékteré duilezité operace nad Fetézci.

Definice 2.3 Necht z a y jsou fetézce nad abecedou . Konkatenaci (zfetézenim) fetézce x
s Tetézcem y vznikne Tetézec xy pripojenim fetézce y za Tetézec z. Operace konkatenace je
ziejmé asociativni, tj. z(yz) = (zy)z, ne vSak komutativni, zy # yx.

Priklad 2.3 Je-li x = ab,y = ba, pak zy = abba,yr = baab,re = ex = ab, kde € je prazdny
Tetézec.

Definice 2.4 Necht £ = a1a2...a, je Fetézec nad abecedou X,a; € X proi =1,...,n. Reverzi
(zrcadlovym obrazem) fetézce  rozumime fetézec £t = ana,_1 . ..aza1; tj. symboly fetézce zft
jsou vzhledem k Fetézci z zapsany v opacéném poradi.

Priklad 2.4 Je-li z = abbc, pak ¥ = cbba. Ziejmé ef* = e.

Definice 2.5 Necht w je fetézec nad abecedou X. Retézec z se nazyva podietézcem Tetézce w,
jestlize existuji fetézce = a y takové, Ze w = zzy. Retézec z1 se nazyva prefizem (predponou)
fetézce w, jestlize existuje Tetézec y; takovy, 7e w = x1yi. Analogicky, Tfetézec yo se nazyva
sufizem (pfiponou) fetézce w, jestlize existuje fetézec xo takovy, ze w = zoys. Je-li y; # €, resp.
To # €, pak x1 je vlastni prefiz, resp. ys je vlasini sufiz Tetézce w.

Priklad 2.5 Je-li w = abbe, pak
€ a ab abb abbc
jsou vSechny prefixy fetézce w (prvni ¢tyfi jsou vlastni),
€ c be bbc abbc
jsou vSechny sufixy fetézce w (prvni ¢tyfi jsou vlastni) a
a bb abb
jsou nékteré podretézce TFetézce w.

Ziejmé, prefix i sufix jsou podretézce Tetézce w, prazdny fetézec je podretézcem, prefixem i
sufixem kazdého Tetézce.

Definice 2.6 Délka retézce je nezdporné celé ¢islo udavajici pocet symbola fetézce. Délku fe-
tézce = znadime symbolicky |z|. Je-li z = ajas...ay, a; € ¥ pro i =1,...n, pak |z| = n. Délka
prazdného fetézce je nulova, tj. |e| = 0.

Konvence 2.2 Retézec nebo podietézec, ktery sestava pravé z k vyskyt symbolu a budeme
symbolicky znadit a*. Napf.
a® =aaa, b*=0bb, a=e



Definice 2.7 Necht ¥ je abeceda. Ozna¢me symbolem ¥* mnozinu vSech fetézci nad abecedou
¥ véetné fetézce prazdného, symbolem ¥ mnoZinu viech Fetézcti nad ¥ vyjma fetézce prazd-
ného, tj. £* = 1 U {e}. Mnozinu L, pro niz plati L C ¥* (piipadné¢ L C X*, pokud € ¢ L),
nazyvame jazykem L nad abecedou 3. Jazykem tedy miiZze byt libovolnd podmnozina retézct
nad danou abecedou.

Priklad 2.6 Necht jazyky L; a Lo jsou definovidny nad bindrni abecedou, tj. L1, Ls C {0,1}*,
takto:

L. = {e01,0011,000111,...}
Ly = {zz®|z2€{0,1}"} tj.

L, = {00,11,0000,0110,1001,1111,...}

Priklad 2.7 UvaZujeme abecedu programovaciho jazyka Pascal. Jazyk Pascal je nekoneénd
mnozina Fetézci (programi) nad jeho abecedou, které l1ze odvodit z grafi syntaxe jazyka Pascal
(viz. [?]). Napft. fetézec

program P; begin end.
patii do jazyka Pascal (pfestoZe nepopisuje zadnou akci), kdezto Fetézec
procedure S; begin a := a mod b end

nepatii do jazyka Pascal, protoZze reprezentuje pouze tisek mozného programu.

Pov§imnéme si nyni operaci, které lze definovat nad jazyky. Tyto operace lze rozdélit do dvou
skupin. Jednu skupinu predstavuji obvyklé mnozinové operace plynouci ze skute¢nosti, ze jazyk
je mnozina. M4 tedy smysl mluvit o sjednoceni, pruniku, rozdilu a komplementu jazyku. Je-li
napf. L jazyk nad abecedou X, pak jeho komplement (doplnék) Lo je jazyk, jenz je dén rozdilem
Lo =%% — L.

Druhé skupina operaci respektuje specifikum mnozin tvoricich jazyky, tj. skutecnost, Ze jejich

prvky jsou fetézce. Z této skupiny definujeme operaci souéinu a iterace jazyku.

Definice 2.8 Necht L je jazyk nad abecedou ¥, Ly jazyk nad abecedou ¥s. Soucinem (kon-
katenaci) jazykd L1 a Lo je jazyk Lj - Ly nad abecedou 37 U X9, jenz je definovan takto:

Ll-ng{my|$€L1,yEL2}

Operace soucin jazyki je definovana prostiednictvim konkatenace fetézcti a mé stejné vlastnosti
jako konkatenace Fetézci — je asociativni a nekomutativni.

Priklad 2.8 Necht:
P = {AB,...,Za,b,...,z},
Cc = {0,1,...,9} jsou abecedy
L. = P,
Ly = (PUC)* jsou jazyky

Soucinem jazyka Li - Ly je jazyk, ktery obsahuje vSechny identifikitory, tak jak jsou obvykle
definovany v programovacich jazycich.



Prostfednictvim souéinu jazyka se sebou samym (mocniny jazyka) mizeme definovat dilezitou
operaci nad jazykem — iteraci jazyka.

Definice 2.9 Necht L je jazyk nad abecedou X. Iteraci L* jazyka L a pozitivni iteraci LT
jazyka L definujeme takto:

(1) L’ = {¢

(2) LI = L-L"!pron>1
(3) rr =

n>0
(4) = Jrr

n>1

Véta 2.1 Je-li L jazyk, pak plati:

(1) L* = LTu{e a

(2) Lt = L-L*=L*-L

Dikaz: Tvrzeni 1 plyne z definice iterace a pozitivni iterace:

LT=L'uIL?uU..., L*=LuLturL?u... tj.

L*~LT=L"=¢

Tvrzeni 2 dostaneme provedenim soucinu L - L* resp. L* - L:

L-L*=L-(I’urtur*u..)=L'url*vl*u...=L",

s pouzitim distributivniho zdkona L; (Lo U L) = L1 Lo U Ly Ls. Podobné, s vyuzitim ekvivalentni
definice mocniny L™ = L™ 'L,n > 0 obdrzime L* - L = L+. O

Priklad 2.9 Je-li L1 = {(p}, Lo = {,p}, L3 = {)} potom jazyk L; - L} - L3 obsahuje Fetézce:

()  (p  (:pp)  (2:p,pD)--.

2.2 Gramatika

Pojem gramatika souvisi velmi tizce s problémem reprezentace jazyka. Trividlni zpisob repre-
zentace — vyCet vSech vét jazyka — je nepouzitelny nejen pro jazyky nekonecné, ale prakticky
i pro rozsahlé konecné jazyky. Také obvyklé matematické prostiedky (pouzité v predchozich
prikladech) jsou pouzitelné pouze pro reprezentaci jazykt s velmi jednoduchou strukturou.

Gramatika, jako nejzndméjsi prostiedek pro reprezentaci jazyki, splhuje zikladni poZzadavek
kladeny na reprezentaci kone¢nych i nekoneénych jazyki, pozadavek koneénosti reprezentace.
Pouziva dvou koneénych disjunktnich abeced:

1) mnoZiny N nontermindlnich symbola
y y

(2) mnoziny ¥ terminalnich symbola



Nontermindlni symboly, kratce nontermindly, maji roli pomocnych proménnych oznacujicich
urcité syntaktické celky — syntaktické kategorie.

Mnozina termindlnich symboli, kratce termindli, je identickd s abecedou, nad niz je definovan
jazyk. Sjednoceni obou mnozin, tj. N U X, nazyvame slovnikem gramatiky.

Konvence 2.3 Pro zapis termindlnich a nonterminalnich symboli a fetézct tvofenych témito
symboly budeme pouzivat této konvence:

1) a,b,c,d reprezentuji terminalni symboly

2) A,B,C,D,S reprezentuji nonterminilni symboly

4

a,fB,...,w reprezentuji Fetézce termindlnich a nonterminalnich symbold

5

(1)

(2)

(3) U,V,...,Z reprezentuji termindlni nebo nontermindlni vyrazy
(4)

(5) u,v,...,z reprezentuji fetézce pouze terminédlnich symboli
(6)

6

fetézec uzavieny v thlovych zévorkich (,) reprezentuje nonterminalni symbol (konvence
pouzivani v BNF).

Priklad 2.10 Slovnik gramatiky pro definici jazyka identifikdtord muze mit tvar:
N = {(identifikitor), (pismeno), (¢islice) }

Y={A,B,...,Z, a)b,...,z, 0,1,...,9}
Obsahuje tedy 65 symbold.

Gramatika predstavuje generativni systém, ve kterém lze z jistého vyznaceného nonterminalu
generovat, aplikaci tzv. prepisovacich pravidel, fetézce tvorené pouze termindlnimi symboly.
Takové TFetézce reprezentuji pravé véty gramatikou definovaného jazyka.

Jadrem gramatiky je tak kone¢nd mnozina P pfepisovacich pravidel (nazyvanych také produkce).
Kazdé prepisovaci pravidlo mé tvar usporddané dvojice (a, 3) Fetézcii; stanovuje moznou sub-
stituci Tetézce 8 namisto fetézce a, ktery se vyskytuje jako podietézec generovaného fetézce.
Retézec o obsahuje alespon jeden nonterminalni symbol, fetézec Sje prvek mnoziny (N U X)*.
Forméalné vyjadreno, mnozina P prepisovacich pravidel je podmnozinou kartézského soucinu:

(NUDY*N(NUE)" x (NUX)*
Priklad 2.11 UvaZujme, Ze napf¥. dvojice (AB,CDE) je jednim z piepisovacich pravidel gra-
matiky a predpokliadejme, Ze fetézec x = FGABH byl ziskan aplikaci jinych pravidel gramatiky.
Aplikujeme-1i nyni na Fetézec z pravidlo (AB,CDE), obdrzime fetézec y = FGCDEH (nahra-

zenim podietézce AB Fetdzce = fetézcem CDE). Rikame, 7e jsme fetézec y odvodili (derivovali)
z fetézce = podle prepisovaciho pravidla (AB,CDE).

Pristoupime nyni k 4plné definici gramatiky a formalni definici pojmi, jejichz prostfednictvim
Ize definovat jazyk generovany gramatikou.

Definice 2.10 Gramatika G je ¢tvefice G = (N, X, P, S), kde

e N je kone¢na mnozina nonterminalnich symboli



e ¥ je koneénd mnozina termindlnich symbolid, NNX =0
e P je konetnd podmnozina kartézského souc¢inu (N U X)*N(N U X)* x (N U X)*,
e S € N je vychozi (také pocateéni) symbol gramatiky
Prvek (o, ) mnoziny P nazyvame prepisovacim pravidlem (kratce pravidlem) a budeme jej

zapisovat ve tvaru o — . Retézec « resp. B nazyvame levou resp. pravou stranou piepisovaciho
pravidla.

Piiklad 2.12
G =({4,5}{0,1}, P, 5)

P={S— 0A1,0A — 00A1,A — €}

Priklad 2.13 Gramatika definujici jazyk identifikitort mize mit tvar:

G = (N,3,P,S), kde
N = {(identifikitor), (pismeno), (¢islice) }
¥ = {A4,B,...,Z, a,b,...,z, 0,1,...,9}
P = {(identifikdtor) — (pismeno),
(identifikdtor) — (identifikitor)(pismeno),
(identifikdtor) — (identifikdtor)(¢islice),
(pismeno) — A,
(pismeno) — Z,
(¢islice) — 0,
(¢islice) — 9}
S = (identifikator)

Mnozina P obsahuje 65 pfepisovacich pravidel.

Konvence 2.4 Obsahuje-li mnozina pravidel P prepisovaci pravidla tvaru a — B1,a — o, . .
o — fp, pak pro zkriceni lze pouzit zdpisu o — S1 | B2 | ... | Bn-

]

Definice 2.11 Necht G = (N, %, P, S) je gramatika a necht A a u jsou fetézce z (N UX)*. Mezi
fetézci A a p plati relace =, nazyvand primd derivace, jestlize mizeme Tetézce A a p vyjadrit
ve tvaru
A = vad
= 7P

kde 7 a § jsou libovolné fetézce z (N U X)* a a — 3 je né&jaké prepisovaci pravidlo z P.
Plati-li mezi fetézci A a p relace pfimé derivace, pak piSeme A =,y a rikame, Ze Tetézec u lze

primo generovat z fetézce A v gramatice G. Je-li z kontextu zfejmé, ze jde o derivaci v gramatice
G, pak nemusime specifikaci gramatiky pod symbolem = uvadét.



Priklad 2.14 Uvazujme gramatiku z piikladu 2.12 a fetézce A = 0004111 a p = 0000A1111.
Polozime-li

vidime, Ze plati 0004111 = 0000A1111, protoze 0A — 00A1 je pravidlem v této gramatice.

Piiklad 2.15 Je-li @« — f pravidlo v gramatice G, pak v této gramatice plati o = 3, jak plyne
z definice 2.11, polozime-li v = § = e.

Definice 2.12 Necht G = (N, 3, P,S) je gramatika a A a p jsou fetézce z (N U X)*. Mezi
fetézci A\ a p plati relace =7 nazyvana derivace, jestlize existuje posloupnost pfimych derivaci
vioi=>v; 1=1,...,n, n>1 takova, ze plati:

A=Y= = ... VUp 1 S VUy=U

Tuto posloupnost nazyvame derivaci délky n. Plati-li A =" u, pak fikime, Ze fetézec u lze ge-
nerovat z Yetézce \ v gramatice G. Relace =T je zfejmé tranzitivnim uzdvérem relace piimé
derivace = . Symbolem =" znac¢ime n-tou mocninu relace =-.

Priklad 2.16 V gramatice z p¥ikladu 2.12 plati (v disledku pravidla 0A — 00A1, viz piiklad
2.14) relace

0" A1™ = " tlAn ! n>0

a tudiz také 0A1 =1 0"A1" pro libovolné n > 1.

Definice 2.13 Jestlize v gramatice G plati pro fetézce X a p relace A= y nebo identita A = p,
pak piSeme A =*. Relace =* je tranzitivnim a reflexivnim uzavérem relace primé derivace =.

Priiklad 2.17 Relaci 0A1="0"A1", n > 1 z piikladu 2.16 lze rozsifit na relaci

0A1=>0"A1", n>0

Poznamka 2.1 Dojdeme-li v posloupnosti pfimych derivaci k fetézci, ktery obsahuje pouze
terminalni symboly, pak jiz nelze aplikovat zddné prepisovaci pravidlo a proces generovani konci.
7 této skutecnosti, jez vyplyva z definice pravidla, je odvozen nizev mnoziny ¥ jako mnoziny
termindlnich symboli.

Definice 2.14 Necht G = (N, 3, P, S) je gramatika. Retézec a € (N U X)* nazyvame vétnou
formou, jestlize plati S =* a, tj. Fetézec a je generovatelny z vychoziho symbolu S. Vétna forma,
kterd obsahuje pouze termindlni symboly, se nazyva véta. Jazyk L(G), generovany gramatikou
G, je definovan mnozinou vSech vét

LG)={w | S >wAweX*}



Priklad 2.18 Jazyk generovany gramatikou G z prikladu 2.12 je mnozina
L(G) ={0"1" | n > 0},
protoze plati

S = 041
=* 0"A1" n>0 (viz priklad 2.16 a 2.17)
S = 0"1" n>0 (po aplikaci pravidla A — €)

W

2.3 Chomského klasifikace gramatik

Chomského klasifikace gramatik (a jazyki), zndma také pod ndzvem Chomského hierarchie
jazyktl, vymezuje ¢tyTi typy gramatik, podle tvaru prepisovacich pravidel, jez obsahuje mnozina
prepisovacich pravidel P. Tyto typy se oznacuji jako typ 0, typ 1. typ 2 a typ 3.

23.1 TypO

Gramatika typu 0 obsahuje pravidla v nejobecnéjsim tvaru, shodnym s definici 2.10 gramatiky:
a—p,ae (NUL)*N(NUD)", Be (NUD)"

7 tohoto diivodu se gramatiky typu 0 nazyvaji také gramatikami neomezengmi.

Priiklad 2.19 Priklad neomezené gramatiky:

G = ({A,B},{a,b}, P, A) s pravidly
A - AbBla

AbB — baB | BAbB
B — ble

232 Typ1l

Gramatika typu 1 obsahuje pravidla tvaru:
aAB = ayB, AEN, o,Be(NUX)*, ~v€(NUX)T nebo S — e

Gramatiky typu 1 se nazyvaji také gramatikami kontertovymi, ponévadz tvar pravidla této
gramatiky implikuje, Ze nonterminil A muze byt nahrazen fetézcem 7y pouze tehdy, je-li jeho
pravym kontextem fetézec 8 a levym kontextem fetézec a.

Kontextové gramatiky neobsahuji pravidla tvaru aAf — «af, tj. nepfipoustéji, aby byl non-
termindl nahrazen prazdnym fetézcem. Jedinou p¥ipustnou vyjimkou je pravidlo S — € (S je
vychozi symbol), které umoziuje popsat prislusnost prazdného fetézce k jazyku, ktery je danou
gramatikou generovan. V dusledku této vlastnosti pravidel gramatiky typu 1 nemizZe pii gene-
rovani véty dojit ke zkraceni generovanych fetézcu, tj. plati-li A = p, pak |A| < |p| (s vyjimkou
S = e).



Priklad 2.20 Priklad kontextové gramatiky:

G = ({4,5},{0,l,c},P,S) s pravidly
S — O0Al

0OA — O0O0A1 (a=0,8=¢~y=0A1)
A = ¢

2.3.3 Typ 2

Gramatika typu 2 obsahuje pravidla tvaru:
A=, AeN, ye(NUXD)*

Gramatiky typu 2 se nazyvaji také bezkontextovymi gramatikami, protoze substituci levé strany
~ pravidla za nonterminal A lze provadét bez ohledu na kontext, ve kterém je nonterminal A
ulozen. Na rozdil od kontextovych gramatik, bezkontextové gramatiky smi obsahovat pravidla
tvaru A — €. V kapitole 4 v8ak ukdZeme, Ze kazdou bezkontextovou gramatiku lze transformovat,
aniz by se zménil jazyk generovany touto gramatikou tak, Ze obsahuje nejvyse jedno pravidlo
s prazdnym fetézcem na levé strané tvaru S — e. V takovém pripadé, stejné jako v pripadé
kontextovych gramatik, nesmi se vychozi symbol S objevit v zZddné pravé strané prepisovaciho
pravidla gramatiky.

Priklad 2.21 Priklad bezkontextové gramatiky:
G = ({5},{0,1,¢c},P,S) s pravidly
S — 0S1|c

Poznamenejme, zZe jazyk generovany touto gramatikou je stejny jako jazyk generovany bezkon-
textovou gramatikou z prikladu 2.20:

L(G) = {0"c1"}, n>1

2.3.4 Typ 3

Gramatika typu 3 obsahuje pravidla tvaru:
A—zB nebo A—z; A BEN, zeX*

Gramatika s timto tvarem pravidel se nazyvad pravd linedrni gramatika (jediny moZzny nonter-
mindl pravé strany pravidla stoji Gplné napravo). V nésledujici kapitole ukdzeme, Ze k uvedené
gramatice lze sestrojit ekvivalentni specialni pravou linedrni gramatiku s pravidly tvaru

A—aB nebo A—a; A BeN, z€X nebo S—e¢
Tuto gramatiku budeme nazyvat reguldrni gramatikou, presnéji pravou regularni gramatikou.
Gramatiky typu 3 se proto nazyvaji také reguldrnimi gramatikams.
Priklad 2.22 Piiklady gramatiky typu 3:
G = ({A,B},{a,b,c},P, A) s pravidly
A — aaB|ccB
B — bB|e



Definice 2.15 Jazyk generovany gramatikou typu 7,4 = 0,1,2,3, nazyvame jazykem typu <.
Podle anonymnich ndzvi gramatik mluvime také o jazycich neomezenych (i = 0), kontextovych
(1 = 1), bezkontextovych (i = 2) a reguldrnich (i = 3).

Véta 2.2 Necht L;,i =0, 1,2,3 znadi tfidu v8ech jazykl typu i. Pak plati Ly D L1 D Ly D Ls.

Dtikaz: 7 definice gramatiky typu ¢ plyne, Ze kazda gramatika typu 1 je zaroven gramatikou
typu 0 a kazda gramatika typu 3 je zaroven bezkontextovou gramatikou. Inkluze L; D Lo
plyne ze skutec¢nosti, Ze kazda bezkontextova gramatika miize byt prevedena na bezkontextovou
gramatiku, jez neobsahuje, s vyjimkou pravidla S — € (S je vychozi symbol), zddné pravidlo
s pravou stranou totoznou s prazdnym Fetézcem e. O

K poznatkim teorie formalnich jazyka patii dalsi tvrzeni, jez je zesilenim véty 2.2 a jez definuje
Chomského hierarchii formalnich jazykt. Toto tvrzeni uviddime bez dikazu.

Véta 2.3 Necht L;,7 = 0,1,2,3 jsou tfidy jazyku typu ¢. Pak plati Ly D L1 D L9 D Ls.

2.4 Cviceni

Cvicéeni 2.4.1 Vytvoite gramatiku typu 3, ktera generuje identifikitory jez mohou mit maxi-
mélné 6 znak a za¢inaji pismenem I, J, K, L, M nebo N (celo¢iselné proménné v jazyce Fortran).

Cvicéeni 2.4.2 Vytvoite gramatiku typu 3, ktera generuje Cisla jazyka Pascal.

Cvicéeni 2.4.3 Vytvoite bezkontextovou gramatiku, ktera generuje vSechny fetézce nul a jed-
nicek takové, ze pocet nul je v kazdém retézci shodny s poctem jednicek.

Cvicdeni 2.4.4 Ukazte, Ze neomezend gramatika G = ({S, B,C},{a, b, c}, P, S), kde P obsahuje
pravidla § — SaBC,Ca — aC,S — aBC,BC — CB,aB — Ba,CB — BC,Ba — aB,B —
b,aC — Ca,C — c generuje véty ve kterych je pocet vyskyti symboll a, b, ¢ navzijem roven.



Kapitola 3

Jazyky typu 3 Chomského klasifikace

V této kapitole ukdzeme ekvivalenci jazykl generovanych gramatikou typu 3 a regularnimi mno-
zinami s jazyky pfijimanymi konecnymi automaty.

3.1 Regularni mnoziny a jazyky typu 3

Definice 3.1 Nechf X je kone¢nd abeceda. Reguldrni mnoZinu nad abecedou ¥ definujeme
rekurzivné takto:

1) @ (prdzdnd mnoZina) je reguldrni mnozina nad ¥

3) {a} pro vSechna a € ¥ je reguldrni mnozina nad ¥

4) jsou-li P a @ regularni mnoziny nad ¥, pak také PUQ, P - (@ a P* jsou regularni mnoziny
nad X

(1)
(2) {€} (mnozina obsahujici pouze prizdny Fetézec) je regularni mnozina nad X
(3)
(4)

(5) reguldrnimi mnoZinami jsou pravé ty mnoziny, které lze ziskat aplikaci 1-4.

T¥ida reguldrnich mnoZin je tedy nejmensi t¥ida jazykd, kterd obsahuje 0, {€}, {a} pro vSechny
symboly a a je uzaviena vzhledem k operacim sjednoceni, soucinu a iterace.

Ukazeme, ze tato t¥ida tvori pravé tiidu Lg, tj. t¥idu jazyka typu 3 Chomského hierarchie.
Pozniamka 3.1 Obvyklou notaci pro reprezentaci reguldrnich mnozin jsou reguldrni vyrazy [?].

Véta 3.1 Necht X je konefna abeceda. Pak

(1) 0
(2) {e}
(3) {a} pro vSechna a € ¥

jsou jazyky typu 3 nad abecedou X.
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Dukaz:

(1)
(2)
(3)

G = ({S5},%,0,5) je gramatika typu 3 pro kterou L(G) = ()
G = ({S},%,{S — €}, S) je gramatika typu 3 pro kterou L(G) = {e}

G, = {8} 2,{S — a}, S) je gramatika typu 3, pro kterou L(G,) = {a}

Véta 3.2 Necht L; a Ly jsou jazyky typu 3 nad abecedou Y. Pak

Ly U Ly
Ly - Lo
Iy

jsou jazyky typu 3 nad abecedou X.

Dtikaz: Protoze Li a Lo jsou jazyky typu 3, mizeme predpokladat existenci gramatik G; =
(Nl,Z,Pl,Sl) a Gg = (NQ,Z,PQ,SQ) typu 3 takovych, Ze L(Gl) = L1 a L(Gg) = L2. Bez 1'1me
na obecnosti dale predpokladejme, ze mnoziny N; a Na jsou disjunktni.

(1)

Necht G3 = (N1 UNoU{S3}, %, PLUP,U{S3 — S1,S3 — S2},S3) je gramatika typu 3, kde
S3 je novy nontermindl, S ¢ Ny, S3 ¢ No. Ziejmé L(G3) = L(G1) U L(G2), ponévadz pro
kazdou derivaci S3 =¢, w existuje bud derivace S; =&, w, nebo S =¢, w a naopak. Protoze
G35 je gramatika typu 3, je L(G3) jazyk typu 3.

Necht G4 = (N7 U N9, %, P4, S1) je gramatika typu 3, jejiz mnozina piepisovacich pravidel
Py je definovana takto:

(a) jeli A—>zBv P;,pak A > zBjev P,
(b) jeeli A -z v P, pak A — zSs je v Py

(c) v8echna pravidla z P, jsou v Pj.

Nyni, jestlize S1 =&, w, pak 81 =&, wSs. Je-li dale Sy =¢, x, pak So =&, x a tedy S1 =4, wz
pro libovolné w a z. Z toho plyne L(G1) - L(G2) C L(Gy).

Piedpokladejme, 7e plati S; =¢, w. Protoze v Py nejsou 7zadnd pravidla tvaru A — 2 z mno-
#iny P;, miZeme tuto derivaci zapsat ve tvaru S; =% LT 52 =4 . 7Y, kde w = zy, pficemz
vSechna pravidla pouzitd v derivaci S; =&, £S2 byla odvozena podle (a) a (b). Pak ale musi
existovat derivace S1 =¢ = a So =&, y a tudiz L(G4) C L(G1) - L(G3). Z toho vSak plyne
L(G4) = L(G4) - L(G5).

Necht G5 = {N1 U{S5},%, P5, S5}, S5 ¢ N1 a mnozina Ps je konstruovina takto:

(a) jeli A—>zB v P, pak A —» xB jev P;s
(b) jeli A — xz v P, pak A — 2S5 a A — z jsouv Ps

(c) S5 — S1a S5 = € jsouv Ps.



Nyni je tfeba dokazat tvrzeni:

Derivace
+ + + + +
S5 = 1155 = 112255 = ... = 21T ... Tp_155 = T1X2 ... Tp_1Tn
Gs Gs Gs Gs Gs

existuje tehdy a jen tehdy, kdyz existuji derivace

+ £ +
S1=>11, S1=>x2,...,51 > T,
G G G

Z tohoto tvrzeni, jehoz dikaz ponechdme jako cviceni, bezprostfedné plyne L(G5) = (L(G1))*.
Protoze G5 je gramatika typu 3, je i jazyk L(G5) typu 3. O

Véta 3.3 Jazyk L je regularni mnozinou kdyz a jen kdyz je generovan gramatikou typu 3.

Ditkaz: Cést ,jen kdyz“ plyne z vét 3.1 a 3.2, ditkaz ¢asti ,kdyz“ vyuZiva teorie reguldrnich
vyrazu a lze jej nalézt v [?]. 0

3.2 Jazyky prijimané konec¢nymi automaty a jazyky typu 3
Definice 3.2 Nedeterministicky koneény automat je 5-tice M = (Q, %, 4, qo, F'), kde

1

Q@ je kone¢na mnozina stavi

2) ¥ je konec¢na vstupni abeceda

(1)
(2)
(3) 6 je zobrazeni @ x ¥ — 29 (29 je mnozina podmnoZin mnoZiny Q)
(4)

4) qo € Q je pocateéni stav

(5) F C @ je mnozina koncovych stavi

Zobrazeni § nazyvame funkci pfechodu, je-li § : Q x X — @, pak automat M je deterministicky
konecny automat.

Cinnost kone¢ného automatu M je ddna posloupnosti prechodd; pfechod z jednoho stavu do
druhého je fizen funkci prechodu ¢, kterd na zdkladé pritomného stavu g; a pravé precteného
symbolu a € ¥ vstupniho fetézce predepisuje budouci stav ¢; automatu. Je-li M deterministicky
koneény automat, J predepisuje vZdy jediny budouci stav g¢;; v pfipadé nedeterministického
kone¢ného automatu ¢ predepisuje mnozinu budoucich stavi Q;, Q; € 2@,

Definice 3.3 Je-li M = (Q, %, 6, qo, F') koneény automat, pak dvojici C = (¢, w) z @ x X* nazy-
vame konfiguraci automatu M. Konfigurace tvaru (g, w) je poédtecéni konfigurace, konfigurace
tvaru (g, €), q € F je koncovd konfigurace. Piechod automatu M je reprezentovin bindrni relaci
I, na mnoZing konfiguraci C. Jestlize §(g,a) obsahuje ¢’ (tj. 6(g,a) = Qj, Q; € 29, ¢' € Q;),
pak (q,aw)t,,(¢',w) pro viechna w € ¥*. Oznaéime symbolem %, k > 0, k-tou mocninu
(CH°C' pravé kdyz C = ('), symbolem -}, tranzitivni uzavér a symbolem }, tranzitivni a
reflexivni uzavér relace |-,,. Bude-li zfejmé, ze jde o automat M, pak uvedené relace zapiSeme
pouze ve tvaru |, ¥, Ft, .



) Z (¢ - 10 i
do g8 qr g6 q4
a1
qz2 q2 q1
qs3 q2
d4 q3 q2
Qa5 g5 q4 q1
a6 g5
qr qr7 96 q4 q1
qas qr d6 q4

Tabulka 3.1: Funkce pfechodt automatu M

Definice 3.4 Rikdme, Ze vstupni fetézec w je prijimdn koneénym automatem M, jestlize
(go,w) " (g,€), q € F. Jazyk pfijimany koneénym automatem M oznacujeme symbolem L(M)
a definujeme ho jako mnozinu vSech fetézci prijimanych automatem M:

L(M) = {w | (q0,w)F(g,€) Nq € F}
Priklad 3.1 Konec¢ny deterministicky automat

M = ({907QIaq37Q47q5aQGaq7aq8}a {cazal()a'an}a 55%,{(11}),

jehoz funkce prechodu § je definovana tabulkou 3.1, pfijima jazyk algolovskych zdpisi &isel.
Symbolem ¢ zna¢ime prvek mnoziny {0,1,...,9}, symbolem z prvek mnoziny {+,—}; znak
ukoncuje zapis cisla.

Napf. vstupnimu fetézci zc.cipzef (napf. algolovskému éislu +3.119 — 5) bude odpovidat tato
posloupnost konfiguraci:

gs, C- Clozcﬂ)
qr, C1oz0ﬂ)

(g0, zc.cioff)

Ponévadz (qo, zc.crozcf) F*(q1,€), patii zc.cipzef do L(M).

Poznamka 3.2 K zikladim teorie automati patii poznatek, Ze kaZdy konecny nedeterminis-
ticky automat M maiZe bijt preveden na ,ekvivalentni“ konecény deterministicky automat M', tj.
pro automaty. M a M’ plati L(M') = L(M), [?], [?]. Tato skutetnost je velmi dilezitd také
v naSich aplikacich.



Drtive, nez pristoupime k dikazu ekvivalence tfidy L3 a tfidy jazykl prijimanych kone¢nymi
automaty, ukdzeme, Ze kazdy jazyk typu 3 mize byt generovan specidlné€jsim typem gramatiky,
nez je prava linearni gramatika.

Véta 3.4 Kazda pravd linedrni gramatika G = (N, X.P,S), tj. gramatika obsahujici pouze
pravidla typu A — zB nebo A — z, kde A,B € N, z € ¥* , miZe byt transformovéina na
gramatiku G’ = (N', 3, P',S"), kterd obsahuje pouze pravidla tvaru A — aB nebo A — ¢,
piitem# L(G) = L(G").

Dtikaz: MnoZinu piepisovacich pravidel P’ gramatiky G’ konstruujeme takto:

(1) vSechna pravidla z P tvaru A — aB a A — ekde A,B € N, a € X zafadime do mnoziny P’

(2) kazdé pravidlo tvaru A — aqay...a,B; A,B € N, a; € ¥, n > 2 z mnoziny P nahradime
v mno%iné P’ soustavou pravidel:
A — G,1A1
A1 — (]/2A2

A, 1 — auB
Nové zavedené nontermindly Ay, ..., A,_1 pfiddme k mnoziné N'. Derivaci A= a1 ...a,B

zfejmé odpovidé praveé derivace A =7, a1az...a,B.

(3) Kazdé pravidlo tvaru A — ay...ay, a; € ¥, n > 2 z mnoziny P nahradime v mnozing P’
soustavou pravidel:
A — alAll
All — CLQAIQ

!
n—1

Al = €

!
- anA,

Derivaci A= a1as ... an ziejmé odpovidd pravé derivace A=","a1as... an.
(4) zbyvajici, tzv. jednoduchd pravidla tvaru A — B, A, B € N, nahradime takto:
(a) uréime mnozinu Ny ={C |C =C; = Cy = ... = C, = A}; A, B,C; € N, tj. mnoZinu
nontermindli, z nichZ lze aplikaci jednoduchych pravidel generovat nontermindl A.

(b) ke kazdému pravidlu typu A — aB pfiddme do P’ viechna pravidla tvaru C — aB pro
v8echna C € Ny4.

Bod 4b aplikuje obecny algoritmus odstranéni jednoduchych pravidel bezkontextové gramatiky,
ktery je uveden a dokdzan v kapitole 4 (algoritmus 4.3). Jeho souéésti je také efektivni vypocet
mnoziny N4. O

Priklad 3.2 Na zikladé predchozi véty budeme transformovat pravou linearni gramatiku G =
({X,Y},{a,b,c}, P, X), kde P obsahuje pravidla:

X — abc|Y |e

Y — aY | ebX



Podle 1 budou v P’ pravidla:
X —=¢eY —aY

Podle 2 nahradime pravidlo Y — ¢bX pravidly
Y »>cZ,Z - bX
Podle 3 nahradime pravidlo Y — abc pravidly
Y 5aU U = bV,V > W, W — ¢
Podle 3 nahradime pravidlo X — Y. Protoze Ny = {X} pfiddme k P’ pravidla
X —=aY, X —»cZ

Vyslednd gramatika mé pak tvar G' = ({X,Y, Z,U,V,W},{a,b,c}, P', X) kde P’ obsahuje pra-
vidla:

X — e€elaY |cZ|aU
Y —» aY |cZ

Z — bX

u — bV

V = W

W — €

Definice 3.5 Gramatika G' = (N, X, P, S) se nazyva requldrni (prava reguldrni) jestlize mno-
Zina prepisovacich pravidel P obsahuje pravidla pouze tvaru A — aB nebo A — a kde A, B €
N,a € .V piipadé, ze L(G) obsahuje prazdny fetézec, pak regularni gramatika obsahuje jediné
pravidlo s prazdnym fetézcem na pravé strané ve tvaru S — e. Vychozi symbol S se pak nesmi
objevit v zadné pravé strané pravidla.

Véta 3.5 Kazdy jazyk typu 3 lze generovat regularni gramatikou, tj. je reguldrnim jazykem.

Dtkaz: Regularni gramatiku ziskame z gramatiky zkonstruované podle véty 3.4 odstranénim
pravidel s prazdnym fetézcem na pravé strané. Systematicky tento postup popisuje algoritmus
4.4 v kapitole 4; zatim jej ilustrujme na prikladé. O

Priklad 3.3 Gramatiku z prikladu 3.2 pfevedeme na reguldrni odstranénim pravidla W — €
(vznikne pravidlo V' — ¢) a pravidla X — e (vznikne pravidlo Z — b). Protoze € € L(G) a
X je na pravé strané pravidla Z — bX, musime zavést novy vychozi symbol X’ a odstranit
jednoduché pravidlo X’ — X. Vyslednd gramatika bude mit tvar:

G,, = ({X,7 X’ Y’ Z’ U7 V}7 {a7 b’ C}’ P”’ X’)7
P" obsahuje pravidla:
e|laY | cZ | aU
aY | cZ
bX | b
aY | cZ | aU
bV

C
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Véta 3.6 Necht L je jazyk typu 3. Pak existuje koneény automat M takovy, ze L = L(M).
Oznacime-li Ly t¥idu jazyka pfijimanych koneénymi automaty, pak ekvivalentni tvrzeni méa
tvar L3 C L.

Dikaz:

Podle véty 3.5 mizeme jazyk L generovat gramatikou G = (N,X, P, S) typu 3, jejiz pravidla
maji tvar A — aB nebo A — ¢ (A,B € N,a € X). Sestrojme kone¢ny (nedeterministicky)
automat M

M= (Qaza(saqO?F) kde

(1) Q=N

(2) =3

(3) §:6(A,a) obsahuje B pro kazdé pravidlo A — aB z P
(4) @=S

(5) F={A| A — € je pravidlo z P}

Ukézeme, ze L(G) = L(M).

Ditkaz provedeme indukci. Dokazovand induktivni hypotéza necht ma tvar:

pro kazdé A € N plati A=5"w,w € ¥*, pravé kdyz (A, w)+,(C,€) pro n&jaké
CeF

Nejdrive dokdzeme tuto hypotézu pro i = 0. Ziejmé plati
0
A = e pravé kdyz (A,e)H(A,e) pro A€ F
Nyni predpoklddejme, Ze dokazovand hypotéza plati pro i a polozime w = ax,a € X,|z| = 1.
Pak plati A ="' w, pravé kdyz A = aB ="' z. Podle definice funkce § pak d(a, A) obsahuje B

(v dtisledku pfimé derivace A = aB). Na zdkladé induktivni hypotézy plati B ="z, pravé kdyz
(B,z)H~*(C,€),C € F. Shrneme-li tyto skuteénosti, plati:

A= aB=az = w, pravé kdyz (A,aX) F (B,x) iIZI(C, €),C € F

tj. A w, prave kdyz (A, w) }i(C’, €),C € F;

tim jsme platnost induktivniho predpokladu dokazali pro vSechna ¢ > 0.

Specidlné pak plati
S = w, pravé kdyz (S,w)(C,¢),C € F

a tedy L(G) = L(M). O



Priklad 3.4 Ke gramatice G = ({X,Y, Z,U,V,W},{a,b,c}, P, X), kde P obsahuje pravidla

X — e€|aY |cZ|aU
Y — aY |cZ

Z = bX

u —

V = W

W — €

sestrojime koneény automat, ktery pfijima jazyk L(G).
Budeme postupovat podle véty 3.6. Funkci pfechodi ¢ reprezentujeme diagramem piechodi
(obr. 3.1), v némz koncové stavy jsou vyznaceny dvojitym krouzkem.

M = (Q,%,6,q,F) kde

QR = {X,Y,Z,U,V,W}

Y = {a,b,c}

6 : vizobr. 3.1
9 = X

F = {X,W}

Y

@

Obrazek 3.1: Diagram pfechodd automatu M

OREYoEwE

Véta 3.7 Necht L = L(M) pro néjaky koneény automat M. Pak existuje gramatika G typu 3
takovd, ze L = L(G), tj. Ly C Ls.

Diikaz: Necht M = (Q, %, 4, qo, F'). ProtoZe kazdy nedeterministicky automat mize byt pfeveden
na deterministicky automat prijimajici stejny jazyk, predpokladejme, Zze M je deterministicky
automat. Necht G je gramatika typu 3, G = (Q, %, P, qo), jejiz mnozina P piepisovacich pravidel
je definovana takto:

(1) jeli 6(g,a) =r, pak P obsahuje pravidlo ¢ — ar



(2) je-lip € F, pak P obsahuje pravidlo p — €

V dalsi ¢asti probiha dikaz zcela analogicky dikazu véty 3.6. O

Priklad 3.5 Na zakladé prikladu 3.1 sestrojime gramatiku typu 3, kterd generuje jazyk algo-
lovskych zapisi cisel. Pfechodova funkce deterministického konec¢ného automatu, ktery prijima
tento jazyk, je v tabulce 3.1. Vysledna gramatika bude tvaru:

G = ({QOa 91,492,493, 94,95, 96,97, QB}ﬂ {C, 2, 101 "y ﬂ}a Pa qO)

P obsahuje pravidla

g — 2gs |cgr|-gs|10%
q — €

@ — cg g

q3 — €Q2

g1 — 2q3|cge

g — cgs| 107 | g1

g6 — Cg5

qgr — cgr|-ge | 10" |
@8 — cqr |-gs|10%

Poznamenejme, ze prevod této gramatiky na gramatiku regularni je velice snadny, staci dosadit
za q; prazdny fetézec a odstranit pravidlo ¢; — e.

Véta 3.8 Triida jazyku, jez jsou prijimany koneénymi automaty, je totozna s t¥idou jazyku typu
3 Chomského hierarchie.

Dtkaz: Tvrzeni bezprostiedné plyne z vét 3.6 a 3.7. O

Definice 3.6 Gramatika G = (N,X, P, S) se nazyva leva linedrni gramatika, jestlize mnozina
P obsahuje pouze pravidla typu A — Bz nebo A — x kde A,B € N, x € ™.

Véta 3.9 Kazdy jazyk typu 3 miZe byt generovan levou linedrni gramatikou.

Dikaz: Uplny diikaz ponechdme na cviceni. Lze postupovat tak, Ze nejprve z definice reguldrni
mnoziny dokdZeme tvrzeni: je-li L reguldrni mnoZina, pak L% je také reguldrni mnoZina. Dale
ukdZeme: je-li G = (N, X, P,S) pravd linedrni gramatika, pak leva linedrni gramatika G', jejiz
mnoZina pravidel ma tvar P! = {A — off | A — a je v P}, generuje jazyk (L(G))E. O

Piiklad 3.6 Gramatika G' = ({X,Y},{a,b,c}, P, X) kde P' obsahuje pravidla

X — cba|Y |e€
Y — Ya| Xbe

je leva linedrni gramatika, pro kterou L(G') = (L(G))%, G je pravé linedrni gramatika z piikladu
3.2.



Definice 3.7 Leva linedrni gramatika G = (N, X, P, S) se nazyva reguldrni (pfesnéji levd
reguldrni), jestlize pravidla v P maji tvar A — Ba nebo A — a. Pokud L(G) obsahuje prazdny
fetézec €, pak jediné pripustné pravidlo s pravou stranou obsahujici prazdny retézec je S — € a
S se v takovém pripadé nesmi objevit na pravé strané zidného pravidla.

Poznamenejme, Ze konstrukce levé regulirni gramatiky k dané levé linedrni gramatice je zcela
analogicka konstrukci pravé regularni gramatiky k dané pravé linedrni gramatice. Tuto konstrukci
ilustruje priklad:

Priklad 3.7 Uvazujme gramatiku z pfikladu 3.6, jeZ ma pravidla:

X — cba|Y |e€
Y — Ya|Xbc

1. krok zavadi pouze pravidla typu A — Ba nebo A — e:

X — Ual|Ya|Zc|e
Y — Ya|Zc

U — Vb

V = We

W — €

Z = Xb

2. krok odstranuje pravidla typu A — € a upravuje gramatiku na koneény tvar:

X" = Ual|Ya|Zc|e
Y — Ya|Zc

U — Vb

V = ¢

Z - Xbl|b

X — Ua|Ya|Zc

Povsimnéme si, v ¢em se lisi pravidla této gramatiky od pravidel pravé reguldrni gramatiky
z prikladu 3.3, jez byla ziskdna z pravé linedrni gramatiky (piiklad 3.2)

Algoritmus 3.1 Konstrukce nedeterministického koneéného automatu k pravé regularni gra-
matice.

Vstup: Pravé reguldrni gramatika G = (N, X, P, S), jejiz pravidla maji tvar A > aB a A — a
kde A,B € N a a € X, pfipadné S — ¢, je-li € € L(G).

Vystup: Nedeterministicky koneény automat M = (N, X, 4, qo, F), pro ktery je L(M) = L(G).

Metoda:

(1) Polozime @ = N U {qr}, kde gr reprezentuje koncovy stav.

(2) Mnozina vstupnich symboli automatu M je identickd s mnoZinou termindla grama-
tiky G.

(3) Funkci pfechodt § definujeme takto:



(a) Je-li A — aB pravidlo z P, pak §(A4, a) obsahuje stav B
(b) Je-li A — a pravidlo z P, pak §(A,a) obsahuje ¢gp

(4) =S8
(5) Je-li S — € pravidlo z P, pak F' = {S,qr}, v opa¢ném piipadé F = {qr}-

Véta 3.10 Necht G je prava regularni gramatika a M koneény automat z algoritmu 3.1. Pak
L(M) = L(G).

Dtikaz: Dikaz této véty je modifikaci dikazu véty 3.6; prenechame ho jako cvicéeni. O
Piiklad 3.8 Uvazujeme gramatiku G = ({S, B},{0,1}, P, S) s pravidly

S — 0B]|e
B — 0B|1§|0

Diagram piechodii automatu pfijimajiciho jazyk L(G) m4, na zdkladé konstrukce podle algo-
ritmu 3.1, tvar:

Obrazek 3.2: Diagram prechodi

Algoritmus 3.2 Konstrukce nedeterministického koneéného automatu k levé regularni grama-
tice.

Vstup: Leva regularni gramatika G = (N, X, P, S) jejiz pravidla maji tvar A - Ba a A — a
kde A,B € N a a € %, pfipadné S — ¢, je-li € € L(G).

Vystup: Nedeterministicky koneény automat M = (N, %, 4, qo, F'), pro ktery je L(M) = L(G).

Metoda:

(1) Polozime Q@ = N U {qo}

(2) Mnozina vstupnich symbolti automatu M je identicka s termélni abecedou gramatiky

G.
(3) Funkci pfechodu § definujeme takto:



(a) Je-li A — Ba pravidlo z P, pak §(B,a) obsahuje stav A.
(b) Je-li A — a, pak d(qo,a) obsahuje stav A.

(4) qo je pocateéni stav automatu M

(5) Je-li S — € pravidlo z P pak F' = {S,qo}, v opa¢ném piipadé F = {S}

Véta 3.11 Necht G je leva linedrni gramatika a M koneCny automat z algoritmu 3.2. Pak
L(M) = L(G).

Dutkaz: Nejprve dokdzeme, ze € € L(G), pravé kdyz e € L(M). Podle konstrukce automatu
M, gy € F pravé kdyz v P je pravidlo S — € a tedy

0
S = €, pravé kdyZ (qu 6) |_(qu 6)5 qQ € F
Nyni dokéZeme, Ze pro libovolné w € X1 plati
+ (o Y +
S = w, pravé kdyz (go,w) H(S,€), S € F
Polozme w = az, a € 3, x € X*. Induktivni hypotéza necht m4 tvar:
S = Az = az, pravé kdy# (qo,az) F (A4, 1) Il—(S, €), AEN, SEF, |z| =1

Pro 7 = 0 dostaneme:

S = a, pravé kdyz (qo,a) F (S, ¢€),

coz plyne p¥imo z definice funkce pfechodt automatu M (§(qo,a) obsahuje S, pravé kdyz S — a
jev P).

Pro i > 1 je treba dokazat:

(a) Az = ax, pravé kdyz (qo,az) - (A, x)

(b) S=* Az pravé kdyz (A, z) (S, €)
Diikaz tvrzeni (a) a (b) ponechdme jako cviceni. O

Priklad 3.9 Uvazujme gramatiku G = ({S,I, N}, {c,p, i}, P,S) s pravidly:

E — 1If| N
I — p|lp]|lc
N — ¢|Nc

Znagi-li ¢ arabskou ¢islici a p pismeno, pak L(G) je jazyk identifikdtort (nonterminél I) a celych
¢isel bez znaménka (nontermindl N). Kazd4 véta jazyka L(G) konéi koncovym znakem f.

Diagram pfechodt automatu, ktery pfijima jazyk L(G), mé na zdkladé algoritmu 3.2 tvar:



Obrazek 3.3: Diagram prechodi

3.3 Cviceni

Cviéeni 3.3.1 Ke koneé¢nému nedeterministickému automatu

M = ({QO7qlaq25q3a qF}7 {1723 3}3 65 q0, {qF})a

kde zobrazeni ¢ je definovano touto tabulkou

X
Q 1 2 3
Q | {90, 01} {90,902} {q0,93}
q1 {Ch, QF} {(h} {Q1}

q2 {QQ} {CI2, CIF} {Ch}
as | {a} {3}  {a3,9r}
qr 0 0 0

sestrojte deterministicky automat M’', pro ktery plati L(M') = L(M).
Cvi¢eni 3.3.2 Necht Ly = L(M1) a Ly = L(My) jsou jazyky pfijimané koneénymi automaty

M1 = (Ql,El,él,q}),Fl) a M2 = (QQ,EQ,(SQ,qg,Fg). Analogicky vété 3.2 ukazte konstrukci
automati M3z, M4 a Ms, pro které plati:

L(Mg) = L1 U LQ, L(M4) = L1 . L2 a L(M5) = LT

Cviéeni 3.3.3 K pravé linedrni gramatice, ktera osahuje pravidla

A - B|C

B — 0B|1B|011
C — 0D|1C |e
D — 0C|1D

vytvofte pravou linedrni gramatiku, jez generuje stejny jazyk. Nontermindl A je vychozim sym-
bolem gramatiky.



Cvicéeni 3.3.4 Vytvoite regularni gramatiku, kterd generuje jazyk prijimany automatem M ze
cviceni 3.3.1.

Cvicéeni 3.3.5 Vytvoite koneény automat, ktery prijims jazyk generovany gramatikou ze cvi-
¢eni 3.3.3.

Cvicéeni 3.3.6 Na zikladé algoritmu, jenz je ,inverzni“ k algoritmu 3.2, sestrojte levou regularni
gramatiku pro jazyk algolovskych éisel. Automat pfijimajici tento jazyk je uveden v piikladé
3.1.

Cvicéeni 3.3.7 Na zdkladé gramatiky ze cviceni 2.4.2 vytvorte koneény deterministicky auto-
mat, ktery ptijimé jazyk ¢éisel programovaciho jazyka Pascal.



Kapitola 4

Bezkontextové jazyky

Vyznam bezkontextovych gramatik a jazyku je dan dvéma dulezitymi faktory:
(1) Bezkontextovymi gramatikami jsme schopni popsat pfevdznou vétsinu ryst sou¢asnych pro-
gramovacich jazyku.

(2) Jsou znamé algoritmy, které umoznuji efektivné analyzovat véty bezkontextovych jazyk,
tj. jazykt generovanych bezkontextovymi gramatikami. Tyto algoritmy tvoii zakladni ¢ast
redlnych prekladacl — tzn. syntakticky analyzator.

Definice 4.1 Bezkontextova gramatika G je ¢tvefice G = (N, X, P, S)

1

N je koneéna mnozina nontermindlnich symboli

(1)

(2) X je konetnd mnozina termindlnich symboli

(3) P je koneénd mnozina piepisovacich pravidel (pravidel) tvaru A - o, A€ Naa € (NUX)*
(4)

4) S € N je vychozi symbol gramatiky.

Déle budeme gramatikou bez dalsi specifikace rozumét bezkontextovou gramatikou.

Priklad 4.1 Gramatika G = ({S, A, B},{a,b,c,d}, P, S), kde P obsahuje pravidla

S — AB
A — aAb|ab
B — c¢Bd|cdd

generuje bezkontextovy jazyk L(G) = {a™b"c™d™ | n <1, m <1}

Jazyk L(G) je sou¢inem dvou bezkontextovych jazykt generovanych gramatikami
Gy = ({A}7 {CL, b}a {A —aAb,A — ab}a A)
Gy = ({B},{c,d},{B — ¢Bd,B — cd}, B)

Poznamenejme, ze jazyk L(G1) = {a"b" | n < 1} a tudiz ani jazyk L(G) neni jazykem regular-
nim, protoze kone¢ny automat nemiize pro libovolné n ,pocitat® stejny pocet vyskytt symboli
a a b. Na druhé strang, jazyk {a"b"c"d" | n < 1}, dokonce ani jazyk {a"b"c" | n < 0} neni
jazykem bezkontextovym.
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4.1 Derivacéni strom

Dulezitym prostFedkem pro grafické vyjadieni struktury véty (jeji derivace) je strom, ktery se
nazyva deriva¢nim nebo syntaktickym stromem.

Pfipomenme, Ze strom je orientovany acyklicky graf s témito vlastnostmi:

(1) Existuje jediny uzel, tzv. kofen stromu, do néhoz nevstupuje zadnéd hrana.

(2) Do vsech ostatnich uzli grafu vstupuje pravé jedna hrana.

Uzly, z nichz zddna hrana nevystupuje, se nazyvaji koncové uzly stromu (listy). P¥i kresleni
stromu je obyc¢ejné dodrzovana tato konvence: kofen lezi nejvyse, vSechny hrany jsou orientovany
smérem dolt. Budeme-li tuto konvenci dodrzovat, pak mizeme vynechat Sipky, které oznacuji
orientaci hran. Kofenem stromu na 4.1 je uzel 1, uzly 2, 4, 5, 6 jsou koncovymi uzly stromu.

1

\S]

4 5 6

Obrazek 4.1: Priklad stromu

Definice 4.2 Necht § je véta nebo vétna forma generovand v gramatice G = (N, X, P, S) a necht
S=vy=>v = 1y... > v =6 jeji derivace v G. Derivacni strom prislusejici této derivaci je
strom s témito vlastnostmi:

(1) Uzly deriva¢éniho stromu jsou oznaeny symboly z mnoziny N U ¥; kofen stromu je oznacen
vychozim symbolem S.

(2) Pfimé derivaci v;_1 = v, 1 =0,1,...,k, kde

Vie1 = AN, pu, X\ € (NUZ)*, AeN
Vi = pa a
A—a, a=X1...X, je pravidlo z P,

odpovida pravé n hran (4, X;),7 = 1,...,n vychazejicich z uzlu A jez jsou usporadany zleva
doprava v poradi (4, X1), (4, X3),...(4,X,).

(3) Oznaceni koncovych uzli deriva¢niho stromu vytvaii zleva doprava vétnou formu nebo vétu
0 (plyne z (1) a (2)).

Priklad 4.2 V Gramatice z pfikladu 4.1 mtzeme generovat fetézec aabbed napt. derivaci:
S = AB = aAbB = aabbB = aabbcd

Derivaéni strom odpovidajici této derivaci je na obrazku 4.2. Po stranach jsou uvedena pouzita
pravidla.



S

/’\;»AB
S

a c d

A= ab

Obréazek 4.2: Deriva¢ni strom

Poznamka 4.1 Uzel deriva¢niho stromu, ktery je oznacen terminilnim symbolem, musi byt
ziejmé koncovym uzlem deriva¢niho stromu.

Pii rekonstrukci derivaéniho stromu k dané derivaci opakované aplikujeme bod (2) z definice
4.2. Tuto aplikaci ilustruje obr. 4.3.

§ :
A
m
AL . uX X ... X A

Obrazek 4.3: Konstrukce deriva¢éniho stromu

Priklad 4.3 UvaZzujme gramatiku

G = ({(vyraz), (term), (faktor)},{+, —, *,/,(,), 1}, P, (vyraz)),

které se ¢asto pouziva pro popis aritmetického vyrazu s bindrnimi operacemi +, —, *, /. Termi-
nalni symbol ¢ odpovida identifikitoru. Mnozina P obsahuje tato prepisovaci pravidla:

(vyraz) — (term) | (vyraz) + (term) | (vyraz) — (term)
(term) — (faktor) | (term) * (faktor) | (term)/(faktor)
(faktor) — ((vyraz)) |
Jak 1ze snadno ukazat, vétami jazyka L(G) jsou napiiklad fetézce i, (), i %4, i %4 +1, i * (¢ + 7).

Pfedpokliddejme, Ze mame zkonstruovat derivaéni strom pro vétnou formu (vyraz) + (term) x
(faktor). Nejprve ukazme, Ze tento Fetézec je skute¢né vétnou formou:

(vyraz) = (vyraz) + (term) = (vyraz) + (term) * (faktor)

Derivaéni strom zadiname vytvatret od vychoziho symbolu:

(vyraz)
[ ]



Prvni pfimé derivaci odpovida konstrukce:

(vyraz)
O/I\O
(vyraz) + (term)

Po znazornéni druhé piimé derivace obdrzime vysledny derivac¢ni strom.

(vyraz)
Q/I\o
(vyraz) + (term)
(term) * (faktor)

Je-li tedy dana derivace vétné formy, pak této derivaci prislusi pravé jeden derivaéni strom.
Dikaz vyplyva z konstrukce deriva¢niho stromu. Podivejme se nyni, zda uvedené tvrzeni plati
také obracené: K derivaénimu stromu vétné formy piislusi pouze jedna derivace. UvaZzujme
gramatiku G z prikladu 4.1.

S — AB
A — aAb|ab
B — c¢Bd|cd

Na obr. 4.2 jsme znazornili deriva¢ni strom k derivaci
S = AB = aAbB = aabbB = aabbcd
UkazZeme nyni, ze existuji i jiné derivace véty aabbcd.
S = AB = Acd = aAbcd = aabbcd

nebo
S = AB = aAbB = aAbcd = aabbcd

Uvedené derivace véty aabbed se lisi v poradi, v némz byly vybirany nonterminaly pro pfimé
derivace. Toto poradi vSak ve vysledném deriva¢nim stromé neni postiZzeno, a proto budou
derivaéni stromy prislusejici k 2. a 3. z uvedenych derivaci véty aabbcd totozné s derivaénim
stromem na obr. 4.2. Neplati tedy tvrzeni, Ze k deriva¢nimu stromu piislusi pouze jedna derivace.

Poznamenejme, Ze jiné derivace véty aabbed v gramatice z prikladu 4.2 neexistuji. V prvni a druhé
z uvedenych derivaci byla prepisovaci pravidla aplikovana urcitym kanonickym zpusobem, ktery
je charakteristicky pro nejuzivanéjsi syntaktické analyzatory prekladact programovacich jazyki.
Zavedeme si pro tyto specidlni derivace vlastni oznaceni.

Definice 4.3 Necht S = a1 = a2 = ... = a, = « je derivace vétné formy «. Jestlize byl
v kazdém fetézci oy, 1 = 1,...,n — 1 prepsan nejlevéjsi (nejpravéjsi) nontermindl, pak tuto
derivaci nazyvame levou (pravou) derivaci vétné formy a.

Prvni derivace véty aabbcd je tedy derivaci levou, druhé je derivaci pravou.

Je-i S =g = a1 = ... = a, = w leva derivace véty w, pak je kazdé «;, 1 =0,1,...,n—1
tvaru z;A;5;, kde z; € ¥*, A; € N a §; € (N UX*). K ziskdni vétné formy «; 1 bude pfepsin
nontermindl A;. Obricend situace plati pro pravou derivaci.



4.2 Fraze vétné formy

Definice 4.4 Necht G = (N, %, P, S) je gramatika a necht fetézec A = af~ je vétnd forma.
Podretézec B se nazyva frdzi véiné formy A\ vzhledem k nonterminalu A z N, jestlize plati:

S =" ady
A =+ j

Podretézec B je jednoduchou frazi vétné formy A, jestlize plati:

S =" adAy
A = p

Priklad 4.4 Mame nalézt vSechny fraze a vSechny jednoduché vétné formy (vyraz) + (term) x
(faktor) v gramatice, kterd popisuje aritmeticky vyraz. Jak jiz bylo uvedeno, derivace této vétné
formy m4 tvar:

(vyraz) = (vyraz) + (term) = (vyraz) + (term x (faktor)
Protoze plati

(vyraz) =~ (vyraz)+ (term) a
(term) = (term) * (faktor)

je Tetézec (term) * (faktor) jednoduchou frazi vétné formy (vyraz) + (term) * (faktor) vzhledem
k nonterminalu (term).
Déle je:
(vyraz) =* (vyraz)
(vyraz) =% (vyraz)+ (term) % (faktor)

a z toho vyplyvé, 7ze vétna forma (vyraz) + (term) x (faktor) je frizi sama k sobé vzhledem
k vychozimu symbolu. Tato skute¢nost je disledkem trividlniho pripadu v definici fraze, kdy
jsou Tetézce a a y prazdné. Jiné fraze vétné formy (vyraz) + (term) * (faktor) neexistuji.

Pojem fraze je stézejnim pojmem pro syntaktickou analyzu. Celd t¥ida syntaktickych analyzator
je postavena na metodach hledani nejlevéjsi jednoduché fraze vétné formy (véty). Protoze dile

budeme pojmu nejlevéjsi jednoducha fraze casto pouzivat, zavedeme pro néj specidlni oznaceni,
l-frize.

Ve vétné formé (vyraz) + (term) * (faktor) je jedind jednoduchd fraze: (term) x (faktor). Tato
fraze je tedy zaroven 1-frazi.

S pojmem fraze vétné formy je velmi tzce svazan pojem podstrom prislusného deriva¢niho
stromu. Podstromem deriva¢niho stromu budeme rozumét tu éast tohoto stromu, ktera je vyme-
zena, jistym uzlem, tzv. kofenem podstromu, spolu se vSemi uzly, které jsou z korfene podstromu
dostupné prostrednictvim piislu§nych hran, véetné téchto hran.

Priklad 4.5 Podstromy deriva¢niho stromu véty aabbced z obr. 4.2 jsou stromy z obr. 4.4.

Predpokladejme nyni, Ze nonterminal A je kofenem podstromu deriva¢niho stromu. Je-li S fe-
tézec koncovych uzli tohoto podstromu, pak jisté plati A="* 3. Necht a je fetézec koncovych
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Obrazek 4.4: Podstromy deriva¢niho stromu

Obrazek 4.5: Fraze vétné formy

uzld vlevo, « fetézec koncovych uzli derivaéniho stromu vpravo od . Pak plati S =* afy;
S je kofenem derivaéniho stromu. To ovSem znamend, Ze 8 je frazi vétné formy a7y vzhledem

k nontermindlu A. Situaci ilustruje obr. 4.5.

Podstrom deriva¢niho stromu tedy odpovida frazi prislusné vétné formy. Fraze je tvorena konco-
vymi uzly podstromu. Jednoduché fraze odpovida podstromu, jenz je vysledkem piimé derivace

A= p.

Priklad 4.6 V gramatice z piikladu 4.1 naleznéte fraze véty a?b?c?d?. Nejdiive sestavime deri-
vaéni strom. Pro jeho konstrukci vytvoime (napf.) levou derivaci této véty:

S = AB = aAbB = aabbB = aabbcBd = aabbcedd

Vyznacené podstromy odpovidaji dile uvedenym frazim definovanym k pfisluSnym nontermina-
liim. Horni indexy slouzi k rozliSeni vyskytu téhoz nontermindlu (viz 4.6)

Fraze | Nonterminal
aabbeedd | S
aabb | Al
ab | A?
cedd | Bt
cd | B?

Fraze ab a cd jsou jednoduché, ab je 1-fraze.

4.3 Viceznac¢nost gramatik

Definice 4.5 Necht G je gramatika. Rikdme, Ze véta w generovans gramatikou G je viceznacnd,
existuji-li alespon dva riizné derivacni stromy s koncovymi uzly tvoficimi vétu w. Gramatika G



Obrazek 4.6: Podstromy deriva¢niho stromu

je viceznacnd, jestlize generuje alesponn jednu viceznac¢nou vétu. V opac¢ném piipadé mluvime
0 jednoznac¢né gramatice.

Povsimnéte si, Ze definujeme vicezna¢nou gramatiku, nikoli vicezna¢ny jazyk. V mnoha pf¥ipa-
dech lze vhodnymi transformacemi vicezna¢né gramatiky odstranit viceznacnost vét, aniz se
samoziejmé zméni jazyk generovany ziskanou jednoznac¢nou gramatikou. Existuji vSak jazyky,
které nelze generovat jednoznacénou gramatikou. Takové jazyky jsou pak nazyvany jazyky s inhe-
rentni viceznacnosti.

Priklad 4.7 Uvazujme gramatiku G = ({E},{+,—,%,/,(,),i}, P, E), kde P je mnoZzina pravi-
del
E=E +E|E—-E|E+E|E/E|(E) |i

Jazyk L(G) je totozny s jazykem generovanym gramatikou z piikladu 4.3 a je tvofen aritmetic-
kymi vyrazy s bindarnimi operacemi.

Tato gramatika je na rozdil od gramatiky z prikladu 4.3 vicezna¢ni. Vezméme naptiklad vétu
i+ * i a uvazujme vSechny mozné deriva¢ni stromy pfislusejici k této vété (viz obr. 4.7).

Existence dvou ruznych derivaénich stromt k vété i+i*i dokazuje, Ze gramatika G je viceznacna.
Oznacuje-1i se + seéitdni a x ndsobeni, pak neni jasné, zda prvni operaci bude nasobeni (prvni
derivalni strom), a nebo seéitdni (druhy derivaéni strom). Jednozna¢nd gramatika z piikladu 4.3
na druhé strané respektuje obvyklou prioritou operaci (ndsobeni mé pfednost pred se¢itdnim),
jak je patrno z jediného deriva¢éniho stromu véty i+i*i na obr. 4.8

Pro bezkontextové gramatiky bylo dokdzano, ze problém, zda dand gramatika je a nebo neni
viceznacnd, je nerozhodnutelny, tj. neexistuje algoritmus, ktery by v koneéném case odhalil
viceznacnost kazdé bezkontextové gramatiky.

Priklad 4.8 Gramatika obsahujici pravidlo tvaru A — A je zfejmé viceznacné. Toto pravidlo
miZzeme vypustit, aniz zménime jazyk generovany takto zredukovanou gramatikou.

Poznamka 4.2 Viceznac¢nost gramatiky, pokud negeneruje jazyk s inherentni viceznac¢nosti, je
obecné pokladana za negativni rys, ponévadz vede k vétam, jez maji né€kolik interpretaci. Na
druhé strané vSak viceznac¢na gramatika mize byt jednodussi, nez odpovidajici jednoznacna
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Obrézek 4.7: Derivaéni stromy véty 7 + i * 4

(vyraz)
(vyraz) + (term)
(term) <t€ifm> * (faktor)
(faktor) (faktor) i
i i

Obrézek 4.8: Derivaéni strom vty i + i x1 v Go

gramatika (viz ptiklad 4.7). Této skutecnosti se nékdy vyuziva pii konstrukci prekladact tako-
vym zpusobem, Ze se pouzije viceznacné gramatiky a nezadouci interpretace viceznacné véty se
vylouéi dodateénym sémantickym pravidlem.

Priklad 4.9 Jednim z nejznaméjsich prikladd viceznaénosti v programovacich jazycich jsou
konstrukce s then a else. Skutecné, pirepisovaci pravidla

S — if bthen S else S
S — if bthen S
S — p

kde b znaéi booleovsky vyraz a p jiny, nez podminény piikaz, vedou k viceznacné interpretaci
podminéného prikazu. Napf. k vété
if b then if b then p else p

existuji dva rizné derivaéni stromy. Zatim, co Algol 60 tuto konstrukci nedovoluje (za then musi
byt slozeny piikaz), jazyk Pascal uvedenou viceznaénost fesi sémantickym pravidlem: ,k danému



else se vztahuje nejblizsi pfedchozi then“. Poznamenejme, Ze i toto pravidlo lze postihnout také
syntakticky:

S; — if bthen S;| if b then S; else S |p

Sy — if bthen Sy else Sy |p

S pouzitim téchto prepisovacich pravidel obdrzime pro vétu if b then if b then p else p jediny
derivacni strom na obr. 4.9.

S

1

Obrazek 4.9: Derivaéni strom podminéného piikazu

4.4 Rozklad véty

Konstrukci derivace ¢i derivaéniho stromu pro danou vétu nebo vétnou formu nazyvame rozkla-
dem nebo syntaktickou analijzou této véty nebo vétné formy. Program, ktery provadi rozklad
vét uréitého jazyka, se nazyva syntakticky analyzdtor (anglicky také parser, to parse = rozlozit).

Algoritmy syntaktické analyzy lze rozdélit podle zpiisobu, kterym je konstruovana derivace véty,
tj. vytvaren deriva¢ni strom, do téchto dvou zakladnich skupin:

- syntaktickd analyza shora dola

- syntaktickd analyza zdola nahoru

Pri syntaktické analyze shora dold zafindme derivacni strom budovat od vychoziho symbolu
(kofene deriva¢niho stromu) a postupnymi pfimymi derivacemi dojdeme k termindlnim symbo-
ltim, které tvofi analyzovanou vétu (koncovym uzlim deriva¢éniho stromu). Problém spociva ve
spravnosti volby pfimych derivaci, tj. pofadi pouzivani piepisovacich pravidel.

Pri syntaktické analyze zdola nahoru zacindme derivacni strom budovat od koncovych uzli a
postupnymi pfimymi redukcemi dojdeme ke kofenu (vychozimu symbolu gramatiky).

Zakladnim problémem této tFidy syntaktickych analyzatort je hledani prvniho podretézce véty
(v dalgich krocich vétnych forem), ktery muze byt redukovan k jistému nonterminlu — kofenu
podstromu deriva¢niho stromu. Tento podretézec, jak jiz vime, se nazyva l-fraze.



Priklad 4.10 Myslenku obou typu syntaktické analyzy ilustrujeme na piikladé gramatiky,
ktera generuje jazyk L = {a"b™c™d" | n > 1,m > 1}. Tato gramatika ma pravidla

S — aSd|adAd
A — bAc|bc

kde S je vychozi symbol.

Na obr. 4.10 je uvedena konstrukce deriva¢niho stromu metodou shora dolt spolu s odpovidajici
levou derivaci véty abbced. Na obr. 4.11 je zndzornéna konstrukce deriva¢niho stromu metodou

S S S

. A\ A\

a A d 21/le a A d
b A C

S = aAd = abAcd = abbccdd

Obrazek 4.10: Syntakticka analyza shora dola

zdola nahoru. Odpovidajici prava derivace je zapsana zprava doleva.

Vratme se opét k zdkladnim problémtm syntaktické analyzy. Pfi analyze shora dolt konstruu-
jeme levou derivaci véty. Pfedpoklidejme, Ze v jistém kroku analyzy je A nejlevéj$§im nontermi-
nilem, ktery ma byt prepsan. Dale predpokladejme, Ze gramatika obsahuje n pravidel s levou
stranou A:

A—-og|ag|...|ay

Jak pozname, kterym fetézcem «; je tfeba nahradit nontermindl A? Podobné pii analyze zdola

abbccdd <= abAcd <= aAd <= S
S
A A

AN A

/A\
b ccdabbcocd

e o o
c cdab

A A
e o o o e O o o
abbccdab b
Obrazek 4.11: Syntaktickd analyza zdola nahoru

nahoru, kdy je v kazdém kroku redukovana I-fraze vétné formy, spoc¢iva hlavni problém v urceni
zacatku a konce 1-fraze.



Jednim z feSeni téchto problému je ndhodny vybér nékteré z moznych alternativ. Ukaze-1i se
pozdéji, Ze zvolend alternativa nebyla spravnd, je tfeba proces rozkladu ,vratit“ a uvazovat
jinou alternativu. (Pfi syntaktické analyze shora doli se napfiklad pokousime piepisovat A fe-
tézci a1, ao ... tak, aby se prefix ziskané levé derivace, ktery obsahuje pouze terminalni symboly,
shodoval s prefixem analyzované véty). Tento typ analyzy se nazyva syntaktickd analijza s nd-
vratem (Syntax analysis with backup). I kdyZ pocdet ndvratd je omezeny, je patrné, Ze analyza
s navratem je Casové naroc¢na. Kromé toho jsou ndvraty zdrojem komplikaci pii sémantickém
vyhodnocovani prekldadaného programu.

Praktickym feSenim problémt syntaktické analyzy programovacich jazykt jsou tzv. determinis-
tické gramatiky (kapitola 6.), které umoznuji na zdkladé kontextu zpracoviavaného podietézce
vétné formy, urcit spravnou alternativu v kazdém kroku analyzy. Tento typ syntaktické analyzy
se nazyva deterministickd syntaktickd analyza (deterministicky rozklad) nebo syntaktickd ana-
lyza bez ndvratu. Pro ilustraci role kontextu uvazujme vétu 7 + ¢ * ¢ v gramatice z prikladu 4.3.
Po zpracovani podretézce ¢ + ¢ nam kontext reprezentovany termindlem x pomiZe urcit frazi,
kterou neni 7 + ¢, ale podretézec 7 * 4.

4.5 Transformace bezkontextovych gramatik

Obecné neexistuje algoritmickd metoda, kterd by umoznovala sestrojit gramatiku generujici ja-
zyk s libovolnou strukturou. Existuje vSak celd rfada uziteénych transformaci gramatik, které
dovoluji modifikovat gramatiku, aniz by byl porusen generovany jazyk. V tomto odstavci popi-
Seme nékteré z téchto transformaci formou matematickych zipisi ptisluSnych algoritmai.

Definice 4.6 Rikdme, 7e gramatiky G a G jsou ekvivalentni, jestlize plati L(G1) = L(G2), tj.
jestlize jimi generované jazyky jsou totozné.

V nékterych pripadech se muze stat, Ze sestrojena gramatika obsahuje zbytecné symboly a nad-
byteéna prepisovaci pravidla. Nehledé k tomu, Ze tato skutecnost mize byt dusledkem chyby
v konstrukci gramatiky, je velmi pravdépodobné, ze syntaktickd analyza bude probihat méné
efektivné. Je proto dileZité odstranit z gramatiky zbyteéné symboly a nadbyteénd pravidla.

Uvazujme napiiklad gramatiku G = ({5, A}, {a,b}, P,S), kde P = {S — a, A — b}. Je zfejmé,
7e nonterminil A a termindl b se nemohou objevit v zadné vétné formé. Proto je mizeme
z gramatiky G odstranit spolu s nadbyteénym pravidlem A — b, aniz se zméni L(G).

Definice 4.7 Necht G = (N, X, P, S) je gramatika. Rikdme, %e symbol X € (N U X) je v gra-
matice G zbytecny, jestlize neexistuje derivace tvaru S="*wXy="wzy. Retézce w,z,y jsou
v 3.

Abychom zjistili, zda nonterminal A je zbyteény, popiSeme algoritmus urcujici, muze-li se z non-
termindlu A generovat fetézec termindlnich symboli, tj. zjistujeme, zda {w | A=*w, w € £*} =

0

Tento algoritmus Ize formulovat jako algoritmus, ktery zjistuje, je-li jazyk, generovany bezkon-
textovou gramatikou, neprazdny.

Algoritmus 4.1 Je L(G) neprazdny?

Vstup: gramatika G = (N, %, P, S).



Vystup: ANO je-li L(G) # 0, NE v opatném piipadé.
Metoda: Sestrojime mnoziny Ny, N1, ... rekurzivné takto
(1) No=0,i=1
(2) Nij={A|A—>ajevPAa€ (N1 UZ)*}UN;_4
(3) Je-li N; # N;_1, poloz i =i+ 1 a vraf se ke kroku 2. Je-li N; = N;_1, poloz N; = N;
(4) Jestlize vychozi symbol S je v N, pak je vystup ANO, jinak NE.

Poznamka 4.3 Jestlize mnozina nonterminild N ma n prvki, pak, protoze Ny C N, musi
algoritmus 4.1 skonc¢it maximalné po n + 1 iteracich kroku 2.

Véta 4.1 Algoritmus 4.1 mé vystup ANO, pravé kdyz S =*w pro néjaké w € X* Dukaz:
Nejprve dokadzeme indukci pro ¢ implikaci:

(1) Jestlize plati A € N;, pak A= w pro néjaké w € T*

Pro i = 0 implikace plati, protoze Ny = 0. Pfedpoklddejme, %e (1) plati pro i, a ze A je
prvkem mnoziny N;i1. Je-li zdiroveh A € N;, pak je induktivni krok trividlni. Jestlize A lezi
v Nji1 — Nj, pak existuje pravidlo A — Xj... Xy, kde X, je bud termindlni symbol, nebo
X; € N;, 7 =1,...,k. Pro kazdé j tedy existuje fetézec w; € X* takovy, ze X; =" w; a plati
tak

A:>X1Xk:*>w1X2Xk:*>:*>w1wk =w

Opacnou implikaci:
(2) Jestlize A = w, pak A € N; pro n&jaké i
dokaZzeme opét indukci.

Je-li n = 1, pak zfejmé i = 1. Pfedpokladejme, ze (2) plati pro n, a ze A=""'w . Pak miZeme
psat A= X, ... Xpy=>"w,kde w =w;...wx a X; =" wj pro j =1,...,k, nj <n. (Podfetézce
wj jsou fraze fetézce w vzhledem k nonterminalim X; v pripadé, ze X; € N, pak X; € N;; pro
né&jaké i;. Polozme i; = 0, jestlize X; € X. Necht 4 = 1 + maxz(iy,...,i). Pak, podle definice,
A € N;. Polozime-li nyni A = S v implikacich (1) a (2), dostdvame dikaz véty 4.1. 0

Definice 4.8 Rikdme, %e symbol X € (N UX) je nedostupng v gramatice G = (N, %, P, S),
jestlize X se nemiiZze objevit v zadné vétné formé.

Algoritmus 4.2 Odstranéni nedostupnych symboli

Vstup: Gramatika G = (N, %, P, S).
Vystup: Gramatika G' = (N, ¥/, P, S), pro kterou plati
(i) L(G') = L(G)

(ii) Pro v8echna X z (N' U Y') existuji fetézce a a § z (N'UX')* tak, 7e S = aXf
v gramatice G'.

Metoda:

(1) Polozime Vy ={S}ai=1
(2) Konstruujeme V; ={X |A > aXpePANAcV; 1} UV,



(3) Je-li V; #V; 1, poloz i =i+ 1 a vrat se ke kroku 2.
Je-li V; = V;_q, pak
N =V,nN
Y=v,Nn%
P' C P obsahuje ta pravidla, kterd jsou tvoiena pouze symboly z V;.

Algoritmus 3.2 je podobny algoritmu 4.1. Protoze je V; C N U X, je polet opakovani bodu (2)
algoritmu 4.2 konecny. Dikaz algoritmu se provede indukci pro ¢ této ekvivalence:

S= aXp, pravé kdyz X € V; pro néjaké i.
Nyni zformulujeme algoritmus pro odstranéni zbyteénych symbolii.

Algoritmus 4.3 Odstranéni zbyte¢nych symbold.

Vstup: Gramatika G = (N, 3, P, S) generujici neprazdny jazyk.
Vystup: Gramatika G' = (N, ¥/, P!, S), pro kterou plati:

(i) L(G) = L(G")
(ii) Z&dny symbol v N’ U Y’ neni zbyteény

Metoda:

(1) Na gramatiku G aplikuj algoritmus 4.1 s cilem ziskat mnoZinu N;. Poloz G = (N N
Ny, %, P1, S), kde P; obsahuje pravidla tvofené pouze symboly z Ny U &

(2) Algoritmus 4.2 aplikuj na gramatiku G. Vysledkem je gramatika G’ = (N', %', P, §),
ktera neobsahuje zbyte¢né symboly.

V kroku (1) algoritmu 4.3 jsou z G odstranény vSechny nonterminély, které nemohou generovat
termindlni fetézce. V kroku (2) jsou pak odstranény vSechny symboly, které jsou nedostupné.
Obracené poradi pouziti algoritmi 4.1 a 4.2 nemusi vidy vést ke gramatice bez zbytecnych
symbolii.

Véta 4.2 Gramatika G’ z algoritmu 4.3 je ekvivalentni gramatice G a nem4 zbyte¢né symboly.

Diikaz: DokéZeme sporem, Ze gramatika G’ nemd zbyte¢né symboly. Piedpoklddejme, ze A € N’
je zbyteény symbol. Podle definice zbyteénych symboli musime uvazovat dva pripady:

1. Neplati S=7, aAB pro viechna « a B. V tomto piipadé se vSak dostdvidme do sporu
s krokem (2) algoritmu 4.3.

2. Plati S=7, aAfS pro néjakd « a (3, avSak neplati A="7, w,w € ¥'*. Pak A nebude odstra-
nén v kroku (2) algoritmu 4.3 a navic, plati-li A=}, yBd, pak ani B nebude odstranén
v kroku (2). Plati-li vSak A=}, w, pak také plati A=, w a tedy neplati-li A=, w, pak
neplati ani A =, w, coZ je spor s krokem (1) algoritmu 4.3.

Diikaz, 7e G' neobsahuje ani zbyte¢ny terminal se provede obdobné. O



Piiklad 4.11 Uvazujme gramatiku G = ({S, 4, B}, {a,b}, P, S), kde P obsahuje pravidla:

S — alA
A — AB
B — b

Aplikujeme-li na G algoritmus 4.3, pak v kroku 1 ziskdme N; = {S, B}, takze G = ({S, B}, {a, b},
{S = a,B — b}, S}). Po aplikovani algoritmu 4.2 na G obdrzime V, = V; = {S,a}. Vysledkem
je tedy ekvivalentni gramatika

G' = ({5} {a},{S = a}, ).

Kdybychom jako prvni aplikovali algoritmus 4.2, zjistime, Ze vS§echny symboly v G jsou dostupné
a algoritmus 4.2 tedy gramatiku G nezméni. Po aplikovani algoritmu 4.1 ziskdme Ny = {S, B},
takZe vysledna gramatika bude G a ne G'.

Dalsi dilezitou transformaci, kterou nyni popiSeme, je transformace odstranujici z gramatiky
pravidla tvaru A — € (e je prazdny fetézec), tzv. e-pravidla. Jestlize ovSéem L(G) mé obsahovat
také prazdny fetézec, pak neni mozné aby G neobsahovala zadné e-pravidlo. Nasledujici definice
gramatiky bez e-pravidla respektuje tuto skutec¢nost.

Definice 4.9 Rikdme, 7e gramatika G = (N, X, P,S) je gramatikou bez e-pravidel, jestlize bud
P neobsahuje zadné e-pravidlo, nebo existuje jediné e-pravidlo tvaru § — € a vychozi symbol S
se nevyskytuje na pravé strané zidného pravidla z P.

Algoritmus 4.4 Transformace na gramatiku bez e-pravidel.

Vstup: Gramatika G = (N, %, P, S)
Vystup: Ekvivalentni gramatika G' = (N', %', P!, S') bez e-pravidel.
Metoda:
(1) Sestroj No ={A| A € N a A="¢}. Konstrukce mnoziny N, je analogickd konstrukci
N; z 4.1.

(2) Necht P’ je mnozina pravidel, kterou konstruujeme takto:

a) Jestlize A —» ayBia1By...Bray je v P,k > 0 a kazdé B; je v N, 1 < i <k,
aviak zadny ze symbold Fetézcl a; neni v N, 0 < j < k, pak k P’ pfidej viechna
pravidla tvaru

A— a0X1a1X2 - Xkak
kde X; je bud B; nebo e. Nepfidavej e-pravidlo A — ¢, které se objevi, jsou-li
vSechna «; = e.
b) Jestlize S € N, pak k P’ pfidej pravidla

S —e|S

S’ je novy vychozi symbol. Poloz N' = N U {S'} Jestlize S ¢ N, pak N' =N a
S'=8
(3) Vysledna gramatika ma tvar G' = (N', %', P', S")



Priklad 4.12 Uvazujme gramatiku G = ({S},{a,b},P,S), kde P obsahuje pravidla S —
aSbS | bSaS | e. Po aplikovani algoritmu 4.4 ziskdme gramatiku G’ bez e-pravidel. G =
({s’,S},{a,b},P',S"), kde P’ obsahuje pravidla

S = S e

S — aSbS|bSaS |aSb|abS |ab|bSa|baS | ba

Véta 4.3 Algoritmus 4.3 pfevadi vstupni gramatiku G na ekvivalentni gramatiku G’ bez e-prav.
Dikaz: G’ ziejmé neobsahuje e-pravidla kromé p¥ipadného pravidla S — ¢, je-li € € L(G).
Diikaz, ze L(G) = L(G") se provede indukci pro délku fetézce w v ekvivalenci

A= w pravé kdyz w # e/\A=;>w
Gl
Jinou uzite¢nou transformaci je odstranéni pravidel tvaru A — B. O
Definice 4.10 Piepisovaci pravidlo tvaru A — B, A, B € N se nazyva jednoduché pravidlo.

Algoritmus 4.5 Odstranéni jednoduchych pravidel.

Vstup: Gramatika G bez e-pravidel.
Vystup: Ekvivalentni gramatika G’ bez jednoduchych pravidel.
Metoda:

(1) Pro kazdé A € N sestroj mnozinu Ny = {B | A=" B} takto:
a) N() = {A},’L =1
b) Nj={C|B—CjevPaBeN;, 1}UN;
c) Jestlize N; # N;_1, poloz ¢ = ¢ + 1 a opakuj krok b). V opatném piipadé je
Ny = N;.
(2) Sestroj P’ takto: Jestlize B — « je v P a neni jednoduchym pravidlem, pak pro
v8echna A, pro néZ B € Ny, ptidej k P! pravidla A — «
(3) Vysledn4 gramatika je G = (N, X%, P/, S)
Piiklad 4.13 Uvazujme gramatiku s prepisovacimi pravidly:
E - E+4+T|T
T - TxF|F
Tato gramatika se 1isi od gramatiky z prikladu 4.3 pouze jinym znac¢enim nontermindlu a generuje
tudiz stejny jazyk aritmetickych vyrazi
Po aplikovani algoritmu 4.5 bude
Ny = {E,T,F}
Nr = {Ta F}
Np = {F}
a vyslednd mnozina prepisovacich pravidel, neobsahujici jednoduché pravidla, bude:
E — E+T|T«F|(E)]|i
T — TxF|(E)]|:



Véta 4.4 Algoritmus 4.4 pfevadi vstupni gramatiku G na ekvivalentni gramatiku G’ bez jed-
noduchych pravidel. Dikaz: Gramatika G’ ziejmé neobsahuje jednoduché pravidla. Abychom
ukdzali, ze L(G) = L(G"), dokdzeme Ze plati L(G') C L(G) a také L(G) C L(G").

1. L(G@") C L(G)
Necht w € L(G"). Pak existuje v G' derivace S = ag = a1 = ... = a, = w.

Jestlize k derivaci o; =, ;11 bylo pouzito pravidla A — 3, pak existuje nontermindl B
fel + yi0 p

(A = B ptipadné) takovy, ze A=, B a B=_, [ atedy A=, 8 a a; =, @j+1. Z toho plyne,

ze plati S=7 w a w je tudiz v L(G).

2. L(G) C L(G)

Necht w € L(G) a S = ap = a1 = ... = a, = w je leva derivace Tetézce w v gramatice
G. Necht i1, 19, .. .14 je posloupnost indexii tvofend pouze témi j, pro které v levé derivaci
aj—1 = «aj; nebylo pouZzito jednoduchého pravidla. Specidlné i; = n, protoze posledni
aplikované pravidlo v derivaci fetézce w nemiize byt jednoduché. Derivace fetézce w v G
je levou derivaci, a proto aplikaci jednoduchych pravidel nahrazujeme pouze nejlevéjsi
nonterminél jinym nontermindlem (reprezentuje levou stranu pravidla v G'). Plati tedy
S=g i =g ... =y o =watudiz w € L(G).

Dokézali jsme tak ekvivalenci gramatik G a G'. O

Definice 4.11 Rikdme, 7e G je gramatika bez cyklu, jestlize v ni neexistuje derivace tvaru
A=* A pro zadné A z N. Jestlize G je gramatika bez cyklu a bez e-pravidel a nema zadné
zbytecné symboly, pak fikame, ze G je vlastni gramatika.

Véta 4.5 Je-li L bezkontextovy jazyk, pak existuje vlastni gramatika G takovd, ze L = L(G).
Dtkaz: Vyplyva z algoritmu 4.1-4.5. Gramatika, jez neobsahuje e-pravidla a jednoducha pra-
vidla, je zfejmé gramatikou bez cyklu. Existence e-pravidel a jednoduchych pravidel, na druhé
strané, neimplikuje existenci cyklu (tj. derivace tvaru A =" A pro néjaké A € N). O

Poznamka 4.4 Gramatiky, které obsahuji e-pravidla a cykly, komplikuji obvykle algoritmy
rozkladu. VétSina efektivnich syntaktickych analyzatora je konstruovana pro vlastni gramatiku.

Dalsi transformaci, kterou uvedeme, je odstranéni levé rekurze. Tato transformace je duilezita
pro pouziti analyzy typu shora-doli.

Definice 4.12 Necht G = (N, X, P, S). Pfepisovaci pravidlo z P se nazyva rekurzi zleva (rekur-
zivni zprava), jestlize je tvaru A — Aa(A — aA),A € N,a € (N UX)*. Jestlize v G existuje
derivace A =71 aAf, pro néjaké A € N, tikdme, ze gramatika G je rekurzivni. Je-li a = €, pak
mluvime o gramatice rekurzivni zleva, je-li 8 = €, pak fikdme, ze G je rekurzivni zprava.

Poznamenejme, ze je-li jazyk L(G) nekoneény, pak G musi byt rekurzivni.

Dfive, nez zformujeme algoritmus eliminujici levou rekurzi, ukdzeme, jakym zptisobem lze od-
stranit prepisovaci pravidla rekurzivni zleva.

Definice 4.13 Pravidlo A — « , s levou stranou tvofenou nontermindlem A, budeme nazyvat
A-pravidlo (Neplést s e-pravidlem.)



Véta 4.6 Necht G = (N,X%, P,S) je gramatika a necht A — Aoy | Aag | ... | Aam | 1 |

B2 ... | Bn jsou viechna A-pravidla. Zadny z fetézcii 3; neza¢ind nontermindlem A. Gramatika
G' = (NU{A'},%,P',S), kde P’ obsahuje namisto uvedenych pravidel pravidla
A = Bi|Bal..|Bnl| BLA | BA| ... | BrA
A = o |ag|.. | ap| A | agd ] ... | oA
je ekvivalentni s gramatikou G, tj. L(G) = L(G'). Dikaz: Uvedena transformace nahra-
zuje pravidla rekurzivni zleva pravidly, kterd jsou rekurzivni zprava. Oznacime-li jazyky L; =
{B1,B2,---,Pn}t a Lo = {a1,09,...,q,} vidime, Ze v G lze z nontermindlu A derivovat Fetézce
tvorici jazyk LiL3. Pravé tyto Fetézce mizeme vSak derivovat z A také v gramatice G'. Efekt
popisované transformace ilustruje obrazek 4.12. O
/A\. /A\
AL ® P /A\
A a. o A
A N

I RN

p a,

Obrazek 4.12: Odstranéni levé rekurze: nalevo ¢ast stromu v G, napravo ¢4st stromu v G’

Priklad 4.14 Uvazujme gramatiku G z predchazejiciho piikladu s pravidly

E - E+T|T
T — TxF|F
Po odstranéni pravidel rekurzivnich zleva ziskdme ekvivalentni gramatiku G’ s pravidly

E — T|TE

E' — +T|+TF'
T — F|FT'

T' — *F |*FT'
F = (BE)|:

Véta 4.7 Necht G = (N, X%, P, S) je gramatika. A — aBfS, B € N;a,f € (N UX)* je pravidlo
zPaB— v |v]|...|7v jsouviechna B-pravidla v P. Necht G’ = (N, %, P, S), kde

P'=P—{A—aBfU{A > anB|aypb|...|amp}.



Pak L(G) = L(G'). Dikaz: Vysledkem této transformace je odstranéni pravidla A — aBf
z gramatiky G tim zpidsobem, Ze za nonterminal B ,dosadime“ vSechny pravé strany B-pravidel.
Formalné se dikkaz provede tak, ze se ukdze platnost konjunkce L(G) C L(G) A L(G") C L(QG).
Efekt této transformace ilustruje obr. 4.13, jenz znizornuje derivaéni stromy fetézce aabbb v gra-
matice G resp. G'. Gramatika G obsahuje pravidlo A — aAA a dvé A-pravidla A — aAA | b.
Polozime-li @« = a,B = A, = A, miuZeme eliminovat pravidlo A — aAA zavedenim téchto
A-pravidel v gramatice G":

A — aaAAA | abA | b
I o
I

Obréazek 4.13: Deriva¢ni stromy véty aabbb v G resp. G’

resp.

Algoritmus 4.6 Odstranéni levé rekurze.

Vstup: Vlastni gramatika G = (N, %, P, S)

Vystup: Gramatika G’ bez levé rekurze.

Metoda:

(1)

(2)

Necht N = {A;, Ag, ..., A, }. Gramatiku budeme transformovat tak, ze je-li 4; — «
pravidlo, pak « za¢ind bud termindlem, nebo nontermindlem A;, j > 4. K tomu téelu
polozme ¢ = 1.

Necht A; = Ajoq | ... | Ajam | B1 | --. | Bp jsou vSechna A;-pravidla a necht zadné
[; nezacina nontermindlem Ay, je-li k < 3.

Nahrad vSechna A;-pravidla témito pravily:

Al 5 oq | oy el AL ]| e Al

kde A} je novy nontermindl. Takto v8echna A;-pravidla zaginaji bud termindlem, nebo
nontermindlem Ay, k > i.

Je-li i« = n, pak jsme ziskali vyslednou gramatiku G’. V opaéném piipadé poloZ
i=i+laj=1.

Kazdé pravidlo tvaru A; = Ajo nahrad pravidly 4; — S| ... | Bpa kde A; — G |
... | Bp jsou vSechna A;-pravidla. Po této transformaci budou vSechna A;-pravidla za-
¢inat bud termindlem, nebo nontermindlem Ay, k > j, takZe také vSechna A;-pravidla
budou mit tuto vlastnost.



(5) Je-li j =14 — 1, pak pfejdi ke kroku (2). Jinak j = j + 1 a opakuj krok (4).

Véta 4.8 Kazdy bezkontextovy jazyk lze generovat gramatikou bez levé rekurze. Diikaz: Necht
G je vlastni gramatika. Algoritmus 4.6 pouzivi pouze transformaci z vét 4.6 a 4.7 a tudiz je
L(G) = L(G").

Déle musime dokdzat, ze G’ neni gramatikou rekurzivni zleva. Formélni diikkaz nebudeme pro-
vadét (viz [?]). Uvedomime si vSak, Ze krok (2) odstrafiuje pravidla rekurzivni zleva. Stejné
tak pravidla vznikla aplikaci kroku (4) nejsou rekurzivni zleva. Protoze krok (2) je aplikovin
na vSechny nonterminélni symboly, nemize vysledna gramatika obsahovat pravidla rekurzivni
zleva. O

Priklad 4.15 Necht G je gramatika s pravidly:

A — BC|a
B — CA|Ab
C — AB|CC|a

Polozme A1 = A, Ay = B a A3 = C. V kazdém kroku uvedeme pouze nova pravidla pro ty
nontermindly, jejichZ pravidla se méni.

krok (2), i=1, beze zmény
krok (4), i=2,j=1, B — CA|BCb|ab
krok (2), i=2, B — CA|ab|CAB'| abB'
B' — CbB' | Cb
krok (4), i=3,j=1, C —- BCB |aB|CC |a
krok (4), i=3,j=2, C — CACB|abCB|CAB'CB|abB'CB |aB|CC |a
krok (2), i=3, C — abCB | abB'CB |aB | a | abCBC' | abB'CBC' | aBC' | aC’

C' - ACBC' | AB'CBC'| CC' | ACB | AB'CB | C

4.6 Chomského normalni forma

Definice 4.14 Gramatika G = (N, X, P,S) je v Chomského normdlni formé (CNF), jestlize
kazdé pravidlo z P m4 jeden z téchto tvari:

(1) A— BC,A,B,C € N nebo
(2) A— a, a€ X nebo

(3) Je-li e € L(G), pak S — € je pravidlo z P a vychozi symbol S se neobjevi na pravé strané
zéddného pravidla.

Chomského normalni forma gramatiky je prostfedkem zjednodusSujicim tvar reprezentace bez-
kontextového jazyka. Nyni popiSeme algoritmus prevodu obecné bezkontextové gramatiky do
Chomského normalni formy.

Algoritmus 4.7 Prevod do Chomského normalni formy.

Vstup: Vlastni gramatika G = (N, X, P, S) bez jednoduchych pravidel.



Vystup: Gramatika G' = (N', X, P!, S") v CNF takovd, ze L(G) = L(G’)

Metoda:

1
2
3

)
)
)
4)

(
(
(
(

Véta 4.9

Z gramatiky G ziskdme ekvivalentni gramatiku G' v CNF takto:

MnoZina pravidel P’ obsahuje v8echna pravidla tvaru A — a z P
Mno#ina pravidel P’ obsahuje viechna pravidla tvaru A — BC z P
Je-li pravidlo S — € v P, pak S — € je také v P’
Pro kazdé pravidlo tvaru A — X;... Xy, kde k& > 2 z P piidej k P’ tuto mnozinu
pravidel. Symbolem X/ zna¢ime nontermindl X;, je-li X; € N, nebo novy nonterminal,
je-li X; € %

A - X{(X9...Xg)

(Xp—1 X)) — Xp X}

kde kazdy symbol (X; ... Xy) zna¢i novy nonterminédlni symbol.

Pro kazdé pravidlo tvaru A — X; X5, kde néktery ze symbold X; nebo X lezi v
pridej k P’ pravidlo A — X{ X}.

Pro kazdy novy nontermindl tvaru a’ pfidej k P’ pravidlo a’ — a. Vyslednd gramatika
je G = (N',X, P!, S'); mnozina N’ obsahuje vSechny nonterminaly tvaru (X;... X)
ada.

Necht L je bezkontextovy jazyk. Pak existuje bezkontextova gramatika G v CNF

takovd, ze L = L(G). Dikaz: Podle véty 4.5 m4 jazyk L vlastni gramatiku G. Stadi tedy dokazat,
7e vysledkem algoritmu 4.7 je ekvivalentni gramatika G’ tj. L(G) = L(G"). Tato ekvivalence v8ak

plyne bezprostiedné z aplikace vty 4.7 na kaZdé pravidlo z P’, které mé nonterminaly tvaru a’
a (X;...X;). Vysledkem bude gramatika G'. O

Piiklad 4.16 Necht G je gramatika s pravidly

S — aAB|BA
A — BBB|a
B — AS|b

Chomského normélni forma G’ = (N', {a,b}, P', S) m4 pravidla:

S — d(AB)|BA
A — B(BB)|a
B — AS|b

(AB) — AB

(BB) — BB
d = a

Nov4 mnoZina nonterminéli je tedy N' = {S, A, B, (AB), (BB),d'}



Priklad 4.17 Pfedpokladejme, Ze gramatika G je v CNF, a ze Fetézci w € L(G) p¥islusi derivace
v G délky p. Jaka je délka véty w? ReSeni: Nechf |w| = n. Pak pro odvozeni véty bylo tieba
n-krat aplikovat pravidlo tvaru A — a a (n-1)-krdt pravidlo tvaru A — BC. Dostdvame tedy
vztah

p=n+n—-1=2n-1

a vidime, Ze p je vidy liché. ReSeni piikladu je tedy

‘w|:1’i1
2

4.7 Greibachova normalni forma

Definice 4.15 Gramatika G = (N,X%, P, S) je v Greibachové normélni formé (GNF), je-li G
gramatikou bez e-pravidel a jestlize kazdé pravidlo (s vyjimkou p¥ipadného pravidla S — €) mi
tvar A > aa kdea € ¥ aa € N*.

Lemma 4.1 Necht G = (N, %, P, S) je gramatika bez levé rekurze. Pak existuje linedrni uspo-
fadani < definované na mnoziné nonterminalnich symboli N takové, 7e je-li A - Ba v P, pak
A < B. Diikaz: Necht R je relace na mnoziné N takova, ze ARB plati pravé kdyz A =% Ba pro
néjaké a € (NUX)*. Z definice levé rekurze plyne, ze R je ¢astecné uspofaddani (R je tranzitivni).
Kazdé éasteéné usporadani pak lze rozsitit na linedrni usporadani. O

Nyni zformulujeme algoritmus pfevodu gramatiky G do Greibachové normalni formy.

Algoritmus 4.8 Prevod do Greibachové normalni formy.

Vstup: Vlastni gramatika bez levé rekurze G = (N, %, P, S)
Vystup: Ekvivalentni gramatika G' v GNF
Metoda:

(1) Podle lemmy 4.1 vytvorl linedrni uspofddani < na N takové, ze kazdé A-pravidlo
za¢ind bud termindlem, nebo néjakym nontermindlem B takovym, ze A < B. Necht

N:{Al,AQ,...,An}aAl<A2<...<An.

(2) Polozi=mn—1

(3) Je-li i = 0 pfejdi k bodu (5), je-li ¢ # 0 nahrad kazdé pravidlo tvaru A4; — A;«, kde
j > ipravidly A; = Bia| ... | B, kde Aj — Bi | ... | By jsou vSechna Aj-pravidla.
(Kazdy z fetézct fi ... [ zalind termindlem.)

(4) Poloz i =i — 1 a opakuj krok (3).

(5) V tomto okamziku v8echna pravidla (s vyjimkou pravidla S — €) za¢inaji termindlnim

symbolem. V kaZdém pravidle A — aX; ... X} nahrad ty symboly X, které jsou
termindlnimy symboly, novym nontermindlem X ;

(6) Pro vSechna X} z bodu (5) pfidej pravidla X; — X



Véta 4.10 Necht L je bezkontextovy jazyk. Pak existuje gramatika G v GNF takova, ze L =
L(G). Dikaz: Z definice uspofddani < vyplyva, ze vSechna A,-pravidla za¢inaji termindly, a ze

po opakovaném proviadéni kroku (3) algoritmu 4.8 budou v8echna A;-pravidla proi =1,...,n—1
zacinat také termindlnimi symboly. Krok (5) a (6) pfevadi nepocateéni termindlni symboly
pravych stran na nontermindly, aniz se podle véty 4.10 méni generovany jazyk. O

Priklad 4.18 Pievedme gramatiku G s pravidly

E — T|TE

E' — +T|+TFE

T — F|FT

T' — «*F|*FT'

F — (E)|i doGNF.

Regeni: Podle lemmy 4.1 je E < T < F. Jako linedrni uspofad4ani na mnoZiné nontermin4li
vezméme usporadani
F<E<T <T<F

Vsechna F-pravidla za¢inaji termindlem (dtsledek skute¢nosti, Ze F' je nejvétsi prvek v uspora-
déni < ). Dal3i nejvétsi symbol 7' mé pravidla T'— F | FT" a po aplikaci kroku (3) dostdvame
pravidla T — (E) | i | (E)T" | iT".

Vysledna gramatika v GNF m4 pravidla:

E — (B)|i|(B)T'|iT"|(E)E'|iE"|(E)T'E"|iT'E
E' — +T|+TE

T — (B) |i|(B)T |

T' — «F |*FT'

F — (BE)]i

) =)

a

Nevyhodou algoritmu 4.8 je velké mnozstvi novych pravidel. Existuje alternativni algoritmus
pfevodu do GNF, [?], ktery nezvétsuje tak vyrazné pocet pravidel gramatiky, avSak zavadi zase
vice nonterminali.

4.8 Cviceni

Cvicéeni 4.8.1 Pro vypocet tranzitivniho uzavéru binarni relace definované na kone¢né mnoziné
(napf. slovniku gramatiky) se velmi ¢asto pouZziva reprezentace relace prostfednictvim booleov-
ské matice a operaci nad touto matici. Je-li A booleovskd matice reprezentujici bindrni relaci
R na mnoziné M (tj. Alp,q] = true, je-li (p,q) € R a Alp,q] = false, je-li (p,q) ¢ R, p,q € M
a Alp, q] je prvek matice A v fadku oznaeném p a sloupci oznaceném q), pak tranzitivni uzavér
relace R je relace RT, jeZ je reprezentovan matici AT:

(3) AT = A+ A%+ . 4 A"



kde n = min(|M| — 1, |R|) a operace se¢itani, resp. ndsobeni jsou interpretovany jako disjunkce,
resp. konjunkce.

Pro vypocet tranzitivniho uzavéru existuje efektivnéjsi postup nez podle 3, nazyvany, podle
autora, Warshalldv algoritmus.

Algoritmus 4.9 Warshalliv algoritmus pro vypocet tranzitivniho uzavéru binarni relace.

Vstup: Booleovskd matice A reprezentujici bindrni relaci R.
Vystup: Booleovskd matice B reprezentujici bindrni relaci R*.
Metoda:

(1) Poloz B=Aai=1.

(2) Pro vSechna j, jestlize B[j,i] = true, pak pro k = 1,...,n poloz B[j, k] = Blj, k] +
BIi, k).

(3) Poloz i =14+ 1.

(4) Je-li i < n, vrat se ke kroku (2); v opaéném piipadé je B vysledni matice.
Ukazte, ze algoritmus 4.9 pocita skutecné tranzitivni uzavér binarni relace.

Cvicéeni 4.8.2 V gramatice z prikladu 4.3 vytvorte levou a pravou derivaci a deriva¢ni strom
véty i * (i + 4 — ). Naleznéte vSechny frize, jednoduché fraze a [-frazi této véty.

Cvideni 4.8.3 Necht G = (N, %, P, S) je gramatika a a1, ay Fetézce a1, as € (N UX)*. Navrh-
néte algoritmus, ktery zjistuje, zda plati oy =, ae.

Cviceni 4.8.4 Je dina gramatika G = ({S, 4, B}, {a,b}, P, S), kterd ma pravidla

S — bA|aB
A — alaS|bAA
B — b|bS|aBB

Ukazte, Ze tato gramatika je viceznalna (uvazujte napf. vétu aabbab). Pokuste se nalézt ekviva-
lentni jednoznacnou gramatiku.

Cvicéeni 4.8.5 Gramatiku s pravidly

S —- A |B
A — aB|bS|b
B — AB|Ba
C — AS|b

transformujte na ekvivalentni gramatiku bez zbyteénych symbola.

Cvicéeni 4.8.6 Naleznéte gramatiku bez e-pravidel, jez je ekvivalenci s gramatikou

S — ABC
A — BB]|e
B — CCla
C — AA|b



Cviceni 4.8.7 Ke gramatice

S — A|B
A — C|D
B — D|E
C — S |ale
D — S |b
E — S |cl|e

naleznéte ekvivalentni vlastni gramatiku.

Cvicéeni 4.8.8 Formulujte algoritmus, ktery testuje, zda gramatika G je a nebo neni gramatikou
bez cyklu.

Cvicéeni 4.8.9 V gramatice

S — AB
A — BS |b
B — SA|a

odstrante levou rekurzi.

Cviéeni 4.8.10 Do Chomského normalni formy pievedte gramatiku
G=({S1T,L},{a,b,+,—,%,/,[,]}, P, S)

kde P obsahuje pravidla

S — T+S|T-S|T
T — L+«T|L/T|L
L = [S]|alb

Cviceni 4.8.11 Gramatiku G = ({S, 4, B}, {a,b}, P, S) s pravidly

S — Bal|Ab
A — Sa|AAb|a
B — Sb|BBa|b

prevedte do Greibachové normélni formy.

Cvicéeni 4.8.12 Sestrojte bezkontextovou gramatiku jazyka PLO, jehoz grafy syntaxe jsou v pri-
loze.



Kapitola 5

Zasobnikové automaty a jejich vztah
k bezkontextovym jazykum

V této kapitole se budeme zabyvat abstraktnim zafizenim — zasobnikovym automatem, ktery
predstavuje prirozeny model syntaktického analyzatoru bezkontextovych jazyku. Zasobnikovy
automat je jednocestny nedeterministicky automat, jenz je opatfen zasobnikem reprezentujicim
nekoneénou pamét. Schéma zisobnikového automatu je uvedeno na obr. 5.1. Vstupni péaska je

A A | e a | vstupni paska

Cteci

hlava ““““‘T

5 Z
Ridici Z‘
jednotka
Zasobnik
Zm

Obrézek 5.1: Schéma zasobnikového automatu

rozdélena na jednotkové zaznamy, kazdy zdznam obsahuje pravé jeden vstupni symbol. Obsah
jednotkového zdznamu muze byt ¢ten éteci hlavou, nemize vSak byt pfepsin (read only input
tape). V ur¢itém ¢éasovém okamziku miize ¢teci hlava zistat na daném zdznamu, nebo se posune
o jeden zdznam doprava (jednocestny automat). Koneén4 Fidici jednotka realizuje operace po-
suvu ¢teci hlavy a ukladani informace do zasobniku prostfednictvim funkce prechodt definované
nad vstupni abecedou, mnozinou stavi fidici jednotky a vrcholem zisobniku.

Obsahem této casti je zdkladni definice zidsobnikového automatu, varianty zasobnikovych au-
tomatt a zdkladni vysledek teorie zasobnikovych automatt — formalni jazyk je bezkontextovy,
pravé kdyz je prijatelny zasobnikovym automatem. Dale bude definovina dilezitd podtiida

ol



bezkontextovych jazykti — deterministické bezkontextové jazyky, jez jsou prijimany tzv. deter-
ministickymi zasobnikovymi automaty.

5.1 Zakladni definice zasobnikového automatu

Definice 5.1 Zdsobnikovy automat P je sedmice

P = (Qazara 67Q05Z03F)7 kde

1) @ je kone¢nd mnozina stavovych symbola reprezentujicich vnitini stavy ridici jednotky

(1)

(2) X je konecénd vstupni abeceda; jejimi prvky jsou vstupni symboly
(3) T je konetna abeceda zasobnikovych symbolua
(4)

4) ¢ je zobrazeni z mnoziny @ X (X € {€}) xI" do kone¢né mnoziny podmnozin mnoziny @ x I'**
popisujici funkci prechodt

(5) qo € Q je polateéni stav Fidici jednotky
(6) Zy €T je symbol, ktery je na pocatku ulozen do zdsobniku — tzn. startovaci symbol

(7) Z C @ je mnozina koncovych stavi

Definice 5.2 Konfiguraci zdsobnikového automatu P nazveme trojici
(¢,w,a) € Q x T x T*

kde

(1) ¢ je pfitomny stav Fidici jednotky

(2) w je doposud nepfectend ¢ast vstupniho fetézce; prvni symbol fetézce w je pod ¢teci hlavou.
Je-li w = ¢, pak byly vSechny symboly ze vstupni pasky pfecteny.

(3) « je obsah zasobniku. Pokus nebude uvedeno jinak, budeme zasobnik reprezentovat fetéz-
cem, jehoz nejlevéjsi symbol koresponduje s vrcholem zasobniku. Je-li @ = ¢, pak je zdsobnik
prazdny.

Definice 5.3 Prechod zasobnikového automatu P budeme reprezentovat bindrnirelaci |-, (nebo
 bude-li zfejmé, ze jde o automat P), kterd je definovadna na mnoziné konfiguraci zdsobnikového
automatu P. Relace

(¢, aw, Za) (¢, w, ya)

plati, jestlize 6(q,a, Z) obsahuje prvek (q’,7) pro néjaké q € Q,a € (XU {e}),w € Z*,Z €T a
a,v € I'*.

Relaci }, interpretujeme timto zptisobem. Nachazi-li se zdsobnikovy automat P ve stavu g a na
vrcholu zasobniku je uloZen symbol Z, pak po precteni vstupniho symbolu a # € muze automat
piejit do stavu ¢', pfidemZ se ¢teci hlava posune doprava a na vrchol zdsobniku se uloZi, po
odstranéni symbolu Z, fetézec . Je-li v = ¢, pak je pouze odstranén vrchol zasobniku.



Je-li @ = €, neposouva se cteci hlava, coz znamend, ze prechod do nového stavu a novy ob-
sah zasobniku neni uréovan pristim vstupnim symbolem. Tento typ pfechodu budeme nazyvat
e-prechodem. Poznamenejme, Ze e-prechod muze nastat i tehdy, kdyz byly precteny vSechny
vstupni symboly.

Relace +i, 1, jsou definovidny obvyklym zpisobem. Relace -1 resp. I* je tranzitivni, resp.
tranzitivni a reflexivni uzaveér relace -, je i-t4 mocnina relace }-,7 > 0.

Pocatecni konfigurace zdsobnikového automatu ma tvar (qo, w, Zy) pro w € ¥*, tj. automat je
v podatecnim stavu gy, na vstupni pasce je fetézec w a v zdsobniku je startovaci symbol Zj.
Koncovd konfigurace ma tvar (q,¢, ), kde ¢ € F je koncovy stav a a € T'*.

Definice 5.4 Plati-li pro fetézec w € ¥* relace (qo, w, Zp) F*(q, €, @) pro néjaké g € F a a € T',
pak fikdme, 7e Fetézec w je pFijiman zdsobnikovym automatem P. Mnozinu L(P) vSech Fetézci
prijimanych zasobnikovym automatem P, ktery nazyvame jazykem pFijimanym zdsobnikovym
automatem.

Ptiklad 5.1 Uvazujme jazyk L = {0"1" | n > 0}. Zasobnikovy automat P, ktery p¥ijima jazyk
L, mi tvar
P = ({qu q1, q2}7 {07 1}7 {Za O}a 67 q0, Za {qo})

kde

(o)
TN N N
Q
—

—_
=]

N’ N N’ N’ N
i N e N e N )
A~ N N N~
o
[\

[}

a pracuje tak, ze kopiruje vSechny nuly ze vstupniho fetézce do zisobniku. Objevi-li se na
vstupu symbol 1, pak odstranuje jednu nulu ze zdsobniku. Kromé toho pozaduje, aby vSechny
nuly predchazely vSechny jednicky. Naptiklad pro vstupni retézec 0011 realizuje automat P tyto
prechody:

(g0,0011, Z) (q1,011,02)
(¢1,11,00Z)
(q2,1,07)
(g2,€,2)
(g0, € )

Ukazme, Ze skuteéné plati L(P) = L. Z definice funkce pfechodi ¢ a relace - plyne (qo, €, Z) F°
(qo, €, Z) a tedy € € L(P). Déle plati

) (q1,6,07)
) F (q1,607"2)
(q1,1,07'2) - (g2,6,0°Z)
'Z) + (2,6 %)
) ((J2a€ Z)



coz dohromady implikuje

2n+1

(QOaOnlnaZ) F (q0a€7 6) pron > 1

a tedy L C L(P).

Dokézat opa¢nou inkluzi L(P) C L, tj. dokdzat, ze zdsobnikovy automat nepfijim4 jiné fetézce,

vvvvvv

posloupnosti stavi qg, g1, g2, go-

Jestlize plati (go, w, Z) (g1, €, @), pak w = 0" a a = 0°Z. Podobné, jestlize (g2, w, o) -(qa, €, B)
pak w = 1 a @ = 0'8. To viak znamend, Ze relace (qi1,w,a)(g2,¢€, ) plati, pravé kdyz
w=1aa = 08 a relace (g2, w, Z)+"(qo,¢€,¢) plati, pravé kdyz w = e. Tedy, jestlize plati
(go,w, Z) Fi(qo, €, @) pro n&jaké i > 0, pak w = 0"1",i =2n+ 1 a a =¢, tj. L(P) C L.

5.2 Varianty zasobnikovych automati

V tomto odstavci uvedeme dvé varianty zidkladni definice zasobnikového automatu, které nam
usnadni objasnit vztah mezi zasobnikovymi automaty a bezkontextovymi jazyky.

Definice 5.5 Rozsifenym zdsobnikovym automatem rozumime sedmici
P = (Qazara57QO1ZOaF)
kde 4 je zobrazeni z kone¢né podmnoziny @ x (X U {e}) x I'* do mnoZiny podmnoZin mnoziny

Q@ x I'*. Ostatni symboly maji stejny vyznam jako v zakladni definici 5.1.

Relace (q,aw,a,v)F(q',w, B8,7) plati, jestlize 6(q, a, @) obsahuje (¢', 8) pro ¢ € Q,a € ¥ U {e}
a a € I'*. Tato relace odpovida prechodu, v némz je vrcholovy retézec zasobniku odstranén
a nahrazen Fetézcem (. (Pfipomenme, Ze v zdkladni definici je a € T nikoliv @ € I'*). Jazyk
definovany automatem P, je

L(P) = {w | (g0, w, Zp) I:(q, e, a),w € F,a €T}

Rozsifeny zasobnikovy automat miize, na rozdil od zdkladni definice provadét prechody i v pri-
padé, Ze je zasobnik prazdny.

Piiklad 5.2 Uvazujme rozSifeny zasobnikovy automat P, ktery pfijima jazyk

L = {wwR | w e {aa b}*}’
P = ({g,p},{a,b},{a,b,8,2},6,q,2,{p})

kde zobrazeni ¢ je definovano takto:

o(g,a,¢) = {(g;a)}

6(g,b,¢) = {(g,0)}

6(g,6,¢) = {(g,9)}

6(g,e,a8a) = {(g,5)}

6(q,€,08b) = {(g,9)}
) {(



Pro vstupni fetézec aabbaa realizuje automat P tyto prechody:

T

(g, aabbaa, Z) (g, abbaa,aZ)

T T T T T T T T T T

Vidime, Ze automat P pracuje tak, ze nejdiive uklada do zasobniku prefix vstupniho retézce, pak
na, vrchol zasobniku ulozi znak S znaéici stied; pak vrcholovy retézec aSa nebo bSb nahrazuje
symbolem S. Tento pfiklad ilustruje také nedeterministickou povahu zasobnikového automatu,
protoZe zobrazenim neni uréeno, zda ma byt piec¢ten vstupni symbol a uloZen na vrchol zasobniku
(6(g,z,e) = (q,z),z € {a,b}), nebo zda ma byt proveden e-pfechod, ktery ulozi na vrchol
zasobniku stfedovy symbol S, (§(g,€,€) = (g, S)).

7 definice rozsiteného zasobnikového automatu vyplyva, ze je-li jazyk L prijiman zidsobnikovym

automatem, pak je také prijiman rozSifenym zasobnikovym automatem. UkaZme nyni, Ze plati
i opacnd implikace.

Véta 5.1 Necht P = (Q,%,T,0,qo, Zo, F) je rozsifeny zasobnikovy automat. Pak existuje za-
sobnikovy automat P; takovy, ze L(P;) = L(P).
Dikaz: Polozme m = max{|«a| | (g, a, @) # 0 pro n&jaké ¢ € Q a @ € X U {e}}

Zasobnikovy automat P; budeme konstruovat tak, aby simuloval automat P. Protoze automat
P neurcuje prechody podle vrcholu zasobniku, ale podle vrcholového fetézce zasobniku, bude
automat P; ukladat m vrcholovych symbola v jakési ,,vyrovnavaci paméti“ ridici jednotky tak,
aby na pocatku kazdého prechodu védél, jakych m vrcholovych symboli je v zasobniku auto-
matu P. Nahrazuje-li automat P k vrcholovych symbolu fetézcem délky I, pak se totéz provede
ve vyrovnavaci paméti automatu P;. Jestlize [ < k, pak P; realizuje kK — | e-pfechodu, které
presouvaji k — [ symbolu z vrcholu zasobniku do vyrovnavaci paméti. Automat P; pak muze si-
mulovat dalsi pfechod automatu P. Je-lil > k, pak se symboly piresouvaji z vyrovnavaci pameéti
do zasobniku.

Formalné mizeme konstrukci zasobnikového automatu P; popsat takto:

P = (Q1,%1,T1,01,q1,Z1, F1)  kde

(1) @ ={lg.0] | g€ Qa €T} a0< o] <m)
(2) Ty =TU{Z}
(3) Zobrazeni §; je definovano takto:
a) Predpokliddejme, Ze §(q,a, X7 ... X)) obsahuje (r, Y7 ...Y)).



(i) Jestlize | > k, pak pro v8echna Z € I'; a « € T'] takova, Ze |a| =m — k
01([g, X1 - .. Xkal, a, Z) obsahuje ([r, 8],vZ)
kde fy=Y;... Y a |f]| =m.
(ii) Je-lil < k, pak pro vSechna Z € 'y a a € I'} takova, ze || =m —k
01([g, X1 ... Xkal,a, Z) obsahuje ([r,Y1...Y;aZ],¢)

b) Pro vSechna ¢ € Q,Z € 'y a a € I'; takovd, Ze |a| <m

61([% a]7 € Z) = {([q’ Q, Z]’ 6)}
Tato pravidla vedou k naplnéni vyrovnavaci paméti (obsahuje m symbolu).

(4) q1 = [q0, Zo, Z™ 1. Vyrovnévaci pamét obsahuje na po&itku symbol Zy na vrcholu a m — 1
symboli Z1 na dalSich mistech. Symboly Z; jsou specialni znaku pro oznaceni dna zasobniku.
©®) F1={lg;o] | g€ F,a €T}

Lze ukazat, ze

(g, ow, X7 ... XpXpy1---Xn) I;(T,w,Yl LY X X))

plati, pravé kdy# (g, o], aw, 8) 3, ([r, o], w, 8') kde

af = Xi...X, 2"
B = Yi...ViXpi1... Xn 2™
la| = lo|=m

7 vz

a mezi témito dvéma konfiguracemi automatu P; neni zadna konfigurace, ve které by druhy
¢len stavu (vyrovnavaci pamét) mél délku m.

Tedy relace
(gOawaZO) I—(q,e,a) proqEF,aEF*
P

plati, pravé kdyz
([qO’ ZO: Z{n_l]a w, Zl) |P_ ([Qa /8]7 €, 7)
1

kde |5| =m a fy = aZ". Tedy L(P) = L(P). O

Definice 5.6 Necht P = (Q,%,T, 4, qo, Zo, F') je zasobnikovy nebo rozsifeny zasobnikovy auto-
mat. Retézec w je pfijiméan s vyprdzdnénim zdsobniku, jestlize plati (qo, w, Zy) Ht(q,€,€),a € F.
Oznagme L¢(P) mnoZzinu vSech Fetézci, které jsou piijimany zasobnikovym automatem P s vy-
prazdnénim zasobniku.

Véta 5.2 Necht L je jazyk pfijimany zdsobnikovym automatem P = (Q,%,T,4,qo, Zo, F),L =
L(P). Lze zkonstruovat zasobnikovy automat P’ takovy, ze L.(P') = L.

Diikaz: Opét budeme konstruovat automat P’ tak, aby simuloval automat P. Kdykoli automat P
dospéje do koncového stavu, bude automat P, nebo piejde do specialniho tvaru g, ktery zpusobi
vyprazdnéni zadsobniku. Musime vSak uvazit situaci, kdy automat P je v konfiguraci s prazdnym
zésobnikem, nikoliv v8ak v koncovém stavu. Abychom zabranili pfipadim, Ze automat P’ p¥ijim4



fetézec, ktery nemé byt piijat, pfiddme k zdsobnikové abecedé automatu P’ znak, jenz bude
oznacovat dno zasobniku a miiZze byt vybran pouze tehdy, je-li automat P’ ve stavu g.. Formalné
vyjadfeno, necht

= (Qu{qeﬂql}ﬁzﬁru{zl}’ 5I’q,7 ZI’ @)’ kde
symbolem () vyznacujeme, ze P piijim4 fetézec s vyprdzdnénim zisobniku. Zobrazeni § nyni

definujeme takto:

(1) Jestlize d(q, a, Z) obsahuje (r,v), pak §'(g, a, Z) obsahuje (r,v) pro v8echna g € Q,a € LU{e}
aZzZel.

(2) 6(¢',e,2") = {(qo, ZoZ")}. Prvni pfechod zdsobnikového automatu P’ ulozi do zasobniku
fetézec ZoZ', kde Z' je specidlni znak oznacujici dno zdsobniku, a piejde do pocéateéniho
stavu automatu P.

(3) Pro viechna g € F a Z € T' U {Z'} obsahuje ¢'(q,€, Z) prvek (g, €).
(4) Pro viechna Z € T U{Z'} je 0(qe, 6 Z) = {(ge,€) }-

Nyni zfejmé plati
(qlawa ZI) l_p’ (QO;w ZOZ )

Froo (g6 Y1...Y;)
}_P’ (q €, Y'Q Y)
Fob o (ge,€€)  kde Y, = Z7,
pravé kdyz

(qu w, ZO) I;(Qa €, Yi fee Y;“—l)

prog€ FaY;...Y, ; € T* Tudiz L (P') = L(P).

Predchozi véta plati také obracené O

Véta 5.3 Necht P = (q,%,T, 4, qo, Zo, ) je zdsobnikovy automat. Lze zkonstruovat zasobnikovy
automat P’ takovy, ze L(P) = L.(P).

Ditikaz: Zasobnikovy automat P’ konstruujeme tak, Ze méa specidlni symbol Z’ na dné zasobniku.
Jakmile je tento symbol ze zasobniku odstranén, pfechézi automat P’ do nového koncového stavu
qf : F' = {qy}. Formélni konstrukci automatu P’ nebudeme provadét. O

5.3 Ekvivalence bezkontextovych jazykd a jazykd prijimanych
zasobnikovymi automaty

Nejdiive ukazeme, jak lze zkonstruovat nedeterministicky syntakticky analyzator jazyka gene-
rovaného bezkontextovou gramatikou, ktery pracuje metodou shora—doli.

Véta 5.4 Necht G = (N, %, P,S) je bezkontextovd gramatika. Z gramatiky G mtZzeme zkon-
struovat zasobnikovy automat R takovy, ze L(R) = L(G).

Ditikaz: Zasobnikovy automat R konstruujeme tak, aby vytvarel levou derivaci vstupniho fetézce
v gramatice G. Necht R = ({q},2, N UX,§, S,0), kde d je definovéno takto:



(1) Je-li A — « pravidlo z P, pak d(g, €, A) obsahuje (g, @).

(2) 4(gq,a,a) = {(g,€)} pro vSechna a € 3.

Nyni ukdZeme, ze A="w, pravé kdyz a jen kdyz (g, w, €) -"(q, €, €) pro néjaké m,n > 1.

Céast ,jen kdyz“ dokazeme indukci pro m. Piedpoklidejme, 7e A="w. Je-lim =1 a w =
ai...ax, k>0 pak

(q,al...ak,A) F (Qaal---ak)
(g 6€)

Pfedpokladejme nyni, ze plati A="w pro m > 1. Prvni krok této derivace musi mit tvar
A= X1 X5... Xy, pfiCemz X; =>™ix; prom; <m,1 <i<kazizy...2; = w. Tedy

(QawaA) F (qawaXl Xk‘)
Je-li X; € N, pak podle induktivniho predpokladu
(q7 Ty, X'L) l_(qa €, 6)
Je-li X; = z;,2; € X, pak
(Qa T, XZ) = (qa €, 6)
Nyni jiz vidime, Ze levé derivaci
A=X; ...ng:leg...ng...n:zﬁxlxg...:ck =w

odpovida tato posloupnost prechodii:

(q,xl...mk,A)I—(q,xl...:I;k,Xl...Xk)I*—(q,xg...avk,Xg...Xk)...I:(q,e,e)

Cést ,kdyz“, tj. je-li (g, w, A)"(g,¢€,€), pak =+ w dokdzeme indukci pro n. Pron = 1,w = ¢
a A — € je pravidlo v P. Pfedpoklddejme, Ze dokazovand relace plati pro viechna n' < n. Pak
prvni prechod automatu R musi mit tvar

(QawaA) F (qawaXl Xk‘)

a (q,z;, X;)F"(q,€,¢) prol < i < k,kde w =x1... 2. Pak A - X;... Xy je pravidlo z P a
derivace X; =7 z; plyne z induktivniho pfedpokladu. Je-li X; € ¥ pak X; =°z;.
Tedy A= X1.. Xpg=> 01 Xo... Xg=>" ... 21 ... 51 X =>" 21 ... 012, = w je leva deri-

vace Fetézce w z A.

Vezmeme-li S = A jako specidlni piipad, dostaneme S =" w, pravé kdyz (q,w, s)+"(q,¢,¢) a
tedy Le(R) = L(G). 0

Priklad 5.3 Ke gramatice G s pravidly

E —- E+T|T
T — TxF|F
F — (BE)|



sestrojme zdsobnikovy automat P takovy, Zze L (P) = L(QG)

Reseni:
P = ({q}’ {+7 *7 (7 )’ Z}’ {+’ *7 (’ )’ Z.7 E’ T’ F}’ 6’ q’ E’ ®)

kde § je zobrazeni

(g€, E) {(¢ E+T), (¢, T)}

6(g,6,T) = {(¢;T*F),(q,F)}

§g. 6, F) = {(q,(B)),(q,9)}

0(q,€,a) {(¢g,€)} pro v8echna a € {+,%,(,),i}

Pro vstupni fetézec i + i x ¢ muze zasobnikovy automat P realizovat tuto posloupnost prechodi:

(gi+ixi,E) F (¢i+i*xi, E+T)
(g1 +i%3,T+T)
(gi+ixi, F+T)
(i +ixi,i+T)
(q,+i*1i,+T)
(q,i%1,T)

(g, %4, T x F)
(q,i%4, FxF)
(q,3%14,5% F)
(q x5, % F')

(g,
(
(

q,i )

—_ T T T T T T T T T T T

R

on
[

~—

a

Nyni ukdZeme, jakym zpusobem lze k bezkontextové gramatice G definovat rozSiteny zasobni-
kovy automat reprezentujici syntakticky analyzator zdola—nahoru.

Véta 5.5 Necht G = (N, X, P, S) je bezkontextovd gramatika. RozSifeny zasobnikovy automat
= ({¢,r},E,NUXU{8},d,q, 8,{r}), kde zobrazeni § je definovino takto:

(1) é(g,a,€) ={(1,a)} pro vSechna a € 3.
(2) Je-li A — «a pravidlo z P, pak d(qg, €, @) obsahuje (g, A).

(3) d(g, 6,8 8) ={(r,e)}.

Piijim4 jazyk L(G), tj. L(R) = L(G).

Dukaz: Ukazeme, Ze automat R pracuje tak, Ze vytvari pravou derivaci postupnymi reduk-
cemi [-frize pocinaje termindlnim fetézcem (umisténym na vstupni pésce) a konée vychozim
symbolem S. Jinymi slovy automat R realizuje syntaktickou analyzu zdola—-nahoru.



Zmeéna konvence: Vrchol zasobniku budeme nyni uvadét vpravo. Induktivni hypotéza, kterou
dokazeme indukci pro n méa tvar:

S=aAy=zy implikuje (q,zy, 8) I:(q, y, B,aA), = znali pravou derivaci.

rm

Pro n = 0 tato hypotéza plati, protoze A = z a tudiz automat R proviadi prechody podle
d(g,a,¢) = {(q,a)},a € ¥, pfesouvajici fetézec = do zasobniku.

Nyni predpokladejme, ze induktivni hypotéza plati pro vSechny derivace, kratsi nez n. Mizeme
psat

ady= afy’s zy
Je-li fetézec aff tvofen pouze terminalnimi symboly, pak af = z a (¢, zy, )+ (q,y, Sab) (g, y,
BaA). Neni-li aff € ¥*, pak muzeme psit af = yBz, kde B je nejpravéjsi nonterminél a podle
induktivni hypotézy

* n—1

S=~Bzy = zy
implikuje (¢, zy, 8) +"(q, zy, BvB). Plati tedy (g, 2y, 5vB) " (¢, y, SvBz) (g, y, fad) a tudiz
jsme dokézali induktivni hypotézu. Protoze (g, €, §5) (7, €, €) dostavime L(G) C L(R).

Abychom dokazali, ze L(R) C L(G), ukazme, Ze plati implikace:
Jestlize (g, 2y, §)1-(q,y, BaA), pak ady= =y

Pro n = 0 tato implikace plati. Pfedpokliadejme, Ze plati také pro vSechny posloupnosti pfechodi
kratsi nez n. Protoze vrchol zasobniku je nontermindlni symbol, provadél se posledni prechod
podle pfedpisu (2) v zobrazeni § a miZzeme psat:

(0,79, 8) F (0,1, BoB) (g, y, S A)

kde A — f je pravidlo z P. Existuje tedy derivace aAy = affy =" ry.
Jako specidlni pripad uvazujme implikaci:
je'li (qawa $) I—(q,e, $S) pak S:*>w

Protoze vsak plati (¢, w, ) F*(q,¢, 8S)(r,€,¢) je L(R) C L(G) a spole¢né s prvni ¢asti dikazu
dostavame L(G) = L(R). O

Poznamenejme, ze automat R skutecné predstavuje model syntaktického analyzatoru, ktery vy-
tva¥i pravou derivaci vstupniho fetézce postupnymi redukcemi [-frize vétnych forem (pocitecni
vétnd forma je vstupni fetézec, koncovd vétna forma je vychozi symbol gramatiky). Bezpro-
stfedné po prechodu automatu je pravd vétna forma aAz reprezentoviana obsahem zdsobniku
(Fetézec @A) a nezpracovanou asti vstupniho fetézce (fetézec z). Nasledujici éinnosti automatu
je presunuti prefixu fetézce x na vrchol ziasobniku a redukce I-fraze dané vrcholovym fetézcem
zasobniku. Tento typ syntaktické analyzy se, jak jiz vime, nazyva syntakticka analyza zdola—
nahoru.

Piiklad 5.4 Sestrojme syntakticky analyzator R zdola—nahoru pro gramatiku s pravidly

E - E+T|T
T — TxF|F
F — (BE)|i



Necht R je rozsiteny zasobnikovy automat

= ({Q’ ""}’ {+, *’ (’ )’ 7’}’ {S’ E’ T’ F’ +’ *’ (’ ), 7:}’ 5’ q’ $’ {’r})
kde § je zobrazeni
(1) (g, a,€) ={(g,a)} pro viechna a € {i,+,*,(;)}-
(2)

e, e, E+T) = {(q,
0(q,,T) = {(q,
0(q, e, T« F) =

(g, ¢, (E)
d(q, €1

)

)

)
é(g;6, F) =

)

)

(3) d(g,e, BE) ={(r,e)}

Pro vstupni fetézec ¢ + % * ¢ mize rozSiteny zasobnikovy automat R provést tuto posloupnost
prechodii:
+i * 1, §17)

q,+i*1i, 8F)

q,+i*1i, 8T)

q,+i*1i, SE)
)
)

(g,i+ix*i, 8)

(g,

(

(

(

(q,i*1i, BE+
(q,*%i, BE +1
(q,%i, SBE+ F)
(q,*%i, SBE+T)
(q,1, BE + T%)
(g, e, BE+ T x i)
(g6, BE4+ T« F)
(g6, BE+T)
(g.€, BE)

(g, €, €)

0O T T T T T T T T T T T T T

Na zavér tohoto odstavce ukazeme , Ze bezkontextové jazyky jsou ekvivalentni jazyktm piijima-
nym zasobnikovymi automaty, tj., Ze lze také ke kazdému zasobnikovému automatu R vytvorit
bezkontextovou gramatiku G takovou, Ze L(R) = L(G).

Véta 5.6 Necht R = (Q,%,T,0,qo, Zo, F) je zdsobnikovy automat. Pak existuje bezkontextové
gramatika G, pro kterou plati L(G) = L(R).

Dtkaz: Gramatiku G budeme konstruovat tak, aby leva derivace terminalniho fetézce w pfimo
korespondovala s posloupnosti prechodi automatu R. Budeme pouZzivat nonterminalnich sym-
bold tvaru [¢Zr] kde ¢,7 € Q,Z € T'. Vrchol zasobniku uvidime opét vlevo.

Necht gramatika G = (N, %, P, S) je forméalné definovina takto:



(1) N=A{lgZr]|¢,;r € Q,Z €T} U{S}

(2) Jestlize 6(q,a,Z) obsahuje (r,X;...Xy) k > 1, pak k mnoziné pfepisovacich pravidel P
pridej vSechna pravidla tvaru

[qZsg] — a[rXis1][s1X2s2] ... [sk_1Xksk]
pro kazdou posloupnost s1, S9,. .., S; stavi z mnoziny Q).
(3) Jestlize 6(q,a, Z) obsahuje (r,¢€), pak k P p¥idej pravidlo [¢Zr] — a

(4) Pro kazdy stav g € Q pfidej k P pravidlo S — [g9Zoq].

Indukei lze opét dokdzat, %e pro vSechna ¢,r7 € Q a Z € T plati [¢Zr]|=" w, pravé kdyz
(¢, w, Z) " (r, €, €). Specidlni pfipad této ekvivalence je S = [qoZog] = w, pravé kdyz (qo, w, Zo)
F*(g,¢€,€),q € F. To v8ak znamend, ze L(R) = L(G). O

Priklad 5.5 Necht P = ({qo,q1},{0,1},{X, Zo}, 9, g0, Zo, D) kde zobrazeni § je ddno takto:

(90,0, Z0) = {(g0,XZ0)}
(90,0, X) = {(q,XX)}
6(q0,1,X) = {(q1,€)}
8(q1,1,X) = {(q1,€)}
6(q,6,X) = {(q1,6)}
(g0, €, Z0) = {(q1,€)}
Zkonstruujme gramatiku G = (N, X, P, S) takovou, ze L(P) = L(G). Mnoziny nontermindld a

terminali maji tvar:

N = {5 [90Xqo),[g0Xaq], [q1Xqo0), [a1Xq1], [90Zogo), [90Zoar], [a1 Zogo), [a1 Zogr]}
S — {01}

Mnozina N obsahuje nékteré nonterminaly, které jsou v gramatice G nedostupné. Abychom je
nemuseli dodate¢né odstranovat, za¢neme konstruovat pravidla gramatiky G poc¢inaje S-pravidly
a pridavejme pouze ty nontermindly, které se objevuji na pravych stranach konstruovanych
pravidel.

Podle bodu (4) sestrojime S-pravidla:
S = [g0Zoqo] S — [q0Z0qi]
Nyni pfiddme pravidla pro nontermindl [goZqo]

[90Z0g0] — 0[g0Xqo][g0Z0q0]
[90Z0g0) — 0[goXq1]]q1Zoqo]

vyplyvajici z §(qo, 0, Zo) = {(g0, X Zo)}-

Pravidla pro nontermindl [goZyq1]

[90Z0q1] — 0[g0Xqo0][g0Z0q1]
[90Zoq1] — OlgoXq1][q1Z0q1]



jsou pozadovéna zobrazenim 6(qo, 0, Zy) = {(go, X Zp)}-

Pravidla pro zbyvajici nontermindly jsou:

[90Xq] — 0[g0Xqo][q0X qo]
[90Xq] — 0[goXq1][q1Xqo]
[90Xq1] — 0[g0Xqo][q0Xq1]
[90Xq1] — O0[goXqi][g1 Xq1]

protoie, 5(Q070aX) = {(QCUXX)}a

[90Xq1] — 1, protoze d(qo,1,X) = {(q1,€)}
[a1Z0q1] — €, protoZe d(q1,¢€, Zo) = {(q1,¢€)}
[¢1Xq1] — €, protoze 6(q1,€,X) = {(q1,€)}
@1 X@1] — 1, protoze é(q1,1,X) = {(q1,€)}-

PovSimnéme si nyni, Ze pro nontermindly [¢1 X qo] a [g1Zogo] nejsou definovana zadna pravidla,
a proto ani z nontermindlu [gyZpqo] ani z [goX o] nemohou byt derivoviny termindlni Fetézce.
Odstranime-li tedy pravidla obsahujici néktery z uvedenych ¢tyr nonterminald, dostaneme ekvi-
valentni gramatiku generujici jazyk L(P):

S = [90Zoq1]
[90Z0q1] — O0lgoXq1]lq1 Zoqi]
[90Xq1] — O[goXqi]lg1 Xqi]
@1 Zoq1] — €
[@Xq] — 1
[Xq] — e
[ Xq] — 1

Vysledky dokdzané v tomto odstavci nyni miZeme shrnout takto:

Tvrzeni

e L je jazyk generovany bezkontextovou gramatikou,
e L je jazyk pfijimany zasobnikovym automatem,
e L je jazyk pfijimany zasobnikovym automatem s vyprazdnénim zasobniku a

e L je jazyk prijimany rozsifenym zisobnikovym automatem

jsou vzajemné ekvivalentni.

5.4 Deterministicky zasobnikovy automat

V predchozim odstavci jsem ukazali, ze ke kazdé bezkontextové gramatice lze sestrojit zasobni-
kovy automat, ktery reprezentuje syntakticky analyzitor pro véty generované danou gramati-
kou. Tento analyzator je obecné nedeterministicky. Z hlediska aplikaci teorie formalnich jazyku



v prekladacich jsou dulezité tzv. deterministické bezkontextové jazyky, které lze analyzovat de-
terministickymi syntaktickymi analyzatory. V tomto odstavci definujeme t¥idu zasobnikovych
automati, které v kazdém okamziku mohou pfijit pouze do jediné konfigurace, tzv. determinis-
tické zasobnikové automaty, a jim odpovidajici deterministické jazyky.

Definice 5.7 Zasobnikovy automat P = (Q,X%,T,6,qo, Zo, F) nazyvidme deterministickym z4-
sobnikovym automatem, jestlize pro kazdé q € @Q a Z € T plati bud pro kazdé a € ¥ obsahuje
d(q,a, Z) nanejvys jeden prvek a d(q, €, Z) = 0, nebo §(q,a, Z) = () pro viechna a € ¥ a §(q, €, Z)
obsahuje nejvyse jeden prvek.

Protoze zobrazeni §(q,a,Z) obsahuje nejvySe jeden prvek, budeme misto §(q,a,Z) = {(r,7)}
psét 6(q,a,Z) = (7).

P¥iklad 5.6 Deterministicky zésobnikovy automat, ktery piijima jazyk L = {wcw® | w €
{a,b} "}, m4 tvar:
pP= ({QOa q1, q?}a {(],, b’ C}a {Za a, b}a 53 q0, Za {QZ})

kde zobrazeni ¢ je definovano takto:

d(q0, X,Y) (9o, XY) pro vechna X € {a,b} aY € {Z,a,b}
0(go,¢c,Y) = (q1,Y) pro vSechnaY € {a,b}

0(q1,X,X) = (gqi,e) provsechna X € {a,b}
8(q1,6,2) = (q2,€)

Automat P pracuje tak, Ze dokud nepiec¢te stfedovy symbol ¢, ukldda symboly vstupniho fetézce
do zasobniku. Potom prejde do stavu ¢; a srovnava dalsi vstupni symboly se symboly zasobniku.

Definici deterministického zasobnikového automatu muizeme rozsitit tak, aby zahrnovala rozsi-
fené zasobnikové automaty.

Definice 5.8 Rozsifeny zdsobnikovy automat R = (q,%,T, 4, qo, Zo, F') je (rozsifenym) deter-
ministickym automatem, jestlize plati:

(1) Pro kazdé q € Q,a € ¥ U{e} a y € I'* obsahuje §(q, a,7y) nejvyse jeden prvek.

(2) Je-li 6(q,a,a) #0,6(q,a,8) # 0 a a # B, pak fetézec « neni sufixem Fetézce 5 a ani 3 neni
sufixem a.

(3) Je-li 6(q,a,a) # 0 a d(q,¢€,B8) # 0, pak Fetézec « neni sufixem Fetézce 3 a ani B neni sufixem
a.

Poznamka 5.1 Definice 5.8 predpokliada, Ze vrchol zasobniku je vpravo; pokud je vlevo, pak
je tfeba nahradit slovo ,sufix“ slovem ,prefix“.

Mezi zasobnikovym automatem a deterministickym zisobnikovym automatem bohuzel neplati
vztah jako mezi nedeterministickym a deterministickym koneénym automatem, tzn., Ze ne kazdy
jazyk prijimany zasobnikovym automatem miZe byt prijiman deterministickym zasobnikovym
automatem.

Definice 5.9 Jazyk L se nazyva deterministicky bezkontextovy jazyk, jestlize existuje determi-
nisticky zasobnikovy automat P takovy, ze L(P) = L.



Ttida deterministickych bezkontextovych jazyki predstavuje vlastni podttidu jazykt bezkontex-
tovych. V nasledujici kapitole se budeme zabyvat nékterymi dulezitymi typy deterministickych
bezkontextovych jazyki a gramatik.

5.5 Cviceni

Cvideni 5.5.1 Sestrojte zasobnikovy automat, ktery pfijima jazyk
L={a"b"|n<m<2n}

Cvideni 5.5.2 Pro gramatiky

(a)

S — aSh| e
(b)
S — AS|b
A — SAla
(c)
S —- SS|A

A — 041]S |01

sestrojte zasobnikové automaty modelujici syntaktickou analyzu shora—doli a zdola—nahoru.
Cvideni 5.5.3 Naleznéte gramatiku, kterd generuje jazyk L(P), kde

P = ({qoa q1, q2}a {CI,, b}a {Z()a A}a 55 q0, ZO, {Q2}),

zobrazeni § ma tvar:






Kapitola 6

Deterministické bezkontextové
jazyky a jejich syntakticka analyza,
precedenc¢ni jazyky

Velmi dilezitou podmnozinou bezkontextovych jazyki jsou z hlediska aplikaci v programova-
cich jazycich deterministickeé bezkontextové jazyky. Jejich nazev je odvozen od zarizeni, kterym
Ize tyto jazyky reprezentovat — deterministického zasobnikového automatu. Pro tyto jazyky lze
sestrojit syntakticky analyzator, ktery pracuje bez navratu — deterministicky syntakticky analy-
zator.

V této kapitole se seznamime s nékterymi deterministickymi gramatikami, které generuji deter-
ministické jazyky:

1. preceden¢nimi gramatikami
2. LL gramatikami

3. LR gramatikami

Existuji bezkontextové jazyky, které nelze popsat zadnou deterministickou gramatikou. Mensi
obecnost algoritmt deterministického rozkladu vSak na druhé strané vyvazuji prednosti, které
deterministické jazyky prindseji pro implementaci zvlasté proto, ze deterministickymi gramati-
kami lze popsat vétSinu syntaktickych ryst programovacich jazyki, které se normalné popisuji
bezkontextovou gramatikou.

wev s

zaradit:

1. Efektivnost rozkladu
Pro deterministicky bezkontextovy jazyk lze sestrojit deterministicky syntakticky analyza-
tor, jenz pracuje v ¢ase linedrné s linedrnim pamétovym prostorem. Znamena to, ze je-li n
délka analyzovaného vstupniho Fetézce, pak existuji konstanty c; a co tak, Ze syntakticky
analyzator nespotfebuje vice nez c¢;n operaci (kone¢né délky) a vice nez con paméti.
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2. Automatizovatelnost vystavby syntaktického analyzdtoru

Jak déle uvidime, syntaktickd analyza je realizovana jednoduchym algoritmem, ktery ope-
ruje nad uréitou tabulkou (tabulkami), jeZ nese informace ziskané z deterministické grama-
tiky popisujici analyzovany jazyk. Existuji algoritmy (konstruktory syntaktickych analy-
zatorl), jejichz vstupem je deterministickd gramatika a vystupem jsou tabulky pro vlastni
syntakticky analyzator.

3. Snadnost lokalizace syntaktickych chyb a pripojeni sémantického zpracovani

Tyto vlastnosti jsou disledkem skutec¢nosti, ze deterministické syntaktické analyzitory
pracuji bez navratu.

6.1 Jednoduché preceden¢ni gramatiky

vvvvv

nich relacich. V precedenénich gramatikich jsou hranice [-frize stanovoviany podle urcitych (pre-
ceden¢nich) relaci, které plati mezi symboly pravé vétné formy. Syntaktické analyzatory posta-
vené na precedencnich gramatikdch patii k historicky nejstarsim analyzatorim programovacich
jazyki. Existuje fada riznych t¥id precedenénich gramatik; k nejznadméjsim patii:

jednoduché precedenéni gramatiky

e rozsifené precedenéni gramatiky

slabé preceden¢ni gramatiky

operatorové preceden¢ni gramatiky

vvvvvv

a nontermindlnimi symboly tak, Ze prohlizime-li vstupni symboly pravé vétné formy afw zleva
doprava a je-li fetézec B [-frazi této vétné formy, pak precedencni relace > plati mezi poslednim
symbolem [-frize 8 a prvnim symbolem termindlniho podretézce w. Relace > tedy slouzi k ur-
Ceni konce [-fraze. Urceni zacitku (levého konce) I-frize a pravidla, podle kterého je provedena
redukce, se mize provést nékolika zpusoby v zavislosti na typu precedence.

K ohraniceni [-fraze 8 jednoduché precedenc¢ni gramatiky se pouzivaji t¥i precedenc¢nich relaci
<, =, >. Mezi vSemi dvojicemi symbolt fetézce « plati relace < nebo =; relace < plati mezi
poslednim symbolem fetézce « a prvnim symbolem fetézce 5. Mezi vSemi dvojicemi symboli
[-fraze B plati relace = a mezi poslednim symbolem fetézce 8 a prvnim symbolem fetézce w
plati relace >.

V jednoduché precedenéni gramatice lze tedy [-frazi lokalizovat takto: Symboly dané vétné
formy prohlizime tak dlouho, dokud nenajdeme prvni dvojici symboli, pro které plati relace
>. Nalezli jsme tak konec [-fize. Abychom nasli jeji zaCitek, vracime se (prohlizime symboly
vétné formy zprava doleva) a hleddme prvni vyskyt relace <. Retézec mezi relacemi < a >
je hledanou [-frazi. Pfedpokladame-li, ze pracujeme s gramatikou,v niZz pravé strané pravidla
(I-frazi) odpovida jednoznaéné leva strana pravidla, pak miZeme jednoznaéné provést redukci.
Tento proces se opakuje tak dlouho, dokud neni cely vstupni fetézec zredukovan az k vychozimu
symbolu, nebo kdyz uZz nemutze byt provedena dalsi redukce (v tom pfipadé je signalizovina
chyba).



Definice 6.1 Necht je G = (N, X, P, S) bezkontextova gramatika. Wirth- Weberovy precedenéni
relace <,=,» jsou definovany na mnoziné N U X takto:

(1) Existuje-li v P pravidlo A — aXBf takové, 76 B=+*Y~,A,B € N,X,Y € (N UZX), pak
X<Y.

(2) Existuje-li v P pravidlo A —» aXY 3, pak X =Y.

(3) Ponévadz symbol, jenz nasleduje za poslednim symbolem [-frize, musi byt termindl, je relace
> definovdna na (NUX) x &

Existuje-li v P pravidlo A — aBY 8 takové, ze B=1tvyX a Y =*ad, pak X > a.

P1i konstrukci syntaktického analyzitoru je ucelné pridat na zacatek a na konec vstupniho
fetézce specidlni koncovy znak; pouzijeme znaku §. Pfedpoklidame, ze plati § < X pro vSechna
X, pro kterd S=* Xa a Y > { pro vSechna Y, pro kterd S="aY.

Poznamka 6.1 Precedenc¢ni relace ¢teme stejné jako relace <,=,>. Nemaji vSak jejich vlast-
nosti. Relace = neni obvyklou ekvivalenci, relace > a < nejsou norméalné tranzitivni a mohou
byt symetrické a reflexivni.

Definice 6.2 Gramatika G se nazyva Ul-gramatikou (Uniquely Invertible), jestlize jeji zadn4
dvé pravidla nemaji stejnou pravou stranu.

Neni obtizné ukazat, ze kazda gramatika ma alespon jednu Ul-gramatiku.

Definice 6.3 Necht G = (N, X, P, S) je vlastni gramatika, ¢ ¢ L(G). Existuje-li pro kazdou
dvojici symbola z N U ¥ nanejvys jedna Wirth-Weberova precedencni relace, pak se grama-
tika G nazyva precedencéni gramatikou. Je-li precedenéni gramatika Ul-gramatikou, nazveme ji
jednoduchou precedencni gramatikou.

Priiklad 6.1 Uvazujme gramatiku G s pravidly:
S —aSSh|c

precedenéni relace pro symboly gramatiky G jsou spolu s koncovym znakem f obsaZeny v tab.
6.1. Tato tabulka se nazyva precedenc¢ni matici.

S a b ¢
Sl=|<|=|<
a | = | < <
b > > | > | >
c > > | > | >
i < <

Tabulka 6.1: Precedenéni matice

Prazdna policka v tab. 6.1 znaéi, Ze pro odpovidajici symboly neni definovana precedenéni relace.
Vyskytnou-li se v pribéhu analyzy takové symboly vedle sebe, pak jde zfejmé o syntaktickou
chybu. Ponévadz jsou precedenéni relace definovany jednoznacné a zadnd dvé pravidla nemaji
stejnou pravou stranu, je G jednoduchi precedenéni gramatika.



6.2 Vypocet precedenc¢nich relaci

Uvazujme gramatiku z piikladu 6.1 s pravidly
S —aSSh|c.

Vyjdeme-li pfimo z definice 6.1 precedenénich relaci, pak nejsnize uréime relaci =, protoze je
definovana pro kazdou dvojici sousednich symboli pravé strany kazdého pravidla. Z prvniho

pravidla plyne a = 5,5 = S a § = b. Ponévadz druhé pravidlo ma pravou stranu délky 1,

.....

Abychom nalezli relace <, uvazujme dvojice sousednich symbola tvaru X C. Symbol X je v relaci
< s nejlevéjsim symbolem kazdého retézce, jenz je netrividlné derivovatelny z C. V prikladé uva-
zujme dvojice aS a SS. Ponévadz z S mohou byt derivoviany pouze Fetézce zacinajici symbolem
aneboc, jea<a,a<c,S<a,S<c

Relaci > vypoditame tak, Ze uvazujeme dvojice sousednich symboli tvaru C X . Nejdiive najdeme
vSechny posledni symboly Y fetézci derivovatelnych z C. Pak nalezneme vSechny termindlni
symboly d, kterymi za¢inaji fetézce derivovatelné z X. (Je-li X termindl, pak d = X je jedind
moznost.) Pro kazdé Y a d plati Y > d. V piikladé jsou uvazované dvojice SS a Sb, Y je b nebo
¢, d je anebocatedy b>a,b>c,c>a,c>c,b>b,c>b.

Pro praktické ucely je zfejmé uvedeny zpusob hledani precedenénich relaci nevhodny. Ukizeme
proto metodu vypoctu téchto relaci, kterd vyuziva reprezentace binarnich relaci booleovskymi
maticemi.

Nejdrive preformulujeme definici precedenénich relaci < a >.
Véta 6.1 Necht G = (N, X, P, S) je vlastni gramatika, € ¢ L(G) a necht F' a L jsou relace:

F = {(4,X)|A—> XajevP,X € (NUX),a € (NU)*

2
L = {(4X)|A—aXjevP,Xe(NUS),ac (NUE)}

pak

(1) X <Y, pravé kdyz existuje pravidlo A — aX Bf3 takové, Ze plati BFTY.

(2) X » a, pravé kdyZ a € ¥ a existuje pravidlo A — aBY 3 takové, 7e plati BLTX a Y F*a.

Diikaz: Tvrzeni plyne bezprostfedné z definice 6.1

Na zakladé véty 6.1 mizZeme jiz stanovit algoritmus vypocétu precedencénich relaci prostiednic-
tvim booleovskych matic: Oznaéme symbolem [R] booleovskou matici jeZ reprezentuje binarni
relaci R (viz 4.8.1).

Algoritmus 6.1 Vypocet precedenénich relaci prostfednictvim booleovskych matic.
Vstup: Vlastni gramatika G = (N, %, P, S), e € L(G).

Vystup: Matice [=|, [<] a [>] reprezentujici preceden¢ni relace.

Metoda:



(1) Na zakladé pravidel gramatiky G definuj matice [=], [F] a [L].
(2) Vypotitej matici [<] jako soufin matic [=] a [F'T], kde matice [F't] reprezentuje
tranzitivni uzaveér relace F a lze jej efektivné vypocitat aplikaci Warshallova algoritmu

(algoritmus 4.9).
[<]=[=]-[F"]
(3) Vypocitej matici [>] podle vztahu
>l =L [=]- [F]

kde

[A]" znaé{ transpozici matice A (popisuje inverzni relaci)

[F*]" zna&i tranzitivni a reflexivni uzavér relace F, [F*] = [F ]+ (1], [I] je jednot-

kova matice.
Z matice [>] ziskdme jiz snadno matici [>] tak, Ze relaci > zGZime pouze na ty prvky
(X,Y) €>, pronéz plati Y € X.
Ovéfeni algoritmu 6.1 ponechame jako cviceni.

a

Piiklad 6.2 Tlustrujme nyni vypocet preceden¢nich relaci algoritmem 6.1 na piikladé jednodu-
ché precedenéni gramatiky z prikladu 6.1:

(1)
S a b c
S[1 0 1 0 01 01 0 0 1 1
) all 0 0 0 0000 00 00
[_]_bOOOO[F]_OOOO [L]_OOOO
c|0 0 0 0 00 00 00 00
(2) [F*] = [F),
1010 0101 0101
[<]_1000 000O0| 0101
10 000 0000 [0O0O0OTP®
00 00 00 00 00 00
(3) [L*] = [L],
0 00O
00 00
L) = 100 0|’
1000
1100
0100
* _ et _
F=1FT+=14 01 0|
0 0 01
0 00O
_ 0 00O
> = [LT) - [=]. [F*] =
>l =[L7]-[=]- [F7] 11111
111 1



0000
5= [0 000
0111
0111
Pro konstrukei tiplné precedenéni matice vyuzijeme pak matic [=],[<] a [>] a hodnot SF*X

resp. SLTX pro doplnéni ¥4dku resp. sloupce oznac¢eného symbolem f:

S a b ¢ {
Sl=l< =<
a | = | < <
b > > | > | >
c > > | > | >
i < <

6.3 Algoritmus syntaktické analyzy jednoduchych precedenc-
nich jazyku

Lemma 6.1 Necht G = (N, X, P, S) je vlastni gramatika, € ¢ L(G).

(1) Jestlize X < Anebo X = A a A — Ya je pravidlo z P, pak X <Y.

(2) Jestlize A <a,A=anebo A>aa A— aY jepravidloz P, pak Y > a.

Dukaz: Tvrzeni (1) ponechdme jako cviceni a dokdZeme tvrzeni (2):

(a) Je-li A< a, pak existuje prava strana pravidla tvaru 81 ABfs takova, ze B =" a7y pro né&jaké
v € (N UX)*. Z pfedpokladu pravidla A — aY plyne okamzité Y > a.

(b) Je-li A = a, pak existuje pravd strana (;Aafs. Protoze plati a="a a A="aY, opét
dostavame Y > a.

c) Jestlize A>a, pak existuje prava strana 51 BX Py, kde B=>1"~vA a X =* ad pro néjaké retézce
Y
v a 6. Pak vSak plati B =% ~yaY a také v tomto pfipadé dostdvame Y > a.

a

Nasledujici véta spolu s uvedenou lemmou ndm umozni formulovat algoritmus rozkladu jazyka
generovaného jednoduchou precedenéni gramatikou.

Véta 6.2 Necht G = (N, %, P, S) je vlastni gramatika, € ¢ L(G). Jestlize

1S iXpo_l oo Xgr1dag ... Qq szXp—l e X1 Xk - - X1aq ... Qq
pak je:

(1) prop<i<k X;y1 <X;nebo X;y; =X;



(2) Xpy1 < Xy
(3) prol<i<k, Xiy1=2X;
4) X1 >a1

Dikaz: Dikaz provedeme indukci. Pro n = 0 mame §S§ = #Xj ... Xif. Z definice precedenc-
nich relaci plyne § < X, X;11 = X; pro k > i > 1 a X1 > f. Retézec Xj ... X nemiiZe byt
prazdny, ponévadz € ¢ L(G).

Nyni predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro n a uvazujme derivaci

ﬂSﬂ = Xp...Xk_HAal ... 0q
= Xp...Xk+1Xk...X1a1...aq

rm

= Xp...Xj+1n...Y1Xj_1...Xlal...aq/

rm

tj. nonterminal X; je nahrazen Y, ...Y; v posledni pfimé derivaci, takze X;_1 ... X1 jsou termi-
nalni symboly.

Podle induktivni hypotézy je X;11 < X; nebo X1 = X;. Tedy, na zdkladé lemmy 6.1 (1)
je X1 <Y,. Podobné mezi X; a symbolem vpravo (kterym mutze byt také a;) plati jedna
z precedencnich relaci a tedy podle 6.1 (2) plati Y7 > X;_; nebo, je-li j = 1,Y] > a;. Ponévadz
Y. ...Y; je prava strana pravidla, dostavame Y, = Y,_1,...,Ys = Y7. Koneéné, platnost relace
Xj41 < X; nebo X; 1 = X; plyne pro p < < j z induktivniho pfedpokladu. O

Jestlize G je precedencni gramatika, pak tvrzeni véty 6.2 muzeme na zdkladé definice zesilit
takto:

V bodé (1): ,pravé jedna z relaci < nebo =“.

V bodech (1)—(4): ,a zddné jiné relace neplati“.

Podle uvedenych tvrzeni lze zkonstruovat algoritmus deterministické syntaktické analyzy
pro jednoduchou preceden¢ni gramatiku. V kazdém kroku analyzy je v kazdé pravé vétné
formé X, X, 1 ... X} 11X ... X141 ... a4 precedenénimi relacemi jednoznacné definovana [-fraze
Xk ... X1 a jednozna¢né definovana redukce podle pravidla A — X ... X;. Snadno dokazatel-
nym dusledkem této skutecnosti je, ze jednoducha precedencni gramatika je jednoznacné.

Jesté drive, nez uvedeme vlastni algoritmus syntaktické analyzy, definujme pojem pravy rozklad,
ktery nam umozni popsat vysledek syntaktické analyzy zdola—nahoru.

Definice 6.4 Necht G = (N,X%,P,S) je gramatika, jejiz pravidla jsou ocislovdna indexy
1,2,...,p (tj. p je mohutnost mnoziny P) a necht « je vétna forma.

Pravym rozkladem Tetézce a budeme rozumét v opaéném poradi zapsanou posloupnost indexi
pravidel, jez byly pouzity v pravé derivaci vétné formy a.

Algoritmus 6.2 Rozklad vét jednoduchého precedenéniho jazyka.

Vstup: Jednoduché precedenéni gramatika G = (N, X, P, S) preceden¢ni matice a vstupni fe-
tézec w = aq - - . anfl.

Pravidla z P jsou o¢islovana 1,2,...,p.



Vystup: Pravy rozklad fetézce w, je-1i w vétou jazyka L(G), jinak error.

Metoda: Cinnost algoritmu popiSeme opét prechody mezi konfiguracemi. Konfigurace tohoto
algoritmu je déna trojici (aX,z, ), kde

(a) aX je obsah zdsobniku Z, X je vrchol zasobniku
(b) z je doposud nepouzitd ¢ast vstupniho Fetézce

(c) = je Fetézec, jenz po skonleni algoritmu reprezentuje pravy rozklad fetézce w. Konfi-
gurace (f, w,€) je poc¢atecni konfiguraci algoritmu (v zdsobniku Z je ulozen koncovy
symbol )

(1) Hledéni [-frize. (a,az,7) F (aa,z,7), je-li X < a nebo X = a (X je nejpravéjsi
symbol fetézce a); vrat se k (1). Je-li X >a, pfejdi k (2). Neni-li pro (X, a) definovina
precedencéni relace pak error.

(2) Redukce.

(an—}-le “e Xl, Z, 7'(') F (OtX]c_HA,.’L‘, 7rz'),
jestlize plati:
a) Xj+1in pI‘OlSj(k
b) Xpi1 < X,
c) ajeli A— Xi...X; i-tym pravidlem z P.

Je-li z = {}, pak algoritmus konéi; 7i je pravy rozklad fetézce w. Jinak prejdi k (1).
Nemuze-li byt redukce provedena, pak error.

Snadno lze dokazat, Ze je pocet operaci algoritmu 6.2 linedrné zavisly na délce vstupniho fetézce.
Cinnost tohoto algoritmu ukéZeme na piikladé.

Priklad 6.3 UvaZzujme preceden¢ni gramatiky z piikladu 6.1

(1) S — aSSh

(2) S—c¢

Jeji precedencéni matice je v tab. 6.1. Pro vstupni fetézec accb algoritmus 6.2 prochazi touto
posloupnosti konfiguraci:

(8, accbl, €) F (Hla,cchbl,¢)

F  (fac, cbl, €)

F (#aS,cbl,2)

F (faSc, bY, 2)
F (§aSS, bYf, 22)
F (§aSSh, 1§, 22)
F (45, 8,221)

Pravym rozkladem je fetézec m = 221. Déle popiSeme chovéni algoritmu 6.2, neni-li w v L(G).



Uvazujme vstupni Tetézec acb a odpovidajici posloupnost konfiguraci:

(#, acbfl, €)

V posledni konfiguraci je jako I-fraze identifikovan fetézec aSbh, protoze plati § <a =S5 =b > {.
Tuto frazi vSak nelze redukovat, ponévadz v G neexistuje pravidlo s pravou stranou aSb.

6.4 Linearizace precedenc¢ni matice

Uvéazeme-li, ze bézny programovaci jazyk ma kolem 150-ti symboli, pak je k reprezentaci pre-
ceden¢éni matice t¥eba obsadit minimalné 150 x 150 x 2 bitd. (Reprezentace <,= a > jsou
zobrazitelné nejméné na 2 bitech). Proto bylo nutno hledat cesty, jak snizit ndroky na pamét
pro uklddani informace o precedenénich relacich. Jednou z cest jsou precedencni funkce, které
vzniknou tzv. linearizaci precedencni matice.

Definice 6.5 Necht je G = (N, %, P,S) jednoducha preceden¢ni gramatika. M je jeji prece-
dené¢ni matice. Jsou-li f a g celoéiselné nezdporné funkce definované na mnoziné N U X U {f#}
tak, ze

(1) jeli M(X,Y) = <, pak f(X) <g(Y)

(2) je-li M(X,Y) ==, pak f(X) =g(Y)

(3) je-li M(X,Y) = », pak f(X) >g(Y), X,Y e NUZ U {{}

Piiklad 6.4 Uvazujme jednoduchou preceden¢ni gramatiku G s pravidly

S —aSc|bSc|c

Jeji preceden¢ni matice je uvedena v tab. 6.2.

S a b ¢
S =
a | = | << | <
bl=|l<|<|<
c > | >
i < | < | <

Tabulka 6.2: Precedenéni matice

Hodnoty precedenc¢nich funkci f a g jsou uvedeny v tab. 6.3.

Naroky na pamét se tedy pouZitim precedenénich funkci nezanedbatelné snizi. Ma-li grama-
tika n symboli, pak precedenéni matice vyzaduje (n + 1) X (n + 1) elementarnich pamétovych



f g
S|1110
a |01
b |01
c |21
#1010

Tabulka 6.3: Hodnoty precedenc¢nich funkci

mist (uvazujme rovnéz koncovy symbol f), kdezto preceden¢ni funkce potiebuje pouze 2(n + 1)
pamétovych mist. Precedenéni funkce jsou uloZeny jako vektory. Nahrada precedenéni matice
preceden¢nimi funkcemi se nazyva linearizaci precedenéni matice.

Pouziti precedencnich funkci misto preceden¢ni matice vSak prindsi jednu nevyhodu. ,,Prazdna“
policka v matici jsou béhem analyzy interpretovana jako syntaktické chyby. Uvazujme napt. pre-
cedené¢ni matici z prede§lého piikladu (tab. 6.2). Vyskytnou-li se napf. vedle sebe symboly cb,
je ziejmé, Ze vstupni fetézec neni syntakticky spravné utvoren. Ponévadz jsou vSak preceden¢ni
funkce definovany pro vSechny symboly gramatiky G, bude mezi symboly cb vypoctena prece-
denc¢ni relace >. I kdyz je jasné, Ze v nékterém z piistich krokid nebude mozné provést redukei,
nevyhodou je, ze se indikace chyby oddali. Tento problém je éastecéné reSitelny pr slabé prece-
dencni gramatiky, kde algoritmus nemusi rozliSovat relace < a =. Pak lze navrhnout preceden¢ni
matici tak, ze je pro pfislusné precedenéni funkce piipad f(X) = g(Y) interpretovian opravnéné
jako syntakticka chyba. Snizi se tim pocet piripadu, kdy analyzator neohldsi co nejdiive chybu.

Ne vsak ke kazdé precedenéni matici existuji precedenéni funkce. V algoritmu 6.3 je uveden
postup pro nalezeni preceden¢nich funkci, pokud existuji, pro danou precedenéni matici. Pouziva
preceden¢ni matice M jejiz prvky 0,—1,1 reprezentuji precedencni relace takto: Plati-li mezi
symbolem oznacujicim -ty fadek a symbolem, ktery oznacuje j-ty sloupec relace

(1) < pak M;; =—1
(2) =pak M;; =0
(3) » pak M;; =1
(4)

4) relace neni definovéna, pak M; ; = blank

Algoritmus 6.3

Vstup: Precedenéni matice M fadu n, jejiz hodnoty jsou —1,0,1 a blank.

Vystup: Preceden¢ni funkce reprezentovani celo¢iselnymi vektory f = (f1,...,fn) a ¢ =
(91,---,9n), pro které plati

i< g; je-li Mi,j = -1
fi = gj je—li Mi,j =0
fz' > gj je—li Mi,j =1

nebo ,NE“, pokud takové funkce neexistuji.



Metoda:

(1)

Vytvor orientovany graf s 2 X n uzly, jenz se nazyva linearizacnim grafem pro M. Na
pocatku oznaé uzly grafu symboly Fi, Fs, ..., F, a G1,Gs,...,Gy. V pribéhu algo-
ritmu budou tyto uzly ,,reprezentovany novymi uzly podle kroku ( ) a (3). V kazdém
okamziku bude existovat uzel F reprezentup(:l uzel F; a uzel G reprezentujici uzel
Gj. Na pocéatku poloz E =F;a Gj = G pro viechna 7 a j. Pro kazdé i i j provadéj
kroky (2) a (3).

Je-li M; ; = 0, vytvof novy uzel N spojenim uzlt 1?’Z a é\j Uzel N bude nyni repre-
zentovat vSechny uzly, které byly drive reprezentovany uzly ﬁz a 6‘;

Je-li M; ; = 1, sestroj hranu, kterd vede z uzlu F; do uzlu 6’; Je-li M; ; = —1, sestroj
hranu, kterd vede z uzlu é; do uzlu Fj.

Je-li vysledny graf cyklicky, je vystup algoritmu ,,NE“. Preceden¢ni funkce k matici
M neexistuji.

Je-li lineariza¢ni graf acyklicky, pak je f; rovno délce nejdelsi cesty z uzlu ﬁz a gj
rovno délce nejdelsi cesty z uzlu é;

Pozndmka 6.2 V kroku (4) algoritmu 6.3 je nutno zjistit, zda je orientovany graf cyklicky.

Priklad postupu:

(i) Najdi uzel grafu, jenz nemd zadné vychézejici hrany. Neexistuje-li takovy uzel, je graf
cyklicky. V opa¢ném piipadé tento uzel odstran a piejdi k bodu (ii).

(ii) Je-li vysledny graf prazdny, pak je ptuvodni graf acyklicky. Jinak opakuj bod (i).

V kroku (5) algoritmu 6.3 méme nalézt délku nejdelsi cesty z daného uzlu orientovaného acyk-
lického grafu. Lze pouzit této techniky: ke kazdému uzlu N; grafu budeme postupné prirazovat
cela ¢isla k;, kterd budou po skonceni tohoto algoritmu reprezentovat délku nejdelsi cesty z N;.

(i) Na zac¢atku poloz pro v8echny uzly N; hodnotu k; = 0.

(ii) Krok (iii) opakuj tak dlouho, dokud se méni hodnota nékterého k;. Nezméni-li aplikace
kroku (iii) Zddnou z hodnot k;, pak pfislusnd k; udavaji nejdelsi cestu z uzlu N;.

(iii) Vezmi uzel N grafu. Vychézeji-li u uzlu N hrany vedouci do uzld Ni,Na,...,Np, a
prisluseji-li témto uzlim hodnoty ki, ko, . .., km, pak poloz k = max(ki, ko, ..., kn) + 15 k
je hodnota, kterd p¥islusi k uzlu N. Tento krok proved pro vSechny uzly.

Je-li d délka nejdelsi cesty v orientovaném acyklickém grafu, pak je pro jeden uzel tfeba provést
krok (iii) maximalné d-krat.

Priklad 6.5 UvaZujme precedenéni matici M

1 2 3 4 5
11-1]-110 -1
2 1(-110
3| -1 110
4 -1]1
5 1 1




Obrazek 6.1: Lineariza¢ni graf

Po provedeni algoritmu 6.3 ziskdme lineariza¢ni graf zndzornén na obr. 6.1. Podle kroku (2)
algoritmu 6.3 jsou spojeny uzly (F3,G4),(F5,G5) a (F1,G3). Lineariza¢ni graf je acyklicky,
vysledné precedenéni funkce jsou:

f = 10,1213)
g = (3:2,0,2,1)

Napft. f5 = 3, ponévadz nejdelsi cesta z uzlu F5 ma délku 3.

6.5 Stratifikace gramatiky

Pro danou gramatiku programovaciho jazyka velmi ¢asto nejsou preceden¢ni relace definovany
jednoznacné. Znamena to, ze pro dva symboly z N U X plati vice, nez jedna precedenc¢ni relace.
Zdrojem takovych kolizi mize byt leva rekurze. Pfedpokladejme, Ze gramatika obsahuje pravidlo
A — Aa a pravidlo B — BCA~. Pro symboly C A pak plati zaroven relace C' = A a C' < A.
Tento typ kolize lze nékdy odstranit pfidanim nového nonterminilu D a zaménénim pravidla
B — BC Ay dvojici pravidel B — SCDvy a D — A. Nyni plati C =D a C < A.

Podobné, obsahuje-li gramatika pravidla rekurzivni zprava, mohou nastat kolize mezi relacemi
= a », které by bylo mozno odstranit zavedenim nového nonterminalu. Tato metoda se nazyva
stratifikact (rozvrstvenim) gramatiky. Uvedeny postup v8ak nemusi vZdycky vést k jednoduché
preceden¢ni gramatice. Provedené zmény mohou byt disledkem jinych kolizi v jednoznacnosti
precedenc¢nich relaci. Plati-li mezi symboly A a B soucasné relace < a relace >, pak tento postup

v

nevede k aspé$nému cili a vhodnéjsi je pouzit n€kterého z jinych typd syntaktické analyzy.



Nehledé k tomu, ze stratifikace zvétSuje precedenc¢ni matici, uvedené manipulace s gramatikou,
kterd ma kolem 100 pravidel u jazyki jako je Algol 60, vyZzaduji ptili§ mnoho ¢asu i pro zkuSené
osoby.

Stratifikaci budeme nyni ilustrovat na pfikladé gramatiky pro popis aritmetického vyrazu.

Priklad 6.6 Uvazujme gramatiku G s pravidly:

E - E+T|T
T — TxF|F

Z prvniho pravidla plyne relace + = T'. Ponévadz je v8ak gramatika G rekurzivni zleva v T', plati
téZ + < T. Podobny problém nastévd s dvojici symboli (, E. Stratifikaci obdrzime gramatiku
s pravidly

(1) E - E

(2) Ey, - Ei+T
(3) E, > Ty

4) n - T

(5) T — Tx*F
(6) T —- F

(7) F — (E)

(8) F — i

ktera, jak je vidét z jeji precedenéni matice v tab. 6.4, je jednoduchou precedenéni gramatikou.
Tab. 6.4 obsahuje rovnéz hodnoty preceden¢nich funkci f a g.
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Tabulka 6.4: Precedenéni matice a funkce



6.6 Jiné tiidy precedencnich gramatik

RozSifeni preceden¢ni gramatiky

Definice Wirth-Weberovych precedencnich relaci lze zobecnit tak, ze misto precedencnich relaci
mezi dvéma symboly definujeme precedenéni relace mezi dvojicemi fetézci. Tak zvané (m,n)-
precedencni relace <, =, > jsou definovany jako podmnozina mnoziny

(NUZU{H™ x (NUZU{§}H)"

Jsou-li tyto relace disjunktni, pak mluvime o (m,n)-precedenéni gramatice. Véty jazyka, jenz
je generovan tzv. rozsitenou precedencni gramatikou, mohou byt analyzovany algoritmermn, jenz
se jen nepatrné 1isi od algoritmu 6.2. Pro vyhodnoceni precedenéni relace se musi v algoritmu
rozkladu uvazovat m symboli na vrcholu zasobniku a n priStich vstupnich symbolt. I kdyz
z praktickych divodi (rozsah precedenéni matice) nebyva n+m > 5, je tf¥ida (m,n) precedenc-
nich jazykl vyznamné vétsi néz tfida jednoduchych precedencnich jazykt. Zminény algoritmus
rozkladu vSak opét vyzaduje, aby byla (m,n)-precedenéni gramatika zarovenn Ul-gramatikou.

Slabé precedenc¢ni gramatiky

Definice 6.6 Necht G = (N, X, P, S) bezkontextova gramatika, kterd nem4 7adné e-pravidla.
Rikdme, ze G je slaba precedenéni gramatika, plati-li tyto dvé podminky:

(1) Relace > je disjunktni se sjednocenim relaci < a =.

(2) Jsou-li A - aXp a B — § pravidlaz P a X € NUJX, pak neplati zddnd z relaci X < B
nebo X = B.

K urceni konce [-fraze opét slouzi relace >. K urcéeni zacatku [-fraze vSak nelze pouzit relaci <
a =, ponévadZ nejsou disjunktni. Algoritmus rozkladu hleda zacatek I-fraze tak, %e porovnava
fetézec slov od konce fraze s pravymi stranami pravidel. V pripadé, Ze by byla néktera prava
strana pravidla sufixem jiné pravé strany, mohlo by dojit k nejednoznaénosti. Jsou-li nap¥. A —
a B — prypravidlaz P a afyw prava vétna forma, ve které byl nalezen konec I-frize mezi fetézci
v a w, pak by nemuselo byt jasné, zda se ma redukovat Tetézec -y, nebo fetézec fy. Podminka
(2) v definici slabé precedené¢ni gramatiky v8ak zarucuje, ze je [-frize jednoznacné dédna nejdelsi
pravou stranou pravidla, kterého lze k redukci pouzit. V naSem piikladé je tedy aBw pristi
pravou vétnou formou v procesu rozkladu.

Trida slabych precedencnich jazykd neni vét$i nez tfida jednoduchych precedenénich jazyki.
Existuje algoritmus, jenz kazdou slabou preceden¢ni gramatiku pievede na jednoduchou pre-
cedenc¢ni gramatiku. Vyhodou slabych preceden¢nich gramatik je snad prirozenéjsi a Citelnéjsi
popis syntaxe jazyka.

Operatorové gramatiky

Definice 6.7 Necht G = (N, X, P, S) je bezkontextovd gramatika. Jestlize plati:

(1) Zadn4 pravé strana pravidla z P neobsahuje dva sousedni nonterminAly.



(2) Mezi kazdymi dvéma symboly z (X U {#}) je definovdna nanejvy$ jedna precedenéni relace
< nebo = nebo > takto:
(a) a=bjeli A— aaybf v P a~ye (NU{e})
(b) a<bjeli A— aaBB v Pa B="+bd, kde v € (N U{e})
(c) a>bjeli A— aBbyv P a B="day, kde y € (N U{e})
(d) § <ajeli S=* yaa, v€ (N U{e})
() a>fjeli S= aay, v€ (NU{e}),

pak G se nazyva operdtorovou precedencni gramatikou.

Priklad 6.7 Uvazujme gramatiku G s pravidly:

E - E+T|T
T — TxF|F
Tato gramatika spliiuje prvni podminku z definice operatorové precedenéni gramatiky. V tab.

6.5 jsou uvedeny precedencni relace definované mezi terminalnimi symboly gramatiky G podle
definice operatorové precedenéni gramatiky.

+ o« () i
+|>|<|<|>|<|>
x > > <[> |<|>
(|<|<|<|=|<

) [ > >|=>| |>»
i > > > |>»
i l<|<|<| |<

Tabulka 6.5: Precedenéni matice

Protoze precedenéni relace jsou definovany jednoznacéné, je G operatorovou precedenéni grama-
tikou.

Operatorové preceden¢ni jazyky jsou vlastni podmnozinou jednoduchych precedenénich jazyki.
Nebylo by obtizné sestrojit deterministicky syntakticky analyzator, jenz na zakladé precedencni
matice pro operatorovou precedenéni gramatiku identifikuje [-frazi a provadi prislusnou redukci.
Vyhodou této metody jsou mensi niroky na pamét, protoze precedencni relace jsou definovany
pouze pro termindlni symboly gramatiky.

6.7 Cviceni

Cvicéeni 6.7.1 Ktera z téchto gramatik je jednoduch4 precedenéni gramatika?

(a)
S — if F then Selse S |a
E — FEorb|b



S — AS|A

s = (910
()

S — SA|A

A4 = 910

Cvideni 6.7.2 Uvazujme gramatiku G, kterd popisuje seznamové struktury, napt. ((a, (a,A)),

(a,a), (a)):

S = alA|(T)
T - T,5|8

Ukazte, ze G neni jednoduchd precedencni gramatika.
Cviéeni 6.7.3 Gramatika G s pravidly

S —= al|A]|(R)
T — ST|S
R —» T

je ekvivalentni s gramatikou z cviceni 6.7.2. Pro gramatiku G vytvorte precedenc¢ni matici a
precedenc¢ni funkce.



Kapitola 7

LL jazyky a jejich syntakticka
analyza

LL jazyky predstavuji vlastni podtfidu deterministickych bezkontextovych jazykiu, pro které
Ize zkonstruovat deterministicky syntakticky analyzitor. Analyzatory téchto jazyku realizuji
syntaktickou analyzu shora—doli. Nazev LL je odvozen z charakteristiky analyzy: Left to right
parse — rozklad zleva—doprava a Left parse — levy rozklad.

Jak uvidime pozdéji, analyzatory LL jazykd nemaji, z hlediska co nejobecnéjsiho pouziti, takové
vlastnosti jako analyzatory LR jazykid. Presto jsou vSak velmi rozsSifené a oblibené. Hlavnim
diivodem je mnohem mensi pracnost a slozitost jejich realizace.

7.1 Zakladni princip syntaktické analyzy LL jazyku

Predpokladejme, ze G = (N, X, P, S) je jednozna¢na gramatika, a ze fetézec w = ajaz...an, je

vétou z L(G). Pak existuje jednozna¢nd posloupnost vétnych forem &g, d1, ..., dp:
b = S
o =" 41, r=0,1,...,m—1
om = w

P, znaéi index prepisovaci pravidla, jez bylo pouzito pro expanzi nejlevéjstho nonterminalu ve
vétné formeé 6.

Vzhledem k tomu, ze vytviiime levou derivaci véty w, je kazda vétna forma 6, (s vyjimkou é,,)
tvaru:

5r:a1a2...ajAﬁ, A€eN,pe(NUXD),
pficemZ termindlni prefix a; ...a; vétné formy ¢, je shodny s prefixem véty w.

Jsou-li A — a1 | ag|...| a A-pravidla z P, pak zdkladni problém deterministické syntaktické
analyzy spoc¢iva v jednoznaéném vybéru toho pravidla A — «;, jehoz aplikaci dostaneme z vétné
formy 6, pristi vétnou formu d, 4.

V modelu syntaktického analyzatoru shora—dold, jenz je reprezentovan zasobnikovym automa-
tem zkonstruovanym podle véty 4.1, tento problém feSen neni; vysledny automat je nedetermi-
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nisticky.

Uvazme vSak napiiklad gramatiku tvaru
G=({X,Y},{a,b,c}, P, X)

s pravidly

X — aXa|cYc|b
Y — aYbX |c

a néjakou levou derivaci, napt. véty acacbbca:
X = aXa = acYca = acaYbXca = acacbXca = acacbbca

Vidime, ze v této gramatice mizeme vytvorit deterministicky levou derivaci kazdé véty, protoze
vybér pravé strany pravidla pro nontermindl X i Y je zcela jednoznac¢né urcen ndasledujicim
symbolem vstupni véty. Konkrétné, je-li

57‘ =a109... ajAﬂ

r-t4 vétna forma, pak vybér pravidla pro prechod k pristi vétné formé §,,1 v zavislosti na
nejlevéjsim nontermindlu A a pfistim vstupnim symbolu a;11 popisuje tabulka 7.1.

aj+1
A a b c
S X —aXa | X—2b| X —cYec
Y | Y - aYbX Y —5e¢
Tabulka 7.1:

Jednoznalné piifazeni pfepisovaciho pravidla k dvojici (nonterminél, p¥i§ti vstupni symbol),
tj. k fadku a sloupci v tab. 7.1, bylo velmi jednoduché, ponévadz kazdé pravidlo uvazované
gramatiky zacind termindlnim symbolem a tento jediny termindlni symbol je dostacujici k de-
terministickému vybéru spravné alternativy. Uvazujme nyni obecnéjsi ptipad.

Predpokladejme, Ze pro expanzi nontermindlu A ve vétné formé
0p =ai...a;AB

méme k dispozici piiStich k-vstupnich symbolt a;1...a;1; vstupni véty w a Ze zaddné z A-
pravidel
A—>a1|a2|...|al

negeneruje prazdny fetézec, tj. neplati a; =* € pro zadné «;. Déle pfedpoklidejme, ze ke kazdé
pravé strané «; umime nalézt mnozinu terminalnich retézci x, pro které plati

bud «; ="z, kde |z| < k

nebo ;=" zv, kde |z| =k ay € (NUX)*,
t.j mnozinu termindlnich fetézct délky nejvysSe k, které tvori prefixy derivaci z «;. Jestlize
dovedeme na zakladé téchto mnozin zkonstruovanych ke kazdé pravé strané «; jednoznacéné urcit,

podle piistich k symboli a1 ... a4, kterého pravidla se ma pouzit k expanzi nonterminéalu
A, pak je problém deterministické syntaktické analyzy opét vyreSen.



Ptiklad 7.1 Uvazujme gramatiku G = ({S, B,C}, {a,b,c,d}, P,S) s pravidly

S — aB|aCC
B — Sb|b
C — cCld

7Z tvaru S-pravidel vidime, Ze vétu generovanou v této gramatice nelze deterministicky syntak-
ticky analyzovat na zdkladé pouze jediného pfistiho vstupniho symbolu (je-li timto symbolem
symbol a, pak nemiiZzeme rozhodnout, zda se mé aplikovat pravidlo S — aB, nebo S — aCC).
Uvazujeme tedy pripad £ = 2 a podle pravidel gramatiky sestrojme ke kazdé pravé strané
pravidla mnozZinu termindlnich fetézci délky rovné nebo mensi k, kterym zacinaji derivace z a:

A | aB | {aa,ab}
aCC | {ac,ad}

B | Sb {aa, ab, ac,ad}
b {b}

C|cC {cc, cd}

d {d}

Tabulka 7.2:

Protoze mnoziny pfislusejici A-pravidlim jsou disjunktni, je mozné k danému nonterminalu
jednozna¢né prifadit, na zakladé pristich dvou symbolu, prepisovaci pravidlo, jehoz se ma pouzit.
Toto pfifazeni zobrazuje tabulka 7.3.

aa ab ac ad b cc cd d
S| S—>aB|S—aB|S—aCC | S —aCC
B| B—+Sh| B—>Sb| B—Sb B—Sb | B—~b
C C—>cC|C—-cC|C—d

Tabulka 7.3:

Doposud jsme predpokliddali, Ze gramatika, pro niz hleddme deterministicky syntakticky analy-
zator shora—dolid, nem4 e-pravidla. UkdZeme nyni, ze diskutovana metoda, vyuzivajici k predikci
pravidla pro derivaci pri§tich vstupnich symbolid véty, mlze byt aplikovana také na gramatiku
s e-pravidly.

Uvazujme opét vétnou formu
Op =ay...a;AB

a A-pravidla A — a3 | ag | .. | ;. Pfedpokladejme, Ze jedno z A-pravidel muiZe vést k ndhradé
nontermindlu A prazdnym fetézcem, t.j pro néktery fetézec «; plati a; =" e. Aplikaci tohoto
pravidla pak lze ziskat v néasledujicich krocich vétnou formu

(5,«+S:a1...ajﬁ, s> 1.

Jak pozname, kdy takovy pfipad nastane a kdy tedy pouzit pravidla A — «;. PovSimnéme si,
7ze piisti vstupni symboly a;i1,aj5 +2,...,aj44 v takovém piipadé neodpovidaji termindlnimu
prefixu derivace z Tfetézce «;, ale termindlnimu prefixu derivace z fetézce . Tento prefix vSak



musi leZet v mnoziné termindlnich fetézci (délky rovné k nebo mensi nez k), které mohou na-
sledovat za nontermindlem A v nékteré vétné formé a jak uvidime pozdéji, tuto mnozinu umime
algoritmicky nalézt. Za predpokladu, ze takovd mnozina termindlnich fetézcti konecné délky ur-
¢uje jednoznacné, kdy se mé aplikovat pravidlo A — «;, a; =* €, pak je problém deterministické
analyzy feSitelny i pro gramatiky, jez obsahuji e-pravidla.

Priklad 7.2 Uvazujme gramatiku G = ({S, B,C},{a,b,c}, P, S) s pravidly

S — aBb|bCa]|c
B — cS|e
C — bBla

Nejprve spoéitdme mnoziny fetézcii délky 1 (nebo 0 v pfipadé o; =" €), kterymi zacinaji derivace
z pravych stran pravidel.

aBc | {a}
S | bCa | {b}
c {c}
cS | {c}
B | e {e}
bB | {0}
Cla {a}
Tabulka 7.4:

V dusledku pravidla B — € nalezneme mnozinu termindlnich fetézct délku [, které se mohou
objevit bezprostfedné za nontermindlem B. Z pravidla S — aBb resp. z derivace S = bCa =
bbBa plyne, Ze tato mnozina obsahuje prvek b resp. a. Protoze mnozina {a, b} pfislusejici pravidlu
B — € je disjunktni s mnoZzinou {c}, jez p¥islugi druhému B-pravidlu, a protoze i mnoZziny pro
S-pravidla resp. C-pravidla jsou disjunktni, 1ze na zikladé jediného pristiho vstupniho symbolu
jednoznacné vybrat pravidlo, jez se ma v levé derivaci aplikovat. Ptfifazeni pravidel v zavislosti
na tomto pristim symbolu uvadi tab. 7.5.

a b c
S—aBb|S—bCa|S—c
B — € B —¢€ B —cS
C—a C - bB

Tabulka 7.5:

7.2 Vypocet mnozZin FIRST a FOLLOW

V tomto odstavci ukdzeme, jakym zpiisobem lze algoritmicky hledat v dané gramatice mnoziny
termindlnich fetézci, které umoznuji predikci v deterministické syntaktické analyze shora—dolu.
Nejdrive zavedeme jejich pojmenovani a presnou definici.

Konvence 7.1 Nechf ¥ je abeceda a k nezdporné celé &islo. Symbolem ¥** znagime mnozinu
fetézcti nad abecedou X, jejichz délka je mensi nebo rovna k, tj. 2% = {z | z € * A |z| < k}.



Definice 7.1 Necht G = (N, %, P, S) je gramatika. Mnozinu FIRSTy (), @ € (N UX)* definu-
jeme takto:

FIRST () = {z | £ € ¥** a bud |z| < kAa= z nebo |z| = kAa = v pro n&jaké v € (NUX)*}

Priklad 7.3 V gramatice z prikladu 7.2 (viz tab. 7.4) je
FIRST;(aBc) = FIRST;(a) = {a}
FIRST,(B) = {c, €}

Definice 7.2 Necht G = (N, X, P, S) je gramatika. Mnozinu FOLLOW(A), A € N definujeme
takto:

FOLLOW(A) = {z | z € Z** A §= aAB A z € FIRST,(B),8 € (N UX)*}

Priklad 7.4 V gramatice z prikladu 7.2, jez ma pravidla

S — aBb|bCa]|c
B — cS|e
C — bBla

je FOLLOW{(S) = {a, b}, protoze existuji derivace

S = aBb= acSh
S = bCa= bbBa = bbcSa;
FOLLOW;(B) = {a, b},

protoze existuji derivace

S = aBb
S = bCa= bbBa;
FOLLOW(C) = {a}

protoze existuje derivace
S = bCa.

Jiné derivace, jez by mély vliv na dalsi prvky uvedenych mnozin FOLLOW neexistuji.

Konvence 7.2 V pfipadé, ze k = 1 budeme psit namisto FIRST;(a) nebo FOLLOW,(A4)
pouze FIRST(a) nebo FOLLOW (A).

Pozndmka 7.1 7 definice 7.2 plyne, Ze mnozina FOLLOW(A) obsahuje prizdny fetézec e,
pravé kdyz existuje v gramatice vétna forma, jejimz poslednim symbolem je nonterminal A, t.j
S =* aA implikuje ¢ € FOLLOW(A).

Je jasné, Ze pro praktické aplikace neprichdzi v tivahu zptsob vypoctu mnozin FIRSTj a
FOLLOW{, ktery jsme pouzivali doposud v prikladech 7.1-7.4. Df¥ive, nez formulujeme algoritmy
pro vypocet téchto mnozin, predesleme, ze dominantni prakticky vyznam ve tfidé diskutovanych
gramatik mé pripad k = 1, a ze gramatika, ke které hleddme deterministicky syntakticky ana-
lyzator shora—dold, nesmi obsahovat levou rekurzi.

Abychom nalezli mnozinu FIRST(«), a = X1Xs ... X, je tfeba vypocitat mnoziny FIRST(X)
pro vSechny symboly X Fetézce a. Mnoziny FIRST(X) jsou definoviny podle pravidel, jez plynou
z definice 7.1:



1. Je-li X terminal, pak FIRST(X) = {X}

2. Je-li X nonterminédl a X — a« pravidlo, pak k mnoziné FIRST(X) pfidej termindl a.
Je-li X — e pravidlo, pak k FIRST(X) pfidej e.
3. Je-li X = Y1Y5...Y,, pravidlo, pak pro vSechna i, pro kterd plati Y; € N a FIRST(Y})

obsahuje € pro j = 1,...,7 — 1, pfidej k FIRST(X) prvky mnoziny FIRST(Y;) rizné od e.
Plati-li e € FIRST(Y;) pro vSechna j = 1,...,m, pak k FIRST(X) pfidej také e.

Zname-li mnoziny FIRST(X;), pak FIRST(X1X> ... X;,) vypoditame takto:

Mnozina FIRST(X] ... X,,) bude obsahovat vSechny symboly z FIRST(X}) rizné od e. Jestlize
FIRST(X;) obsahuje ¢, pak k FIRST(X; ... X,,) pfidej vSechny symboly z FIRST(X5) rizné
od e. Jestlize FIRST(X;) i FIRST(X5) obsahuje €, pak k FIRST(X; ... X,,) pfidej symboly
z FIRST(X3) rizné od e, atd. Nakonec k FIRST(X; ... X,,) pfiddme € v pfipadé, ze vSechny
mnoziny FIRST(Xj;), i =1,...,m, obsahuji .

Na zdkladé tohoto postupu muZeme formulovat algoritmus vypoétu mnoziny FIRST(«), jenz je

vhodny zejména pro jeho programovou realizaci.

Algoritmus 7.1 Vypoéet mnoziny FIRST(«).

Vstup: Gramatika G = (N, 3, P, S) bez levé rekurze a fetézec o = X1 X2... Xy, a € (NUX)*™.
Vystup: Mnozina FIRST(«).
Metoda:

(1) Vypoéite] mnozinu N, = {A | A="¢€}.

(2) Vytvof binarni relaci F' na mnoziné N U ¥ takto:
F={X,)Y)|X —2aYBjevPY e (NUX), ae N}, € (NUX)"}
(3) Vytvor bindrni relaci H na mnoZziné N U X U {¢} takto:
H=F"u{(X,e)| X € N}U{(a,a) |a € (ZU{e})},

kde F* je tranzitivni uzdvér relace F.

(4) Poloz FIRST(X;) = {a | (Xj,a) € H, X; € (NUXZ U{e}), a € (2 U {e})} pro
1=1,...,n.

(5) Poloz i =1 a FIRST(a) = 0.

(6) FIRST(c) := FIRST(a) U FIRST(X;).

(7) Je-lii =n nebo i < nAe¢ FIRST(X;), pak FIRST(«) je vyslednd mnozina. V opag-
ném piipadé FIRST(«) := FIRST(a) — {€} a vrat se ke kroku (6).
Poznamka 7.2 Formulace algoritmu 7.1 pfevadi tézi§té vypoétu mnoziny FIRST(a) do kon-
strukce tranzitivniho uzavéru relace F', pro niz mizeme vyuzit operaci s booleovskymi maticemi.
Poznamenejme, ze relace H definuje pro symbol X € (N U X U {e}) ty symboly Y z mnoziny
(NUZXU{e}), pro néz plati X =*Ya, a € (N UX)*.



Priklad 7.5 Pro pravé strany « pravidel gramatiky G = ({4, B, C}, {a,b,c}, P, A),

A — BCb|ab
E — bB|e
T — cAle

spocitejte podle algoritmu 7.1 mnoziny FIRST(«).

(1) Ziejmé je N. = {B,C}.

(2) Relaci F reprezentujeme booleovskou matici

A B C a b c
ATO 1 1 1 1 0]
B|{0O 0 0 01 0
c|o 0 0 0 01
[F]= a0 0 0 0 0O
b {0 0 0 0 0 O
clo 0o 0 00 0]
(3) Vypocitdme matici H
A B C a b c ¢
ATO 1 1 1 1 0 07
B|I0O 0 0 0 1 01
c|io 0 0 0 0 1 1
Hl=a |0 0 0 1 00 0
b (0O 0 0 0 1 0 O
c|0 0 0 0 0 1 O
e L0 0 0 0 0 O 1]
(4) Dostavame:
FIRST(A) = {a,b,c}
FIRST(B) = {b e}
FIRST(C) = {c,€}
FIRST(e) = {e}
FIRST(X) = {X} pro X =a,b,c

(5)—(7) Dostavame:

FIRST(BCb) = (FIRST(B) — {e}) U(FIRST(C) — {€}) UFIRST(b) = {b,c}
FIRST(aB) = {a}

FIRST(bB) = {b}
FIRST(e) = {e}
FIRST(cA) = {c}



Vypocet mnoziny FOLLOW (A)

Pfi vypoétu mnoziny FOLLOW/(A), pro vSechny nontermindly A € N miZeme postupovat podle
téchto pravidel:
1. FOLLOW(S), kde S je vychozi symbol gramatiky, obsahuje e.

2. Je-i A — aBp, 3 # ¢, pravidlo gramatiky pak vSechny prvky z FIRST(3), vyjma e, jsou
obsazeny v FOLLOW (B).

3. Jsou-li A - aB nebo A — aBf,8="¢ pravidla gramatiky, pak vSechny prvky
z FOLLOW(A) jsou ve FOLLOW(B).

Priklad 7.6 UvaZzujme gramatiku z predchoziho prikladu 7.5, jez m& pravidla

A — BCd|aB

B — bB|e

C — cAle
Polozme FOLLOW(A4) = FOLLOW (B) = FOLLOW(C) = 0

1. FOLLOW(A) := {¢}

2.
FOLLOW(B) := FOLLOW(B)UFIRST(Ch) [pravidlo A — BCb]
FOLLOW(C) := FOLLOW(C)UFIRST(b) [pravidlo A — BCb]
3.
FOLLOW(B) := FOLLOW(B)UFOLLOW(A) [pravidlo A — aB]
FOLLOW(A) := FOLLOW(A)UFOLLOW(C) [pravidlo C — cAl
tedy

FOLLOW(A) = {e,b}
FOLLOW(B) = {b,c,¢€}
FOLLOW(C) = {b}

Algoritmus 7.2 Vypocet mnoziny FOLLOW (A).

Vstup: Gramatika G = (N,X,P,S), A€ N.
Vystup: Mnozina FOLLOW (A).
Metoda:

(1) Vypoéitej mnozinu No = {A | A="¢€}



(2) Vytvor relaci L na mnoziné (N U X) takto:

L={(X,Y)| X = aYp, jepravidloz P, € N',a € (NUZX)}
(3) Vypoéitej relaci (L 1)*.
(4) Poloz R4 = {X | (4,X) € (L™ 1)*}, FOLLOW(4) = 0.

Mnozina R4 obsahuje zfejmé pravé ty nontermindly, ze kterych lze derivovat fetézce
konéici nontermindlem A (ve smyslu relace =*).

(5) Pro kazdy vyskyt nontermindlu X € R4 na pravé strané « X [ pravidla proved:
FOLLOW(A) := FOLLOW (A) U (FIRST(B) — {¢})
(6) Je-li S € R4, pak FOLLOW(A) := FOLLOW(A) U {¢}
Priklad 7.7 Pro vSechny nontermindly gramatiky G = ({4, B,C},{a,b,c}, P, S),

A = aBC|bB
B — CbA|c]|e
C — aBa|cBaC |e€

spocitejte podle algoritmu 7.2 mnozinu FOLLOW.

(1) N.={B,C}.
(2)
A B C a b c
A0 1 1 1 1 07
B|1 0 0 0 01
c|o0 0 1 1 00
L] = al0 0 O O 0O
b10 0 0 0 0O
c 0O 0 0 0 0 0]
(3)
A B C a b ¢
A1 1 0 0 0 07
Bl|1 1 0 0 0 O
cf1 1 1 0 0 0O
—1%7 _
(L™= al|ll 1 1 1 0 O
b|1 0 0 0 1 0
c |1l 1 0 0 0 1]
(4)
RA = {AaB}
RB = {A’B}

Rc = {A,B,C}



FOLLOW (A) (FIRST(C) — {e}) UFIRST(a) U FIRST(aC)
FOLLOW(B) (FIRST(C) — {¢}) UFIRST(a) U FIRST(aC)
FOLLOW(C) = (FIRST(C) — {e}) UFIRST(a) UFIRST(aC) UFIRST(bA)

Dosadime-li nyni hodnoty mnozin FIRST, (FIRST(C) = {a,c,€}), pak s prihlédnutim k bodu
(6) dostdvame vysledné mnoziny FOLLOW:

FOLLOW(4) = {ea,c}
FOLLOW(B) {€,a,c}
FOLLOW(C) {€,a,b,c}

7.3 Definice LL(k)-gramatiky

Definice 7.3 Necht G = (N, X, P, S) je gramatika. Rikdme, 7e G je LL(k) gramatika pro néjaké
pevné k > 0, jestlize z libovolnych dvou levych derivaci tvaru

S=wAf = waif=>wz a

S=wAB = wasf = wy

takovych, ze FIRST(z) = FIRSTy(y), plyne oy = as.

Definice 7.3 ¥ikd, Zze G je LL(k) gramatika, jestlize pro danou vétnou formu tvaru wAS a pro
prvnich k termindlnich symbolid, které maji byt vygenerovany z Af, existuje v gramatice G
pravé jedno prepisovaci pravidlo A — «a.

Definice 7.4 Je-li G LL(k) gramatika pro néjaké k, pak fikdme, ze G je LL gramatika. Jazyk
generovany LL(k) gramatikou nazyvame LL(k) jazykem nebo, nespecifikujeme-li hodnotu &,
také LL jazykem.

Priklad 7.8 UvaZujme gramatiku

S = aAS|b
A — al|bSA

Intuitivné G je LL(1) gramatika, ponévadz pro libovolnou vétnou formu s nejlevéj$im non-
termindlem C' a vstupni fetézec s priStim termindlem c¢ existuje pouze jedno pravidlo, které
derivuje terminalni fetézec zacinajici symbolem c. Skutecné, zacinaji-li x a y termindlem a,
pouzilo se pravidla S — aAS(a; = as = aAS); zaéinaji-li  a y termindlem b, pak se pou-
zilo pravidla S — b(ay = ag = b). Ponévadz z S nemuZe byt derivovidn prazdny Fetézec e,
neni mozné, aby platilo, Ze £ = y = e. Analogicky rozbor lze provést pro tuto dvojici deri-
vaci: S = wAf = war1f=>*wz a S =" wAL = wayf =" wy. Tato gramatika je piikladem tzv.
jednoduché LL(1) gramatiky.

Definice 7.5 Gramatika G, jez nemd zadné e-pravidla, se nazyva jednoduchou LL(1) gramati-
kou, zac¢ina-li pro kazdy nonterminal A kazda prava strana termindlnim symbolem a jsou-li tyto
termindly v rdmci A-pravidel vzdjemné rizné.



Gramatika z pfedchoziho piikladu, stejné jako gramatika, jejiz pravidla jsou uvedena v tabulce
7.1, je jednoduchou LL(1) gramatikou. V jednoduché LL(1) gramatice tedy k dané dvojici
(A,a),A € N,a € ¥ existuje nanejvys jedno pravidlo tvaru A — aa.

Véta 7.1 Necht G = (N, X, P, S) je gramatika. G je LL(k) gramatika pravé, kdyz plati: Jestlize
A — a3 a A = ag jsou dvé rizna pravidla z P, pak FIRSTy(a13) N FIRSTy(asB) = 0 pro
vSechna 8, pro ktera plati S =* wApS.

Dikaz:
Cést ,jen kdyz“:

Predpokladejme, ze FIRST (a1 8)NFIRST (o) obsahuje fetézec . Pak podle definice mnoziny
FIRST existuji derivace

S=wAf = waiff = wry

S = wAB = wasf = wrz
pro néjaké y, z.
Je-li |z| < k, pak y = z = €. ProtoZe a1 # a9, G neni LL(k) gramatikou.
Cést ,kdyz“:

Pfedpokliddejme, %e G neni LL(k). Pak existuji dvé derivace

S=wAB = wai = wz,

S=wAB = wax = wy

takové, ze fetézce z a y jsou shodné v prvnich k symbolech, aviak a1 # a9. Pak A > a1 a A — a9
jsou riiznd pravidla v P a FIRSTy (a1 5) i FIRSTy () obsahuje FIRST(z) = FIRST(y).

Véta 7.1 ma dulezitou aplikaci na uréitou t¥idu LL(1) gramatik: O

Véta 7.2 Necht G = (N, %, P, S) je gramatika, kterd nema zidna e-pravidla. G je LL(1) gra-
matika, pravé kdyz pro vSechny nonterminily A z N mé kazdd mnozina A-pravidel A — oy |
ag | ... | apn tu vlastnost, Ze mnoziny FIRST(«;), FIRST(a2), ..., FIRST(ay,) jsou vSechny
po dvojicich disjunktni.

Dtikaz: Tvrzeni je bezprostfednim disledkem véty 7.1 a skutecnosti, Ze G neobsahuje e-pravidla.
V tom piipadé je FIRST; (o) = FIRST;(«) pro vSechna S =*vyAf a A — «a. O

Ve vété 7.2 byl predpoklad, Ze G neobsahuje zadné e-pravidlo, podstatny. Dfive, nez uvedeme
vétu, kterd stanovuje LL(1) podminku pro gramatiku, kterd pfipousti i e-pravidla, rozsiFime
definici mnoziny FIRST (definice 7.1) takovym zpiisobem, aby ji bylo mozno konstruovat i pro
mnozinu n fetézcu.

Definice 7.6 Necht G = (N, X, P, S) je gramatika a necht L C (N U X)*. Pak

FIRSTy (L) = | J FIRSTy(a)
a€l



Véta 7.3 Gramatika G = (N, X, P, S) je LL(1) gramatikou pravé kdyZz plati implikace: Jsou-li
A — a; a A — ag dvé ruznd pravidla pro libovolné A € N, pak

FIRST (a;FOLLOW(A)) N FIRST (e FOLLOW (A4)) = .

Dtikaz: Diikaz se provede analogicky diikazu véty 7.1. Ponechame jej jako cviceni.

Na zdkladé véty 7.3 lze formulovat dvé nutné a postacujici podminky pro LL(1) gramatiky. O

Véta 7.4 Gramatika G je LL(1) gramatikou, pravé kdyz pro kazZdou mnozinu A-pravidel A —
a1 | ag | ... | a, plati tyto podminky:

(1) FIRST (1), FIRST(cv2), ..., FIRST(a,) jsou po dvojicich disjunktni (podminka FF)

(2) Jestlize a; =" ¢, pak FIRST(cj) NFOLLOW(A) =0 pro 1 < j <n,i # j (podminka FFL)

Pripomenme, Ze relace «; =* € muze platit nanejvys pro jediné pravidlo A — ;. V opacném
pripadé by nebyla splnéna podminka FF, ponévadz by prinik dvojice mnozin FIRST obsahoval
€.

Priklad 7.9 Uvazujme gramatiku G = ({E,T, F}, {i,+,%,(,)}, P,S) s pravidly

E - E+4+T|T
T — TxF|F
F — i|(E)

popisujici strukturu aritmetickych vyrazi. Tato gramatika nemutze byt LL gramatikou, pro-
toze obsahuje levou rekurzi. Po odstranéni levé rekurze (viz piiklad 4.14) dostaneme gramatiku
s pravidly

E - TE|T
E' — +TE'|+T
T — FT'|F
T' — *FT'|+F
F — (E)|i

Vidime, Z%e ani tato gramatika neni LL gramatikou, protoZe napf. priinik FIRSTy(TE') N
FIRSTy(T) je neprazdny pro libovolné k.

Pripustime-li, ze dand gramatika mize obsahovat e-pravidla, pak miizeme uvedena pravidla
v jistém smyslu zjednodusit:

E — TF

E - +TE|e
T — FT

T — *FT'|e
F — (E)|i



Podle véty 7.4 nyni vySetfime, zda tato gramatika je LL(1) gramatikou. Nejdfive musime spo-
¢itat mnoziny FIRST a FOLLOW:

FIRST(E) = FIRST(T) = FIRST(F) = {(,4}

FIRST(E') = {+,¢}

FIRST(T') = {* €}
FOLLOW(E) = FOLLOW(E') = {),¢}
FOLLOW(T) = FOLLOW(T') = {+,),¢}
FOLLOW(F) = {+,x,),€}

Vidime, Ze F-pravidla neobsahuji e-pravidlo a spliiuji podminku FF. E’-pravidla i T'-pravidla
spliiyji jak podminku FF, tak i FFI a tudiz je tato gramatika LL(1) gramatikou.

Definice 7.7 Necht G je gramatika. Jestlize pro kazda dvé rtiznd A-pravidla A — a1 a A — a9
z P plati
FIRSTk(alFOLLOWk(A)) N FIRSTk(OAQFOLLOWk (A)) = @,

pak G se nazyva silna LL(k) gramatika.

Z véty 7.3 plyne, Ze kazdad LL(1) gramatika je silnd LL(1) gramatika. Tento poznatek, jak
ilustruje nasledujici piiklad, nelze zobecnit pro k > 1.

Priklad 7.10 Uvazujme gramatiku G s pravidly

S — aAaa|bAba
A — ble

Podle véty 7.1 se mizeme snadno presvédéit, ze G je LL(2) gramatikou. Spocitdme-li v8ak
FOLLOW3(A) = {aa,ba} a vyhodnotime-li podminku pro silné LL(k) gramatiky, dostaneme
pro A-pravidla.

FIRST2(b FOLLOW3(A)) NFIRST2(FOLLOW2(A)) = {ba}
a vidime tedy, ze G neni silnd LL(2) gramatika.

Véta 7.5 Necht G je gramatika, jeZ obsahuje levou rekurzi. Pak G neni LL(k) gramatika pro
zadné k.
Ditkaz: Podle definice levé rekurze existuje v G pro néktery nontermindl A derivace A =" Aa.

Pfedpokladejme, 7Ze G nem4 zbyteéné symboly, takZze plati A="wu a a="v pro jisté fetézce
u, v € %*. Pak miizeme zkonstruovat tyto derivace:

% % %
S = wAd = wakd = wurkfz  a

S = wAs =S wAks S wAk T S wurk s

Protoze vak FIRSTy, (uv*z) = FIRSTy (uv**+'z) pro libovolné k, nemtize byt LL(k) gramatikou.
O

Nésledujici véta shrnuje nékteré diilezité poznatky o LL(k) gramatikich a jazycich.



Véta 7.6 (1) Kazda LL(k) gramatika je jednoznacna.

(2) Je-li G bezkontextova gramatika, kterd neni LL(k) gramatikou pro dané ki, pak je neroz-
hodnutelné, zda G mé ekvivalentni LL(k) gramatiku pro nékteré ko > k.

(3) Pro k > 0 jsou LL(k) jazyky vlastni podmnozinou LL(k + 1) jazyku.

Tvrzeni (2) a (3) vylucuji existenci algoritmu, ktery vzdy transformuje danou bezkontextovou
gramatiku na LL(k) gramatiku, nebo danou LL(k) gramatiku na LL(1) gramatiku. V odstavci
7.5 ukazeme, jakym zpusobem lze vSak v nékterych pripadech dilé¢imi transformacemi ziskat
LL(1) gramatiku. S jednou z nich jsme se jiz setkali v piikladé 7.8; je to odstranéni levé rekurze.

7.4 Algoritmus syntaktické analyzy pro LL(k) gramatiky

Algoritmus syntaktické analyzy pro LL(k) gramatiky patii do skupiny tzv. prediktivnich al-
goritmu rozkladu, protoze provadi predikci prepisovacich pravidel podle pristich terminalnich
symboli analyzované véty. Vystupem tohoto algoritmu je levy rozklad, jehoz definice je analo-
gicka definici pravého rozkladu.

Definice 7.8 Necht G je gramatika a nechf vSechna pravidla z P jsou oc¢isloviana indexy
1,2,...,p. Necht @ € (N U X)* je vétna forma v G. Levym rozkladem Tetézce a nazyvame
posloupnost indexil prepisovacich pravidel, jez byla postupné aplikovana v levé derivaci vétné
formy «, tj. je-li
Piy | Piy | P »;
Szgélzgégzg:gén:a

leva derivace vétné formy «, pak m = p;, pi, - .. pi,, je levy rozklad této vétné formy.

Algoritmus rozkladu pro LL(k) gramatiky pouzivd vstupni pasky, zdsobniku, tzv. rozkladové
tabulky a vystupni pasky (viz obr. 7.1). Podobné, jako v algoritmu 6.2, pouZzijeme k jeho popisu
konfiguraci a prechodi mezi konfiguracemi.

|W‘ u ‘ x’ |Vstupni paska

Rozkladova
tabulka
paska

Obrézek 7.1: Prediktivni algoritmus rozkladu

Na vstupni pésce je uloZen fetézec termindlnich symbolid (vstupnich symbolt) wz, jehoz levy
rozklad 7, existuje-1i, bude zobrazen na vystupni pasce. PoloZzme wz = wuz'.

Podretézec w reprezentuje jiz zpracovanou ¢ast vstupniho fetézce, x je zbyvajici ¢ast vstupniho
fetézce; podietézec u = FIRSTy(z) reprezentuje prefix (délky k) fetézce z.

Zasobnik obsahuje fetézec Xaf, kde Xa je fetézec nad abecedou zasobniku, kterou oznacime
symbolem I'. Specidlni koncovy znak f indikuje konec zasobniku. Symbol X je na vrcholu za-
sobniku.



Vystupni paska obsahuje fetézec 7, jenz je tvofen isly (indexy) pfepisovacich pravidel. Konfi-
gurace algoritmu je déna trojici (z, X a, 7), kde:

1) z je dosud nezpracovand ¢ast vstupniho fetézce
2) Xa je obsah zdsobniku (X je vrchol)

3) m je Fetézec na vystupni pasce

Prechod z jedné konfigurace do druhé je predepsan rozkladovou tabulkou M, kterd reprezentuje
zobrazeni z (T U {§}) x ¥** do mnoZiny obsahujici tyto prvky:

1) (B,1), kde S je Fetézec z I'*,i je ¢islo pfepisovaciho pravidla

2) pop (indikuje odstranéni symbolu ze zasobniku)

3) accecpt (indikuje pfFijeti vstupniho Fetézce)

4) error (indikuje syntaktickou chybu)

Nyni, je-li na vrcholu zdsobniku symbol X a je-li u = FIRSTy(z) podfetézec reprezentujici
k p¥istich symbolt vstupniho Fetézce, pak M (X,u) predepisuje tyto typy pfechodi (pfechod
budeme oznafovat symbolem F):

1) (z,Xa,n) F (z,Ba, i), je-li M(X,u) = (B,1)

Symbol X na vrcholu zasobniku je prepsan fetézcem 3; k Fetézci 7 je pripojen index ¢. Neni
¢ten pristi vstupni symbol.

(2) (z,Xa,n) F (2, a,7), je-li M(X,u) =pop, z=az', X =a

Shoduje-li se prvni symbol fetézce = se symbolem X na vrcholu zasobniku, je symbol z vr-
cholu odstranén a ¢teci hlava je posunuta o jeden symbol doprava.

(3) Prejde-li algoritmus do konfigurace (e, f, 7), pak rozklad konéi. Pfedpokladame, ze M (f,€)
je vidy accept. Retézec 7 je levym rozkladem ptivodniho vstupniho fetézce.

(4) Jestlize algoritmus rozkladu piejde do konfigurace (z,Xa,7) a M(X,u) = error, pak
vstupni Tetézec neni syntakticky spravné utvoren.

Priklad 7.11 Tlustrujme ¢innost uvedeného algoritmu na piikladé LL(1) gramatiky z pfikladu
7.8, jez ma pravidla:

(1) S — adAS
(2) S — b
(3) A — a
(4) A — bSA

Prediktivni algoritmus pouziva rozkladové tabulky, tab. 7.6.



u = FIRST(z)

a b €
i i S | aAS,1 b,2 error
Symbol X na vrcholu zasobniku Al a3 [bSA 4| error
a | pop error | error
b | error pop error
f | error | error | accept
Tabulka 7.6:

Bude-li na vstupni pasce ulozen fetézec abbab, pak algoritmus projde témito konfiguracemi:

(abbab, S#,e) + (abbab,aASH, 1)
(bbab, ASH, 1)
(bbab, bSASY, 14)
(bab, SASHY, 14)
(bab,bASH, 142)
(ab, ASH, 142)
(ab,aSH,1423)
(b, 5§, 1423)

(b, bi, 14232)

(

e, §,14232)

T T T T T T T T

T

Pro prvni pfechod je M(S,a) = (aAS, 1), takze vrchol zasobniku S je pfepsin fetézcem aAS;
na vystupni pasku je zapsina 1. Pro dalsi pfechod je M(a,a) = pop, coz odpovidd odstranéni
symbolu a z vrcholu zasobniku a posuvu ¢teci hlavy o jeden symbol doprava. Pokracujeme-li
takto, dosdhneme koncové konfigurace (e, lf, 14232). Retézec abbab je tedy vétou jazyka L(QG).
Jeho levy rozklad je m = 14232.

Z tab. 7.6 vidime, Z%e rozkladova tabulka pro LL(1) gramatiku mé jednoduchy tvar. Popsany
prediktivni algoritmus provadi pro zdznamy typu (8,4) pfimou derivaci X = 3, (X je vrchol
zasobniku), podle i-tého pravidla X = . Z toho pak vyplyvd, ze v pfipadé LL(1) gramatiky je
abeceda zasobniku I' = (N U X U {#}). Nad touto abecedou je také definovana tabulka M.

Ke kazdé LL(k) gramatice existuje rozkladova tabulka M, kterd definuje popsany prediktivni
algoritmus realizujici rozklad vét LL(k) jazyka. Nyni ukdZeme, jakym zptsobem lze sestrojit
rozkladovou tabulku pro LL(1) gramatiky.

Algoritmus 7.3 Konstrukce rozkladové tabulky pro LL(1) gramatiku

Vstup: LL(1) gramatika G = (N, %, P, S), jejiz kazdé pravidlo je opatfeno indexem.
Vystup: Rozkladova tabulka M pro gramatiku G
Metoda: Tabulka M je definovdna na (N UX U {f#}) x (£ U {e}) takto:

(1) Je-li A — « i-té pravidlo z P, pak M(A,a) = (a,i) pro vSechna a z mnoziny
FIRST(a),a # €. Je-li také € prvkem mnoziny FOLLOW (A).



(2) M(a,a) = pop pro viechna a z mnoziny %
(3) M(#,¢) = accept
(4) V ostatnich pfipadech M (X,a) = error, pro X € NUX U{fi},a € XU {e}

Priklad 7.12 Uvazujme LL(1) gramatiku z pfikladu 7.10. Nejdfive ocislujeme jeji pravidla:

(1) E — TE

(2) E' — 4TFE
(3) E = ¢

(4) T — FT'

(5) T — *FT'
(6) T — ¢

(7) F — (F)

(8) F — 1

Pro ilustraci ukazme, jak podle algoritmu 7.3 vypocéitdme prvni a druhy Fadek prislusné roz-
kladové tabulky M. Cela tabulka je uvedena v tabulce 7.7. Prazdna policka reprezentuji prvky
error.

i ( ) + * €
E |TE',1|TE'1
E' 6,3 | +TE',2 €3
T | FT'.,4 | FT',4
T €, 6 €, 6 *FT',5 €,6
F i,8 (E),7
1 pop
( pop
) pop
+ pop
* pop
i accept
Tabulka 7.7:

Ponévadz FIRST(TE") = {(,i}, bude M[E, (| = (TE',1) a M[E,i] = (T'E',1). Viechny ostatni
polozky prvniho faddku jsou error. Ke druhému faddku se vztahuji pfepisovaci pravidla (2) a (3).
Nejdiive vypolteme FIRST(+TE') = {+}, takie M[E',+] = (+TE',2). Ponévadz FIRST(e) =
{€}, musime vypoc¢itat FOLLOW (E') = {¢,)}. Opét podle bodu (1) algoritmu 7.3 je M[E' €] =
MIE')] = (¢, 3).

Prediktivni algoritmus pouzivajici rozkladové tabulky z tab. 7.7 prochazi, napt pro vstupni
fetézec (i*i), touto posloupnosti konfiguraci:

[(i%4), Ef,e] F [(#9), TE'"Y,1]
- [ %4), FT'E'f, 14]
F (6 %4), (B)T'E'S, 147]



[i x i), B)T'E'f, 147]

[i % 1), TE")T'E'#,1471]

[i x4), FT'E')T'E'f, 14714]
[i % 4),iT"E')T'E'f, 147148]
[%i), T'E"\T'E'f), 147148]
[¥i),*FT'E")T'E'f), 1471485
[i), FT'E')T'E', 1471485
[4),

[

[

[

[€,

[€,

2

*7

i), T E")T'E'f, 14714858]
), T'E")T'E'}, 14714858)
), E"YT'E'f, 147148586]
),)T'E', 1471485863

e, T'E'f, 1471485863

€, E'f,14714858636]

#,147148586363]

0O T T T T T T T T T T T T T

vvvvvv

dova tabulka je v tomto piipadé definovina jako zobrazeni z mnoZiny (I‘ U {ti}) x Ek, kde T'
obsahuje kromé termindlnich a nontermindlnich symboli jména tzv. LL(k) tabulek, které se
vytvéfeji pro jednotlivd pravidla LL(k) gramatiky. Dulezita je v8ak skutecnost, Ze slozit&jsi je
pouze konstrukce rozkladové tabulky a nikoliv vlastni algoritmus rozkladu.

7.5 Problém transformace na L(1) gramatiku

Ve tfidé LL(k) gramatik maji pro praktické aplikace zv1astni vyznam pravé LL(1). Tento vyznam
plyne ze dvou skutecnosti:

(1) Algoritmus pro konstrukci rozkladové tabulky, véetné algoritmii pro vypocet mnozin FIRST
a FOLLOW, je jednoduss$i pro k = 1 nez pro k > 1.

(2) Rozkladova tabulka (pro redlné programovaci jazyky) neni pro vyssi hodnoty k prakticky
ulozitelnd v paméti pocitace. (Sloupce tabulky jsou oznaceny nejen fetézci délky k., ale i
fetézci délky mensi nez k, viz tab. 7.5). Z véty 7.6 vSak vime, ze LL(1) jazyky jsou vlastni
podt¥idou LL(k) jazykd pro k < 2, tj. neplati, Ze pro kazdou LL(k) gramatiku existuje
ekvivalentni LL(1) gramatika.

Pies tyto skute¢nosti nachizeji LL(1) gramatiky pfi implementaci syntaktického analyzatoru
programovacich jazykd znacné vyuziti. Teoretické prekazky, které vyplyvaji z véty 7.6 se obcha-
zeji uz pii definici jazyka (jeho syntax je volena tak, aby byla bezprostfedné popsatelnd LL(1)
gramatikou; viz jazyk PASCAL). Déle je pak mozné, v piipadé, kdyZ dand gramatika jazyka
neni LL(1) gramatikou, aplikovat uré¢ité transformace, jez mohou vést k LL(1) gramatice. Takové
transformace budeme nyni diskutovat.



1 Odstranéni levé rekurze

Tato transformace je dilezita pro vSechny syntaktické analyzatory shora—dola véetné analyza-
tord, jeZ pracuji s navraty. Jadrem transformace pro odstranéni levé rekurze je podle algoritmu
4.6 ndhrada A-pravidel

A—)AOA1|Aa2|‘AOAn|,81||ﬁm
pravidly

A = BulBel. | Bm | BLA ]| BmA
A =5 arlag| . |an | A A

Pro transformaci na LL(1) gramatiku v8ak tato ndhrada neni vhodné, protoZe zavedend A-
pravidla a A’-pravidla nespliiuji podminku FF z véty 7.4 (FIRST(8;) = FIRST(8;A’) stejné
jako FIRST(a;) = FIRST(a; A')).

Pfipustme, na rozdil od algoritmu 4.6, Ze vysledna gramatika bez levé rekurze miZze obsahovat
e-pravidla. Pak lze levou rekurzi nonterminilu A odstranit nahrazenim uvedenych A-pravidel
pravidly

A = BLA" | BA"| ... | B A
A = atA A || ap Al e,
jez generuji pravé takové fetézce, jako A a A’-pravidla z algoritmu 4.6.

Poznamenejme, ze kdybychom na gramatiku pro aritmeticky vyraz z prikladu 7.8 aplikovali
tento zpusob odstranéni levé rekurze, ziskali bychom okamzité vyslednou LL(1) gramatiku.

2 Faktorizace

Tato transformace se uplatiuje u pravidel tvaru

A= Bai | Paz | ... | Bang,

t.j A-pravidel, jejichZ pravé strany maji spole¢ny prefix 3,8 € (NUX)*. Je ziejmé, Ze tato vlast-
nost vede k nesplnéni podminky FF. Faktorizace je postup analogicky ,vytykani pred zavorku®
v aritmetice. Spoc¢iva v nahrazeni uvedenych A-pravidel pravidly

A — BA

A = alag]...|ap

kde A’ je novy nontermindl.

Priklad 7.13 Uvazujme gramatiku s pravidly
S—aS|a

Tato gramatika je LL(2) gramatikou, avSak ne LL(1) gramatikou. Po faktorizaci dostaneme
ekvivalentni gramatiku

S — as
S — Sle



kterd je LL(1) gramatikou, ponévadz FIRST(S) = {a} a FOLLOW(S’) = {€}.
Faktorizace se ¢asto uplatiiuje ve spojeni s eliminaci pravidla gramatiky podle véty 4.7. Jestlize
se v gramatice vyskytuji pravidla

A= o |ag|...|ay

ktera nespliuji podminku FF véty 7.4, pficemz tato pravidla nelze faktorizovat, pak je mozné
opakovanou eliminaci nékterych pravidel ziskat faktorizovatelna A-pravidla.

Priklad 7.14 UvaZujme pravidla

A = aB|CD
C — aE|bF

Vidime, ze A-pravidla nespliuji podminku FF. Eliminujeme-li pravidlo A — C'D dostavame

nova A-pravidla
A —aB|aED |bFD

ktera po faktorizaci
A — aA"|bFD
A" - B|ED

jiz podminku FF spliuji.

3 Redukce mnoziny FOLLOW ((A4)

Tato transformace se muze uspéSné uplatnit v pfipadé nesplnéni podminky FFL véty 7.4, tj.
v piipadé Ze existuji A-pravidla A — a3 | g takovd, ze oy =* € a FIRST (a2 )NFOLLOW(A) # 0.
Transformace spoc¢iva v pridani nového nonterminalu gramatiky, ktery vede ke zmenSeni poctu
prvki mnoziny FOLLOW(A) a pfipadné k disjunktnosti mnoziny FIRST(ay) a FOLLOW(A).

N

Priklad 7.15 Uvazujme gramatiku s pravidly

A — BaC
B — abC |e
C — c¢Bb|a

Ponévadz FOLLOW(B) = {a,b} a FIRST(abC) N FOLLOW(B) = {a}, tato gramatika neni
LL(1) gramatikou. Redukujme proto mnozinu FOLLOW(B) zavedenim nového nontermindlu
D = (BA) a pfislusnych D-pravidel

D — abCa | a
V ekvivalentni gramatice
A — DC
B — abC |e
C — c¢Bb|a
D — abCala



jiz plati FOLLOW (B) = {b} a tudiz FIRST(abC)NFOLLOW (B) = (. Po faktorizaci D-pravidel
dostavame gramatiku

A — DC
B — abC |e
C — cBb|a
D — aD
D' — bCa|e

ktera jiz je LL(1) gramatikou (FOLLOW(D') = {c,a}).

Na, zavér znovu zduraznéme, Ze uvedené transformace nemusi vést nutné k cili, a to ani v pripadé,
ze pro dany jazyk LL(1) gramatika existuje.

Priklad 7.16 Uvazujme gramatiku G s pravidly

S -A|B
A —alcA
Bb|cB

S-pravidla nespliuji podminku FF a je tedy tfeba nejdiive provést jejich eliminaci:
S—a|cA|b|cB

Po faktorizaci téchto novych S-pravidel dostavame
S — a|b|cS

S - A|B

Vidime, Ze jsme dospéli k vychozimu problému (tentokrat u S’-pravidel) a opakovéani tohoto
postupu déle jiz nemd smysl. Pfitom jazyk L(G) = {c"a | n > 0} U{c"b | n > 0} je LL(1)
jazykem a muZe byt generovan LL(1) gramatikou s pravidly

S — a|b|BA

A — alb
B — cC
C — ¢€|cC
7.6 Cviceni
Cvideni 7.6.1 Gramatika G s pravidly
(1) E - TE
(2) E' — +E



(4) T — FT
(5) T — T
(6) T — ¢
(7) F - PF'
(8) F' 5 «F'
9) F' = ¢
(10) P — (E)
(11) P — a
(12) P — b
(13) P — ¢

popisuje reguldrni vyrazy nad abecedou {a,b}; € znaé¢i prazdny symbol vyrazu.

a) Pro kazdy nontermindl této gramatiky vypocitejte mnoziny FIRST a FOLLOW

¢) Vytvoite rozkladovou tabulku pro G

)
b) Ukazte, Ze G je LL(1) gramatika
)
d) Realizujte rozklad véty € + ab* + a*b

Cvideni 7.6.2 Ukazte, ze kazdy reguldrni jazyk je LL(1) jazykem. Dale ukaZte, Ze jazyk gene-
rovany LL(0) gramatikou ma nanejvys jednu vétu.

Cviceni 7.6.3 Ukazte, ze gramatika s pravidly S — aaSbb | a | € je LL(2) gramatikou. Na-
leznéte ekvivalentni LL(1) gramatiku.

Cvideni 7.6.4 Sestrojte LL(1) gramatiku jazyka PLO, jehoZz grafy syntaxe jsou uvedeny v p¥i-
loze. Na zdkladé této gramatiky sestrojte rozkladovou tabulku.



Kapitola 8

LR jazyky a jejich syntakticka
analyza

LR(k)! gramatiky reprezentuji nejvétsi t¥idu gramatik, ke kterym lze vizdy sestrojit determinis-
ticky syntakticky analyzdtor zdola—nahoru. Dulezitost LR jazykd plyne z téchto dvou skutec-
nosti:

(1) Pro vSechny programovaci jazyky, které lze popsat bezkontextovou gramatikou, mizeme
prakticky sestrojit LR syntaktické analyzatory.

(2) Metody syntaktické analyzy LR jazykl jsou obecnéjsi, nez metody analyzy jednoduchych
nebo operatorovych preceden¢nich jazykt nebo metody deterministické syntaktické analyzy
shora—dolu a pfitom vedou ke stejné efektivnim analyzatorim.

Zasadni nevyhodou syntaktické analyzy LR(k) jazykt je pfilisnd pracnost implementace. P¥i
aplikacich na typické programovaci jazyky je prakticky nemozné konstruovat LR analyzator
rucéné, bez pouziti konstruktoru LR analyzatoru. Timto problémem se budeme zabyvat v odst.
8.2 a 8.3.

8.1 Definice LR(k) gramatiky

Piedpokladejme, ze G = (N, X, P, S) je jednoznalni gramatika, a ze w = aiaz...a, je vétou
z L(G). Pak existuje jednozna¢na posloupnost vétnych forem &g, d1, ..., dy,, které tvofi pravou
derivaci véty w:

bo = S
0; =P 51’—}—1, 1=20,1,...,m—1
om = w

p; znadi index prepisovaciho pravidla, kterého jsme pouzili pro expanzi nejpravéjsiho nontermi-
nalu vétné formy J;. Retézec indexti py—1Pm—2 . . . p1po reprezentuje pravy rozklad véty w.

'N4zev LR je odvozen z ,Left to right“ a ,Right parse.
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Neformalné feceno, jestlize muzeme jednoznaéné uréit [-frazi kazdé vétné formy d; pro ¢ =
m,m — 1,...,1 a nontermindl, k némuz bude [-frize redukovana tak, Ze prohlizime symboly
vétné formy d; zleva doprava, pricemz nam ,sta¢i“ nanejvys k& symbola za koncem I-frize, pak
gramatiku G nazyvame LR(k) gramatikou. Je-li tedy

5i—1 = /BAZ,

0 = Paz

(tj- @ je I-frazi vétné formy 4;) pak na zdkladé nejvyse k symbolti fetézce z (t]. k pFistich vstupnich
symbolil) dovedeme jednozna¢né uréit [-frizi o a nontermindl A, ke kterému se redukuje (podle
pravidla A — «). V pfipadé LR(k) gramatiky je tak jednozna¢né uréena relace d;—1 =, 0;;=,
znad¢i pravou derivaci.
Aby v pribéhu syntaktické analyzy LR(k) jazykt nevznikaly komplikace a vyskytem vychoziho
symbolu na pravé strané pravidla, definujeme tzv. roz§ifenou gramatiku (augmented grammar).

Definice 8.1 Necht G = (N, X, P, S) je gramatika. Gramatika G' = (NU{S'}, PU{S" — S}, 5)
se nazyva rozsitenou gramatikou gramatiky G.

Rozsifena gramatika G’ je zfejmé ekvivalentni s gramatikou G; pfitom zarucuje, Ze pro §; = S’
proces syntaktické analyzy zdola—mahoru konéi pfijetim vstupniho fetézce. Pravidlu S’ — S
obvykle priradime index 0.

Definice 8.2 Necht G = (N, X%, P, S) je gramatika a G’ jeji rozsifend gramatika. Jestlize pro
kazdé dvé pravé derivace v gramatice G’

S =" BAz= Boz

S" =* yBv= Bou
pro které FIRSTy(z) = FIRSTk(u) plati BAz = vBv (tj. 8 = 7,A = B a z = v), pak G se
nazyvd LR(k) gramatikou, k > 0.

Priklad 8.1 UvaZzujme pravou lineidrni gramatiku G s pravidly

S — C|D
C — aC|b
D — aD|c

Ukazeme, ze G je LR(1) gramatika. Kazd4 (prava) derivace v rozsifené gramatice gramatiky G
m3 tvar o .
S'=8=C=dC=db

nebo o .
S'=>S=D=dD = dc
Ve shodé s definici 8.2 uvazujme derivace tvaru
S = BAz= Baz
S" =* yBv= Bau
Ponévadz G je prava linedrni gramatika, musi platit z = v = e. Je-li (podle definice) FIRST(z) =

FIRST(u), pak je ale také u = €. Musime proto ukazat, ze A = yB, tj. 3 =~ a A= B.

Ptedpokladejme, 7ze v derivaci yBv = fou jsme pouzili pravidla B — 4. Existuji t¥i situace,
které musime uvazovat:



(1) A=9', tj. derivace S' =" BAz je trividlni.
Pak je ovSem 8 = € a a = S. Protoze existuje pouze jedna cesta, jak ziskat vétnou formu S,
jey=ecaB=5 atedy 3=va A=B.

(2) A=C
Pak «a je bud aC, nebo b. V prvnim pfipadé B = C, protoZe pouze nontermindly C a S
maji pravidla, jez koné¢i na C. Kdyby platilo B = S, pak by z tvaru derivace v G muselo
byt v = €. Protoze 7B # Ba, plati tedy B = C,§ = aC a -y = . V druhém pi¥ipadé (a = b)
plati B = C také, ponévadz pouze nonterminil C' ma pravidlo, jez kon¢i symbolem b. Opét
dostavame B = A a v = .

(3) A=D

Tento pfipad je symetricky s pfipadem (2).

Poznamenejme, ze G je ve skuteénosti LR(0) gramatika a 7e G neni LL(1) gramatika.

Priklad 8.2 Gramatika s pravidly

S — Ab|Bc
A — Aale
B — Bale

je ekvivalentni s gramatikou z predchoziho prikladu. Uvazujme dveé pravé derivace v jeji rozsirené
gramatice:

$'=8 =" Ad*b= d*b

S'= S =" Bdec= dec
Tyto dvé derivace spliuji predpoklad definice 8.2 pro 8 = €, = ¢,z = afb,y = €,v = dc.
Ponévadz A # B, pro libovolné k, neni uvazovana gramatika LR gramatikou.

Priklad 8.3 UvaZujme gramatiku G s pravidly

S — AB
A — a

B — CD|aE
C — ab

D — b

E — bba

a dvé pravé derivace v jeji rozSifené gramatice:

S'=S = AB = ACD = ACbb = Aabbb
S'=S = AB = AaFE = Aabba

Ve vétné formé Aabz nemiZeme uréit, zda se pravy konec [-frize nachdzi mezi b a z (kdyz

z = bb), nebo hned napravo od A (kdyZ z = ba), pouze na zikladé prvniho symbolu Fetézce z.
G tudiz neni LR(1) gramatikou. D4 se v8ak ukédzat, ze G je LR(2) gramatikou.

Na obréazku 8.1 je nidzorné ukdzana situace pii konstrukci deriva¢niho stromu v pt¥ipadé LR(k)
a LL(k) gramatiky. VySrafovand oblast zndzorfiuje jiz sestrojenou ¢ast derivaéniho stromu.
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Obrézek 8.1: Syntaktickd analyza véty vlevo: LR(k), vpravo: LL(k) jazyka

Nésledujici vé€ta shrnuje dilezité poznatky o LR gramatikich a jazycich. Uvadime ji bez dikazu.

Véta 8.1

(1) Kazda LR(k) gramatika je jednozna¢na.
(2) Kazdy deterministicky jazyk je generovatelny néjakou LR(k) gramatikou.
(3) Kazdy LR(k) jazyk ma LR(1) gramatiku.

Vidime, Ze tvrzeni (2) a (3) se zcela lisi od obdobnych poznatk ve t¥idé LL(k) gramatik a jazykd.
Na obr. 8.2 je znazornéna, celd hierarchie tfid deterministickych bezkontextovych jazykd, s nimiz
jsme se seznamili.

Ze skute¢nosti, ze kazdy deterministicky jazyk lze popsat LR(1) gramatikou, vyplyva, ze LR(1)
gramatiky maji pro praktické aplikace mimotfadny vyznam. Proto se v dalsi ¢asti této kapitoly
omezime pouze na LR(1) gramatiky a jejich podt¥idy — jednoduché LR(1) gramatiky a LALR(1)

gramatiky, jez vedou k jednodussi konstrukci syntaktického analyzatoru.

8.2 Syntakticka analyza LR-jazykt

LR analyzator se sklada, podobné jako LL analyzator, ze dvou casti: ©idici casti a rozkladové
tabulky (8.3). Ridici ¢4st analyzatoru ziistava stejnd pro rizné LR analyzitory; méni se pouze
rozkladova tabulka. Z tohoto diivodu se problém automatické konstrukce LR analyzatoru prak-
ticky redukuje na implementaci algoritmu, jeZ pro danou LR gramatiku vytvari rozkladovou
tabulku. Funkci konstruktoru LR analyzatoru ilustruje obr. 8.4.

8.2.1 Algoritmus syntaktické analyzy

Syntakticky analyzator LR jazyku predstavuje, podobné jako analyzator jazykd precedencnich,
realizaci roz§ifeného zasobnikového automatu. Jeho struktura je uvedena na obr. 8.5.

Syntakticky analyzator operuje nad vstupni paskou, jez obsahuje vstupni fetézec a je ¢tena zleva
doprava, zidsobnikem a rozkladovou tabulkou, kterd zobrazuje funkce, jeZz jsou realizovany ridici
¢asti. Vstupni fetézec je ukoncéen vidy symbolem ff. Vystupni paska obsahuje, v pfipadé ispésné
ukoncené analyzy, pravy rozklad vstupni véty. Zasobnik obsahuje fetézce tvaru
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Obrazek 8.2: Hierarchie deterministickych bezkontextovych jazyki
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Obréazek 8.3: Schéma LR analyzatoru

Sm je vrchol zasobniku. Kazdy symbol X; reprezentuje terminalni nebo nonterminélni symbol
gramatiky. Zasobnikové symboly s; budeme nazyvat stavy. Stav s, na vrcholu zisobniku su-
marizuje informaci o celém obsahu zisobniku a slouZi k rozhodnuti, zda se ma provést redukce,
nebo presun vstupniho symbolu do zasobniku.

Jadrem analyzatoru je rozkladova tabulka, kterd reprezentuje dvé dvouargumentové funkce,
funkci akci a funkci pfechodi. Ozna¢me S, mnozinu stavi (zasobnikova abeceda I' = S,UNUY).

Funkce akci je definovana jako zobrazeni

AKCE: S, x (2 U{#}) — {shift s, reduce i, error, accept}.

Funkce prechodi je definovana jako zobrazeni

PRECHOD: S, x (SUN) — S,

a je ve skutecnosti, jak uvidime pozdéji, pfechodovou funkci deterministického koneéného auto-
matu.



LR gramatika Rozkladova tabulka

Kontruktor LR analyzatoru

Obrazek 8.4: Konstruktor LR analyzatoru

a‘ az ......... - T an # Vstupni Fetézec
S, Ridici Rozkladovéa
XN Cast tabulka

-

Vystupni fetézec

Zasobnik

11 1

Obrazek 8.5: Struktura LR syntaktického analyzitoru

Konfiguraci LR analyzatoru budeme rozumét trojici fetézci
(30X181X232 “ee Xmsm, A;Qi41 - - - anﬂ, ’il‘ig ce 7'14:)

z nichZ prvni predstavuje obsah zisobniku, druhy dosud nezpracovanou ¢ast vstupniho retézce
a treti, tvorici se pravy rozklad vstupniho retézce.

Pristi éinnost analyzatoru je uréena na zdkladé ¢teného vstupniho symbolu a;, vrchol zasobniku
Sm a hodnoty funkce akci AKCE[sy,, a;:

1. Je-li AKCEl[s,,a;] = shift s, pak analyzitor provede pfesun do zisobniku a pfejde do
konfigurace
(30X1$1X232 e Xmsmais, Qi41--- anﬂ, ’iliz [ Zk)

To tedy znamend, ze do zasobniku se presunul precteny vstupni symbol a; a stav a =
PRECHODs,,, a;]- P¥i§tim vstupnim symbolem se stava a;1.

2. Je-li AKCE[s,, a;] = reduce i, pak analyzator provede redukci podle i-tého pravidla gra-
matiky 4 — a.

Vysledna konfigurace m tvar
(s0X151 X982 ... X rSm—1rAS,iQi11 - . . apll, 1172 . . . ix1)

kde s = PRECHOD|s,_, 4], je délka pravé strany « i-tého pravidla gramatiky. Ze zasob-
niku bylo nejdfive odstranéno 2r symboli (r symboli gramatiky a r stavovych symboli),



takze na vrcholu zasobniku se objevil symbol s,, . Pak analyzator ulozil na vrchol zasob-
niku nonterminél A4 a stav s = PRECHOD]s,, , A] a do vystupnfho fetézce pridal index i
prepisovaciho pravidla, podle néhoz probéhla redukce. Vstupni symbol ziistava nezménén.
Poznamenejme, ze hodnota AKCE[sy,,a;] = reduce i vlastné fika, ze X ry1... Xy = @
je l-fraze, a 7ze ma byt redukovana k nonterminalu A.

3. Je-li AKCE[s,,i] = accept, pak rozklad véty byl tspésné dokonden. Retézec i1is . . . i
tvori pravy rozklad véty.

4. Je-li AKCE[s,,,a;] = error, pak byla objevena syntaktickd chyba. Vstupni symbol a; 1ze
chapat jako jeji velmi blizkou lokalizaci.

Celou ¢innost analyzatoru lze nyni popsat velmi jednodusSe. Na pocéatku je analyzator v po¢ateéni
konfiguraci

(80,a102 ... apl,€)
kde sg je vyznaleny (pocateéni) stavovy symbol a a; ... a, je vstupni fetézec.

Podle popsaného postupu se pak provadi prechody mezi konfiguracemi tak dlouho, pokud ne-
nastane pfipad AKCE[sy,, a;] = accept, nebo AKCE = error.

Piiklad 8.4 Tab. 8.1 je rozkladova tabulka pro gramatiku

(1) E - E+T
(2) E - T
(3) T — TxF
(4) T —- T
(5) F — (B)
(6) F — i

Hodnoty funkce akci jsou kédovany timto zptusobem:

s; — shifti
rj — reduce j
acc - accept
- error

Hodnota funkce piechodit PRECHOD]s,,,a] pro a € X U {f} je v tab. 8.1 zobrazena v ¢asti
AKCE spoleéné s kédem pro piesun do zasobniku (spoleéné s akci shift). V éasti PRECHOD
jsou pak zobrazeny hodnoty funkce prechodd pro nontermindly; uplatiuji se v pfipadé redukce.

S uvedenymi konvencemi kédovani funkci akci a prechodi ilustrujme ¢innost analyzatoru pro
vstupni Tetézec 4 * 2 + 1. Odpovidajici posloupnost konfiguraci je uvedena v tab. 8.2.

V fadku 1 je analyzator v poéateéni konfiguraci. Ponévadz podle rozkladové tabulky (tab. 8.1)
je AKCE|0,7] = s5, pfesune se vstupni symbol a stavovy symbol 5 do zdsobniku (viz fadek 2).
Nyni je pod &teci hlavou symbol * a protoze AKCE[5, %] = rg, provede se redukce podle 6-tého
pravidla F — ¢ takto:

(1) odstrani se 2 symboly ze zdsobniku, takZe na vrcholu se objevi stav 0,



Stav Akce Ptechod
aj
Sm| 1|+ *] (] )] |E|T|F
0 S5 Sa 1 2 3
1 S6 acc
2 T9 S7 ] (]
3 T4 | T4 T4 T4
4 Sy S4 8 2 3
5 Te | Tg e | T6
6 S5 S4 9 3
7 S5 Sa 10
8 86 811
9 r1 | 87 1 1
10 r3s | T3 T3 T3
11 s | Ts Ts Ts

Tabulka &8.1: Rozkladova tabulka

(2) ponévadz PRECHOD|0, F] = 3, do zasobniku se ulozi symboly F a 3 a na vystup index
pravidla F — i, tj. 6 (viz fadek 3).

Podobnym zptsobem se pokracuje az do okamziku, kdy AKCE[1,f] = acc (fadek 14), kdy
¢innost analyzatoru konéi. Na vystupu je fetézec 64632641 reprezentujici pravy rozklad véty
1%+ 1.

8.3 Konstrukce rozkladové tabulky

Jadrem implementace LR analyzatoru je zfejmé konstrukce rozkladové tabulky. Existuje nékolik
metod vytvareni rozkladové tabulky, které se lisi jak v pracnosti jejich konstrukce, pozadavcich
na pamét, tak také v mocnosti metod jednozna¢né definovat funkci akci pro danou gramatiku.

V této podkapitole se seznamime se tfemi metodami vytvareni rozkladové tabulky:

— pro jednoduché LR(1) gramatiky
— pro LR(1) gramatiky

— pro LALR(1) gramatiky

Prvni pripad predstavuje nejméné pracnou, avSak také nejomezenéjsi cestu k ziskani rozkladové
tabulky. LR(1) gramatiky jsou velmi univerzilni; rozkladova tabulka pro LR(1) gramatiku je
v8ak niro¢nd na pamét a jeji konstrukce je velmi pracni. Rozkladova tabulka pro LALR(1)
gramatiku predstavuje kompromis mezi jednoduchymi LR(1) a LR(1) gramatikami. Obé pod-
tfidy LR(1) gramatik vymezime prostfednictvim algoritmu vytvafeni jejich rozkladové tabulky:;
nebudeme uvadét jeji formalni definice. Lze je nalézt nap¥. v [?].



Obsah zasobniku | Vstup Vystup

1|0 %+ 4l

2| 015 4 + iff

3| OF3 xi+14f | 6

4 | OT2 xi +1f | 64

5| 0T2%7 i+ | 64

6 | OT2 % Tib +if | 64

71 O0OT2x7TF10 +iff | 646

8| OT2 +if | 6463

9| OF1 +if | 64632
10 | OE1+6 if | 64632
11 | OFE1 + 615 f | 64632
12 | OE1 +6F3 § | 646326
13 | OE1 +6T9 f | 6463264
14 | OF1 f | 64632641

Tabulka 8.2: Cinnost LR analyzitoru

8.3.1 Kanonicky soubor LR(0) poloZek, konstrukce SLR rozkladové tabulky

Definice 8.3 Necht G = (N, X, P, S) je gramatika. Retézec v € (N U X)* se nazyva perspek-
tivnim prefizem (viable prefix) v gramatice G, jestliZe existuje prava derivace S =* Az = faz
takova, Ze <y je prefixem Tetézce Sa.

Perspektivni prefix je tedy takovym prefixem pravé vétné formy, ktery neobsahuje Zadny symbol
za pravym koncem [-frize této vétné formy. Oznaceni ,perspektivni“ plyne ze skutecnosti, ze
je mozné vidy za perspektivni prefix pridat fetézec termindlnich symbola a dostat tak pravou
vétnou formu v G. Je-li

(80X181 cee Xmsm, Qi Q41 - - - Qp, ’il . Zlc)

konfigurace analyzatoru takovd, ze AKCE[s,,a;] # error, pak pravé X Xs...X,, predstavuje
perspektivni prefix v gramatice G. V této podkapitole ukdzeme konstrukci deterministického ko-
neéného automatu, ktery je schopen rozpoznavat perspektivni prefixy. To, ze lze takovy konecny
automat sestrojit, patfi k pozoruhodnym vysledkim teorie LR-jazykt. Ziejmé je tedy mnozina
perspektivnich prefixi gramatiky G kvalitativné odlisna od jazyka generovaného gramatikou G.

Definice 8.4 Necht G = (N, X, P, S) je gramatika. Rikdme, Ze [A — a1 - ag,u), 1,09 € (N U
2)*,u € ©** je LR(k) polozka pro gramatiku G a dané k, jestlize A — ajay je pravidlo z P.
Rikame, Ze LR(k) polozka [A — a1 - ag,u] je platnd pro fetézec Bai, jestlize existuje v G prava
derivace

S= Az = faiasz

takova, ze u = FIRST(z). (Retézec Ba; je tedy perspektivnim prefixem).
Konvence 8.1 V piipadé, Ze to nebude na ijmu srozumitelnosti, budeme, namisto LR(k) po-

lozka pro G a dané k, fikat kratce polozka a v zapisu polozky vynechavat hranaté zavorky. Je-li
k = 0, pak je v poloZce druhé slozka u vzdy rovna e a budeme ji také vynechavat.



Ptiklad 8.5 Napiiklad pravidlo A — XY Z generuje ¢tyfi LR(0) polozky:

A — XYZ
A — X-YZ
A — XY-Z
A = XYZ
Pravidlo A — € generuje jedinou polozku
A—-

Intuitivné, kazda polozka indikuje pozici tecky, jakou ¢ast I-fraze ,vidime“ v procesu rozkladu
pred provedenim redukce podle daného pravidla. V prikladé 8.5 prvni polozka fikd, Ze ocekavame
fetézec derivovatelny z XY Z, druhi tika, Ze na vstupu vidime fetézec derivovatelny z X a
oCekavame Tetézec derivovatelny z Y Z.

Jednotlivé polozky miizeme interpretovat jako stavy nedeterministického kone¢ného automatu,
ktery rozpoznava perspektivni prefixy v gramatice G

Jednotlivé polozky muzeme interpretovat jako stavy nedeterministického kone¢ného automatu,
ktery rozpoznava perspektivni prefixy v gramatice G. SdruZenim polozek do urcitych mnozin
muzeme dospét ke staviim LR analyzatoru, které, jak jiz jsme uvedli, pfislusi deterministickému
automatu. Tento automat, jak uvidime, definuje funkci prechodu rozkladové tabulky.

Soubor mnozin LR(0) polozek, nazyvany kanonicky LR(0) soubor, tvoii zdklad konstrukce roz-
kladové tabulky pro t¥idu LR gramatik — jednoduchych LR gramatik, kratce SLR gramatik
(Simple LR). UkdZeme nyni zpusob vytvéifeni tohoto kanonického LR(0) souboru.

Nejdiive je t¥eba definovat dvé funkce, které nazveme UZAVER a GOTO.

Definice 8.5 Nechf I je mnozina LR(0) polozek gramatiky G. Mnozina polozek UZAVER(I)
je definovana témito pravidly:

(1) Kad4 polozka z I je v mnoziné UZAVER(I).

(2) Je-li [A = a1 - Bag] v mnoziné UZAVER(I) a 8 — « je pravidlo gramatiky, pak [B — 7]
je také v mnozing UZAVER(I).

Intuitivng, je-li [A — a1 - Bas] € UZAVER(I), pak to znamen4, Ze v jistém okamZiku rozkladu
oCekdvame na vstupu fetézec derivovatelny z Baso. Existence pravidla B — v pak implikuje, Ze
v tomto okamziku mtzeme pripadné oCekivat retézec derivovatelny z <y, a proto je v mnoziné

UZAVER(I) také poloika [B — -]

Piiklad 8.6 Uvazujme rozsifenou gramatiku

E' - E

E —- E+T|T
T - TxF|F
F — (BE)|i



Jestlize I je mnoZina s jedinou polozkou {[E' — -E|}, pak UZAVER(I) obsahuje polozky

E' - E

E E+T
E — T

T — TxF
T — -F

F — -(E)

F —

Polozka [E' — -E] je v mnozing UZAVER(I) na zdkladé pravidla (1). Protoze tecka le#i bez-
prostfedné pfed nonterminilem E, pak na zdkladé pravidla (2) definice 8.5 a E-pravidel grama-
tiky, jsou v mnozing UZAVER(I) obsazeny polozky [E — -E + T] a [E — -T)]. Nyni, protoze
[E — -T] € UZAVER(I) plati (podle pravidla (2)) [T — -T * F] € UZAVER(I) a [T — -F] €
UZAVER(I) plyne [F — -(E)] € UZAVER(I). Jiné polozky mnozina UZAVER{(E' — -E)}
neobsahuje.

Definice 8.6 Necht I je mnozina LR(0) polozek a X je symbol gramatiky, X € (NUZX). Funkce
GOTO(I, X) je definovana jako mnozina UZAVER({[A = a1 X - ao] | [A = a1 - X ] € T}), tj.
uzavér vech polozek [A — a1 X - as] takovych, Ze [A — a- Xag| lezi v I.

Intuitivng, je-li I mnoZina polozek, které jsou platné pro perspektivni prefix v, pak GOTO(Z, X)
je mnozina polozek, jez jsou platné pro perspektivni prefix yX (viz definice 8.4).

Piiklad 8.7 Je-li [ mnoZina polozek {[E' — E',[E — E - +T]}, pak GOTO(I,+) obsahuje
pravé polozky:

EFE - E+T
T — TxF
T —» .F

F — (E)

F —

Protoze prvni polozka mnoziny I neobsahuje symbol +, nemd vliv na hodnotu funkce
GOTO(I,+). Druhé polozka neobsahuje symbol + pravé za tec¢kou. Proto posuneme tecku za
+, dostaneme polozku [E — E + -T] a spo¢itame UZAVER({E — E + -T}).

Nyni jiz miZeme formulovat algoritmus pro vypoéet kanonického souboru mnozin LR(0) polozek.

Algoritmus 8.1 Vypodcet kanonického souboru mnozin LR(0) poloZek.

Vstup: Roz§ifend gramatika ke gramatice G = (N, X%, P, S)
Vystup: Kanonicky soubor C mnozin LR(0) polozek
Metoda:
(1)
Iy := UZAVER({S — -S'})

Cc = {Io}
r = 0



(2) pro vSechna I € C,k = 0,1,...,r a pro vSechna X € (N U X) proved: je-li
GOTO(I), X) # 0 A GOTO(Iy, X) ¢ C pak
(a) r==r+1
(b) I, := GOTO(Iy, X)
(c) C:=CU{I}
(3) opakuj krok (2) tak dlouho, pokud lze k souboru C pfiddvat novou mnozinu I,.

Algoritmus 8.1 zfejmé konéi, ponévadz pri vypoctu funkce GOTO se posouva tecka vzdy o jeden
symbol doprava.

Priklad 8.8 Uvazujme gramatiku z prikladu 8.6. Jeji kanonicky soubor C' LR(0) polozek m4
tvar:

C — {IO,Il,...,Ill}

kde mnoziny polozek I obsahuji polozky:

Iy = UZAVER({E’ —-E}): E' —-E I; = GOTO(Iy,i): F — i

E— -E+T Is = GOTO(I1,+): E—FE+-T
E — T T— - TxF
T — TxF T — -F
T — -F F — -(E)
F — «(E) F —
F —

I = GOTO(I(),E) E' — E- I; = GOTO(IQ, *): T —Tx-F
E—FE-+T F — (E)

I, = GOTO(I(),T) E =T F—
E — T -xF Is = GOTO(Iy,E): F — (E")

I3 = GOTO(Iy,F): T — F- E—-E-+T

I, = GOTO(Iy,(): F — (-E) Iy = GOTO(14,T): E — E+T-
E— -E4+T T —T-xF
E—.T Il():GOTO(I7,F): T —>TxF.
F— TxF Iy = GOTO(Ig,)): F — (E)-
T — -F
F — -(E)
F—

Funkce GOTO predstavuje funkci deterministického kone¢ného automatu
D=(NUZX,C,1j,6C), kde §(I,X) = GOTO(I, X),

jehoz vstupni abecedou je mnozina termindlnich a nontermindlnich symboli, stavy jsou repre-
zentovany mnozinami Iy, I je poc¢atecni stav a kazdy stav mize byt koncovym stavem. Automat
D rozpoznivd mnozinu perspektivnich prefixi v gramatice G. Tento ptrekvapujici fakt (automat
D je deterministicky pro kazdou gramatiku) plyne z konstrukce mnozin I; podle algoritmu 8.1.
Ekvivalentni nedeterministicky automat je definovan tak, ze jeho stavy jsou jednotlivé LR(0)
polozky a prechodova funkce § je konstruovana takto:

d([A — a- Xp],z) obsahuje [A — aX - f]



d([A = «a- Bf],€) obsahuje [B — +y], B — y je pravidlo v G.

Na obr. 8.6 je diagram prechodi kone¢ného deterministického automatu D pro kanonicky soubor
mnozin LR(0) polozek z pfikladu 8.8. V tomto diagrama jsou zobrazeny samoziejmé i ty hodnoty
funkce GOTO, které jsme p¥i konstrukci kanonického souboru explicitné nevypisovali, napt.
GOTO(I4, () = Iy

Obrazek 8.6: Diagram prechodd automatu D

Jeden z hlavnich teorému teorie rozkladu LR jazykt 1ikd, Ze mnozinou platnych polozek pro
perspektivni prefix 7y je pravé mnozina poloZzek dosazitelna z pocatecniho stavu automatu D po
cesté, jez odpovida fetézci y. Ukazme platnost tohoto tvrzeni na predchozim prikladé.

Priklad 8.9 UvaZzujme gramatiku G z piikladu 8.6 a jeji kanonicky soubor mnozin LR(0) po-
lozek z piikladu 8.8. Retézec E + T+ je perspektivni prefix v této gramatice. Automat na obr.
8.6 po zpracovani fetézce E + T bude ve stavu I7; stav I7 zahrnuje polozky

T — Tx-F
F —» -(E)
F —

které predstavuji pravé platné polozky pro perspektivni prefix E+T*. Podle definice 8.4 je LR(0)
polozka [A — a1 - @3] platnou pro prefix Sai, jestlize existuje v G prava derivace S =* Az =
Baiasz. Uvazujme proto nasledujici t¥i pravé derivace v G.

(1) EE=E=E+T=E+TxF
(2) EE=E=FE+T=E+T+«F=E+Tx*(E) }=>...2E+Tx*xz z€%"
(3) E =E=E+T=E+T+«F=FE+Ti



Z prvni, resp. druhé, resp. t¥eti derivace plyne, 7e [T' — T * -F] resp. [F — -(E)], resp. [F — -]
je platnou polozkou pro fetézec E + Tx. D4 se ukazat, ze pro tento fetézec jind platna polozka
neexistuje.

Nyni popiSeme postup, jak lze ziskat z kanonického souboru LR(0) poloZek, definujiciho automat
D, funkci akci a funkci prechodi rozkladové tabulky. Obecné uvazovany soubor nemusi obsahovat
dostacujici informaci pro konstrukci jednoznacné rozkladové tabulky. Popsand metoda bude
uspésnd pouze pro jednoduché LR(1) jazyky (SLR(1) jazyky); v mnoha pfipadech je v8ak
spésnd i v aplikacich z oblasti programovacich jazyki.

Algoritmus 8.2 Konstrukce SLR(1) rozkladové tabulky.

Vstup: Kanonicky soubor C' mnozin LR(0) poloZek pro rozsifenou gramatiku G'.
Vystup: Rozkladova tabulka zahrnujici funkci akei a pfechodd, je-li G SLR(1) gramatika.

Metoda: Necht C = {Iy, I1,...,I,}. Stavové symboly analyzitoru jsou 0,1,...,n; stav i od-
povidd mnoziné polozek I;. Funkce akci AKCE[7, a] je definovana takto:

(1) Je-li [A = a-afl] € I, a GOTO(Iy,a) = I, pak AKCE[k,a] = shift j. Symbol a je
terminal.

(2) Je-li [A = o] € I, A — a je i-té pravidlo, pak AKCE[k,a] = reduce i pro vSechna
a, pro kterd a € FOLLOW (A). Pokud S’ =~ vA, pak §f € FOLLOW(A).

(3) Je-li [S" — S-] € I, pak AKCE[k, ] = accept.

(4) Je-li GOTO(Iy, A) = I;, A € N, pak PRECHODI[k, A] = ;.

(5) Mista rozkladové tabulky, jez nebyla definoviana body (1)—(4), maji hodnotu error.
(6)

Pocéiteéni stav analyzitoru odpovidd mnoziné Iy, kterd obsahuje polozku [S" — -S].

Jestlize v algoritmu 8.2 vznikne z bodt (1) a (2) nejednoznacnost v definici funkce AKCE, pak
pro danou gramatiku nelze zkonstruovat SLR(1) rozkladovou tabulku. Rikdme, 7e gramatika G
neni jednoduchd LR(1) gramatika. MnoZzina FOLLOW nam davé k dispozici jeden terminal za
[-frazi, podle néhoZ urcujeme, ke kterému pravidlu se ma [-fraze redukovat.

Piiklad 8.10 Aplikujeme algoritmus 8.2 na gramatiku z ptikladu 8.6. Opét vyuzijeme kano-
nického souboru LR(0) polozek z piikladu 8.8 a piislusejiciho automatu D z obr. 8.6

Uvazujme polozku, kterd konstituuje pocateéni stav analyzatoru

Iy: E — -E

E —- -E+4+T
E —» T

T —» TxF
T — -F

F — -(E)

F —

Polozka [F — -(E)] implikuje AKCE|0, (] = shift 4, polozka [F — -i| implikuje AKCEI0,3] =
shift 5.



Uvazujme

IL: E — E.
F — FE-4+T

Prvni polozka davd AKCE[1, §] = accept, druhd, AKCE[1, +] = shift 6.
Uvazujme

IQ: E — T.
T — T-xF

Protoze FOLLOW(E) = {,+,)} a E — T je 2. pravidlo, z prvni polozky plyne AKCE[2,f] =

AKCE[2,+] = AKCE[2,)] = reduce 2. Z druhé polozky plyne AKCE[2,x] = shift 7.
Pokratujeme-li stejnym zptsobem, ziskdme celou rozkladovou tabulku (viz tab. 8.1).

Z¥ejmé kazdd SLR(1) gramatika je jednozna¢ni. Nésledujici piiklad ilustruje existenci jedno-
znaéné gramatiky, kterd neni SLR(1) gramatikou.

Piiklad 8.11 Uvazujme gramatiku G s pravidly

(1) S — L=R
(2) S — R

(3) L — xR

(4) L — i

(5) R —- L

Kanonicky soubor mnozin LR(0) polozek ziskany algoritmem 8.1 m4 tvar:

Iy: S — .S Is: L — -
S—-L=R Is: S—L=-R
S — R R — L
L— - xR L— xR
L — L —
R — L I;: L — «R-
IL: §— 8- I;: L — *R-
Iy: S—L =R Is3: R — L-
R — L- Iy, S—L=R-
I3: S — R
Iy: L—>*-R
R — -L
L— xR
L —
Uvazujme mnozinu 5. Prvni polozka implikuje AKCE[2,=] = shift 6. Protoze FOLLOW(R)
obahuje =, (viz derivaci S = L = R = «R = R), z druhé polozky plyne AKCE|2, =] = reduce 5.

Protoze tedy hodnota AKCE[2, =] neni jednozna¢né definovdna (ve stavu 2 pfi vstupnim sym-
bolu = vznika konflikt typu shift — reduce), neni G SLR(1) gramatikou.



8.3.2 Konstrukce kanonické LR rozkladové tabulky

Zustanme jesté u situace z predchoziho prikladu, kterd je zdrojem nejednoznacné definice funkce
AKCE. Tato situace, jez vede k selhidni metody konstrukce SLR rozkladové tabulky, vznika
proto, Ze analyzator je ve stavu k, I obsahuje polozku [A — -], zdsobnik obsahuje perspektivni
prefix Sa a aé je a € FOLLOW(A), neexistuje v gramatice vétné forma s prefixem SAa. To tedy
znamend, 7ze hodnota AKCE[k, a] = reduce i je irelevantni. Skuteéné, v gramatice z pfedchoziho
prikladu neexistuje vétna forma tvaru R = - - -, takZe ve stavu 2, ktery odpovida perspektivnimu
prefixu L je nespravné provést redukci podle pravidla R — L.

Konflikty v definice rozkladové tabulky mohou byt ve vétsiné pFipadi (v pfipadé LR(1) gramatik
vzdy) odstranény pouzitim LR(1) polozek. Podle definice 8.3 ma LR(1) polozka tvar

[A = a1 - ag,a],a € (B U{{}).
Tato polozka je platna pro perspektivni prefix Sa1, jestlize existuje prava derivace S =* SAzf =
Baiaszlf takové, ze a = FIRST(zff). Druh4 slozka LR(1) polozky se nevyuZiva v pfipadé ag # ¢,

avSak polozka tvaru [A — a;-,a] vede k redukci pouze v pripadé, ze pfiStim vstupnim symbolem
je symbol a.

Priklad 8.12 Uvazujme gramatiku s pravidly

S — BB
B — aB|b
a pravou derivaci
S = aaBab=> aaaBab

v této gramatice.

Vidime, Ze polozka [B — a - B,a] je platna pro perspektivni prefix fa; = aaa (8 = aa,a; =
a,A = B,as = B,z = ab). Pro pravou derivaci S =* BaB = BaaB je pro perspektivni prefix
Baa platnou polozkou polozka [B — a - B, {].

Metoda vypoétu souboru mnozin platnych LR(1) polozek je v podstaté stejnd jako metoda
vypoétu kanonického souboru mnozin LR(0) polozek. Opét potiebujeme funkce UZAVER a
GOTO, podobné stejnojmennym funkcim z odst. 8.3.1.

Uvazujme polozku tvaru [A — «; - Bag,al, jez je v mnoziné platnych polozek pro perspek-
tivni prefix Sa;. Pak existuje prava derivace tvaru S =* fAaz = a3 Basazx. Pfedpoklidejme, Ze
fetézec aoax derivuje termindlni fetézec by. Pak pro kazdé pravidlo tvaru § — v dostaneme
derivaci S =" fa; Bby = Baiyby, tedy [B — -y,b] je platnou polozkou pro perspektivni pre-
fix Bay. Zifejmé je b prvkem mnoziny FIRST(asa). V pfipadé, Ze as =" € je b = a. Ponévadz
a € (X U{t}) je FIRST(azaz) = FIRST(aza).

Nyni jiz pfistoupime ke konstruktivnim definicim funkci UZAVER a GOTO pro LR(1) polozky.

Definice 8.7 Nechf I je mnozina LR(1) polozek gramatiky G. MnoZina polozek UZAVER(I)
je definovana témito pravidly:

(1) Kazda polozka z I je prvkem UZAVER(I).



(2) Je-li [A = ) - Bag,a] v mnozing UZAVER(I) a je-li B — ~ pravidlo gramatiky, pak
pro kazdy terminal b z mnoziny FIRST(ag2a) je polozka [B — -v,b] také prvkem mnoziny
UZAVER(I).

Definice 8.8 Necht I je mnozina LR(1) polozek a X symbol gramatiky G. Funkce GOTO(Z, X)
je definovana jako mnozina

UZAVER({[A — a1 X - az,a] | [A = a1 - Xag,a] € I})
Algoritmus 8.3 Vypocet mnozin LR(1) polozek.
Vstup: Rozsifend gramatika G'.
Vystup: Soubor C mnozin LR(1) poloZzek platnych pro perspektivni prefixy gramatiky G’.
Metoda:
(1)

Iy := UZAVER{[S" — -S,#]})
C = {I()}
r = 0

(2) pro v8echna I, € C;k =0,1,...,r a pro viechna X € (N U X) proved:
je-li GOTO(I, X) # 0 A GOTO(I}, X) & C pak
(a) re=r+1
(b) I, := GOTO(Iy, X)
(c) C:=CU{l}
(3) Opakuj krok (2), pokud lze k souboru C pfidat novou mnozinu I,.

Aplikaci algoritmu 8.3 spolu s vypoétem funkci UZAVER a GOTO nyni ukdZeme na piikladé.
Pro zkraceni, zdpisem [A — a1 - a2, a1 | az] budeme rozumét dvé LR(1) polozky [A — a1 - a9, a1]
a[A— a1 - az, a2l

Priklad 8.13 Uvazujme rozsitenou gramatiku s pravidly

(1) s - S
2) s - cC
(3) cC — cC
(4) C — d

Zagneme vypoétem mnoziny Iy = UZAVER({[S" — -5, 1]}). Podle definice 8.6 musime k poloZce
[A — a1 - Bag,a] ptidat polozky [B — -y,b] pro kazdé B-pravidlo a kazdé b € FIRST(aza);
zde je A= S, a1 = ¢,B = S,as = ¢,a = {|. PonévadZ gramatika obsahuje jediné S-pravidlo a
FIRST(f) = {#}, pfidame k Iy polozku [S — -CC,{]. V této polozce je oy = ¢,B = C,as = C
a ponévadz gramatika obsahuje dvé C-pravidla a FIRST(CY) = {c,d}, dostdvame v I tyto
polozky:

Iy: S — -S4
S - -CCH
C — -C,cld
C — +d,c|d



Protoze zadna z novych polozek nema nonterminal bezprostiedné za teckou, nelze jiz zadné dalsi
polozky pridat a Iy ma tedy 6 polozek.

Nyni spocitdme mnoziny Iy = GOTO(Iy, X) pro rizné symboly X gramatiky.
I = GOTO(Iy, S) = UZAVER({[S" — S-,]})

Tento uzavér je trividlni, a proto

I : S — S,lj
Pokracujeme
I, = GOTO(Iy, C) = UZAVER({[S — C - C,H{]}),
tedy
IL: § — C-C/H{
Cc — -cC,H
cC - -df
Pro X =c je
I3 = GOTO(Iy, c) = UZAVER({[C — ¢- C,c | d]}),
tj.
Is: C — ¢-C,cld
C — «C,cld
C — +dyc|d
Pro X =d je
I, = GOTO(Iy,d) = UZAVER({[C = d-,c| d]}),
tj.

Ii: C—d,cld

Z funkci GOTO(I;, X) nedostaneme ziddnou novou mnozinu poloZzek. Z mnozZiny I» vSak plyne
Is = GOTO(I,,C) = UZAVER({[S — CC-,{]}),

tedy
Iy: S—CC-§

Podobné

Is = GOTO(Iy,c) = UZAVER({[C — c- C,H]}), tj.
Is = C—c-CH

C — -cC,H

C —-dfj

PovSimnéme si rozdilu mezi mnozinami I3 a Is. Jednotlivé polozky se 1isi pouze ve druhé sloZce.
Prvni slozky, totozné s jedinymi slozkami LR(0) polozek se u I3 a I shoduji. Obecné, vytvoiime-
li pro tutéz gramatiku mnoziny LR(0) polozek, pak kazda takovd mnoZina odpovid4 jedné nebo



vice mnozindm LR(1) polozek. Nyni dokonéime konstrukei souboru mnozin LR(1) polozek:

I; = GOTO(I,d)

I; : C—d.tf

Is = GOTO(I3,0)

Is @ C—cCcld

Iy, = GOTO(Is,C) ={[C — cC-, 4]}

zadné dalsi nové mnoziny Iy nelze jiz vytvorit.

Deterministicky koneény automat D, ktery p¥islusi souboru LR(1) polozek, se vytvafi stejnym
zpusobem jako v pfipadé kanonického souboru mnozin LR(0) polozek. Jeho diagram piechodu
je na obr. 8.7.

Ol
Obrézek 8.7: Diagram p¥echodl pro mnoziny LR(1) polozek

Na zavér tohoto odstavce uvedeme algoritmus konstrukce kanonické LR rozkladové tabulky.

Algoritmus 8.4 Konstrukce kanonické LR(1) rozkladové tabulky.

Vstup: Roszsifend gramatika G'.
Vystup: Kanonickd LR rozkladova tabulka v pfipadé, ze G je LR(1).
Metoda:

(1) Vytvof soubor C mnozin LR(1) polozek pro gramatiku G'. Necht C = {Iy, I, ..., I, }.
(2) Mnoziné I,k = 0,1,...,n odpovid4 stav k analyzitoru. Funkce akci pro stav k je
definovana takto:
(a) Je-li [A = a; - aay,b] € I, a GOTO(I, a) = I;, pak poloz AKCE[k, a] = shift j.
(b) Je-li [A — a-,a] € Iy, A — « je i-té pravidlo gramatiky G', poloz AKCE[k,a] =
reduce 1.



(c) Je-li [S" — S-,H] € I, pak poloz AKCEIk, ] = accept
Jestlize v tomto bodé vznikne nejednoznacnost v definici funkce AKCE, pak vstupni
gramatika neni LR(1) gramatikou.

(3) Funkce piechodt pro stav k je definovana takto: Je-li GOTO(I;, A) = I;, pak
PRECHODIk, A] = j.

(4) Vsechny polozky rozkladové tabulky, které nebyly doposud definoviny, maji hodnotu

ETrTor.

(5) Pocatecni stav analyzatoru odpovidda mnoZiné konstruované z polozky [S — -S’, {].

Priklad 8.14 Tab. 8.3 reprezentuje rozkladovou tabulku pro gramatiku z prikladu 8.13, ziska-
nou aplikaci algoritmu 8.4. Pouzivame stejného kédovani jak v tab. 8.1.

Stav Akce Prechod

cld| ¢ |[S] C
0| s3| 84 1 2
1 acc
2 S¢ | St 5
3| 83| sa 8
4 r3s | T3
5 T
6 | sg | s7 9
7 T3
8 ] )
9 T2

Tabulka 8.3: Rozkladova tabulka

Poznamenejme, Ze pro tuto gramatiku lze sestrojit SLR rozkladovou tabulku, jez ma pouze 7
stavii. Obecné kazdd SLR(1) gramatika je LR(1) gramatikou, nikoli vSak naopak.

8.3.3 Konstrukce LALR rozkladové tabulky

V tomto odstavci popiSeme metodu konstrukce LALR? rozkladové tabulky. Tato metoda vede
k vyrazné mensi rozkladové tabulce, nez je kanonickd LR tabulka a pritom vétSina obecnych syn-
taktickych konstrukci programovacich jazykd mize byt pfirozené LALR gramatikou popsana.
I kdyz témér totéz plati pro SLR gramatiky, existuji konstrukce (viz p¥. 8.11), které nelze
pohodlné SLR technikou zpracovat.

Pro srovnani velikosti syntaktickych analyzatori ma SLR a LALR rozkladova tabulka fadové
stejny pocet stavii, ktery dosahuje u jazyki typu Algol 60, nékolika stovek. Kanonicka rozkladova

konstruovat SLR nebo LALR rozkladovou tabulku.
Uvazujme opét gramatiku z prikladu 8.13, jez ma pravidla
(1) S - 9

(2) s - cCC

2LookAhead LR




(3) C — cC
(4) C — d

spolu s jejimi mnozinami LR(1) polozkami. Vezméme dvojici ,podobnych* mnozin napf¥. I a
I7;. Obé maji stejnou prvni slozku polozky, C' — d-. Druh4 slozka, (lookahead), je v I tvofena
termindly ¢ nebo d a v I7 pouze symbolem §.

Abychom pochopili rozdil mezi roli stavu Iy a I7 analyzatoru, uvazme, ze G generuje jazyk
L(GQ) = {w | w = ¢*dc*d}. P¥i zpracovani vstupniho fetézce cc- - - edec -+ - - cd, (viz tab. 8.3),
analyzator presouva prvni skupinu symboli ¢ a nasledujici symbol d do zasobniku. Po precteni
tohoto d je analyzator ve stavu 4. Pak se pozaduje redukce podle C' — d, za predpokladu, ze
vstupnim symbolem je ¢ nebo d, tj. symbol zacinajici zbyvajici ¢ast c¢*d vstupniho retézce. Je-li
v8ak vstupnim symbolem §, pak se spravné hlsi chyba (napft. ccd neni v L(G)).

Po pfetteni druhého d piejde analyzdtor do stavy 7. Aby vstupni Fetézec patiil do L(G), musi
jiZz byt na vstupni pasce pouze symbol {|. Proto je spravné, Ze ve stavu 7, pfi vstupu {}, dochézi
k redukci a pfi vstupu ¢ nebo d k indikaci chyby.

Nahradme nyni mnoziny I a I jejich sjednocenim I47;. Bude obsahovat tfi polozky: [C —
d-,c | d|{]. Funkce GOTO (viz obr. 8.6) z Iy, I, I3 a I pak pii vstupu d nabude hodnoty Iy7.
Takto modifikovany analyzitor se bude chovat v podstaté stejné jako puvodni, s tim rozdilem,
7e napft. pri vstupu ccd nebo cdede provede redukci, kdezto pivodni analyzator ohlasi chybu.
Hl4seni chyby se v modifikovaném analyzatoru oddali do dalsiho kroku.

Obecnéji, v souboru mnozin LR(1) polozek muzeme vyhledat ty mnoziny, které maji stej-
nou mnozinu prvnich slozek polozek — tzv. jadro. V prikladé 8.13 to jsou dvojice mnozin
(I4,I7), (I3, Is) a (Ig,Ig) s odpovidajicimi jadry {C — d-},{C — ¢-C,C — -¢C,C — -d} a
{C = ¢C"-}. Mnoziny se stejnym jadrem sjednotime do jediné mnoZziny polozek. Poznamenejme,
7e jadrem je vlastné mnozina LR(0) polozek. Protoze jadro mnoziny GOTO(I, X)) zavisi pouze
na, jadru mnoziny I, mohou byt funkéni hodnoty funkce GOTO pro sjednocené mnoziny také
sjednoceny a miuze byt tak provedena modifikace funkce GOTO. Funkce akci je modifikovana
tak, ze zachovava vSechny akce rizné od error vSech mnozin polozek daného sjednoceni.

Podivejme se nyni na problém, zda slu¢ovianim stavi analyzatoru nemohou vznikat konflikty
v definici funkce akci. Pfedpokliddejme, Ze vyjdeme z mnozin LR(1) polozek LR(1) gramatiky,
tj. z mnozin, které nevedou k zadnym konfliktiim. Pfedpokladejme, Ze ve sjednoceni mnozin se
stejnym jadrem je konflikt typu shift-reduce, tj. Ze toto sjednoceni obsahuje polozku [A — «-, a],
kterd pii vstupnim symbolu a implikuje redukci a polozku [B — «aq - aag, b], kterd p¥i témze
vstupnim symbolu implikuje pfesun do zdsobniku. Pak nékterd mnozina LR(1) polozek, je7 je
¢asti sjednoceni, obsahuje polozku [A — a-, a], a protoze jidro sjednocovanych mnozin je stejné,
také polozku [B — a1 - aag,c] pro néjaké c. To ovSem znamend, Ze uz v puvodni gramatice
je konflikt typu shift-reduce a soubor mnoZin nepfislusi, proti pfedpokladu, LR(1) gramatice.
Ze vzniklého sporu vyvozujeme, ze uvedené slucovani mnozin LR(1) polozek nezavlékd zidné
konflikty typu shift-reduce v definici funkce akci. Pfiklad 8.15 v8ak ukazuje, %e slouéeni mnozin
LR(1) polozek se stejnym jadrem mohou vzniknout konflikty typu reduce-reduce.

Priklad 8.15 uvazujme gramatiku G s pravidly

s - 8
S — aAd|bBd|aBf|bAf
A — ¢
B — ¢



kterd generuje ¢tyfi Fetézce acd,acf,bed a bef. Vytvofenim souboru mnozin LR(1) platnych
polozek se 1ze presvéddit, ze G je LR(1) gramatika. Uvazujme mnozinu {[A — ¢,d],[B — ¢, f|},
kterd mé polozky platné pro perspektivni prefix ac a mnozinu {[A — ¢, f],[B — ¢, d]} polozek
platnych pro bc. Tyto mnoZiny maji stejné jadro a nejsou zdrojem zadnych konflikt v definici
funkce akci. Provedeme-li vSak jejich sjednoceni, dostaneme polozky

A = oedl|f
B — c¢d|f

které jsou jasné zdrojem konfliktu, protoZze piedepisuji pfi vstupnim symbolu d nebo f redukci
podle pravidla A — ¢ a zaroven podle pravidla B — c.

Nyni jiz pfistoupime k formulaci algoritmu konstrukce LALR rozkladové tabulky.

Algoritmus 8.5 Konstrukce LALR rozkladové tabulky.

Vstup: Rozsifend gramatika G'.
Vystup: LALR rozkladova tabulka, je-li G LALR(1) gramatika.
Metoda:

(1) Vytvof kanonicky soubor C = {Iy, I, ..., I,}LR(1) polozek gramatiky G'.

(2) Prokazdé jadro LR(1) polozek nalezni vSechny mnoziny LR(1) polozek a proved jejich
sjednoceni. Novy soubor mnozin LR(1) polozek ozna¢me C' = {Jo, J1,...,Jm}.

(3) Soubor C' odpovidd mnozing stavii LALR analyzatoru. Pro kazdy stav k,k =
0,1,...,m je z mnoziny polozek Jy konstruovina funkce akci AKCE[k, a],a € (SXU{f})
stejnym zpusobem jako podle algoritmu 8.4. Jestlize vyslednd definice funkce akci
neni jednozna¢nd, pak G neni LALR(1).

(4) Necht mnozina Ji vznikla sjednocenim mnozin I, I;,,...,I; . Pak jadra mno-
zin GOTO(I;,, X),GOTO(I;,,X),...,GOTO(Z;,,X) jsou taz, ponévadZ mnoziny
Ii,,..., I, maji stejnd jadra. Necht J; = GOTO(L;,, X) U...UGOTO(I;,, X). Pak
upravend funkce GOTO ma hodnotu GOTO(J, X) = J; a piislusnd hodnota funkce
prechodii je PRECHOD[k, X] = j.

Algoritmus 8.5 je jednoduchy. Pro praktické pouziti vSak neni vhodny, ponévadz je ¢asové a
prostorové stejné nirocny, jako algoritmus vytvafeni kanonické LR(1) tabulky. Tato skute¢nost
je dusledkem bodu (1) algoritmu 8.5. V [?], [?] lze nalézt efektivnéjsi algoritmus konstrukce
LALR rozkladové tabulky, ktery poc¢itd LALR(1) polozky (sjednocenim mnozin LR(1) polozek)
pfimo.

Priklad 8.16 Uvazujme opét gramatiku

(1) S - 8
2) s — cC
(3) cC — cC
(4) C — d

Jeji soubor LR(1) polozek je uveden v prikladé 8.13, pfislusny graf funkce GOTO zobrazuje obr.
8.7.



Podle bodu (2) algoritmu 8.5 obdrzime tato, jiz zminénd, sjednoceni mnozin LR(1) polozek.

Iss : C—c-Cic|d|H
C—-cC,c|d|f
C—-dyc|ld|f

Ii; @ C—d,c|d|

Igg : C—cCc|d|t

NOV};' soubor ma tvar Cl = {Io, Il, IQ, I36, I47, I5, Igg}.

Vyslednd LALR rozkladova tabulka je uvedena jako tab. 8.4. Podivejme se, jak se vytvari
upravend funkce GOTO a prislusna funkce prechodi.

Stav Akce Ptechod
c|ld]| g [S]C
0 836 | S47 1 2
1 acc
2 | s36 | Sa7 5
36 836 | S47 89
47 T3 T3 T3
5 T
89 T2 T9 T2

Tabulka 8.4: LALR rozkladova tabulka

Uvazujme nap¥. hodnotu GOTO(I34,C). Protoze v ptivodnim souboru LR(1) polozek platilo
GOTO(Ig, C) = Ig a GOTO(Ig, C) = Ig je nyni GOTO(IgG, C) = Igg a tedy PRECHODBG, C] =
89. Podobné, z GOTO(I3,c) = I a Ig C I3 plyne GOTO(Iy,c) = I3, a proto AKCE[2,c] =
shift 36.

Je-li na vstupu véta c¢*dc*d, pak LR(1) analyzitor (tab. 8.3) i LALR(1) analyzator (tab. 8.4)
provadi presné stejnou posloupnost prechodi a redukci, liSici se pouze ve jménech stavi, kterych
analyzéator nabyva (ulozi-li LR analyzitor na vrchol zdsobniku nap¥. stav 3 nebo 6, pak LALR
analyzator ulozi v obou p¥ipadech stav 36). Obecné, v piipadé syntakticky spravného vstupu se
LR a LALR analyzatory chovaji ekvivalentné.

Jind situace v8ak nastava, je-li na vstupu fetézec, ktery nepatii do L(G). V tom piipadé mize
LALR analyzator provést redukci v misté, kde kanonicky LR analyzator indikuje chybu. Je vSak
dulezité, Ze i kdyz takovy pripad nastane, LALR analyzator také ohlasi chybu, a to dfive, nez by
doslo k presunu dal§iho vstupniho symbolu do zasobniku. Naptiklad pifi vstupu cedlf kanonicky
LR analyzator (viz tab 8.3) ulozi do zdsobniku fetézec

0c3c3d4

a ve stavu 4, pfi vstupu f ohlasi chybu. Na druhé strané LALR analyzator provede odpovidajici
posloupnost pfechodti a ulozi do zasobniku fetézec

0c36 c36cdA4r.
Protoze vSak AKCE[47, ] = reduce 3. zméni se obsah zasobniku na

0c36c36C 89.



Hodnota AKCE[89,f] = reduce 2, proto novy obsah zisobniku bude
0c 36 C 89.
Jesté jednou provede analyzator tutéz redukci
0C 2
a teprve nyni, protoze AKCE[2,f] = error, indikuje chybu.

8.4 Cvicéeni

Cviéeni 8.4.1 Pro gramatiku G s pravidly

S — AS|b
A = SAla

(a) vypiste v8echny jeji LR(0) polozky

(b) zkonstruujte nedeterministicky koneény automat, jehoZ stavy jsou LR(0) polozky, ktery
prijimé perspektivni prefixy gramatiky G

(c) vytvoite kanonicky soubor LR(0) poloZzek gramatiky G a odpovidajici koneény determinis-
ticky automat D. Ukazte, 7ze tento automat je ekvivalentni automatu z (b)

(d) je G SLR gramatika? Pokud ano, vytvoite SLR rozkladovou tabulku
(e) je G LALR gramatika? Je G LR(1) gramatika?

Cvicéeni 8.4.2 Vytvoite SLR analyzator pro gramatiku

E - E+T|T
T - TF|F
F — F'|(E)|al|ble

jeZ popisuje reguldrni vyrazy nad {a,b}.

Cviceni 8.4.3 Urcete, které z téchto gramatik jsou LR(1)

(a) S— AB, A—0Al|e, B—1B|1
(b) S > 0S1|A4, A—1A]|1
(c) S=>S+A|A A—=(S)]alS)]a

Cviceni 8.4.4 Vytvoite kanonickou LR(1) rozkladovou tabulku pro tyto gramatiky:

(a)

ABAC
aD
b|c
cld

s
A
B
C
D DO 0

A



(b) S—aSS|b

(c) S—SSalb

Ktera z téchto gramatik je LALR?

Cviceni 8.4.5 Gramatika z ptikladu 8.11 neni SLR(1). Je LALR(1) nebo LR(1)?

Cvideni 8.4.6 Ukazte, Ze gramatika z pfikladu 8.15 je skuteéné LR(1).
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