Teoreticka informatika TIN - 2024 /2025
Zavéreéna zkouska (1. opravny termin) 16. 1. 2025
Cas na feSeni: 220 minut

(max. zisk 60 bodu — 10 bodu nize odpovidd 1 bodu v hodnoceni predmétu)

Jméno/prihlasovaci jméno:

Poznamka: Pokud pri vypracovani zkousky pouZijete jinou notaci a konvence, nez byly zavedeny na predndskdch,
je nutné takovou notaci popsat. Pisemnou zkousku zpracujte citelné a uhledné.

K danému prikladu vyuzijte dasledné jemu vymezeny prostor.

Priklad 1
120 bodu

la) Formélné zapiste Pumping lemma pro requldrni jazyky. Déale uved'te hlavni myslenku jejtho dikazu min. 30 bodil
(staci 2-3 véty bez technickych detaila dukazu).

(30 bodit)

1b) Rozhodnéte a dokazte, zda jsou nasledujici jazyky reguldrni:

a) Ly ={w € {a,b,c}" | (#a(w) = #o(w) + #e(w)) A #a(w) > 2},
b) Ly = {w € {a,b,c}" | (#a(w) = #p(w) + #e(w)) A #a(w) <2},

kde #.(w) zna¢f pocet znaku x v Fetézci w.

Poznamka: Pri dokazovdni, Ze je jazyk reguldrni, staci uvést odpovidajici gramatiku ¢i automat. Pri
dokazovdni, Ze jazyk neni requldrni, pouZijte Pumping Lemma nebo Myhill-Nerodovu vétu.

(50 bodu)

1c) Uvazme ¥ = {a,b}. Rozhodnéte a dokazte, zda plati ndsledujici tvrzeni:
VL1,L2 € Lyin : | Ln] < |La| = [ ~pr, [ < | ~0p, |

kde Ly, znaéi tiidu koneénych jazyku, ~j znaéf relaci prefixové ekvivalence dané jazykem L a |~ |
znadi index relace | ~ | (tj. pocet t¥id rozkladu X*/~).

(40 bodu)
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, . o . ) ~ Priklad 2
2a) Necht A = (Q,%,T,9,qo, Zo, F) je nedeterministicky zdsobnikovy automat (NZA). Formalné definujte 120 bodil

i) prechodovou funkci 9, ii) konfiguraci NZA (popiste vyznam jednotlivych polozek konfigurace) a iii) min. 30 bodi
relaci prechodu mezi konfiguracemi. )

Daéle rozhodnéte a dokazte (stac¢i hlavni myslenka dukazu v rozsahu 2-3 vét), zda je problém konecnosti
jazyka daného NZA A (tj. zda L(A) je koneény jazyk) rozhodnutelny.

(40 bodi)

2b) Navrhnéte a formélné zapiste algoritmus, ktery pro gramatiku G spocitd mnozinu

No={AeN| A= wAwe T A#,(w) > 0},

kde #,(w) znac¢i pocet symbolu a v fetézci w € £*. V algoritmu muzete vyuzit mnoziny:

- Ny={AeN | A=fw A weX}a
— N.={AeN | A=f¢}.

Tlustrujte pouziti algoritmu na piikladu gramatiky s pravidly

S—ABX|Sb|b X-—>XB|Xa A—BB|b B-—Aa.

(50 bodi)

2¢) Uvazme abecedu X = {a, b}. Rozhodnéte a dokazte, zda existuji nereguldrni bezkontextové jazyky L
a Lo takové, ze Ly \ Ly je nekoneény reguldrni jazyk. (30 bodu)

(30 bodu)
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Priklad 3
180 bodt

3a) Formalné definujte kontextovou gramatiku (KG) a relaci primé derivace v dané KG a jazyk generovany min. 50 bod
danou KG.

Déle rozhodnéte a uved'te hlavni myslenku ditkazu (v rozsahu 2-3 vét), zda je problém prislusnosti do
jazyka kontextovych gramatik rozhodnutelny (tj. problém zda w € L(G) pro danou KG G). (50 bodu)

(50 bodi)

3b) Uvazme jazyk

L= {(M)#(Ms) | My a M jsou Turingovy stroje, pro které existuje w € {a,b}* takové, ze
w € L(M;y) N L(Ms) a My akceptuje w v mensim poc¢tu kroku nez Ms}.

Rozhodnéte a dokazte zda:

i) L je rekurzivni,

ii) L je rekurzivné vyécislitelny.
(80 bodu)

3c) Méjme teorii T' se signaturou ({Pat o, Mat o}, { Clovek 1, Vecq, rozbil ;3,=/5}) (= je standardni rov-
nost) se specidlnimi axiomy

VaVy(rozbil(z,y) — (Clovek(z) A Vec(y))
Va(Vec(x) — y(rozbil(y, x)))
Va— Clovek(x) V = Vec(x)

i) Rozhodnéte a dokazte, zda T je bezespornd a plnd.

ii) Uvazujme formuli ¢ = Jx rozbil(Pat, z). Sestavte interpretaci I takovou, ze [ =T a I |= ¢, nebo
zduvodnéte pro¢ neexistuje.

iii) Rozhodnéte a zduvodnéte, zda T = ¢.
(50 bodu)
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4a)

4b)

4c)

Formélné definujte i) prostorovou sloZitost deterministického Turingova stroje, ktery pfijima jazyk L
a ii) tiiddu DSPACE(1]. Déle definujte SAT problém (tj. problém splnitelnosti booleovskych formuli)
a vysvetlete (v rozsahu 1-2 vét) jeho dulezitost v informatice.

Daéle rozhodnéte a zduvodnéte, zda plati nasledujici tvrzeni (predpoklddejme, ze P # NP):
i) Existuje jazyk L1, ktery je NP-iplny a nepatii do tiidy EXP.
ii) Existuje jazyk Lo, ktery pati{ do tiidy EXP, ale nen{ NP-uplny.
ili) Existuje jazyk Ly € DTIME[1] \ DSPACE][1].
(70 bodu)

Necht A, B, C jsou pole o velikosti n (indexované od 1), kterd obsahuji pfirozena é&isla. UvaZme
nasledujici rozhodovaci problém:

P(A,B,C,n)=true< Fie {1,...,n}: Vi ke{l,...,n}: A[j] > B[i] > C[K]

Nize uvedeny algoritmus middle(A, B, C,n) fes{ tento problém.

1 Function middle(A, B,C,n)
2 found := false
3 1:=1
(a) Analyzujte a zduvodnéte asymptotickou ¢asovou 4 while i < n A found = false do
slozitost algoritmu middle v nejhorsim piipadé. 5 found := true
(b) Analyzujte a zduvodnéte asymptotickou Casovou (: i,.:: 11
slozitost algoritmu middle v nejlepsim ptipadé. s while j < n A found = true do
(c) Navrhnéte algoritmus middle™ (A, B,C,n), ktery 9 if A[j] < B[i] then
fesi tento problém optimalné vzhledem k asympto- 10 ‘ f Qund = false
tické casové slozitosti v nejhor$im piipadé. Analy- 1 Ji=j+1
zujte a zdivodnéte tuto sloZitost. 12 while k <n A found = true do
13 if Bi] < C[k] then
(60 bodu) 14 ‘ found := false
15 k=k+1
16 1:=1+1
17 return found

Vysvétlete hlavni princip amortizované ¢asové sloZitosti a jeji analyzy (v rozsahu 3-4 vét). Déale na
vhodném piikladu demonstrujte vyhody pouziti amortizované slozitosti v porovnani s analyzou v nej-
horsim pifpadé. (50 bodu)

Priklad 4
180 bodu
min. 50 bodu
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