
Teoretická informatika TIN - 2024/2025

Závěrečná zkouška (1. opravný termı́n) 16. 1. 2025

Čas na řešeńı: 220 minut

(max. zisk 60 bod̊u – 10 bod̊u ńıže odpov́ıdá 1 bodu v hodnoceńı předmětu)

Jméno/přihlašovaćı jméno:

Poznámka: Pokud při vypracováńı zkoušky použijete jinou notaci a konvence, než byly zavedeny na přednáškách,
je nutné takovou notaci popsat. Ṕısemnou zkoušku zpracujte čitelně a úhledně.

K danému př́ıkladu využijte d̊usledně jemu vymezený prostor.

Př́ıklad 1
120 bod̊u
min. 30 bod̊u1a) Formálně zapǐste Pumping lemma pro regulárńı jazyky. Dále uved’te hlavńı myšlenku jej́ıho d̊ukazu

(stač́ı 2–3 věty bez technických detail̊u d̊ukazu).

(30 bod̊u)

1b) Rozhodněte a dokažte, zda jsou následuj́ıćı jazyky regulárńı:

a) L1 = {w ∈ {a, b, c}∗ | (#a(w) = #b(w) + #c(w)) ∧#a(w) > 2},
b) L2 = {w ∈ {a, b, c}∗ | (#a(w) = #b(w) + #c(w)) ∧#a(w) < 2},

kde #x(w) znač́ı počet znak̊u x v řetězci w.

Poznámka: Při dokazováńı, že je jazyk regulárńı, stač́ı uvést odpov́ıdaj́ıćı gramatiku či automat. Při
dokazováńı, že jazyk neńı regulárńı, použijte Pumping Lemma nebo Myhill-Nerodovu větu.

(50 bod̊u)

1c) Uvažme Σ = {a, b}. Rozhodněte a dokažte, zda plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı:

∀L1, L2 ∈ Lfin : |L1| ≤ |L2| ⇒ | ∼L1
| ≤ | ∼L2

|
kde Lfin znač́ı tř́ıdu konečných jazyk̊u, ∼L znač́ı relaci prefixové ekvivalence dané jazykem L a | ∼ |
znač́ı index relace | ∼ | (tj. počet tř́ıd rozkladu Σ∗/∼).

(40 bod̊u)
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Př́ıklad 2
120 bod̊u
min. 30 bod̊u

2a) Necht’ A = (Q,Σ,Γ, δ, q0, Z0, F ) je nedeterministický zásobńıkový automat (NZA). Formálně definujte
i) přechodovou funkci δ, ii) konfiguraci NZA (popǐste význam jednotlivých položek konfigurace) a iii)
relaci přechodu mezi konfiguracemi.

Dále rozhodněte a dokažte (stač́ı hlavńı myšlenka d̊ukazu v rozsahu 2–3 vět), zda je problém konečnosti
jazyka daného NZA A (tj. zda L(A) je konečný jazyk) rozhodnutelný.

(40 bod̊u)

2b) Navrhněte a formálně zapǐste algoritmus, který pro gramatiku G spoč́ıtá množinu

Na = {A ∈ N | A ⇒+
G w ∧ w ∈ Σ∗ ∧#a(w) > 0},

kde #a(w) znač́ı počet symbol̊u a v řetězci w ∈ Σ∗. V algoritmu můžete využ́ıt množiny:

– Nt = {A ∈ N | A ⇒+
G w ∧ w ∈ Σ∗} a

– Nϵ = {A ∈ N | A ⇒+
G ϵ}.

Ilustrujte použit́ı algoritmu na př́ıkladu gramatiky s pravidly

S → ABX | Sb | b X → XB | Xa A → BB | b B → Aa .

(50 bod̊u)

2c) Uvažme abecedu Σ = {a, b}. Rozhodněte a dokažte, zda existuj́ı neregulárńı bezkontextové jazyky L1

a L2 takové, že L1 \ L2 je nekonečný regulárńı jazyk. (30 bod̊u)

(30 bod̊u)
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Př́ıklad 3
180 bod̊u
min. 50 bod̊u3a) Formálně definujte kontextovou gramatiku (KG) a relaci př́ımé derivace v dané KG a jazyk generovaný

danou KG.

Dále rozhodněte a uved’te hlavńı myšlenku d̊ukazu (v rozsahu 2–3 vět), zda je problém př́ıslušnosti do
jazyka kontextových gramatik rozhodnutelný (tj. problém zda w ∈ L(G) pro danou KG G). (50 bod̊u)

(50 bod̊u)

3b) Uvažme jazyk

L = {⟨M1⟩#⟨M2⟩ | M1 a M2 jsou Turingovy stroje, pro které existuje w ∈ {a, b}∗ takové, že
w ∈ L(M1) ∩ L(M2) a M1 akceptuje w v menš́ım počtu krok̊u než M2}.

Rozhodněte a dokažte zda:

i) L je rekurzivńı,

ii) L je rekurzivně vyč́ıslitelný.

(80 bod̊u)

3c) Mějme teorii T se signaturou ⟨{Pat/0,Mat/0}, {Clovek/1,Vec/1, rozbil/2,=/2}⟩ (= je standardńı rov-
nost) se speciálńımi axiomy

∀x∀y(rozbil(x, y) → (Clovek(x) ∧Vec(y))
∀x(Vec(x) → ∃y(rozbil(y, x)))

∀x¬Clovek(x) ∨ ¬Vec(x)

i) Rozhodněte a dokažte, zda T je bezesporná a úplná.

ii) Uvažujme formuli ϕ ≡ ∃x rozbil(Pat , x). Sestavte interpretaci I takovou, že I |= T a I |= ϕ, nebo
zd̊uvodněte proč neexistuje.

iii) Rozhodněte a zd̊uvodněte, zda T |= ϕ.

(50 bod̊u)
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Př́ıklad 4
180 bod̊u
min. 50 bod̊u4a) Formálně definujte i) prostorovou složitost deterministického Turingova stroje, který přij́ımá jazyk L

a ii) tř́ıdu DSPACE[1]. Dále definujte SAT problém (tj. problém splnitelnosti booleovských formuĺı)
a vysvětlete (v rozsahu 1–2 vět) jeho d̊uležitost v informatice.

Dále rozhodněte a zd̊uvodněte, zda plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı (předpokládejme, že P ̸= NP):

i) Existuje jazyk L1, který je NP-úplný a nepatř́ı do tř́ıdy EXP.

ii) Existuje jazyk L2, který patř́ı do tř́ıdy EXP, ale neńı NP-úplný.

iii) Existuje jazyk L3 ∈ DTIME [1] \DSPACE [1].

(70 bod̊u)

4b) Necht’ A, B, C jsou pole o velikosti n (indexované od 1), která obsahuj́ı přirozená č́ısla. Uvažme
následuj́ıćı rozhodovaćı problém:

P (A,B,C, n) = true ⇔ ∃i ∈ {1, . . . , n} : ∀j, k ∈ {1, . . . , n} : A[j] ≥ B[i] ≥ C[k]

Nı́že uvedený algoritmus middle(A,B,C, n) řeš́ı tento problém.

(a) Analyzujte a zd̊uvodněte asymptotickou časovou
složitost algoritmu middle v nejhorš́ım př́ıpadě.

(b) Analyzujte a zd̊uvodněte asymptotickou časovou
složitost algoritmu middle v nejlepš́ım př́ıpadě.

(c) Navrhněte algoritmus middle+(A,B,C, n), který
řeš́ı tento problém optimálně vzhledem k asympto-
tické časové složitosti v nejhorš́ım př́ıpadě. Analy-
zujte a zd̊uvodněte tuto složitost.

(60 bod̊u)

1 Function middle(A,B,C, n)
2 found := false
3 i := 1
4 while i ≤ n ∧ found = false do
5 found := true
6 j := 1
7 k := 1
8 while j ≤ n ∧ found = true do
9 if A[j] < B[i] then

10 found := false
11 j := j + 1

12 while k ≤ n ∧ found = true do
13 if B[i] < C[k] then
14 found := false
15 k := k + 1

16 i := i+ 1

17 return found

4c) Vysvětlete hlavńı princip amortizované časové složitosti a jej́ı analýzy (v rozsahu 3-4 vět). Dále na
vhodném př́ıkladu demonstrujte výhody použit́ı amortizované složitosti v porovnáńı s analýzou v nej-
horš́ım př́ıpadě. (50 bod̊u)
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