Teoretickd informatika TIN - 2023/2024
Zavéreéna zkouska (1. opravny termin) 17. 1. 2024
Cas na feSeni: 220 minut

(max. zisk 60 bodu — 10 bodu nize odpovidd 1 bodu v hodnoceni predmétu)

Jméno/prihlasovaci jméno:

Poznamka: Pokud pri vypracovani zkousky pouZijete jinou notaci a konvence, nez byly zavedeny na predndskdch,
je nutné takovou notaci popsat. Pisemnou zkousku zpracujte citelné a uhledné.

K danému prikladu vyuzijte dasledné jemu vymezeny prostor.

Priklad 1
120 bodu
min. 30 bodu

1a) Necht A = (Q, %, 6, qo, F) je nedeterministicky koneényj automat (NKA). Formélné definujte i) precho-
dovou funkci 6, ii) konfiguraci NKA (popiste vyznam jednotlivych polozek konfigurace) a iii) relaci
prechodu mezi konfiguracemi. Dale rozhodnéte a dokazte (staci hlavn{ myslenka dukazu), zda je problém
univerzality daného NKA A (tj. zda L(A) = ¥*) rozhodnutelny.

(50 bodi)

1b) Uvazme ndsledujici nedeterministicky koneény automat A.

a a,b
e . (a) Pieved'te algoritmicky NKA A na ekvivalentni DKA

(muzete pouzit algoritmus, ktery uvazuje pouze dosazitelné
b stavy vysledného DKA).

(b) Rozhodnéte a dokazte, zda existuje tplny redukovany deter-
ministicky automat A’ se 3 stavy takovy, ze L(A") = L(A).

(¢) Formélné zapiste jazyk L(A).

(70 bodu)

Prostor pro feSeni Piikladu 1.
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Priklad 2

2a) Necht G = (N,X, P, S) je bezkontextovd gramatika. Formalné definujte tvar prechodovych pravidel 120 bodii
P v G. Déle definujte, kdy je G viceznaénd, a uvedte pifklad viceznaéné gramatiky, kterd ma 2 . o
- . min. 30 bodu
netermindly. (30 bodu)

2b) Uvazme jazyk
Ly =A{w € {a,b}"] #a(w) <2-#p(w)},

kde #,(w) znaci pocet symbolu x € {a,b} v fetézci w € {a,b}*.

(a) Zkonstruujte bezkontextovou gramatiku G t.z. L(G) = L;.

(b) Daéle pro gramatiku G sestrojte rozsifeny zdsobnikovy automat A, ktery modeluje syntaktickou
analyzu zdola nahoru. Automat A popiste ve shodé s definici rozsiteného zasobnikového automatu
(tj. nikoliv diagramem).

(60 bodu)

2¢) Uvazme abecedu ¥ = {a,b,c}. Rozhodnéte a dokazte, zda je tiida bezkontextovych jazyku uzaviena
vaci nekoneénému sjednocend, tj. pro kazdou nekoneénou mnozinu {Lg, L1, Lo ...} bezkontextovych
jazyki (kde L; C ¥*) plati, ze i jazyk L = |J;2, L; je bezkontextovy. (30 bodu)

Prostor pro reseni Piikladu 2.
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3a) Necht M = (Q,%,T,4,q0,qr) je nedeterministicky Turingiv stroj. Formélné definujte, kdy je jazyk L
i) rekurzivni a ii) rekurzivné vydislitelnyg. Déale rozhodnéte a dokazte, zda existuje Turinguv stroj M
takovy, ze L(M) je nekonecny reguldrni jazyk a mnozina {w € ¥* | M na w cykli } je nekoneé¢na.

(40 bodu)
3b) Uvazme ¥ = {a,b}. O kazdém z nésledujicich jazyku rozhodnéte a dokazte, zda je ¢i neni rekurzivné
vycislitelny.
1) Ly = {{My)#(M2) | 0 < |L(My)[ < [L(M2)|},
i) Ly = {(My)#(Mz)#(n) | [L(My) - L(Mz)| = n},

kde (M7) a (Ms) oznacuji Fetézce, které kéduji Turingovy stroje M a Mo, a (n) oznacuje fetézec,
ktery kdduje ¢islo n € N.

(70 bodi1)

Pozndmka: 'V dukazech pouZijte redukci ¢i popiste fungovani poZadovaného Turingova stroje.

3c) Méjme teorii 1" se signaturou ({Cat g, Fish g, Trex o}, {eats /2, =/2}) (= je standardni rovnost) se
specidlnimi axiomy
Va(z = Fish vV x = Cat V x = Trex)
VaVy(eats(z,y) + —eats(y, x))
Va(z = Trex V eats(Trex, x))

i) Rozhodnéte a strucné zduvodnéte, zda T je (a) bezespornd, (b) diplna a (c) rozhodnutelna (tj.
mnozina dusledku T je rozhodnutelnd).
ii) Popiste hlavn{ myslenku, jak lze ve vyse zminéné teorii T eliminovat kvantifikdtory (tj., jak pFevést
formuli Jzy, kde ¢ je bez kvantifikdtort, na ekvivalentni formuli bez kvantifikdtoru).
iii) Rozhodnéte a struéné zduvodnéte, zda muze byt Peanova aritmetika Tpa redukovatelnd na T (tj.
zda muze existovat vycislitelnd redukce f, kterda kazdou vétu ¢ Peanovy aritmetiky pirevede na
vétu f(p) jazyka teorie T takovou, ze Tpa = ¢ <= T = f(p)).

(80 bodit)

Prostor pro reseni Piikladu 3.

Priklad 3
190 bodu
min. 50 bodu
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4a) Formdlné definujte asymptotické horni omezend funkce f : N — N (to jest O(f(n))). Déle rozhodnéte

4b

~

4c)

Priklad 4
170 bodt

min. 50 bodd
a struéné dokazte, zda plati ndsledujici tvrzeni (pFedpokladejme, ze P # NP).

i) Existuje jazyk L1, ktery pati{ do tiidy NP, ale nen{ NP-liplny.
ii) Existuje jazyk Lo € DTIME[n]\ DSPACE|n].
iii) Existuje reguldrni jazyk Ls, ktery nepatii do t¥idy P.
(60 bodi)
Uvazme orientovany graf G = (V, E), kde V je mnozina vrcholu (¢islovanych pfirozenymi éisly od 0) a
FE je mnozina hran. Dale uvazme kone¢nou mnozinu barev K a zobrazeni ¢: F — K.

Pro libovolné vs,v. € V definujme predikdt P: P(vs,v.) = true <= 3k € K : existuje cesta
V05 €0y U1y« + s Un—1y€n—1,Upn i Vs =V AVe = U AV 0<i<n:e = (vi,vi41) Ne; € ENc(e;) =k.

Uvazme algoritmus cPath(G, vs, ve), ktery mé na vstupu graf G a jeho dva libovolné vrcholy v, a ve.
cPath(G,vs,v.) vraci true <= P(vs,v,) = true

i) Analyzujte  asymptotickou  ¢asovou 1 Function cPath (G, v, v.)

slozitost  algoritmu  cPath(G, vs, ve) 5 for intn:=1;n<|V|;n:=n+1do

v nejhorsim piipade. 3 foreach cestu vg, €9, V1, .., Un_1,€n—1,Vy v G do
ii) Analyzujte  asymptotickou  ¢asovou 4 if vo # vs V vy # ve then break

slozitost  algoritmu  cPath(G,vs,v.) 5 color := c(eo)

v nejlepsim piipade. 6 res = 1. , o

7 for inti:=1;i<n;i:=i+1do

iii) Navrhnéte algoritmus cPath™ (G, vs, ve), 8 ‘ if c(e;) # color then res := 0; break

ktery fTeSi stejny problém a ma lepsi 9 if res = 1 then return true

asymptotickou ¢asovou slozitost v nej- 10 return false

horsim  pifpadé. Analyzujte tuto
slozitost.

(60 bodu)
Poznamka 1: Predpoklddejte uniformni cenové kritérium, kde slozZitost kazdého ddku programu je 1.
Pozndmka 2: Casovou sloZitost analyzujte vzhledem k velikosti mnoziny V a E.

Pozndamka 3: 'V bodé i) muZete predpoklddat, Ze G je efektivné representovdn pomoci seznamu ndsledniku
Adj, kde Adj(v,c) vract v konstantnim case mnoZinu hran s barvou c, které vychdzeji z vrcholu v.

Uvazme dynamicky alokovanou datovou strukturu mnozina implementujici kone¢nou mnozinu pfirozenych
¢isel pomoci usporadaného jednosmérné vazaného linearniho seznamu (predpoklddejte, ze usporadani
je rostouci posloupnost) s ukazatelem head na zacétek.

— Operace mnozina.insert(z) vlozi na spradvnou pozici do seznamu prvek x, pokud v seznamu nenf
(jinak jde o prazdnou operaci). Tato operace mé linedrni ¢asovou slozitost k velikosti seznamu.

— Operace mnozina.prune(y) je implementovéna nésledujicim zpusobem:

Uvazme posloupnost n operaci mnozina.insert(x) .

a mnozina.prune(y). Analyzujte a zdivodnéte 1 P‘llIlCtl-OIl prune (y)

amortizovanou ¢&asovou slozitost jedné operace while head # null A head — value < y do
mnozina.prune(z). tmp := head

head := head — next

print(¢tmp — value)

free(tmp)

Poznamka: Predpokldadejte uniformni cenové kri-
térium, kde slozZitost kazZdého tddku programu je 1.

(50 bodir)
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