ZRE — numerické cviceni - zadani a reSeni
Jan Cernocky, FIT VUT Brno, 9. kvétna 2014

1 LPC

je dan signél o 12-ti vzorcich «[0]...«[11]: 0, 0.707, 1, 0.707, 0, -0.707, -1, -0.707, 0, 0.707, 1, 0.707

Piiklady

1. je moZné vyjadfit tento signal analyticky ? Jak ?
Ano, je to sinusovka: x[n] = sin(27fn) s normovanou frekvenci f = 1/8.

Jak se na to pfislo: ze je to sinusovka asi sami vidite. Je to periodické po N = 8 vzorcich a vzore¢ek pro normovanou frekvenci
je f =1/N, kde N je perioda. I kdybyste na tento vzorecek zapomnéli, mizete si fici “normalni sinusovka je periodicka s
27. Vime, Ze v tam musi byt 27 a Ze tam musi byt diskrétni ¢as, ¢im bych tak ten diskrétni ¢as vynasobil/a, aby to bylo
periodické po 8-mi vzorcich ?”

Ovéreni Matlab:

= 0:11; £ = 1/8; N=12;
sin (2xpi*f*n); stem(n,x);
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2. spodlitejte energii vztazenou na 1 vzorek.

soucet kvadrati absolutnich hodnot vzorku (vzorky jsou realné, takze se na absolutni hodnoty muZeme klidné vykaslat),
délime délkou signalu:

N-1 1
1 O0+6xs+3x1
E:— 2 = 2 :0.5
anzox["] 12

Ovéreni Matlab:
E=1/N * sum(x."2)

Ptidavna kontrola: energie sinusovky by méla byt ATQ, kde A je amplituda. Plati to 7

...Jjo, plati.

3. spodéitejte prichody nulou - nejprve pohledem na olbrézek, pak matematicky.



pohledem na obrazek: 2

matematicky:
=
Z = 3 Z | sign z[n] — signz[n — 1],
n=1
pro zjednodusSeni bereme znaménko ¢isla nula: sign 0 = 1. Uvédomime si, ze vedle sebe sedici vzorky se stejnym znaménkem
maji absolutni hodnotu rozdilu znamének 0, pokud se znaménko zméni, je to 2. V naSem signalu tyto prechody dostavame

dva, tedy:

1
Z=22x2=2
5 X

4. proved'te LPC analyzu fadu 2 - musite tedy uréit koeficienty a; a as filtru ﬁ. Budete potrebovat

autokorelaéni koeficienty R[0], R[l] a R[2]. Proved’te vypod&et FeSenim standardni soustavy rovnic o dvou
neznamych.

Autokorelac¢ni koeficienty se pocitaji pomoci:

N—-1-k

Rlk] = Z s[n)s[n + K]

n=0

budeme je potiebovat pro £=0,1,2. Signal okopirujeme, posuneme doleva (ale ono je to stejné jedno...) o k, pak vechny
vzorky, které budou nad sebou vynasobime a secteme.

N—-1-k
R[0] = z[n)z[n] = 0% +0.7072 + ... -6
Nk
RAl= Y alnlaln+1]= 0x0.707+0.707 x 1 +... =4.243
Nﬁzlofk
R[2] = zlnlaln+2]= 0x1+0.707x 0.707+... =0.5
n=0

Oveéreni Matlab:

R = xcorr(x)
R = R(N:N+2)
RO = R(1); R1=R(2); R2 = R(3);

LPC koeficienty jsou feSenim soustavy rovnic:

tedy
R[0]a; + R[1]az = —RJ[1]
R[1]ay + R[0)as = —R[2)
Na vypocet soustavy rovnic o 2 neznamych miuZete jit razné, po nékolika neuspésnych pokusech s pouzitim kofaktort jsem
si to odvodil riaco: pro
ar+by=c
dr+ey=f
by mélo platit:
ce —bf

ea — bd

(takze tam ty kofaktory stejné dostaneme, ha ha ha). Po dosazeni:

—4.243 % 6 + 0.5 x 4.243
- —_12
@ 62 — 4.2432 7

pak se to dosadi do libovolné z rovnic a vyjde:
as = 0.843

Ovéreni Matlab:



A = inv([RO R1 ; R1 RO]) * [-R1l; -R2]

5. Proved’'te tentyZ vypodet pomoci Levinsona-Durbina.
postupujeme podle rovnic 22-26 v piednésce o LPC.

inicializace
EO0 —g

iterace(1)

k1 = —[R[1] 4 nic]/E©) = 4.243/6 = —0.707
al = —0.707
(1) ...nic

E<1> (1-0.707%)6 = 3

iterace(2)
—[R[2] + a{V RI1]]/EW = ... = 0.833

@ — a§1> + koalt) = —0.707 + 0.833 x (—0.707) = —1.295

“nic” v algoritmu znaci, ze diky indextim neni co délat.

Ovéreni Matlab:

A = levinson (R,2)

6. Vypocdtéte energii chyby predikce z LPC a autokorela¢nich koeficienti.
podle vzorecku (20) z pirednasky:

-l—ZaZ ] =6—1.297 x 4.243 + 0.834 x 0.5 = 0.913

Toto je nenormovana energie, pokud ji budeme chtit p¥evést na normovanou, musime délit 14-ti (77 a pro¢ ne 12-ti 77)L.

0.913
Enorm = —— = 0.0652
14

7. Vypocitejte signal chyby predikce - jedna se tedy o filtrovani signalu z[n] “inverznim” filtrem A(z). Vypoé&t&te
jeho energii a srovnejte s energii vypoctenou v bodé 6.

filtrujeme filtrem A(z) = 14+ a12~! + agz~2, ktery mé v ¢asové oblasti tuto diferenéni rovnici:
y[n] = z[n] + a1z[n — 1] + asz[n — 2)

Musime tedy sc¢itat souCasny vzorek s minulym nasobenym a; a pfedminulym nasobenym as. Na to je dobré si udélat malou
tabulku:

LOdpovéd: Signal ma 12 vzorki, ale jelikoz filtr ma dvé paméti, produkuje signal jest& o dva vzorky deldi (musime pockat, a% se paméti
“vysypou”).



[ n || zln] [2ln—=1 aazn—-1]]zn—-2] awx[pn—2]] yn| ]

0 0 0 0 0 0 0

1 0.707 0 0 0 0 0.707
2 1 0.707 -0.917 0 0 0.083
3 0.707 1 -1.296 0.707 0.589 0

4 0 0.707 -0.917 1 0.833 -0.083
5 || -0.707 0 0 0.707 0.589 -0.118
6 -1 -0.707 0.917 0 0 -0.083
7 || -0.707 -1 1.296 -0.707 -0.589 0

8 0 -0.707 0.917 -1 -0.833 0.083
9 0.707 0 0 -0.707 -0.589 0.118
10 1 0.707 -0.917 0 0 0.083
11 || 0.707 1 -1.296 0.707 0.589 0

12 0 0.707 -0.917 1 0.833 -0.083
13 0 0 0 0.707 0.589 0.589

Nejprve si vyplnime sloupce z[n], z[n — 1] a z[n — 2], pak k nim dopo¢itame sloupce nésobené koeficienty a nakonec sloupce
z[n], arz[n — 1] a agx[n — 2] setteme. Zvrhlici si to muzou spocitat i v Excelu ;-)

Spocitame-li energii vystupniho signalu:
13
1 2
Enormy = ﬂ nZOy [n]

zjistime, Ze je to 0.065, takze vzorec pro vypocet residualni energie z LPC koeficientii a autokorelaénich koeficientd nelhal.

8. Urcete, kde ma filtr A%z) poly a jak vypada jeho frekvenéni charakteristika.
Jmenovatele filtru H(z) = ﬁ muzeme rozlozit do poli takto:

1 22 22

- l+azt +axz2 224az+as  (z—p1)(z—p2)

H(z)
Poly (tedy body, kde je jmenovatel roven nule, tedy cely vyraz roven nekone¢nu) jsou dany feSenim rovuice:
224+ a1z+as =0
Opét si vzpomeneme na stiedoskolskou matematiku, kde se kvadratickd rovnice
ar’ +br+c=0

—b+ Vb2 — dac

T2 =
2a

po dosazeni a = 1, b = a; = —1.296, ¢ = as = 0.833 vyjde:

p1 = 0.6482 + 0.64285, pa = 0.6482 — 0.6428;
podle predpokladu vysla dvé komplexné sdruzena ¢isla. Pokud si tato €isla nakreslime do komplexni roviny, za¢neme tusit,
ze filtr bude mit charakter pasmové propusti: kdyz bude putovat bod z = e/2™f po jednotkové kruznici, p¥iblizi se k pélu,

kratké vzdalenost k poly “stahne” jmenovatele H(z) do malych hodnot a kdyz je jmenovatel maly, frekven¢ni charakteristika
bude velka?. Pievedeme-li poly do exponencialniho tvaru re/?, dostaneme:

p1 = 0.913¢7078 p; = 0.913¢ 70781

Zajima nas, které frekvenci bude maximum odpovidat. KdyZz celd kruznice (27 rad) odpovida normované frekvenci 1, pak
bude 0.781 rad odpovidat:

YA

To je fajn, protoze filtr ﬁ se dobie “naucil na nas signal”, ktery mél také frekvenci %.

Oveéreni Matlab:

2Vice viz prednaska o linearni filtraci v ISS.



H=freqz(1,A,256); £=(0:255) / 256 * 0.5;
plot (f,abs(H))




2 DTW

Jsou dany vektory s parametry?:

testovaci: t=[1 3|7
referencni 1: r; =[2 4]7
referen¢ni 2: 1y =[-1 3]7

Priklady

1. Urcete Euklidovy vzdalenosti vektoru t od r; i od rz a uréete, ktery z referenénich vektori je testovacimu
blize.

Pro vypocet Euklidovy vzdalenosti pouzijeme znamy vzorecek pro pieponu trojuhelnika:
D(r,t) = v/(r(1) — t(1))? + (r(2) — 1(2))?,
kde 7(1),¢(1) jsou prvni a 7(2),#(2) druhé slozky jednotlivych vektora. Takze:
D(ry,t) = 12+ 12 = 1.414
D(ra,t) = /(-2)2+ 02 =2

Referen¢ni vektor r; je testovacimu blize.

Moy

2. Referenéni posloupnost ma 4 vektory, testovaci ma 3 vektory. Je dana “miizka” lokalnich vzdalenosti
(reference svisle, test vodorovng).

N b~ Ot =
N W N Ot
Lo = W

Urcéete DTW vzdalenost.

Pii vypoétu DTW vzdalenosti za¢neme tak, ze si nakreslime “miizku” lokalnich vzdalenosti D a inicializujeme “miizku”
¢astecnych kumulovanych vzdalenosti G.

G ~ivncoi %
B
15 14 (

ligh 4

Pak budeme vyplhovat G zleva doprava a zespoda nahoru tak, ze v kazdém bodé:

oy oA

(IR

REE
/

Y I A I

g souseda vlevo + d
hodnota = min { g souseda dole + d
g souseda vlevo dole + 2d

Z prednések si mozné pamatujete, ze 2 je penalizace pfili§ rychlého postupu v obou smérech. Pti vyplhovani policka v G si
zapamatujeme, odkud jsme pfisli. Vyplnéni prvniho sloupce a prvniho fadku je trivialni, detail ukazuje policko [2, 2], kde se
poprvé musime skute¢né rozhodnout:

3Vektory jsou sloupcové a protoze se mi je nechce sloupcové sazet, jEél nich véude T jako Ze jsou transponované ;-)
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Nakonec bude G vypadat takto:
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Lehce uréime DTW vzdélenost: podélime posledni policko souc¢tem délek reference a testu:

0

14
Dprw =577 =2

3. Urcete optimalni srovnavaci cestu a pribé&hy “indexovacich” funkci r(k) a t(k).

Optimalni srovnéavaci cestu dostaneme zpétnym trasovanim z posledniho policka G — na obrazku je vyznalena tlustymi
Carami. Vidime, Ze srovnavaci cesta ma K = 5 bodd, indexovaci funkce budou:

pro referenci (k) =1 1 2 3 4]

pro test t(k) =[1 2 2 3 3].



3 HMM

Je dan model s N = 4 stavy (z nichZ jsou 2 vysilaci). Vektory v matici O maji dva prvky a je jich T' = 5:

0(1):[015}’ 0(2):[132], o(3)=[”, 0(4):{__035}’ 0(5)={:;].

Model mé tuto matici pfechodovych pravdépodobnosti:

0 1 0 0
0 06 04 O
A= 0 0 07 03
0 0 0 O

Funkce hustoty rozdéleni pravdépodobnosti v jednotlivych stavech jsou dany jednim Gaussovym rozlozenim s nésledujicimi
vektory stfednich hodnot a smérodatnych odchylek:

Piiklady

Matlabové ovéreni k témto piikladim najdete v souboru cviko2_hmm_reseni.m

1. uréete vS8echny mozZné stavové sekvence X.

Bude dobré si tento HMM nejprve nakreslit:

Qb o7

-2 %0‘7 f'3 a3

L, (o) L, (0)

Vsechny stavové sekvence musi zac¢inat prvnim nevysilacim stavem — ¢. 1 — a koncit poslednim nevysilacim — ¢.4. Dva
vysilaci stavy si musi rozdélit vSechny vektory, celkova délka vSech sekvenci tedy bude 7. Viechny mozné sekvence jsou 4:

1233334
1223334
1222334
122223414

X1 = ]
Xy =] ]
X3 = ]
Xy =] ]

Jiné sekvence nejsou platné, protoze v modelu se nedaji preskakovat stavy.

2. pro kazdou z nich uréete pravdépodobnost vyslani: P(O, X|M). V tomto tkolu budete potiebovat vypodet
vysilacich pravdépodobnosti Pro b3(o(1)) spoéitejte sami, pro ostatni jsou zde:

| o) of2) o@) o() ofb)
by | 777777 0.0349 0.0398 0.0013  0.0001
by | 0.0098 0.0010 Q0033 0.0340 0.0129




Nejprve musime spoéitat vysilaci pravdépodobnost ba(0(1)) — dostaneme ji tak, Ze dosadime o(1) do funkce hustoty rozlozeni
pravdépodobnosti druhého stavu. Jelikoz jsou tato rozlozeni dana pouze pomoci stfednich hodnot a smérodatnych odchylek,
nemusime se na§tésti starat o inverzi kovarian¢ni matice a jeji determinant, ale pouzijeme zjednoduSeny vzorec (rovnice 5 v
piednasce o HMM), kdy dostaneme vysilaci pravdépodobnost jako souéin hodnot dvou jednorozmérnych Gaussovek.

1 _ (o) ;M21)2 1 _ (0(1)2—p99)?
ba(0(1)) = —e 2751 X ————e€ 2932 =...=0.034
2( ( )) vV 2 021 vV 27 022

Tabulku tedy muzeme doplnit.

Pii vypoctu pravdépodobnosti P(O, X|M) po jednotlivych cestach se Fidime pravidlem “nasobit viechny pravdépodobnosti,
které po cesté potkdme”, tedy vSechny prechodové a vysilaci vidy bereme podle toho, ktery stav “vysila” ktery vektor. Bude
to brutalni, ale tady jsou celkové vzorecky:

P(O, X1|M) = a1z bz(o(1)) (2)) (3) (4)) )

P(O, X5|M) = a1 ba(0(1)) asz ba(0(2)) as3 b3(0(3)) ass bz(0(4)) ass bz(o(5)) azy = 6.12 x 10711
P(0, X3|M) = a1z bz(o(1)) (2)) (3) (4)) )) azy =636 x 107
P(O, X4|M) = a12 ba(0(1)) azz b2(0(2)) asz ba(0(3)) asa ba(0(4)) ass bs(o(5)) azy = 1.6 x 1071

as3 b3(0(5)) azs = 2.02 x 10712

aszz bz(o(5

3. uréete Baum-Welchovu pravdépodobnost: P(O|M) = Z P(O,X|M)
vX
Tato pravdépodobnost je sumou pies viechny cesty:

P(O|M) ="7.12x 10710

4. urlete Viterbiho pravdépodobnost: P*(O|M) = max P(O,X|M)
Tato pravdépodobnost je maximem pies viechny cesty:

P(O|M) = 6.36 x 107 1©

5. urlete log-Viterbiho pravd&podobnost: log P*(O|M) pomoci algoritmu token-passing. Odlogaritmujte a
srovnejte s bodem 4.

Budeme postupovat piesné podle algoritmu na konci pfednasky o HMM. Je dobré si pfipravit obrazek, ktery obsahuje na
svislé ose stavy modelu a na vodorovné ose Casy. Casy muZeme doplnit o dva “fiktivni” ¢asy: 0 a T + 1 (pfedpokladame,
7e vektory O jsou indexovany od 1 do T'), ve kterych budeme algoritmus inicializovat a uzavirat. Uvédomime si, Ze do piv
budeme dolévat logaritmické* pravdépodobnosti log a;; + log b;[o(t)], takze bude dobré si p¥ipravit:

e do obrazku logaritmy pfechodovych pravdépodobnosti:
log1 =0, log0.6 =-0.51 log0.4 = —0.92, log0.7=—-0.36, log0.3 =—1.20

e tabulku logaritmi b;(o(t)) pro viechny vektory:
| o(1) o(2) o(3) o(4) of)

logby | -3.38 -3.35 -3.22 -6.65 -9.21
logbs | -4.63 -6.91 -5.71 -3.38 -4.35

4Je celkem jedno, jaky pouZzijeme logaritmus, doporuéuji p¥irozeny 7§a kalkulacce 1n, v programovacich jazycich log.



Pribéh algoritmu je pak naznaen na nésledujicim obrazku®:
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Po jeho dobéhnuti odebereme z posledniho stavu modelu pivo, a pro ziskdni Viterbiho pravdépodobnosti odlogaritmujeme:

P*(O|M) = e 2 = 6.33 x

10710

coz je (az na zaokrouhlovaci chyby) vysledek, ktery jsme dostali v piikladu 4. plnym prochazenim v8ech cest.

5Cerné tecka pod Eislem stavu 2 nemé zadny vyznam — v papiru byﬁ) dira ;-)



