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Plan

e Uvod

e Signaly se spojitym ¢asem a vzorkovani
e Frekvencni analyza vzorkovanych signali.
e Nahodné signaly.

o Filtry.
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Proc cislicové zpracovani signala ? I

e reproduktibilita (neexistuji Zddné tolerance soulastek).

e neexistuji zmény kvili starnuti materidli a teploté.

e nemusi se sloZité nastavovat (vidéli jste, kolik je ve starych radiich odporovych
trimr?).

e moznost adaptivniho zpracovani ( “pFistroj se méni podle vstupniho signalu”).

e simulace = aplikace.
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Jak to obvykle vypada... I

() [y X )] G0y () v

| zpracovani g

(PC, DSP)

ukladani

:'|> prenos
interpretace

jiné zpracovani...

Na zadatku zpracovani je signal se spojitym €asem: je definovan viude od —oo do oo, a
¢as ma oo hodnot.
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Pro representaci signalu ve frekvenéni oblasti (spektrum), pouZijeme Fourierouvu
transformaci:

X(h= [ e (1
kde funkci X (f) ¥ikdme spektrdlni funkce, nebo kratce spektrum. Funkce je definovana
pro Vf od —oo do oo a je komplexni. Md modul | X (f)| a argument /X (f). Hovofime o

modulovém a argumentovém spektru. Pro realné signaly nam staci znat pouze pravou &ast

Zpracovani signalu — shrnuti  Jan Cernocky, UPGM FIT VUT Brno 5/41



spektralni funkce (f > 0), protoZe &ast leva je s ni komplexné sdruzena:

X(f) = X*(=f), (2)
neboli | X ()| = | X (—f)| a arg X (f) = —arg X (—f).
A
IS(F)|

-

T max 0 Fax |

= Inteligentni signaly jsou frekvenéné& omezené (energie v pasmu (0, firaz)-
= spektrdlni funkce se neda spocitat (nekone¢na, integrdl,...).
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Analogové — ¢islicovy (AD) pfevod I

vzorkovany kvantovany
signdl xs(n) signél xq(n)
X t 1 1 / / / /
Q» antialias. vzorkovani > kvantovani
filtr
Vzorkovany signal dostaneme tak, ze puvodni signdl vyndsobime né¢im, co je periodické
v Case.
s(t) s(t) | XO=x()s(t)
| | | | | D
O __.w T t
T "
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Teoreticky vysvétlujeme vzorkovani tak, Ze ndsobime signal periodickym sledem Diracovych
impulst (nekone&na vyska, nulova $itka, plocha — “mocnost” 1). Po nasobeni dostaneme
opét periodicky sled Diracovych impulsi, ale s mocnostmi danymi hodnotami pilivodniho
signalu v bodech nT"

A A
1) st) | X=XV
Y S S Y S D4
N AN
0 T t 0 ~

T' je vzorkovaci perioda

1
Fy = T je vzorkovaci frekvence
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Jak to vypada se spektrem vzorkovaného signdlu ? Periodizuje se !!!

1 = ny 1 R
Xo(f) = = :Z_ X(r-%)=7 :Z_ X (f —nF,) (3)

Podle vztahu maximdlni frekvence obsazené ve spektru signalu f,,.. a vzorkovaci
frekvence rozlisujeme dva p¥ipady:

1) Fs > 2fae: Jednotlivé kopie plivodniho spektra se neptekryvaji a plavodni signal
miZeme idedlné rekonstruovat tak, ze vzorkovany signal vyfiltrujeme dolni propusti s
meznim kmito¢tem F /2.

2) Fy < 2fmae: Jednotlivé kopie plvodniho spektra se prekryvaji, vysledné spektrum ma
Jiny tvar nez plvodni spektrum. Plvodni signdl nemiZeme Zadnym zplsobem
rekonstruovat, dochazi k takzvanému aliasingu.

Shanoniiv—Kotelnikoviiv—Nyquistiiv—vzorkovaci teorém

Fs > 2fmax
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Fs =8000 Hz, fmae = 3000 Hz, a tedy 2, = 160007 rad/s, wWmax

1

S

1. P¥iklad vzorkovani a rekonstrukce — OK .

= 60007 rad/s.

~ 8000
1 T T T T T

0.5

ol ! ! ! ! !
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2. P¥iklad vzorkovani a rekonstrukce — BAD.

Fs =8000 Hz, fmae = 7000 Hz, a tedy 2, = 160007 rad/s, wyee = 140007 rad/s.

1
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Antialiasingovy filtr — omezeni na [—F;/2,
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Zapis vzorkovaného signalu '

xs(nT') nebo také jen x[n| — vzorkovany signal neni nic jiného neZ posloupnost ¢isel.

1. Mdme-li vzorkovany signal, musime k nému dostat i informaci o vzorkovaci frekvenci
(implicitn&: vzorky ze zvukové karty) p¥ichazeji s periodou T', explicitn&: napf¥.
hlavi¢ka souboru WAV).

2. pocitame-li se vzorkovanymi signdly, radi se €asu zcela zbavime. Budeme predpokladat
periodu 77 =1, tedy F. = 1. Normovany ¢as je pak dan:

t T
t' = 7 takze n = % (4)
a normovana frekvence
, T
_ ) 5
f=+ (5)

JelikoZ jsou ale zpracovatelé signdlu lenosi, ¢as vétSinou nepouZivaji viibec a fakt, ze se
jednd o normovanou frekvenci nijak neoznacuji. Ve vzorcich se normovand frekvence
pozna tak, ze blizko ni nikde nestoji Zadny “pofadny ¢as’ ¢ ani vzorkovaci perioda T
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Ptiklad .

Napiste funkci pro generovani cosinusovky s frekvenci 200 Hz pro vzorkovaci kmitocet
Fy = 8000 Hz.

spojity ¢as: s(t) = cos(27 fot) = cos(2w200t).

p¥i vzorkovani nahradim spojity ¢as t diskrétnim ¢asem nl’, kde 1" je vzorkovaci perioda:

x(nT) = cos(2w fonT) = cos (27‘(’%) n.

S

O ] Ve v 7 - 7/ o v
Frekvence — je normovana frekvence. Vysledny signdl miZeme zapsat zapsat:
S

2[n] = cos (%%n).

Generovani 1s takového signdlu v Matlabu:

n = 0:7999;
x = cos (2 *x pi * 1/ 40 * n);

wavwrite (x,8000,16,’sig.wav’);
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Chovani vzorkovaného signalu ve frekvencni oblasti — spektrum

Diskrétni Fourierova transformace — DFT — definice:
X(k)y=>Y x[n]le % proke<O,N—-1> (6)
n=0
Jak to aplikovat na diskrétni signdl?:

e analyzujeme “okno” o délce N vzorki.

e co bude vlastn& vysledkem 7 Vyndsobim-li hodnoty X (k) vzorkovaci periodou T,

F
dostanu aproximaci spektralni funkce ve frekvenénich bodech kA f, kde Af = ~
1
(skuteéna frekvence) nebo Af’ = N (normovani frekvence, i kdyZ, jak jsme si Fekli,
f’ nikdo nepouziva :-(
N-1
A~ . nk
X(kAf)=T ) zn]e > (7)
n=0

x|n] v této rovnici miZeme volné zaménit za x(nT).
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Oproti spektralni funkci ziskané “analogovou” FT jsme ovéem v Zadném p¥ipadé

nespocitali totéz !!!

1. pocitame spektrum vzorkovaného signalu, takZe je toto spektrum nutné periodické, a
to s periodou NN &isel, coZz odpovida vzorkovaci frekvenci F (u frekvence se radé&ji
vyhneme oznadeni "vzorek”). Pokud nechdme k € (—o0, +00), zjistime, Ze X (kA f)

se po N hodnotach opakuji.

2. signal jsme “vykousli” oknem. Spoctené spektrum nese i vlastnosti tohoto okna: okno
v Case nasobi signal, spektrum okna se tedy ve frekveni konvoluuje se spektrem
signdlu. Toto s sebou &asto nese rozmazani teoreticky ostrych spektralnich &ar (nap¥.
pFi analyze harmonického signalu). Vice v p¥edasce o p¥edzpracovani.

3. spektrum je diskrétni (mame k disposici pouze N hodnot od 0 do Fj), takZe jsme
vlastné spocetli spektrum periodického signalu ! MizZeme si to predstavit tak, ze

okno signdlu se oo-krat opakuje.

cas frekvence

vzorkovani | periodisace

periodisace | diskretisace
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Jak na to prakticky ?I

/7 v \v4 7

Chceme frekvenéné analyzovat jeden znély fetovy ramec (¢. 13 z “létajiciho prasete”):

s = wavread(’test.wav’)’;
sfr = frame (s,160,80);

x = sfr(:,13);

plot (x);

1 1 1 1 1 1 1
o 20 40 (Se] 80 100 120 140 160
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Pouze DFT — pozor na spravnou frekvenéni osu:

Fs = 8000; £ = (0:159) / 160 * Fs; X = fft(x);
subplot (211); plot(f,abs(X)); subplot (212); plot(f,angle(X));

O = N W & 00 O N
I
I

0) 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000

_4 1 1 1 1 1 1 1
(0) 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
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Pouze DFT — horni polovina je symetricka se spodni a moc nds nezajima. ..

Fs = 8000; f = (0:79) / 160 * Fs; X = fft(x); X = X(1:80);
subplot (211); plot(f,abs(X)); subplot (212); plot(f,angle(X));

C = N W & 00 O N

0) 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

1 1 1 1 1 1 1
(0) 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
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Mozna bychom chtéli ve spektru vice bodi - mame ale k disposici jen jeden rdmec a
nemuZeme jej prodlouzit = zero padding

Fs = 8000; f = (0:511) / 1024 * Fs;
X = fft([x’ zeros(1,1024-160)]); X = X(1:512);
subplot (211); plot(f,abs(X)); subplot (212); plot(f,angle(X));

8

6_ —

4 — —]

(0] 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
4 T T T T T T T
> _
_2 —
4 L L L L L L L
(0] 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
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FREKVENCNI ANALYZA HAHODNYCH SIGNALGI

Z hlediska teorie se feCové signdly pokladaji za nahodné. Mély by se tedy frekvenéné

analyzovat pomoci spektralni hustoty vykonu (power spectral density — PSD), ktera je

redlnd a udava rozdéleni vykonu ve frekvenéni oblasti. Jeden z odhadd PSD vyuzivd DFT:

Gorr(kAf) = X[

jedna se tedy pouze o absolutni hodnotu modulii na druhou.

= v Matlabu si ddme na vypodlet | X[k]|?. pozor — druhd mocnina komplexniho &isla neni

totéz co druha mocnina modulu komplexniho ¢&isla:

o X =
o X =
e X =

fft(x); GAft
fft(x); Gdft
fft(x); GAft

X .~ 2; ¥patnd!
abs(X) .~ 2; dobrel
X .*x conj(X); dobfe a navic rychle ®
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Priklad: pozor, p¥i déleni musime délit po¢tem vzorki na vstupu, ne délkou “prodlouzené”
DFT!

Fs = 8000; f = (0:511) / 1024 * Fs
X = fft([x’ zeros(1,1024-160)]); X = X(1:512); Gdft= 1/160 *abs(X) .~ 2;
plot (f,Gdft) ;

0.35 — A —

O0.15 - —

O | — . |

| |
o 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
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Dynamika spektralni hustoty vykonu je v&tsi neZ u DFT (druhd mocnina...) a na
obrazcich nejsou vidét “slabé” ¢asti, proto se ¢asto pouZiva zobrazeni v decibelech
(Matlab: funkce 1og10):

. 1

1 1 1 1 1 1 1
(@] 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
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LINEARNI FILTRACE I

Linearni filtr pouzijeme, chceme-li néjak upravit obsah kmito¢tovych slozek v signdlu.

x(n) y(n)

— = filr ——*

B&zné filtry jsou
e linedrni — zachovavaji linedrni kombinaci: pokud x1[n] — y1[n| a x2[n] — ya[n|, pak
ari|n| + bra[n| — ayi|n| + bys|nl], kde a,b € R.
e Casové invariantni — chovaji se “stdle stejné": pokud z[n] — y[n|, pak také
x[n — ngl = y[n — ng|, kde ng je libovolny posuv. Nékdy v8ak naopak chceme, aby se
charakteristiky filtru v ¢ase ménily — adaptivni systémy, ¥e€ové ramce (zména
V10 ms).

e kauzdIni — filtr “nevidi do budoucnosti”: y[n| ~ ylm <n|] a x[m < nj.
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Impulsni odezva I

nebo také impulsni charakteristika je vracena filtrem p¥i buzeni Kroneckerovym ¢&i
jednotkovym impulsem (neni to stejné, co Diraclv !):

(

0 pron#0
0[n] = < (8)
| 1 pron=20
3(n) h(n)

— = filr ——*

Zname-li impulsni odezvu, miZeme spoditat, jak bude filtr reagovat na libovolny vstupni
signal. Kazdy vstupni vzorek totiZ “spusti” jednu impulsni odezvu (ndsobenou velikosti

vstupniho vzorku), a ty se na vystupu setou — nezpomeiime, Ze filtr je linedrni. M{iZzeme
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zapsat konvoluci:

oo

yln] = z[n]xhin] = ) almlhln—m]= Y  hlmlzln —m] (9)

m=—0o0 m=—0o0
O impulsni charakteristice miiZeme Fici:

e pokud hlk]| =0 pro Vk < 0, pak je filtr kauzalni (vzorky po n-tém nebudou nasobeny
ni¢im nenulovym).

e impusini odezva mize byt kone¢nd — FIR (finite impulse response) nebo nekone&nd
— IIR (infinite impulse response).

e jeji Fourieriv obraz ve frekvenci uddva komplexni kmito¢tovou charakteristiku filtru:
hlk] = H(f)

Konvoluci v &asové oblasti odpovida soucin v oblasti kmito¢tové, takze spektrum
vysledného signalu je:

Y(f)=X()H(f) (10)
Mé&jme na paméti, Ze pracujeme s diskrétnimi signdly (i impulsni odezva filtru je diskrétni),
vie je tedy ve frekvenci periodické a to s periodou F (nebo 1 pro normovanou frekvenci).
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Jak vypada fiItrI

x(n)

Blok 27! ozna&uje zpozdéni o 1 vzorek. Chovani filtru Ize zapsat diferenéni rovnici:

Q P
yln] = Y braln — k] = > axy[n — k],

(11)
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kde z[n — k] jsou aktudlni a zpoZdé&né verze vstupu a y|n — k] jsou zpozdéné verze vystupu.
Typy filtr:

e FIR — nerekurzivni: jen by ...bg nenulové. Je vidy stabilni.

e lIR — Cisté rekurzivni: jen by, aq ...ap nenulové.

e IIR — obecné rekurzivni: a; 1 b; nenulové.

Z diferenéni rovnice se ovsem tézko da pf¥imo poznat chovani filtru ve frekvenéni oblasti a

téZko také vySetfime jeho stabilitu.
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z-transformace .

X(z)= > an)z" (12)

n=-—00
Existuji slovniky z-transformace, které udavaji z-obrazy pro riizné typy signali, ty vsak

nebudeme viibec potfebovat. Budeme p¥edpoklddat, Ze signal x|n| ma z-transformaci
X (z). Definujeme poutku o zpoZdéni:
je-li x[n] — X (2), pak pro y[n| = x[n — ng| bude:

Y(2)=2""X(z2) (13)
pro zpozdéni o jeden vzorek plati: xz[n — 1] — 271X (z). Proto znatime zpoZdéni o 1

vzorek

—»Z-1—>

29/41
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P¥enosova funkce filtru .

P¥epis diferencni rovnice pomoci z-transformace:

Q@ P
Y(2) = Z b X (2)z™ % — Z apY (2)z7F,
k=0 k=1
P¥enosovou funkci miZeme definovat jako podil:
Q
> et
H(z) = Y(z) k=0 _ B(Z)7
(2) P A(z)
1+ Z akz_k
k=1

kde B(z) a A(z) jsou dva polynomy. Koeficient polynomu jmenovatele ag musi byt

(14)

(15)

“povinn&” roven 1, ve filtru se fyzicky nevyskytujeme, je to vlastné matematické vyjadreni

toho, Ze filtr ma vystupni vzorek.
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Frekvenc¢ni charakteristika .

filtru od 0 do F (nebo od 0 do 1 v normované frekvenci) se snadno ziska z pfenosové

funkce tak, Ze “objedeme” jednotkovou kruznici a budeme zaznamendvat komplexni
hodnoty funkce H(z):

H(f) = H(z)|.=es2ns (16)

pro normovanou frekvenci nebo:

H(f) = H(z)|.=esznsr (17)

pro “obycejnou” frekvenci.

Pro kazdou hodnotu f vy&islime polohu bodu na jednotkové kruznici: z = e/27/
(komplexni &islo), pak pro toto &islo vypolteme podil polynom( B(z) a A(z) (také
komplexni €islo). V Matlabu za néas tento vypodlet pro cely interval zajimavych frekvenci
(od 0 do Fs/2) provede funkce freqz.
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Nuly a podly prenosové funkce a co s nimi... I

P¥enosovou funkci H(z) miZeme zapsat také pomoci soudini:

B(z) bo+biz 4. +bozT 9 27902 + 01297 + L 4+ bg)

H(z) = = = —
(2) A(z) l+az 4. . +apz z_P(zP—i—a1ZP_1 +...+ap)
Q Q
) (R | (P
3 R T k=1 _ P—Q k=1
— bO P P = boZ P
11z »x) 11z —pe),
k=1 k=1

Pokud ag, bi € R, pak pdly pr a nuly ni mohou byt bud redlné, nebo ve dvojicich
komplexné sdruzené. Z poloh nul a pdld se da graficky urdit ptiblizny pribéh frekvenéni
charakteristiky H(f).

Stabilita filtru je zajisténa, pokud vSechny pdly leZi uvnit¥ jednotkové kruZnice:

Pkl <1
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Ptiklad filtru .

Chceme filtr, ktery bude simulovat telefonni kandl pro filtrovani signald s CD kvalitou.
Bude to pasmova propust od 300 do 3400 Hz. V Matlabu miZeme pouZit mnoho funkci

pro navrh filtr, vybirdme tzv. eliptické filtry:

Fs
Wp
Ws

Rp
Rs

[N,
(B,

= 44100; Fs2 = Fs/2; % musi se normovat polovinou Fs

= [300/Fs2 3400/Fs2]; ¥ pass-band

= [200/Fs2 3500/Fs2]; % stop-band - priblizne

= 3; %» zvlneni v pass-bandu dB

= 30; %» potlaceni stop-bandu dB (obe hodnoty od
%» oka, preseneji viz normy.

Wn] = ellipord(Wp, Ws, Rp, Rs) 7 vypocet radu filtru

A] = ellip(N,Rp,Rs,Wn) % vypocet polynomu B a A

... vysledkem jsou 2 polynomy 12-tého Fadu.
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Frekvenéni chrakteristika: freqz (B,A,512,Fs);

50 ! ! ! !
- _ _ _ _
S
Q
©
=
[=
(@)
©
= _ _ _ _
_100 | | | |
0 0.5 1 1.5 2
Frequency (Hz) x 10
0 ! ! ! !
- _ _ _ _
o
S _500
()]
S
@ -1000
L
m . . . .
_1 500 I | | |
0 0.5 1 1.5 2
Frequency (Hz) x 10
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Pdly a nuly: zplane (B,A);
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Implementace v C I

e zakladni implementace primé struktury je velmi jednoducha — prakticky se prepise
diferen¢ni rovnice: viz soubor filter.c

e v praxi se pouzivaji optimaln&jsi struktury, které maji pouze jednu zpoZdovaci linku a
jsou méné nachylné k zaokrouhlovacim chybam.

e vice o filtrech teorie viz SXC/ISS — pfednaska “diskrétni systémy":
http://www.fit.vutbr.cz/"cernocky/sig
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Prichod nahodného signalu filtrem I

filtr ma komplexni kmito¢tovou charakteristiku H(f). Pro vstupni signdl se spektralni
hustotou vykonu G, (f) je vystupni spektralni hustota vykonu dana:

Gy(f) = H(f)I*Ga(f)

... vstupni PSD nasobime druhou mocninou modulu komplexni kmito¢tové charakteristiky.
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Priklad: filtrovani jedné realizace teteni vody filtrem H(z) =1 — 0.9271. Vstupni signdl a
jeho PSD:
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Modul komplexni kmito¢tové charakteristiky a jeho druhd mocnina:
[H|
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Vystupni signal a jeho PSD:
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