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Abstrakt

Predlozena dizertacni prace se zabyva problematikou modifikace ruznych formalnich mo-
deli a studiem dopadu téchto modifikaci na jejich vyjadfovaci schopnosti. Celkem jsou
zkoumaény t¥i nové formalni modely. Z oblasti automatu je zaveden oboustranny zasobnikovy
automat a jeho konstrukce s vyuzitim frontovych gramatik. Studovana je i verze s re-
dukovanym pocétem symbolu zdsobnikové abecedy. V obou téchto piipadech je pouzitim
oboustranného zasobniku zvysena vyjadiovaci sila béznych zdasobnikovych automatu az na
uroven Turingova stroje. Déle je zaveden tzv. vertikdlni kontext v obecnych gramatikéch,
ktery jistym zpiisobem omezuje moznosti pouziti jednotlivych kontextovych pfepisovacich
pravidel gramatiky v Kurodové normalni formé. Rovnéz jsou studovany vlastnosti téchto
gramatik s ohledem na zavedena vertikalni omezeni v prubéhu derivaéniho procesu. V tomto
ptipadeé je vysledkem radikalni snizeni vyjadiovaci sily gramatik v Kurodové normalni formé
az na uroven reguldrnich jazyku. Jako posledni jsou studovany modifikované bezkontextové
gramatiky, které jsou definovany nad volnymi grupami misto nad volnymi monoidy. Kromé
toho byla redukovédna i mnozina nontermindlnich symbolu, kterd obsahuje pouze osm non-
terminala. I pres redukci poCtu nontermindlnich symbolu byla zavedenim volnych grup
sila bezkontextovych gramatik zvySena az na troven rekurzivné vyéislitelnych jazyku. Ve
vSech pripadech jsou predlozeny rigorézni dukazy tykajici se vyjadiovacich schopnosti nové
vzniklych struktur.
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Formalni modely, modifikace, vertikalni kontext, oboustranné zasobnikové automaty, bez-
kontextové gramatiky nad volnymi grupami, redukce symboli.



Abstract

The present disertation deals with modifications of various formal models for describing
languages. The impact on the generative power of the modified formal models is studied.
There are three new formal models investigated. First, the two-sided pushdown automata
are defined. Their construction is based on queue grammars. A version with the reduced
number of symbols in the pushdown alphabet is also studied. In both cases, by using of
two-sided pushdowns, the power of pushdown automata was increased to the level of Turing
machines. In the second part, a vertical context in phrase-structure grammars in Kuroda
normal form is introduced. This approach limits some applications of rewritting rules in the
actual sentential form. The properties of the grammars modified in this way are studied.
By the vertical restrictions, the generative power of grammars in Kuroda normal form was
remarkably decreased to the level of regular languages. In the last section, there are the
modified contex-free grammars presented. These grammars are defined over free groups
rather than free monoids. Moreover, the number of nonterminal symbols is reduced to
exactly eight nonterminals. Despite it, these grammars generate the family of recursively
enumerable languages. In all cases, the rigorous proofs examining the power of the new
formal models are presented.
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Formal models, modifications, vertical context, two-sided pushdown automata, context-free
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Kapitola 1

Uvod

V soucasné teorii formalnich jazykta existuje obrovské mmnozstvi riznych modela pro je-
téch soucasnych zcela nezavislé. V prubéhu uplynulych desetileti nasly nékteré modely
uplatnéni zejména v oblasti prekladact, kde predstavuji formélni zaklad pro popis zejména
programovacich jazyku, jejich syntaktickou a lexikalni analyzu. Velkd vétsina ostatnich
formélnich modelt m& pouze teoreticky vyznam. Prestoze se z tohoto stavu muze na prvni
pohled zdat, Ze je tvorba a studium dalSich variant jiz zbytecnd, neni tomu tak. Pri stu-
diu vyjadfovacich schopnosti novych formalnich modelt je vzdy vhodné najit jiz znamy
formalni model, na ktery je mozné studovany formalni model transformovat, a u kterého
jiz zname jeho vyjadfovaci schopnosti. Pak uz zbyva jen dokdzat ekvivalenci obou modeld.
Cim vice formalnich modelt bude zndmych, tim snazsi bude studium novych. Z nich pak
muze néktery model vykazovat pozadované vlastnosti a tim najit siroké uplatnéni v praxi.
Uved'me si nynf nékteré mozné klasifikace formalnich jazyki a modelt pro jejich popis.

1.1 Klasifikace jazyku a formalnich modela

V roce 1956 rozdélil americky jazykovédec Avram Noam Chomsky jazyky do hierarchie
podle tvaru piepisovacich pravidel gramatik, kterymi mohou byt generovany. Tato hierar-
chie byla jednim z nejvyznamnéjsich objevi dvacatého stoleti v oblasti teorie formalnich
jazyku a dosud nese jeho jméno. Prestoze se postupem ¢asu objevily dalsi formalni mo-
dely, které svymi vyjadfovacimi schopnostmi zasahuji ptes nékolik tiid jazyka Chomského
hierarchie (jmenujme napiiklad nékteré typy L-systému, které jsou schopné popsat z kazdé
skupiny pouze nékteré jazyky), jednd se stdle o jedno ze zdkladnich ¢lenéni jazyku a gra-
matik.

Uved'me si nyni prehledné jednotlivé tiidy Chomského hierarchie jazyku véetné zaklad-
nich formalnich modeli, kterymi je mozné tyto jazyky popsat.

e Jazyky typu 0 (rekurzivné vyéislitelné jazyky) — zahrnuji vSechny jazyky s grama-
tickym zakladem. Zakladni formalni modely, které jsou schopny popsat tyto jazyky,
jsou obecné (neomezené) gramatiky a Turingovy stroje.

e Jazyky typu 1 (kontextové jazyky) — zdkladni formélni modely, kterymi muzeme
tyto jazyky definovat, jsou kontextové gramatiky a linearné ohrani¢ené automaty.

e Jazyky typu 2 (bezkontextové jazyky) — tyto jazyky ptredstavuji urcity teoreticky



zéklad syntaxe mnoha programovacich jazyku. Zakladni formélni modely pro tento
typ jazyku jsou zejména bezkontextové gramatiky a zasobnikové automaty.

e Jazyky typu 3 (reguldrni jazyky) — nejjednodussi jazyky Chomského hierarchie. Zahr-
nuji rovnéz i vSechny konecné jazyky a jejich zakladni formélni modely jsou regularni
gramatiky a konefné automaty.

Poznamenejme, ze v dalsim vykladu budeme pro oznacetni téchto tiid jazyku pouzivat
pojmy rekurzivné vycislitelné jazyky, kontextové, bezkontextové a regularni jazyky. Tyto
ttidy jazykl jsou generovany postupné obecnymi, kontextovymi, bezkontextovymi a re-
guldrnimi gramatikami. V nékteré literature se vsak muzeme setkat téz s oznacenim pomoci
¢isla typu. Vyse uvedend klasifikace podle Chomského rozdéluje jazyky od nejjednodussich
lze algoritmicky popsat (tfida rekurzivné vyécislitelnych jazyku). Pritom plati, ze kazdy
jazyk typu i, kde i <= 3 je zaroven jazykem typu k, kde 0 < k < ¢. Chomského klasifi-
kace je v teorii formélnich jazyku Siroce vyuzivdna pii dokazovani vyjadiovacich schopnosti
dalsich formalnich modelu, kdy je vzdy snaha jednoznac¢né specifikovat t¥idu jazyku, kterou
je konkrétni model schopen popsat.

V soucasné dobé existuje velké mnozstvi dalsich formalnich modelud, které se od sebe
lisi jak zpusobem, kterym jazyky definuji, tak i vyjadfovacimi schopnostmi. Formélni mo-
dely, které jsme uvedli vyse u kazdé tiidy jazyka Chomského hierarchie, nebyly zvoleny
zcela ndhodné. Vzdy jsme uvedli jeden model z oblasti gramatik a jeden z oblasti auto-
matu. Kromeé klasifikace modelu podle jejich vyjadiFovacich schopnosti (zpravidla vztazend k
Chomského hierarchii jazykt) mizeme tedy tyto modely rozélenit i podle dalsich hledisek—
jednim z nich je pravé ¢lenéni na gramatiky a automaty.

e Generativni modely (gramatiky) — typickymi ptedstaviteli formélnich modela této
kategorie jsou gramatiky. Jak jiz vyplyva z ptivlastku generativni, tyto modely jed-
notlivé véty jazyka generuji. Jinymi slovy, jazyk je popsan mnozinou vSech vét, které
muze dany model (gramatika) generovat z néjakého vychoziho axiomu. K tomuto
ucelu obsahuji gramatiky prostfedky, kterymi tento axiom déle rozviji az k vysledné
véteé jazyka.

e Akceptacéni modely (automaty) — automaty tvoii dalsi vyznamnou t¥idu formalnich
modelu pro popis jazyku. Na rozdil od gramatik v8ak definuji jazyky mnozinou vSech
fetézcu, které jsou schopny piijmout ze své vstupni pasky, a zaroven splnit podminky
pro prijeti daného Fetézce. Zjednodusené muzeme fici, ze akceptaéni modely postupuji
opatnym zpusobem nez modely generativni.

e Ostatni modely — nepatii jednoznacné do zadné z dvou vyse uvedenych tiid a pro
popis jazyku vyuzivaji jiné algebraické nebo matematické prostiedky.

Pokud pii ¢lenéni formalnich modela pro popis jazyki vezmeme ¢dstec¢né v ivahu i histo-
rické hledisko, muzeme tyto modely rozdélit i podle toho, jak jsou v oblasti teorie formalnich
jazykt zndmé a rozsitené. Ziskdme tii t¥idy.

e Zakladni modely — tato skupina zahrnuje nejznamé;jsi modely, které se objevuji témér
v kazdé literatufe a které jsou provéiené i Sirokym uplatnénim v praxi. Jedna se
zejména o vSechny gramatiky Chomského klasifikace, kone¢né a zasobnikové automaty
a Turingovy stroje.



e Modifikované zakladni modely — jak jiz nézev kategorie napovidd, obsahuje tato
skupina zdkladni modely, které byly uré¢itym zpusobem modifikovany (af jiz rozsifeny
nebo omezeny). Jako piiklad muzeme jmenovat maticové a programované gramatiky,
gramatiky s ndhodnym kontextem [27], bezkontextové gramatiky nad volnymi gru-
pami [2] (vSechny tyto modely jsou modifikaci bezkontextové gramatiky), vicezdsobni-
kové automaty [23], zdsobnikové automaty nad volnymi grupami [1], fizené zasobniko-
vé automaty [18] (vSechny tyto modely jsou modifikaci zdsobnikovych automatu), atd.

e Ostatni modely — do této skupiny patii vSechny ostatni modely, které nelze jed-
noznacné piitadit do predchozich dvou skupin (napi. z duvodu vyrazné odlisného

zpusobu popisu jazyku). Sem muzeme zaradit napf. frontové gramatiky [17], slozitéjsi
typy L-systému [24], gramatické systémy [26], [27], atd.

Jak je ziejmé z uvedenych ¢lenéni, lisi se tyto modely nejen svymi vyjadiovacimi schop-
nostmi, ale také zpusoby, jakymi formélni jazyky definuji. Nékteré formalni modely byly
vyvinuty na zdkladé jiz znAmych modelu (napf. zékladnich) a hlavnim cilem bylo vytvorit
takovou modifikaci, ktera by zvysila vyjadiovaci schopnosti puvodniho modelu. Jiné naopak
vznikly zcela nezavisle na ostatnich.

1.2 Oblasti predkladaného vyzkumu

Nasim cilem bude studium vybranych zdkladnich formélnich modelt s ohledem na urcité
modifikace a omezeni, kterd do téchto modelu zavedeme. Ndmi vytvorené vysledné modely
pak budou spadat do t¥idy modifikovanych zdkladnich modela. V oblasti automatia budeme
vychéazet z bézného zasobnikového automatu. V oblasti gramatik se zaméiime na obecné
gramatiky v Kurodové normélni formé [20] a na bezkontextové gramatiky. Zejména nds
bude zajimat vliv zavedenych modifikaci na vyjadfovaci silu konkrétniho formélniho mo-
delu. Poznamenejme, ze nasim cilem v tomto pripadé nebude nutné zvyseni vyjadiovacich
schopnosti daného modelu. To se tyka zejména obecnych gramatik.

Predstavme si na tomto misté struéné a neformélné modely, které zavedenymi modifi-
kacemi vytvorime.

e Oboustranné zasobnikové automaty — bézny zasobnikovy automat obsahuje zdsobnik
jako vnéjsi pamét teoreticky neomezené velikosti. V této paméti je v kazdém okamziku
piistupny pouze symbol, ktery je na samém vrcholu zasobniku. K ostatnim symboltim
nelze pristoupit diive, dokud se neobjevi pravé na vrcholu, tedy dokud nejsou vSechny
symboly, které lezi nad nim, ze zdsobniku odstranény. Jak jsme si jiz uvedli diive,
zésobnikové automaty definuji ti¥idu bezkontextovych jazyku.

V nasem vyzkumu provedeme velmi jednoduchou modifikaci zasobnikového automatu.
Ta bude spocivat v tom, Ze do zdsobniku umoznime piistup z obou stran. Pozname-
nejme, ze touto modifikaci vytvofime ze zasobniku datovou strukturu, ktera se bézné
nazyva oboustrannd fronta. My vsak pro nase tcely budeme déle pouzivat ndzev obou-
stranny zasobnik, aby bylo zfejmé, ze jsme na pocatku vychéazeli ze zasobnikového
automatu. V dalsim textu predlozime rigorézni dikaz, ktery se tyka vyjadfovacich
schopnosti oboustrannych zisobnikovych automati. Pokusime se rovnéz zredukovat
pocet symbolu zdsobnikové abecedy. Déle ukdzeme, Ze touto redukei neztratime nic
z vyjadrovaci sily, kterou jsme puvodni modifikaci ziskali.



o Vertikdlni kontext v obecnych gramatikach — pro tyto modifikace budeme na pocatku
uvazovat obecnou gramatiku v Kurodové normalni formé. Kazdd gramatika gene-
ruje véty jazyka z néjakého vychoziho axiomu systematickou aplikaci jednotlivych
prepisovacich pravidel. Pii kazdé aplikaci je vyznamnd pouze aktudlni vétna forma.
Kontext, ve kterém je dané piepisovaci pravidlo aplikovano, lze nazvat horizontdlni.

My provedeme modifikaci tohoto ptristupu v tom smyslu, ze budeme uvazovat i kontext
vertikalni. V kone¢ném dusledku to znamend, ze budeme vSechny dosud vygenerované
vétné formy zaznamendavat pod sebe a pii aplikaci daného pfepisovaciho pravidla bu-
deme zkoumat kontext jak aktudlni vétné formy (horizontalni), tak i kontext vsech
diive vygenerovanych vétnych forem (vertikdlni). S ohledem na tyto skutecnosti za-
vedeme urc¢ity druh omezeni, ¢imz vytvorime novy forméalni model. Ten podrobné
popiseme déle. Hlavnim cilem bude opét studium jeho vyjadiovacich schopnosti.

e Bezkontextové gramatiky nad volnymi grupami s redukovanym poc¢tem nonterminala

— v gramatikdch Chomského hierarchie je relace pfimé derivace definovana nad
volnymi monoidy generovanymi Uplnymi abecedami téchto gramatik. Pfipomenme,
ze uplnou abecedou je nazyvano sjednoceni mnoziny terminalnich a nonterminélnich
symboli. Obé tyto mnoziny musi byt konecné. Pocet jejich symboli vSak neni nijak
omezen.
V této praci budeme definovat relaci piimé derivace v bezkontextovych gramatikach
nad volnymi grupami misto nad volnymi monoidy a v priubéhu deriva¢niho procesu
s vyhodou vyuZzijeme inverznich symbola a jejich vlastnosti. Kromé toho omezime
pocet nontermindlnich symboli, kdy jich pouzijeme vzdy pravé osm. Tim vytvorime
novy druh bezkontextovych gramatik a budeme zkoumat, jak zavedené modifikace
ovlivni jejich generativni silu.

1.3 Struktura textu dizertacni prace

Cela prace je rozdélena do osmi kapitol. Po neformalnim tvodu nasleduje druhd kapitola,
kterd predstavuje tivod do teorie formalnich jazyku a definuje nezbytné algebraické pojmy,
jejichz znalost je vyzadovana pro pochopeni obsahu dalsich ¢asti.

Treti kapitola shrnuje soucasny stav poznani v oblasti formélnich modela pro popis ja-
zyku. Popisuje nejrozsitenéjsi verze gramatik a automati, predstavuje nékteré méné znamé
varianty vyuzivané v dalsich sekcich a neformalné se zminuje i o vybranych modifikacich
nejznaméjsich modelu, které v prubéhu uplynulych desetileti vznikly.

V dalsich tfech kapitolach jsou jiz prezentovany nové vysledky, které tvori hlavni jadro
této dizertacni prace.

Ctvrtd kapitola piedstavuje oboustranné zdsobnikové automaty véetné varianty s redu-
kovanym poc¢tem symbolu zasobnikové abecedy, jejich formalni definici a princip ¢innosti.
Déle je zde uveden rigorézni dikaz tykajici se vyjadiovacich schopnosti téchto automatu.

Pata kapitola zavadi pojem vertikdlniho kontextu v obecnych gramatikdch. Po definici
nezbytnych pojmu je formdlné popsédna véta tykajici se vyjadiovacich schopnosti vertikalné
omezenych gramatik a predstaven rigorézni dukaz, ktery demonstruje jeji platnost.

V Sesté kapitole jsou predstaveny bezkontextové gramatiky nad volnymi grupami s redu-
kovanym poc¢tem nonterminalnich symboli. Je uvedena formalni definice, princip ¢innosti
a formdlni diukaz tykajici se jejich vyjadiovacich schopnosti.

Vsechny kapitoly o nové vzniklych formalnich modelech jsou ¢lenény pokud mozno jed-
notnym zpusobem a jsou zejména zaméieny na



formalni definici

formalni popis principu ¢innosti

formulaci hypotézy tykajici se vyjadfovacich schopnosti
e rigordzni dukaz potvrzujici uvedenou hypotézu
e shrnuti dosazenych vysledkt

Sedmd kapitola nastiniuje mozné praktické aplikace studovanych formélnich modela
a v posledni—osmé—Xkapitole jsou shrnuty dosazené vysledky a diskutovany mozné sméry
dalsiho vyzkumu v této oblasti.



Kapitola 2

Algebraické zaklady teorie
formalnich jazyku

Tato kapitola obsahuje definice elementarnich algebraickych pojmu, jejichz znalost je ne-
zbytna pro pochopeni dalsich diskutovanych problémi. Zde uvedené informace lze téz najit
napi. v [14], [16], [23] a [28], ale i v mnoha dalsich publikacich, kterych je na toto téma
k dispozici velmi mnoho.

2.1 Mnoziny

Jako prvni zopakujeme pojem mnozina a pfipomeneme zdkladni operace, které budeme
v dalsim textu pouzivat.

Definice 2.1 — mnozina, kardinalita mnoziny Pojem mnoZina je chépan intui-
tivné jako soubor prvku (objektu) seskupenych v jeden celek. O kazdém prvku pfitom
muzeme jednoznacné prohlasit, zda do mnoziny patii, ¢ nikoliv. Vyznaéné postaveni mezi
mnozinami m4 mnozina prdzdnd, kterd neobsahuje zaddné prvky. Oznacuje se symbolem ().
Je-li A mnozina a a prvek této mnoziny, potom muzeme piislusnost prvku a do mnoziny A
vyjadiit symbolicky jako

a € A.

Poznamenejme, ze definice klasické mnoziny pfipousti, aby se v ni kazdy prvek vyskytoval
nejvyse jednou.
Kardinalitouw mnoziny A, card(A), nazveme &islo uddvajici pocet prvki v mnoziné. Necht

A= {al,ag,...,an}
je mnozina obsahujici prvky a1, as,...,a,. Potom:
1. card(A) = 0, pokud n = 0 (prdzdnd mnozina, ()

2. card(A) = n, pokud n > 1

Definice 2.2 — sjednoceni mnozin Necht A a B jsou mnoziny. Sjednocenim téchto
mnozin oznac¢ime mnozinu

AU B = {a|a € A nebo a € B}



Definice 2.3 — prinik mnozin Necht A a B jsou mnoziny. Prinikem téchto mnoZin
oznatime mnozinu

AN B ={ala € A a zéroven a € B}

Definice 2.4 — rozdil mnozin Necht A a B jsou mnoZiny. Rozdilem mnoZiny A
a mnoziny B rozumime mnozinu

A — B ={ala € A a zaroven a ¢ B}

Definice 2.5 — rovnost mnozin Necht A a B jsou mnoziny. Tyto mnoZiny prohldsime
za sobé rouvné, piSeme

A=B8B,
pokud pro kazdy prvek a € A plati a € B a zaroven pro kazdy prvek b € B plati b € A.

Definice 2.6 — podmnozina mnoziny, potenéni mnozina Necht A a B jsou mnoziny.
Rekneme, Ze mnozina A je vlastni podmnoZinou mnoziny B, piSeme

ACB,

jestlize pro kazdy prvek a € A plati a € B a zaroven A # B. Daéle fekneme, ze A je
podmnoZinou mnoziny B, piSeme
A C B,

jestlize pro kazdy prvek a € A plati a € B, pficemz muze platit i A = B.
Potencni mnozina mnoziny A je mnozina vSech podmnozin mnoziny A definovana jako

24 = {X|X C AL

2.2 Relace a zobrazeni

S mnozinami uzce souvisi i nédsledujici pojmy, které tvoii algebraicky zaklad pro vétsinu
gramatik a automatu.

Definice 2.7 — kartézsky souéin Nechf A a B jsou mnoziny. Bindrnim kartézskym
soucinem téchto mnozin (v uvedeném pofradi) rozumime mnozinu vsech usporadanych dvo-
jic definovanou jako

A x B ={(a,b)la € A azaroven b € B}.

Kartézsky soucin lze zobecnit pro libovolny poc¢et mnozin. Necht tedy Ai, Ao, ..., A, jsou
mnoziny, n > 1. n—arnim kartézskym soucinem rozumime mnozinu vSech uspotradanych
n—tic definovanou jako

Al X Ay x -+ x Ay ={(a1,a2,...,ap)|a; € A; proi=1,2,...,n}.
Definice 2.8 — relace Bindrni relaci R C A x B rozumime libovolnou podmnozinu

kartézského sou¢inu dvou mnozin A a B. Bindrni relace je nejc¢astéji se vyskytujici pripad
relace. V obecném piipadé definujeme n—arni relaci R, pro libovolné n > 1 jako

RngAleQX”-XAn,

kde A; pro i =1,2,...,n jsou mnoziny.



Definice 2.9 — zobrazeni Zobrazeni
f:A— B

je predpis, ktery kazdému prvku z mnoziny A jednozna¢né piifazuje pravé jeden prvek
z mnoziny B. Mnozina A se pak nazyva defini¢ni obor (doména) a mnozina B obor hodnot
(kodoména). Skutecnost, kdy je prvek a € A zobrazen na néjaky prvek b € B zapisujeme
formélné jako

b= f(a).

Zobrazeni se nazyva injektivni, pokud pro libovolné ay,as € A, kde a1 # as, plati

fla1) # f(az).

Jinymi slovy, libovolné dva ruzné vzory z A maji v B ruzné obrazy. Neni tedy mozné, ze
by dva ruzné vzory z A mély stejny obraz v B, nebo jeden prvek v B mél dva nebo vice
vzoru v A.

Zobrazeni nazveme surjektivnt, pokud pro kazdé b € B existuje néjaké a € A takové, ze

b= f(a).
Jinymi slovy, kazdy prvek v B ma néjaky vzor v A.

Zobrazeni se nazyva bijektivni, pokud je injektivni i surjektivni.

2.3 Abecedy, retézce a formalni jazyky

Dalsi definice vychézi z nékterych diive zavedenych pojmi, jsou vsak jiz vice orientovany
do oblasti teorie formalnich jazyku.

S vétsinou pojm1, které budeme definovat v této kapitole, jsme se jiz setkali v pfedchozich
podkapitolach, kde jsme je vSak chdpali intuitivné. Uvedme si tedy koneéné jejich formaln{
definici.

Definice 2.10 — abeceda Abeceda je konetnd neprazdnd mnozina prvku, které nazyvame
symboly.

Definice 2.11 — Fetézec Necht ¥ je abeceda.
1. € je retézec nad abecedou X (tzv. prazdny retézec)

2. jestlize x je retézec nad abecedou X a a € X je libovolny symbol této abecedy, pak
také za je retézec nad abecedou X

Definice 2.12 — délka fetézce Necht X je abeceda a necht z je fetézec nad touto
abecedou. Délka Tetézce x je oznacovana jako |z| a je definovdna ndsledujicim zpusobem:

1. jestlize z = ¢, pak |x| =0

2. jestlize x = ajasy...a, pro néjaké n > 1, kde a; € ¥ pro vSechna ¢ = 1,2,...,n,
potom |z| =n
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Definice 2.13 — reverzace fetézce Nechf ¥ je abeceda a necht w = ajas...a,, kde
a; € ¥ proi=1,2,...,n, je libovolny fetézec nad touto abecedou. Reverzaci (otocenim)
Fetézce w rozumime Fetézec

wR:an...QQal.

Poznamenejme, ze reverzace prazdného fetézce je opét prazdny fetézec.

Definice 2.14 — konkatenace Fetézcii Necht X je abeceda a necht z a y jsou fetézce
nad touto abecedou. Konkatenaci (spojenim) fetézce x s fetézcem y rozumime fetézec

Ty =2ay.

Poznamenejme, ze podle zavedenych zvyklosti se operdtor konkatenace - vétsinou vynechava
a formalné tedy zapiSeme spojeni fetézce x s Fetézcem y jednoduse jako xy.

Definice 2.15 — iterace mnoziny Uvazujme libovolnou abecedu Y. Symbolem X*
oznac¢ime mnozinu vSech fetézct nad abecedou . Déle definujme £+ = ¥* — {¢} mnozinu
viech fetézcii nad abecedou ¥ vyjma fetézce prazdného. Mnozina X*, resp. ¥ T se nazyva
iterace, resp. pozitivni iterace mnoziny X..

Poznamenejme, ze ¥* je volny monoid generovany abecedou ¥ a operaci konkatenace.
Jeho jednotkovym prvkem je prazdny fetézec €. Formalni definici volného monoidu uvedeme
pozdéji.

Definice 2.16 — formalni jazyk Necht X je abeceda a necht
L CY" .

Potom se L nazyva formdlni jazyk nad abecedou Y. Pokud bude z kontextu ziejmé, ze se
jednd o formalni jazyk, budeme nékdy L nazyvat jednodusSe jazykem nad abecedou .

Z definice formalniho jazyka je zfejmé, Ze se jednd o béznou mnozinu a tudiz je mozné
provadét s jazyky vSechny dfive popsané mnozinové operace. Kromé toho jsou vsak pro
oblast teorie formélnich jazyku definovany operace konkatenace, doplnék, mocnina, iterace
a reverzace. Formélné jsou tyto operace popsany nasledujicimi definicemi. Uvazujme pro
né libovolnou abecedu ¥ a néjaké jazyky Lq a Lo nad touto abecedou.

Definice 2.17 — konkatenace jazykt Konkatenact jazyku Ly a Ly rozumime jazyk
L1y = {$y|l' celiaye L2}
Definice 2.18 — doplnék jazyka Dopliikem jazyka L; rozumime jazyk

dop(L1) = {z|x € ¥* — L1 }.

Definice 2.19 — mocnina jazyka n—tou mocninou jazyka L; rozumime jazyk L",
ktery je definovany nasledujicim zpusobem:
LY = {e}
T=1L - L7
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Definice 2.20 — iterace jazyka [teraci jazyka L1 rozumime jazyk

i=Un

>0

Pozitivni iteraci jazyka L; rozumime jazyk

i =Jn
i>1

Definice 2.21 — reverzace jazyka Reverzaci jazyka L1 rozumime jazyk

L = {wf|w € L1}

2.4 Zakladni algebraické struktury

Zakladni algebraické struktury, které nas budou pro dalsi vyklad nejvice zajimat, jsou
grupoidy, pologrupy, monoidy a grupy. Monoidy a grupy déle zobecnime na volné monoidy
a volné grupy, které bodou hrat klicovou roli v ¢asti naseho dal§itho vyzkumu. Nejprve si
vSak musime definovat pojem algebraické operace a zakladni aziomy algebraickijch operact,

VVVVVV

Poznamenejme, ze napli této kapitoly byla ¢erpdna z [11], [21] a [25].

2.4.1 Finitarni algebraické operace

Definice 2.22 — algebraicka operace Necht n je celé nezdporné &islo a M je mnoZina.
Jestlize je kazdé usporadané n—tici prvka aq,ao,...,a, € M pfitazen jednozna¢né urceny
prvek a € M, fekneme, ze na mnoziné M je definovana n— drni algebraickd operace (oznac¢me
ji o). Prvek a nazveme vysledkem operace o na prvky aj, as, ..., a, a budeme jej oznacovat
jako a = o(ajas . . .ay). Cislo n se potom nazyva aritou operace o.

Podle arity 0, 1 a 2 definujeme t¥i nejvyznamnéjsi algebraické operace, které poradé na-
zveme nuldrni, undrni a bindrni.

Definice 2.23 — nularni operace Nuldrni operaci na mnoziné M nazyvame zobrazeni
o: M% — M, jehoz vysledkem je pravé jeden z prvkii mnoziny M. Tento prvek nezavisi na,
volbé prvki z M a muzeme jej chapat jako vyclenéni nékterého vyznacného prvku z mnoziny

M.

Definice 2.24 — unarni operace Undrni operaci na mnoziné M nazyvame zobrazeni
o: M — M, které kazdému prvku a € M prifazuje pravé jeden prvek o(a) € M.

Definice 2.25 — binarni operace Bindrni operaci na mnoziné M nazyvame zobrazeni
o: M? — M. Prvek o(a,b), kde a,b,o(a,b) € M nazyvidme kompozici prvki a, b vzhledem
k binarni operaci na mnoziné M.

Pro tiplnost uved'me, Ze takto prezentovany zapis je vétsinou vyuzivan u arit vétsich nez
dva. V piipadé bindrni operace je nejcastéji pouzivan tzv. infivovy zapis, kdy je operator
vepsan mezi oba operandy. V tomto pripadé by mél tvar a o b.

12



2.4.2 Axiomy binarnich operaci

Na binarni operace na dané mnoziné klademe urcité pozadavky, podle kterych potom
ziskavame objekty s ruznymi algebraickymi vlastnostmi. Tyto objekty nazyvame alge-
braickymi strukturami. Binarni operace na urc¢ité mnoziné spliujici axiomy piislusné al-
gebraické struktury nazyvame operacemi této struktury.

Necht tedy o je binarni operace a nect M je mnozina. Zakladni axiomy, které nas budou
v souvislosti s nasi problematikou zajimat, jsou:

Ao Uzavrenost operace: ke kazdé dvojici prvku a,b € M piifazujeme prvek ¢ = a o b.
Plati c € M.

A1 Asociativng zdkon: Operace o splituje asociativni zékon, pokud (aob)oc=ao (boc),
kde a,b,c € M.

Ao Existence neutrdlniho prvku: Existuje takovy prvek € € M, pro ktery plati e oa =
ao¢e = a pro vSechna a € M.

As Euxistence inverznitho prvku: ke kazdému prvku a € M existuje tzv. inverzni prvek
a € M takovy, ze plati aoa =aoa = ¢, kde € € M je neutrdlni prvek operace o na
mnoziné M podle axiomu As.

Ay Komutativni zdkon: Operace o spliiuje komutativni zdkon, pokud a o b = b o a, kde
a,be M.

2.4.3 Grupoidy, pologrupy, monoidy a grupy

Nez si definujeme volnou grupu, ktera nas jakozto algebraickd struktura bude v tomto
vykladu zajimat nejvice, musime si definovat i struktury, ze kterych bude definice volné
grupy vychazet.

Definice 2.26 — grupoid Algebraickd struktura (M, o) definovdna binarni operaci o na
mnoziné M se nazyva grupoid, pokud operace o spliiuje axiom Ag uzavienosti operace.

Pr.: Uvazujme mnoZinu celijch ¢isel Z a operaci odéitani nad touto mnoZinou. Struktura
(Z,-) je grupoid.

Definice 2.27 — pologrupa Algebraicka struktura (M, o) jejiz operace spliuje axiom
Ay uzavienosti operace a asociativni zakon podle axiomu A; se nazyvé pologrupa. Ekviva-
lentni nazev je téz asociativni grupoid.

Pr.: Uvazujme opét mnozinu celych ¢isel Z a operaci s¢itani nad touto mnozinou. Struktura
(Z,4) je pologrupa.

Definice 2.28 — monoid Algebraickd struktura (M, o,¢) jejiz operace spliiuje axiomy
Ag, Ay a Ag se nazyva monoid s neutralnim prvkem e. Ekvivalentni nazev je téz pologrupa
s neutrdlnim prvkem.

Vybér neutrdlniho prvku mtuzeme chapat jako definici urc¢ité nuldrni operace na mnoziné
M, kterd dava jako svij vysledek prave prvek € € M.
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Pr.: Struktura (Z,+) obsahugjici mnozinu viech celych ¢isel a operaci séitani je zdroven
monotdem. Jejim neutrdlnim prvkem je nula.

Definice 2.29 — grupa Algebraicka struktura (M,o,e,~!), kterd spliiuje axiomy Ao,
A1, Ag a Az, se nazyva grupa. Pokud je splnén i axiom Ay, jednd se o komutativni (abelov-
skou) grupu.

Grupu muzeme chéapat jako monoid obsahujici ke kazdému prvku a € M prvek inverzni
@ € M. Inverzni prvky miizeme definovat pomoci unarni operace ' : M — M.

Pr.: MnozZina redlnijch c¢isel R s bindrni operaci séitani + a undrni operaci zdporné hod-
noty — je grupou. Neutrdlnim prvkem je nula. Inverznim prvkem ke kaZdému x € R je —x.
Potom plati x + (—x) = —x+x=0azxz+0=0+2z ==x.

Poznamenejme, ze existuji dalsi algebraické struktury, které se lisi po¢tem bindrnich operaci,
pripadné dalsimi axiomy, které musi jejich operace spliiovat. Operace mohou byt v obecném
piipadé n—arni a jejich arity mohou byt navzdjem ruzné. Tyto struktury vsak nevyuZzijeme
a proto je ani nebudeme uvadét. Z vySe uvedenych struktur pro nas budou zdkladem
zejména monoidy a grupy, které pro ucely naseho dalsiho vyzkumu zobecnime na volné
monoidy a volné grupy.

V kapitole 2.2 jsme definovali pojem zobrazeni mezi dvéma mnozinami. Obdobné lze defi-
novat i zobrazeni mezi dvéma algebraickymi strukturami stejného typu. Takovéto zobrazeni
se pak nazyva homomorfismus. Uvedme si formaln{ definici.

Definice 2.30 — homomorfismus Necht A a B jsou dvé algebraické struktury stejného
typu a necht
®:A—- B

je zobrazeni mezi témito strukturami. Toto zobrazeni nazveme homomorfismem, jestlize pro
kazdou definovanou operaci o4 struktury A a og struktury B plati pro kazdé x; € A

(I)(OA(CL'l, Ly e v vy xn)) = OB((I)(Il), (I)(.CEQ), ceey q)(,In)),

kde 0 <7 <mn.

Je-li zobrazeni ® injektivni, nazyva se rovnéz injektivni homomorfismus, nebo kratce
monomorfismus.

Je-li @ surjektivni, nazyva se téz surjektivni homomorfismus, nebo kratce epimorfismus.

Konecéné je-li zobrazeni ® bijektivni (tj. injektivni a surjektivni), nazyva se bijektivni
homomorfismus, nebo kratce izomorfismus.

Pr.: UvaZujme mnoZinu prirozengjch éisel N s operact s¢itdni a funkci

f(z) = 2z,
kde x € N'. Funkce f je homomorfismem na mnoZiné prirozenyjch ¢isel, nebot

fla+b)=2(a+b) =2a+2b= f(a)+ f(b).
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2.5 Volné monoidy a volné grupy

V této sekci si zavedeme pojem volné grupy, ktery nas bude zajimat nejvice. S ohledem na
axiomu pro monoid musi obsahovat ke kazdému svému prvku i prvek inverzni, coz miuze
¢init potize. Pojd'me si tedy nejprve definovat strukturu jednodussi a sice volny monoid.

2.5.1 Volny monoid

Necht je ¥ abeceda. Uvazujme libovolné fetézce wq = ajas...a;, a we = biby...b,, kde
m > 0 an > 0. Pomoci asociativniho operatoru konkatenace (spojeni) - muzeme vytvorit
fetézec w = wi - wy = a1az...ambiby ... by, o délce lw| = m + n symbolu.

Ozna¢me >* mnozinu vSech koneénych fetézcu nad abecedou X véetné prazdného Fetézce
€ spole¢né s operatorem konkatenace -. Potom ¥* nazyvame volnym monoidem nad abece-
dou ¥. Nazveme-li kazdy prvek a € ¥ fetézcem o délce |a| = 1, stane se ¥ podmnozinou
¥*. Rikdme, 7e ¥ generuje X

Definice 2.31 — volny monoid Mnozinu ¥ nazveme volnou bdzi monoidu ¥*, jestlize
Y generuje ¥* a kazdé zobrazeni p : ¥ — P, kde P je monoid, je mozné rozsifit na homo-
morfismus ¢ : ¥* — P. Monoid X* nazveme volnym, pokud méa alespon jednu volnou bézi.

Pr.: Uvazujme abecedu A = {a,b,c} a operaci konkatenace -. Volny monoid generovany
touto abecedou a operaci konkatenace je mnoZina tetézcu tvaru

A* ={e,a,b,c,aa,ab,ac, ba, bb, be, ca, cb, ce, aaa, aab, aac, . . . },
kde £ (prdzdny tetézec) je neutrdlnim prvkem. Jsou-li u,v dva Tetézce z A*, pak rovnéz i
u-veA*

a zdroven plati

2.5.2 Volna grupa

Obdobné jako volny monoid budeme definovat i volnou grupu. Necht ¥ je abeceda. Defi-
nujme mnozinu I' obsahujici vSechny symboly abecedy ¥ a pro kazdé a € ¥ bude obsahovat
jeho inverzni protéjsek @, tedy

I' ={a,ala € £}.

Oznacme I'° mnozinu v8ech koneénych fetézcu tvorenych symboly z I'. Tim jsme ziskali
monoid s asociativnim operdtorem konkatenace. Zatim se vSak nejednd o grupu, nebof
nemuzeme vyrusit piipadné vyskyty dvojic symbolu 2Z a Tx. Definujme tedy, Ze pro kazdé
x,T € I' plati xx = Tx = ¢, kde ¢ je prazdny fetézec a zaroven jednotkovy prvek monoidu I'°.
Budeme-li kazdy prvek a € ¥ chapat jako fetézec o délce |a| = 1, stane se I' podmnozinou
I'°. Ziskdvame analogii s volnym monoidem a vidime, ze I' zjevné generuje I'°.

Nyni zbyva vyfesit inverzni prvky. Zaved me k tomu nésledujici pojem. Libovolny fetézec
z I'° se nazyvé redukovany, pokud neobsahuje zadné vyskyty tvaru xZ a Tx. Vyjdeme-li
z néjakého fetézce w € I'°, muzeme provést koneény pocet redukei jednotlivych dvojic
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vzdjemné inverznich symboli z a T. V okamziku, kdy jiz nebude mozné provést zadnou
redukci, prohlasime vysledny fetézec za redukovany tvar fetézce w. Tento Fetézec muze byt
i prazdny, tedy . Pfitom moznosti provedeni jednotlivych redukei muze byt velmi mnoho.
Bez ohledu na potadi provedeni téchto redukci vsak vzdy dojdeme ke stejnému vysledku.
To potvrzuje nasledujici véta, jejiz dukaz lze najit v [25].

Véta 2.1 [25] Ke kazdému fetézci w € I'° existuje pouze jediny redukovany fetézec.

7 dosud uvedenych skutecnosti je ziejmé, ze I'° obsahuje ruzné retézce, které maji spoleény
redukovany tvar. Definujme si proto ekvivalenci dvou Fetézct.

Definice 2.32 — ekvivalentni fetézce Nechtf wi,wy € I'° jsou fetézce. Rekneme, ze
w1 a ws jsou ekvivalentni, piSeme
wy ~ W2,

pokud maji shodné redukované tvary. Toto je zjevné ekvivalenéni relace.
Véta 2.2 [25] Konkatenaci ekvivalentnich fetézcu ziskdme opét ekvivalentni fetézce, tedy

/ /0
w~w, VYU = WU YWY

Vsimnéme si, ze I'° spoletné s operaci konkatenace - a prazdnym Tfetézcem € je zjevné
monoidem. Obsahuje vsak inverzni prvky, nebot pro libovolny fetézec ajas . ..a,_1a, € I'°,
kde a; e I' proi=1,2,...,n plati

aijag...aAp—10n - Apnlp—1...0a201 = €

I'° nazveme tedy volnou grupou na . Uvedme si pro tiplnost i formaln{ definici, kterd
je analogicka definici 2.31.

Definice 2.33 — volna grupa Mmnozinu I' nazveme volnou bazi grupy I'°, jestlize I" ge-
neruje I'° a kazdé zobrazeni p : I' — P, kde P je grupa, je mozné rozsirit na homomorfismus
q:I'° — P. Grupu I'° nazveme volnou, pokud ma alespon jednu volnou bézi.

Pr.: Priklad k volné grupé je pouze rozsirenim prikladu volného monoidu o inverzni prvky,
jejichz existence je vynucena definict grupy. UvaZujme opét abecedu

A ={a,b,c,a,b,c}

a operaci konkatenace -. Volnd grupa generovand touto abecedou a operaci konkatenace je
rovnéz mnozina retézcu tvaru

o __ —_ 7 = j— 7 —
A° ={e,a,b,c,a,b,c aa,ab, ac,aa,ab, ac, . .. },

kde € (prdzdny tetézec) je jejim neutralnim prvkem. Navic je vSak symbol @ inverznim
symbolem k symbolu a, b je inverznim symbolem k symbolu b a ¢ je inverznim symbolem k
symbolu c. Pro zobecnéni této skutecnosti na Tetézce uvazujme retézec u tvaru

U=2T1X2...Ty,
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kde x; € A proi=1,2,...,n. Inverznim tetézcem k tomuto Tetézci je pak Tetézec
U=727Tp...T2T7

a je zrejmé, Ze plati

gl
I
2|
S
I
[Q]

u .

Zdroven pro kazdy tetézec u € A° plati

Na zaveér této kapitoly poznamenejme, ze budeme volné grupy pouzivat k modifikaci bez-
kontextovych gramatik v kapitole 6 za tcelem zvySeni jejich generativnich schopnosti.
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Kapitola 3

Gramatiky a automaty

Jiz v ivodu jsme neformalné predstavili Chomského hierarchii gramatik a jazykul, ktera
rozdéluje jazyky do nékolika t¥id v zavislosti na tvarech pfepisovacich pravidel gramatik,
kterymi mohou byt tyto jazyky generovany. Ke kazdé gramatice existuje zpravidla néjaky
ekvivalentni (stejné silny) formdlni model v oblasti automatt. Pojd'me si nejprve predstavit
formalni definici gramatiky a jeji varianty.

3.1 Gramatiky Chomského hierarchie

Jak jsme se jiz zminili v ivodu, gramatiky muZeme téz nazvat generdtory jazyki, nebot jed-
notlivé véty kazdého jazyka jsou postupné generovény (vytvareny) z néjakého startovaciho
symbolu (axiomu) systematickou aplikaci tzv. prepisovacich pravidel.

3.1.1 Zakladni definice

Definice 3.1 — obecnda gramatika Obecnd gramatika (nékdy je téz oznacovana jako
neomezend gramatika, pripadné jenom gramatika) je ¢tvefice

G=(V,T,P,S),
kde
e V je kone¢na abeceda nazyvand jako Uplnad abeceda gramatiky G
e 7' C V je abeceda termindlnich symbolu
e N =V —T je abeceda nonterminélnich symbola
e P je konec¢nd mnozina prepisovacich pravidel tvaru
o — b,
kde « e VINV* a g e V*
e S € N je startovaci symbol

Poznamenejme, ze ¢isté z algebraického hlediska je P C V*NV* x V* konetnd binarni
relace a kazdé prepisovaci pravidlo a« — (3 je ve skutecnosti usporadand dvojice (a, 3), kde
ac VINV*apgeV*.
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Definice 3.2 — kontextova gramatika Gramatika G = (V,T, P, S) se nazyvé kontex-
tovd, jestlize kazdé prepisovaci pravidlo z P je tvaru

a— f,
kde |o| < |B|, « € VINV* a B € V*.

Poznamenejme, zZe toto je jedna z moznych definic. V nékteré literatute je kontextova
gramatika definovdna prepisovacimi pravidly tvaru

aAf — ayp,

kde o, € V*, A€ NayeVT.

V obou piipadech je mozné piidat navic nasledujici podminku. Jestlize ¢ € L(G) (viz
Definice 3.8), pak je pfipustné i pravidlo S — e pod podminkou, Ze se nontermindl S
nevyskytne na pravé strané zadného piepisovaciho pravidla.

Definice 3.3 — bezkontextova gramatika Gramatika G = (V,T,P,S) se nazyva
bezkontextouvd, jestlize kazdé prepisovaci pravidlo z P je tvaru

A — a,

kde Ae N aaecV*™

Definice 3.4 — regularni gramatika Gramatika G = (V,T, P, S) se nazyva requldrni,
jestlize kazdé prepisovaci pravidlo z P je tvaru

A — aB

nebo
A — a,

kde A,B € N aa € T. Jestlize € € L(G) (viz Definice 3.8), pak je ptipustné i pravidlo
S —e

pod podminkou, Ze se nonterminél S nevyskytne na pravé strané zadného jiného piepisovaci-
ho pravidla.

3.1.2 Derivacni proces

Nésledujici definice jsou aplikovatelné na vSechny vyse uvedené gramatiky. Pojmem grama-
tika budeme mit tedy na mysli libovolnou gramatiku z vyse uvedenych (obecnd, kontextova,
bezkontextova, regularni). V této podkapitole si pfedstavime princip, jakym kazdd grama-
tika generuje jednotlivé véty jazyka.

Definice 3.5 — piima derivace Necht G = (V, T, P, S) je gramatika a necht \, u € V*
jsou Tetézce takové, ze

A=ayp

uw=axf.
Jestlize v — x € P, pak mezi Tfetézci A a u plati relace = nazvana primd derivace, piSeme

A= ply — ]

nebo struénéji A = p a fikdme, ze p lze ptimo derivovat z A v gramatice G (predpoklddédme,
ze je ziejmé, o kterou konkrétni gramatiku se jedna).
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Definice 3.6 — derivace Necht G = (V,T, P, S) je gramatika.
1. pro kazdé u € V* plati u = ule] (identita)
2. necht ug,...,u, € V* pron >1au;—1 = wp;], kde p, € P proi =1,2,...,n, tedy
ug = up[pl] = uz[p2] = -+ = up[pnl;

tuto posloupnost piimych derivaci v G nazyvame derivaci délky n a piSeme

Uo =" Unp, [plp2 .. -pn]
nebo strucnéji ug =" u,

Relace =" pfedstavuje n—tou mocninu relace =-. Za tohoto predpokladu potom definujeme
relace =T, pokud n > 1 a =*, pokud n > 0 které reprezentuji tranzitivni uzavér a reflexivn{
a tranzitivni uzavér relace = v tomto poradi.

Definice 3.7 — vétna forma, véta Necht G = (V,T, P, S) je gramatika. Plati-li v G
derivace
S="a

pro néjaké a € V*, nazyva se a vétnou formou. Pokud o € T™, nazyva se véta.

Definice 3.8 — jazyk generovany gramatikou Necht G = (V,T,P,S) je gramatika.
Jazyk L(G) generovany touto gramatikou je definovén jako

L(G) ={w|S=*waweT*}.

3.1.3 Normalni formy gramatik

Vyse uvedené tvary prepisovacich pravidel u jednotlivych gramatik odpovidaji Chomského
klasifikaci z roku 1956. Pokud se ale budeme divat na jednotlivé symboly na levé i pravé
strané pravidel, zjistime, ze moznych variant a kombinaci symboli z termindlni a non-
terminalni abecedy je velmi mnoho. Ruzni védci vSak v uplynulych desetiletich zjistili, ze
je mozné tvary jednotlivych prepisovacich pravidel bezkontextovych, kontextovych a neo-
mezenych gramatik dale vyrazné zjednodusit, aniz by byla snizena jejich generativni sila.
Takovato zjednoduseni dala vzniknout normdinim formdm gramatik. Ty jsou pro svoji jed-
noduchost hojné vyuzivany zejména v dikazech, které se tim stavaji nepomérné jednodussi
a prehlednéjsi. Uved'me si zde proto pro kazdy typ gramatik alespon jednu jeji norméln{
formu.

Definice 3.9 — Chomského normalni forma [30] Bezkontextovd gramatika
G=(V,T,PS)
je v Chomského normdlni formé, pokud P obsahuje pouze pravidla tvaru
A— BC a A — a,

kde A,B,C € N aa € T. Pokud ¢ € L(G), je ptipustné i pravidlo S — ¢ a S se pak nesmi
objevit na pravé strané zadného pfepisovaciho pravidla.
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Véta 3.1 [30] Pro kazdou bezkontextovou gramatiku G = (V,T, P, S) existuje ekviva-
lentn{ bezkontextova gramatika H = (Vi, T, Py, Sgr) v Chomského normélni formé takova,
ze L(G) = L(H).

Definice 3.10 — Greibachové normalni forma [13] Bezkontextovéd gramatika
G=V,T,PS)
je v Greibachové normdlni formé, pokud P obsahuje pouze pravidla tvaru
A—aX,
kde A€ N, X € N* aa € T. Pokud ¢ € L(G), je pripustné i pravidlo S — ¢ a S se pak

nesmi objevit na pravé strané zadného prepisovaciho pravidla.

Véta 3.2 [13] Pro kazdou bezkontextovou gramatiku G = (V,T, P, S) existuje ekviva-
lentni bezkontextova gramatika H = (Vy, T, Py, Sp) v Greibachové normalni formeé takové,
ze L(G) = L(H).

Definice 3.11 — Kurodova normaélni forma [20] Obecnd gramatika
G=WV,T,PS)
je v Kurodové normdlni formé, pokud P obsahuje pouze pravidla tvaru
AB —-CD, A— BC a A — a,
kde A,B,C,D € N aa € TU/{e}.

Véta 3.3 [20] Pro kazdou gramatiku G = (V, T, P, S) existuje gramatika
H = (VH7T7PH75H)
v Kurodové normalni formé takovd, ze L(G) = L(H).

Shrime na zaveér této kapitoly o gramatikach, ze obecné gramatiky generuji t¥idu rekurzivné
vycislitelnych jazyku (ozna¢me ji RE z anglického vyrazu recursively enumerable), kontex-
tové gramatiky generuji tiidu kontextovych jazyku (oznac¢me ji CS z anglického context-
sensitive), dale oznacme CF (context-free) tiidu bezkontextovych jazyku generovanou bez-
kontextovymi gramatikami a REG tfidu reguldrnich jazykd generovanou reguldrnimi gra-
matikami.

Véta 3.4 [23] REG C CF Cc CS C RE

3.2 Automaty a stroje

Zatimco gramatiky jednotlivé véty jazyka generuji z daného startovactho symbolu, auto-
maty definuji jazyk mnozinou vSech vét, které jsou schopny pfijmout a pritom po tplném
precteni vstupniho fetézce skonéit v nékterém z cilovych stavi. Z tohoto pohledu je mtizeme
téZ oznacit jako akceptory jazyku.
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3.2.1 Konec¢né automaty

Uvedme si nyni formdlni definici nejjednodussiho modelu z oblasti automati—koneéného
automatu.

Definice 3.12 — kone¢ny automat Konecny automat je pétice
M = (Q?E7R7QO7F)a

kde

Q@ je konetna mnozina vnitinich stavi

3. je konec¢na vstupni abeceda

R je kone¢na mnozina pravidel tvaru

pba — g,
kde p,q € Q a a € X; pokud a € ¥*, nazveme takovyto konecny automat rozsireny
® (o € Q je pocatetni stav
e [ C () je mnozina koncovych stavu

7 cisté algebraického hlediska je
RCQYxQ

(piip. R C Q¥X* x Q)

kone¢na bindrni relace a kazdé pa — ¢ je ve skutecnosti uspordadand dvojice (pa,q), kde
p,q € Q aa€X (piip. a € ¥¥).

Definice 3.13 — konfigurace Necht M = (Q,X, R, qo, F') je kone¢ny automat. Konfi-
guraci automatu M rozumime fetézec qz, kde ¢ € @ a x € X*. Konfiguraci je jednozna¢né
a uplné popsdn momentalni celkovy stav automatu, kde ¢ predstavuje aktualni stav a x
aktudlni obsah vstupni pasky.

Definice 3.14 — pfechod Necht M = (Q, X, R, qo, F) je koneény automat a necht gax
a pr jsou dvé konfigurace tohoto automatu, p,q € Q, a € 3, x € ¥*. Pokud qa — p € R,
pak automat M provadi prechod z konfigurace gax do konfigurace px podle pravidla ga — p
a piseme

qaz = pr[ga — p]

nebo struénéji gax - px. Symbol F oznacuje relaci prechodu. Analogicky jako v piipadé
definice relace derivace u gramatik, ozna¢me postupné ", =T a F* posloupnost piechodi
délky n, n > 0, tranzitivni uzavér a reflexivni a tranzitivni uzavér relace pfechodu - v tomto
poradi.

Pro nase tcely zavedme v tento okamzik nasledujici notaci. Pokud budou ¢; a ¢y dvé
konfigurace a pokud ¢; F co, budeme v nékterych pripadech pro piehlednost pouzivat
obrdceny zdpis pomoci ¢z - ¢, kde symbol + (a jeho varianty =" pro n > 0, 4T a —*)
predstavuje béznou relaci - zapsanou obracené.
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Definice 3.15 — jazyk Necht M = (Q, %, R, qo, F') je kone¢ny automat. Jazyk prijimany
timto automatem je definovan jako

L(M) ={wlw € X, qow " f, f € F'}

Poznamenejme, ze jeden pirechod automatu budeme nékdy nazyvat vipocetnim krokem a po-
sloupnost téchto kroka wgpoctem, pripadné vypocetnim procesem. Pokud plati gow H* f,
nazveme tuto posloupnost uspésnym vipoctem.

Oznatme FA tfidu jazyku piijimanych koneénymi automaty (z jejich anglického nédzvu
finite automata).

Véta 3.5 [23] FA = REG

3.2.2 Zasobnikové automaty

Zasobnikovy automat pfedstavuje svym zplsobem urcité rozsiteni koneé¢ného automatu
v tom smyslu, Ze obsahuje zasobnik jako vné&jsi paméf teoreticky neomezené velikosti.
Uved'me si nejprve formalni definici.

Definice 3.16 — zasobnikovy automat Zdsobnikovy automat je n—tice
M= (Q,%;,Ypp,R,Z,q, F),
kde
e () je kone¢nd mnozina stavu
e >; je koneénd vstupni abeceda
e Y.pp je konecna zasobnikova abeceda
e R je koneénd mnozina pravidel tvaru
Apa — wq,

kde A € Xpp, p,qg € Q, w € ¥pp a a € Xr; pokud a € X}, nazveme takovyto
zasobnikovy automat rozsireny

e / € Xpp je pocatetni symbol zasobniku
e o € Q je pocatetni stav
e F' C (@ je mnozina koncovych stavi
Poznamenejme, ze z ¢isté algebraického hlediska je
R CY¥ppQY x ¥ppQ
(piip. R C EppQYE* x ¥5HpQ)
kone¢na binarni relace a kazdé pravidlo Apa — wq je ve skute¢nosti usporadand dvojice

(Apa,wq), kde p,q € Q, A€ Xpp,a € ¥ (pilp. a € ¥*) aw € X} p.
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Definice 3.17 — konfigurace Necht M = (Q, X, Xpp, R, Z, qo, F') je zésobnikovy auto-
mat. Konfiguraci automatu M rozumime fetézec yqz, kde y € ¥%p, ¢ € Q a x € X7. Konfi-
guraci je kompletné popsan momentalni stav automatu, kde y predstavuje obsah zasobniku,
q je aktudlni stav a x je momentalni obsah vstupni péasky.

Definice 3.18 — pfechod Necht M = (Q,X;,Xpp, R, Z, qo, F) je zésobnikovy automat
a nechf uApav a uwqu jsou dvé konfigurace tohoto automatu, kde u € X%, A € Zpp,
a€Xr,v e X, pqgeQawc Xpp Pokud Apa — wq € R, pak automat M provadi
prechod z konfigurace uApav do konfigurace uwqu podle pravidla Apa — wq a piSeme

uApav F vwqu[Apa — wq|

nebo struénéji uApav F uwqu. Podobné jako v piipadé koneénych automati je symbolem
I oznacena relace prechodu. Analogicky jsou definovany i relace ", =1 a H*, které oznacuji
postupné posloupnost prechodt délky n, n > 0, tranzitivni uzavér a reflexivni a tranzitivni
uzavér relace prechodu .

Definice 3.19 — jazyk Necht M = (Q,X;,Xpp, R, Z, qo, F) je zdsobnikovy automat.
Jazyk prijimany automatem M muze byt definovan tfemi zpusoby.

a) prechodem do koncového stavu:
Li(M)={wweX}, Zgowt*rf,kde fe FareXp,}
b) s vyprazdnénim zasobniku:
Le(M) = {w|w € X}, Zgow F* ep, kde p € Q}
c¢) prechodem do koncového stavu a s vyprazdnénim zasobniku:
Lc(M) ={w|lw e X}, Zgow F* ef, kde f € F}

Podle anglického nazvu pushdown automata oznaéme PDA (Final) t¥idu jazyku piijima-
nych zasobnikovymi automaty pirechodem do koncového (angl. final) stavu, PDA(Empty)
tfidu jazyku ptijimanych zdsobnikovymi automaty s vyprazdnénim (angl. empty) zasobniku
a PDA(Final&Empty) tiidu jazyku piijimanych zdsobnikovymi automaty koncovym sta-
vem a s vyprazdnénim zasobniku.

Véta 3.6 [23] PDA(Final) = PDA(Empty) = PDA(Final&Empty) = CF

3.2.3 Turingovy stroje

Turingovy stroje predstavuji nejsilnéjsi vypocetni model, pomoci kterého lze popsat libo-
volné algoritmizovatelné problémy. Nejvétsi vyznam mé zejména v oboru vycislitelnosti.
Lze jej v8ak pouzit i pro definici formélnich jazyku. Prestoze jej piimo nebudeme v naSich
dikazech vyuzivat, uvedeme si zde pro uplnost jeho formalni definici i princip ¢innosti. Po-
znamenejme, ze se v ruzné literatuie formalni zdpis definice Turingova stroje muze mirné
lisit. My jsme vychézeli z [23].
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Definice 3.20 — Turinguv stroj Turinguv stroj je pétice
M= (Q,%,R,s,F),
kde
e () je kone¢nd mnozina stavu

e Y je konecnd pédskova abeceda takovd, ze XN Q = () a ¥; C X, kde X je vstupni
abeceda a ¥ — ¥; obsahuje A zvany prazdny symbol

e R = RgURRU R}, je konetnd mnozina pravidel, kde

— Rg obsahuje pravidla tvaru

gX —pY |
— Rp obsahuje pravidla tvaru

X —pY —
— Rj obsahuje pravidla tvaru

X = pY <

spliiujici p,g e Q@ a X, Y € ¥
e 5 € () je pocatecni stav
e [ C () je mnozina koncovych stavu
Poznamenejme, Ze z ¢isté algebraického hlediska je
R C QY x QX{l], —,—}
koneéna binarni relace a kazdé pravidlo ¢ X F pYa je ve skute¢nosti usporadand dvojice

(¢X,pYa), kde p,g e Q, X, Y € X aac{],—,—}

Definice 3.21 — konfigurace Necht M = (Q,X, R, s, F') je Turinguv stroj. Konfiguraci
stroje M rozumime Fetézec xpAy, kde z € *, p e Q, A€ Y ay € ¥ (X - {A}) U{A}.
Kazda konfigurace predstavuje kompletni popis momentalniho celkového stavu automatu
a jeji interpretace je takova, ze p je aktudlni stav automatu, na pésce je fetézec xAy a A je
symbol, na jehoz pozici je momentalné umisténa pomyslna ¢teci hlava.

Definice 3.22 — pifechod Necht M = (Q,3, R, s, F) je Turingtv stroj a necht ¢; a co
jsou dvé konfigurace tohoto stroje. Rikdame, ze M provadi prechod z konfigurace c¢; do
konfigurace ¢y podle pravidla r a piSeme

c1 b ealr]
nebo strucnéji ¢y F cg, pokud je splnéna alespon jedna z néasledujicich podminek.

1. Prechod bez posunu hlavy
c1 =xzpAy, co=xzqBy a r:pA—qgBlER

2. Prechod s posunem hlavy vpravo
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cy = xpAy, c=xBqy a r:pA— qB—€R,

kde jestlize y # ¢, pak 3y = y a jestlize y = ¢, pak 3/ = A

3. Prechod s posunem hlavy vlevo
c1 = xXpAy, co=xqXy a r:pA— qB <€ R,

kde X € X; jestlize B # A, pak ¢y = By a jestlize B=Aay=/A,paky =¢

Podobné jako v piipadé konetnych a zasobnikovych automatu je symbolem - oznacena
relace prechodu. Analogicky jsou definovény i relace F, - a F*, které oznacuji postupné
posloupnost piechodu délky n, n > 0, tranzitivni uzavér a reflexivni a tranzitivni uzaveér
relace piechodu F.

Definice 3.23 — jazyk Necht M = (Q,%, R, s, F) je Turinguv stroj.
1. M prijima e, jestlize
sAF* ufv
v M pronégjaké f € F,ue X*av e X*(X - {A}) U{A}.

2. M prijimé w € X7, jestlize
sw k" ufv
v M pro néjaké f € F,ue ¥ ave (X —{A}) U{A}.
Jazyk ptijimany Turingovym strojem M je definovén jako
L(M) = {w|w € ¥} a M pfijima w}.

Oznacime-li TM (z anglického Turing machines) tiidu vsech jazyku piijimanych Tu-
ringovymi stroji, muzeme shrnout vyjadfovaci schopnosti Turingovych stroju do nasleduji
véty.

Véta 3.7 23] TM = RE

Velmi znamou modifikaci klasického Turingova stroje je tzv. linedrné ohrani¢eny automat.
Linedrné ohraniceny automat je Turinguv stroj, ktery nikdy nerozsiii svoji pasku. Presnéji
feceno, pokud obsahuje na své vstupni pasce na pocatku fetézec w, nepouzije takovy auto-
mat vice nez prvnich |w| pozic pasky. K tomuto tcelu je zaveden unikatni symbol #, ktery
predstavuje ukonc¢ujici symbol a v pocatecni konfiguraci obsahuje linedrné ohraniceny au-
tomat na své pasce fetézec w#. Uvedme si pro tiplnost formalni definici.

Definice 3.24 — linearné ohraniceny automat Linedrné ohraniceny automat je
pétice

M=(Q,%,R,s, F),
kde @, %, R, s a F' maji stejny vyznam jako v piipadé Turingova stroje (viz Definice 3.20),
# € 31 je specidlni ukoncujici symbol a pro kazdé pravidlo ¢X — pY't € R je bud {#} N
{X,)Y}=0,nebo X =#, Y =#ate{],—}.
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Konfigurace, relace prechodu -, posloupnost prechodu délky n F", kde n > 0, tranzitivni
uzévér F1 a reflexivni a tranzitivni uzévér H* jsou definovany stejné jako v piipadé bézného
Turingova stroje.

Jestlize w# F* ufv#, kde w € (X7 — {#}D*, w,v € (X —{#}* a f € F, pak M
prijiméa w. Jazyk pfijimany linearné ohrani¢enym automatem je definovan analogicky jako
jazyk prijimany Turingovym strojem, tedy L(M) je mnozina vSech vét, které jsou piijimény
linedrné ohrani¢enym automatem M.

Oznac¢ime-li t¥idu jazyku pfijimanych linedrné ohrani¢enymi automaty (z angl. linear-
bounded automata) jako LBA, muzeme vyjadfovaci schopnosti téchto automatu popsat
formélné néasledujici vétou.

Véta 3.8 [23] LBA = CS

Klasické konec¢né a zasobnikové automaty a Turingovy stroje jsou v teorii formalnich jazyku
v8eobecné znamé a zejména prvni dva jmenované modely tvoii vyznamny formalni zaklad
pro mnozstvi praktickych aplikaci (hlavné v oblasti lexikélni a syntaktické analyzy).

3.3 Dalsi varianty gramatik a automatu

Dosud uvedené gramatiky a automaty predstavuji jakési zdkladni verze, které postupem
¢asu vznikly, a jako takové tvoii fundamentalni prostiedky pro popis formalnich jazyku.
V soucasné dobé je v8ak zndmo mnoho dalsich formalnich modelu pro popis jazyku a stéle
se objevuji dalsi modely, které vyuzivaji néktery bézny automat nebo gramatiku jako
zaklad, zavadi ale nové prvky, modifikace, pfipadné omezeni a tim méni vyjadiovaci silu
ptvodniho modelu. To je v drtivé vétsiné téchto piipadl cilem—vyuzit néjaky jednodussi
model a vhodnou modifikaci zvysit jeho schopnosti.

I my se v této praci o néco podobného budeme pokouset. Zminme se proto o nékterych
dalgich formalnich modelech pouzivanych pro popis jazyku. Zdaraznéme vsak, Ze se zdaleka
nejednd o uplny piehled. Ruznych takovych formdlnich modela je velmi mnoho a jejich
kompletni vycet by byl neimérné dlouhy.

Uved'me vSak alespon nékteré. Formalné popiseme ty modely, které budeme déle vyuzi-
vat. Konkrétné se jedna o frontové gramatiky a jejich modifikovanou variantu—leveé rozsitené
frontové gramatiky.

3.3.1 Frontové gramatiky

Jednou z gramatik, kterd se svym tvarem pravidel a zptusobem generovani fetézcu vyrazné
lis{ od béznych gramatik Chomského hierarchie, je frontova gramatika. Jeji sila je vSak
stejnd jako sila obecnych gramatik. Z frontovych gramatik budeme vychézet pii studiu
oboustrannych zasobnikovych automatu a proto si zde jejich definici uvedeme formalné.

Definice 3.25 — frontova gramatika Frontovd gramatika je Sestice
Q= (V,T,W,F,s,P),

kde
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V' je kone¢nd mnozina symboli, W je koneénd mnozina stavovych symbola a plati
VAW =40

T C V je mnozina terminalnich symbola

F C W je mnozina koncovych stavovych symboli

se (V-=T)(W — F) je vychozi axiom

PCV x(W-—=F)xV*xW je konetna relace takova, ze pro kazdé a € V existuje
néjaky prvek (a, b, x,c) € P; prvky této mnoziny nazyvame piepisovaci pravidla, nebo
kratce pravidla

Definice 3.26 — piima derivace, derivace Necht Q = (V,T,W, F, s, P) je frontova
gramatika. Jestlize u,v € VW, u=arb,v=rzc,a € V,r,x € V* b,c € W a (a,b,x,c) €
P, potom

arb = rzc|(a, b, z, c)]

v @, nebo struénéji arb = rxc. Symbolem = je podobné jako v piipadé obecnych gramatik
oznacovana relace primé derivace v ). Obvyklym zpusobem jsou pak definovdny i relace
=" n>0, =1 a=*

Protoze frontové gramatiky nejsou prili§ rozsitené a jejich princip ¢innosti se muze na prvni
pohled jevit jako slozity, uvedme si na tomto misté podrobnéjsi vysvétleni vyse zapsanych
formalism.

Vychozi axiom je vzdy tvaru s = ap, kdea € (V—-T)ap € (W—F). Poloome N =V -T
a vSimnéme si podobnosti symboli s béznymi gramatikami. Mnozinu V muzeme i zde chapat
jako dplnou abecedu. N resp. T je pak abeceda nonterminalnich resp. terminélnich symbolu.
Z termindalnich symbolu jsou slozeny jednotlivé véty generovaného jazyka. Az dosud zde neni
v piipadé téchno abeced zadnd odlisnost od béznych gramatik.

Frontovd gramatika vak obsahuje navic dalsi mnozinu W tzv. stavovych symboli. Jeji
podmnozinou je mnozina F' s tzv. koncovymi stavovymi symboly. W a F' tedy muzeme
chépat podobné jako mnozinu stavi a koncovych stavu u automati. Frontové gramatiky
tedy vyuzivaji jak nontermindlni a termindlni symboly, tak i stavové symboly, které se
podileji na fizeni deriva¢niho procesu.

Pojd'me si nyn{ podrobné rozebrat pifmy derivaéni krok popsany v Definici 3.26. Retézce
u = arb a v = rzc z této definice mizeme nazvat vétnymi formami a ctverici (a, b, x,c) € P
je jiz zminéné prepisovaci pravidlo. Ve vétné formeé arb je a € V jejim nejlevéjsim symbolem,
r € V* je zbytek dosud vygenerovaného fetézce tvofeného termindlnimi a nontermindlnimi
symboly (bez prvniho symbolu a) a konecné b € W je aktudlni stavovy symbol pro tuto
vétnou formu. P¥iméa derivace

arb — rxc

pomoci pravidla (a, b, x,c) € P je provedena nasledovné.

Klicovymi symboly pro aplikaci tohoto pravidla je prvni symbol a vétné formy a aktualni
stav b pritazeny k této vétné formé. Tyto symboly musi byt shodné s prvnim a druhym
symbolem piepisovaciho pravidla (v uvedeném potadi). Timto je ve skutecnosti vybréano
jedno z prepisovacich pravidel, které bude pouzito. Derivacni krok je pak slozen z téchto
aket:

1. odebrani prvniho symbolu a z aktudlni vétné formy
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2. pridani fetézce x z prepisovaciho pravidla na konec fetézce r v aktualni vétné formé

3. zména aktudlniho stavového symbolu z b na ¢ a jeho pfidani na samy konec dosud
vygenerovaného fetézce rx, ¢imz ziskdme novou vétnou formu

Tim je derivaéni krok kompletni. Z jeho struktury je pak jiz zfejmy ndzev gramatik tohoto
typu, tedy frontové. Vsimnéme si, ze piepisovaci pravidla pracuji (kromé stavovych sym-
boli) s vétnou formou jako s frontou, kdy vzdy odeberou z jejiho ¢ela jeden symbol a na
jeji konec vlozi symboly dalsi (ve formé Fetézce).

Vychozi axiom s = ap potom piedstavuje minimélni strukturu, ze které je mozné zahajit
derivaci. Fronta v tomto pfipadé obsahuje jediny symbol a. Stavovy symbol p pak lze chapat
podobné jako pocdtecéni stav u automatu. Derivace muze skoncit dvéma zpusoby.

a) neni aplikovatelné zadné piepisovaci pravidlo; pfitom vsak vétnd forma obsahuje non-
terminalni symboly, nebo nebylo dosazeno nékterého z koncovych stavovych symbolu

b) vétna forma neobsahuje zadné nontermindlni symboly a bylo dosazeno koncového
stavového symbolu; v tomto piipadné byla derivace Uspésné a vygenerovany fetézec
pred stavovym symbolem pfedstavuje platnou vétu jazyka

Nyni si jiz muzeme formélné zapsat jazyk generovany frontovou gramatikou.

Definice 3.27 — jazyk Necht Q = (V,T, W, F, s, P) je frontovd gramatika. Jazyk L(Q)
generovany touto gramatikou je definovan jako

LQ)={weT*s="wfafeF}

Pr.: ProtoZe frontové gramatiky nejsou v teorii formdlnich jazyki prilis roz§irené, uved -
me si pro ilustraci priklad, aby bylo zrejmé, jakym zpusobem tyto gramatiky gemeruji jed-
notlivé véty jazyka. UvaZujme frontovou gramatiku

Q = ({A7 B7 a, b}7 {a‘7 b}7 {p7 q, f}7 {f}7 Ap7 {p17p27p37p47p57p6})7
kde jednotliva pravidla gramatiky jsou uvedena v ndsledujici tabulce.

p1: (A,p, AAp)

b2 : (AvpaBva)
ps: (A7 b;a, Q)
Y (Av q,a, Q)
b5 (Ba q, b7 Q)
pe: (B,q.b, f)
Jednou z derivaci v této gramatice je
Ap
= Adp  [(A,p,AA,p)]
= ABBp [(A,p, BB,p)
= BBaq [(4,p,a,q)]
= Babg  [(B,q;b,q)]
= abbf  [(B,qb,f)],
kterd generuje vétu abb € L(Q).
Z [22] pro nés bude uziteéna jedna z modifikaci frontové gramatiky, tzv. levé rozsifena

frontova gramatika.
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Definice 3.28 — levé rozsitena frontova gramatika Levé rozsitend frontovd grama-
tika je Sestice
Q= (V.T,W,F,s,P),
kde V, T, W, F a s maji stejny vyznam jako v piipadé bézné frontové gramatiky a mnozina
pravidel P je definovana jako konecnd relace
PCVx(W-F)xV*xW.

Tato definice na rozdil od frontové gramatiky striktné nevyzaduje, aby pro kazdé a € V/
existoval néjaky prvek (a,b, x,c) € P.

Definice 3.29 — piim4 derivace, derivace Nechf

Q= V., T,W,F,s,P)

je levé rozsifend frontové gramatika a necht # ¢ V U W. Jestlize u,v € V*{#}V*W, kde
u = wH#arb, v =waH#rzce,a € V, r,x,w € V¥ b,c € W a (a,b,z,c) € P, potom

wH#arb = wa#rzc|(a,b, z,c)]

v Q, nebo strucnéji w#arb = wa#rzrc, kde = opét oznacuje relaci piimé derivace. Stan-
dardnim zptsobem jsou pak také definovény relace =", kde n > 0, =1 a =*.

Definice 3.30 — jazyk Necht Q = (V,T, W, F, s, P) je levé rozsiFend frontové gramatika.
Jazyk generovany levé rozsifenou frontovou gramatikou je definovan jako

L(Q) ={veT |#s="wH#vf,w e V* feF}

Vsimnéme si, ze levé roz§itena frontova gramatika pracuje stejné jako bézna frontova gra-
matika s tim rozdilem, ze vlevo od oddélovaciho symbolu # postupné zaznamenava symboly
z V z prvni slozky pouzitych piepisovacich pravidel.

Pr.: Pro ilustraci uwvaZujme stejnou gramatiku jako v predchozim prikladu. RovnéZ napiseme
derivacni posloupnost stejné véty, aby byla vidét zdsadni odlisnost levé rozsitené gramatiky
od frontové gramatiky. Derivace véty abb € L(G) v levé rozsirené frontové gramatice vypadd
ndsledovneé.

#Ap
= AA#ABBp [(A,p, BB,p)]
= AAA#BBaq  [(A,p,a,q)
= AAAB#Babq [(B,q,b,q)]
= AAABB#abbf [(B,q.b,f)]

Jak jsme si jiz wvedli v definici, levé rozéifend frontovd gramatika zaznamendvd symboly
z pronich komponent pouZityjch pravidel. V posledni vétné formé muzZeme tak najit vlevo od
symbolu # jejich kompletni posloupnost AAABB. Viimnéme si v této souvislosti pouZitych
prepisovacich pravidel a jejich prunich komponent—skuteéné tvori uvedenou posloupnost.
Této vlastnosti s vghodou vyuZijeme pri studiu oboustrannich zdsobnikoviych automatil.

Oznatme QG (z angl. queue grammars) tiidu jazyku generovanych frontovymi grama-
tikami a LEQG (z angl. left-extended queue grammars) tiidu jazyki generovanych levé

rozSitenymi frontovymi gramatikami.
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Véta 3.9 [17], [22] RE = QG = LEQG

Zminme se na zavér této kapitoly alespon slovné o nékterych dalsich formalnich modelech.
V [8] se autor podrobné zabyva tzv. bezkontextovymi gramatikami nad volnymi grupami
[2], [3]. Jak jiz ndzev napovidd, zdkladem je bézna bezkontextova gramatika. Relace piimé
derivace vS8ak neni definovana nad volnym monoidem, ale nad volnou grupou generovanou
totalni abecedou dané gramatiky. V nasi praci tyto gramatiky navic vylepsime tak, ze zredu-
kujeme nutny pocet nonterminédlnich symboli. Podobny piistup je rovnéz paralelizovatelny
prostiednictvim EOL gramatik nad volnymi grupami [3], [7].

Bezkontextové gramatiky jsou zakladem mnoha dalsich struktur pro popis jazyku. Jme-
nujme napiiklad maticové a programované gramatiky, gramatiky s ndhodnym kontextem,
atd. [27]. Tyto gramatiky zavadéji tzv. Fizené prepisovani [10], které omezuje moznost
pouziti nékterych ptepisovacich pravidel v daném kroku a do jisté miry #id{ derivaéni proces
jako celek. Tvary bezkontextovych pravidel (s moznosti vyskytu termindlniho symbolu na
levé strané) vyuzivaji i gramatiky z rodiny OL-systému [27], piipadné gramatiky s kontex-
tovymi podminkami [24]. Rozséhlou a stéle intenzivné zkoumanou skupinou jsou gramatické
systémy. Gramaticky systém je tvoren nékolika bezkontextovymi gramatikami, tzv. kompo-
nentami, které v prubéhu deriva¢niho procesu do uréité miry spolupracuji a jako celek jsou
silnéjsi nez jedind bezkontextové gramatika. Dostupnych publikaci zabyvajicich se touto
problematikou je v soucasné dobé celd tada.

Z oblasti automatii uved'me napiiklad k—obratkové zadsobnikové automaty, které zavadé-
ji pojem tzv. obratky zasobniku. Takovéto omezeni vsak silu zasobnikového automatu
nezvysi. Jazyky pfijimané k—obratkovymi zasobnikovymi automaty tvoii nekone¢nou hie-
rarchii, kdy se pro neomezené k dostavame k béznému zasobnikovému automatu.

Dalsi modifikaci zdsobnikovych automatu jsou automaty dvou a vicezdsobnikové [23].
Je vsak dokazéno [23], ze zvySovani poctu zdsobniku na tii a vice jiz nijak silu automatu
nezvysi. Specidlni variantou dvouzasobnikovych automati jsou soubézné jednoobrétkové
dvouzasobnikové automaty [22], které piijimaji kazdou vétu jazyka s jedinou soubéznou
obratkou obou zdasobnikt. Témito automaty jsme se inspirovali pro dalsi vyzkum, ve kterém
definujeme a dale studujeme oboustranné zasobnikové automaty. Jejich vlastnosti a vyhody
oproti soubézné jednoobratkovym dvouzdsobnikovym automatum (a vubec oproti vicezasob-
nikovym automatum) popiSeme v dalsi kapitole.

V [29] a [15] autofi prezentuji velmi jednoduchou modifikaci zasobnikovych automati,
kterym pfidali moznost reverzovat obsah zdsobniku v prubéhu vypocetniho procesu. Tim
vytvorili formdalni model, ktery s ohledem na pocet téchto reverzaci generuje nekoneénou
hierarchii jazyka.

Uplatneéni jiz diive zminovanych volnych grup nasli v teorii automatu i autofi [9], kde
jsou definovany konecéné automaty nad volnymi grupami. Déle jmenujme napf. frontové au-
tomaty [0], které misto zdsobniku zavadéji frontu. Dalsi modifikace zavadi pro zménu urcity
stupen Fizeni zdsobnikovych automatia pomoci regularniho, pfipadné linedrniho jazyka [15].

Tato kapitola méla kromé definice frontovych gramatik poskytnout i jakysi ndhled na
nékteré jiz znamé modifikace zdkladnich formalnich modela. Nyni se tedy dostdavame k hlav-
nim vysledktim této préace. Jak jsme se jiz zminili v ivodu, zavedeme nékteré modifikace do
jiz zndmych formélnich modelu pro popis jazykt a budeme studovat vliv téchto modifikaci
na jejich vyjadfovaci silu. Jako prvni budeme modifikovat bézné zdsobnikové automaty.
Déle predstavime tzv. vertikalni kontext v obecnych gramatikach. Jako posledni vysledek
predstavime bezkontextové gramatiky nad volnymi grupami s redukovanym poctem non-
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terminalu. Pfestoze je spole¢nym sjednocujicim hlediskem zavadéni téchto modifikaci do
znamych formalnich modeli, budeme prezentovat jednotlivé vysledky v samostatnych ka-
pitoldch, nebot podstatou ¢innosti se oba studované modely vyrazné lisi.
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Kapitola 4

Oboustranné zasobnikové
automaty

V této a v nésledujicich dvou kapitolach jiz budeme prezentovat nové vysledky naseho
vyzkumu.

Jak jsme se zminili na poc¢atku, pokusime se vytvofit dalsi modifikaci bézného zasobniko-
vého automatu—tzv. oboustranny zdsobnikovy automat [1]—a budeme studovat schopnosti
nové vzniklé struktury. Hlavni inspiraci pro tento smér vyzkumu byly soubézné jedno-
obratkové dvouzasobnikové automaty [22]. Jak je v [22] dokdzéno, tyto automaty popisuji
celou tfidu rekurzivné vycislitelnych jazyk.

Nase verze v8ak zavadi novy pfistup, zjednodusuje konstrukci pravidel automatu a vyraz-
né zpiehlednuje vysledny dukaz. Pritom rovnéz zvySuje vyjadfovaci schopnosti béznych
zésobnikovych automatu az na uroven rekurzivné vycislitelnych jazykt. Navic je mozné
pohlizet na takto zavedeny zasobnik jako na jeden celek.

Nésledujici pomocnd véta bude vyuzita pii konstrukei oboustranného zasobnikového au-
tomatu.

Lemma 4.1 [22] Pro kazdy rekurzivné vyécislitelny jazyk L existuje levé rozsifend fron-
tovd gramatika G = (V, T, W, F, s, P) takova, ze L = L(G) a pro kazdé pravidlo (a,b, x,¢c) €
Pplatiae (V-T),be (W —-F)azxze (V-T) UT*).

Podrobny dukaz platnosti této véty pro nds neni pfilis vyznamny. PopiSme si zde ale-
spon neformélné jeji vyznam. Jak lze poznat podle tvaru prepisovacich pravidel, kazda levé
rozsitend frontova gramatika splnujici podminky této pomocné véty vygeneruje nejprve
sekvenci nonterminélnich symbolu (prvni faze). Jakmile jednou zaéné generovat terminalni
symboly (druhd faze), jiz nikdy nemuze vygenerovat znovu symboly nonterminélni, protoze
neexistuje zadné pravidlo, které by odebiralo ze zacatku fronty néktery terminalni symbol,
a derivace by se tudiz pozdéji zablokovala. Jinymi slovy, v prvni fazi jsou generovany pouze
nonterminalni symboly a ve druhé fazi jsou tyto symboly zpracovavany a generovany sym-
boly terminalni. Posledni krok gramatiky odebira z poc¢atku fronty posledni vygenerovany
nonterminalni symbol, generuje na konec fronty posledni sekvenci termindlnich symbolu
a nastavuje néktery z koncovych stavovych symbola. Timto zptusobem je generovana kazda
platna véta jazyka, ktery dana gramatika popisuje. Kromé toho je na samém konci derivace
Fetézec vygenerovanych nonterminélnich symboli zaznamenan vlevo od symbolu #.
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4.1 Zakladni definice

Uved'me si nyni formdlni definici oboustranného zdsobnikového automatu.

Definice 4.1 — oboustranny zasobnikovy automat Oboustranny zdsobnikovy auto-
mat je osmice
M = (Q7T7 ZvR7Z7ZL7ZRaFM)7

kde
e () je konecna mnozina stavi

e T je konecné vstupni abeceda

Z je konetna zasobnikova abeceda

R je koneéna mnozina pravidel tvaru

Z1| Zapx — v1|72q

kde Z1,Z5 € Z, v1,72 € Z*, x € T a p,q € Q; pokud x € T*, nazveme takovyto
oboustranny zasobnikovy automat rozsireny

z je pocatecni stav
e 7 resp. Zg je pocatecni symbol levé resp. pravé strany zasobniku, Zj,Zr € Z
e Iy C @ je mnozina koncovych stavi

7 algebraického hlediska je mnozina pravidel R kone¢na binarni relace
RC Z{}2QT x 2°{}2°Q
(piipadné R C Z{|} ZQT* x Z*{|}Z*Q),
kde kazdé pravidlo Z1|Zapx — ~1|72q je ve skutecnosti usporddand dvojice (Z1| Zapx, y1]729)-
Definice 4.2 — konfigurace Necht
M= (Q,T,Z,R,z,Zy, ZR, Fi)

je oboustranny zasobnikovy automat. Konfiguraci tohoto automatu rozumime fetézec yquw,
kde g € Q,~v € Z* aw € T*. Podobné jako u dfive popsanych typu automatu je i zde pomoci
konfigurace uplné popsan celkovy stav oboustranného zasobnikového automatu v daném
okamziku (v je aktudlni obsah zdsobniku, ¢ je aktudlni stav a w je aktudlni obsah vstupni

pasky).

34



Definice 4.3 — pifechod Necht
M = (Q7T7 Z7R7272L72R7FM)

je oboustranny zasobnikovy automat. Pokud LyRpzy a yryyrqy jsou dvé konfigurace to-
hoto automatu a L|Rpx — ~1|yrq € R, pak automat M provadi prechod z konfigurace
LyRpxy do konfigurace v1,yyrqy podle pravidla L|Rpx — 71 |yrq a piseme

LyRpxy = vy yray[L| Rpx — v1|VRY]

nebo struénéji LyRpxy = vy yrqy. Relace F*, F1 a F* oznacuji posloupnost ptechodii
délky n pro n > 0, tranzitivni a reflexivni a tranzitivni uzavér relace - v tomto poradi
a jsou definovany obvyklym zpusobem.

Protoze zde definujeme zcela novy model, popisme si zde princip jeho ¢innosti neformalné.
Jak jiz bylo feteno v Definici 4.2, predstavuje kazda konfigurace tplny popis celkového
stavu automatu v jednom okamziku. Poc¢ateéni konfiguraci je s ohledem na definici konfi-
gurace Zj Zrzw, kde prvni dva symboly pfedstavuji po¢atecni symboly levé a pravé strany
zasobniku, z je pocatec¢ni stav a w € T™ je prijimany fetézec, ktery je na vstupni pasce.

Popisme si zde neformdlné jeden vypocetni krok (pfechod) automatu. Uvazujme dvé
konfigurace LyRpxy a yryYrqy 7z piedchozi definice a pravidlo L|Rpx — ~vi|vrq € R.
V prvni konfiguraci predstavuje fetézec LyR aktualni obsah zasobniku, kde na jeho levém
vrcholu je symbol L, na jeho pravém vrcholu pak je symbol R. Aktudlnim stavem automatu
je stav p a na vstupni pasce je fetézec zy, kde z je jeho nejlevéjsi symbol (na jehoz pozici
se nachézi pomyslna ¢teci hlava). Poznamenejme, ze v piipadé rozsireného oboustranného
zasobnikového automatu muze byt x € T* a ¢teci hlava pak muze najednou nacist cely
fetézec x. Aplikaci pravidla L|Rpx — ~yr|yr na pravé popsanou vétnou formu lze popsat
nasledujicimi body.

1. odstranéni levého a pravého vrcholu zasobniku (L a R)
2. precteni x ze vstupni pasky

3. vlozeni fetézce i zleva na zasobnik a fetézce yr zprava na zdsobnik (misto ode-
branych symbolu z obou vrcholu)

4. zména aktualniho stavu automatu z p na q

Tim je jeden vypocetni krok automatu kompletni. Pokud je mozné sekvenci kroka prove-
denych z pocatecni konfigurace zcela nac¢ist vstupni fetézec na pasce, dosdhnout nékterého
z koncovych stavi z mnoziny Fjs a zcela vyprazdnit zdsobnik, itkdme, ze byl vstupni fetézec
prijat. V opa¢ném piipadé by byl odmitnut. Jazyk definovany oboustrannym zasobnikovym
automatem je pak mozné formalizovat nasledovné.

Definice 4.4 — jazyk Jazyk prijimany oboustrannym zasobnikovym automatem M je
definovan jako
L(M) ={wlweT* ZrZrzwt* cfc a f € Fi}.

7 této definice je ziejmé, Ze Fetézec w je automatem prijat pouze tehdy, pokud je beze
zbytku nacten, zdsobnik je prazdny a automat se po provedeni posledniho kroku nachézi
v nékterém koncovém stavu.
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Definice 4.5 — obratka Necht M je oboustranny zdsobnikovy automat a necht m;
a mg jsou dva po sobé jdouci pfechody provadéné timto automatem. Jestlize béhem m;
automat M nezkrati zasobnik, zatimco béhem mo ano, pak fikdme, ze M provadi obrdtku
béhem mo. Automat M nazveme jednoobrdtkovy, jestlize provadi nejvyse jednu obratku
béhem kazdého vypocetniho procesu.

4.2 Vyjadrovaci sila

Nyni se jiz dostdvame k hlavnim vysledkim této kapitoly. Dokdzeme, ze oboustranné
zasobnikové automaty jsou schopny generovat celou tiidu rekurzivné vycislitelnych ja-
zyklu. Kromé toho je mozné vyrazné redukovat pocet symbolu zasobnikové abecedy. Obé
verze automatu navic pfijimaji kazdou vétu jazyka s jedinou obratkou zdsobniku. Oznac¢me
2sPDA (z anglického ndzvu two-sided pushdown automata) ti¥idu jazyku prijimanych obou-
strannymi zasobnikovymi automaty a 2sPDAR (z angl. two-sided pushdown automata—
reduced) t¥idu jazyku ptijimanych oboustrannymi zdsobnikovymi automaty s redukovanym
poctem symbolu zasobnikové abecedy.

Véta 4.2 2sPDA = RE
Dukaz

Uvazujme levé rozsifenou frontovou gramatiku
G= (Vva7W7F7‘SQO7P)

a bez ztraty obecnosti predpokladejme, ze G spliiuje podminky popsané v Lemmatu 4.1.

Konstrukce. Nyni budeme konstruovat rozsiteny oboustranny zasobnikovy automat
M= (Q,T,Z,R,z,Z1,, ZR, Frr)
postupnou aplikaci nasledujicich kroku.
o Q={f2}U{(¢;1),(g;2)lg € W}
o 7 ={Zy,Zg}U(V-T)U{A|lAe (V-T)}
o Fy ={f}
Mnozina pravidel R je zkonstruovana nasledujicim zpusobem.

1) pro axiom Sqo gramatiky G, kde S € (V —T), gqo € (W — F),
pridej ZL‘ZRZ — ZL|SZR(q0, 1> do R

2) pro kazdé (A>Q7$7p) € P7 kde A € (V_T)a D,q € (W_F)a T € (V_T)*a
piidej Zr|Zr{q,1) — ZrAlzZr(p,1) do R

3) pro kazdé q € W pridej Z1|Zr{q,1) — Z1|Zr(q,2) do R

4) pro kazdé (A,q,y,p) € P,kde Ae (V—-T),p,qe (W —F),y e T*,
piidej Zr|Zr{q,2)y — Z1A|Zp(p,2) do R
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5) pro kazdé (A,q,y,t) € P,kde Ae (V -T),qe (W—-F),te F,yeT",
pridej Z;|Zr(q, 2)y — Alef do R

6) pro kazdé A € (V —T), piidej A|Af — elef do R

Tim je konstrukce hotova. Pro dalsi ¢asti dukazu zavedme ndsledujici notaci. Jestlize (g, 1)
je aktualni stav automatu M, fikdme, ze M je v rezimu generovdni nontermindli. Podobné
jestlize (g, 2) je aktudlni stav automatu M, fikdme, ze M je v rezimu étend termindli (v obou
pripadech pro néjaké ¢ € W).

Nyni je tfeba dokazat rovnost L(G) = L(M).

Hlavni myslenka. M simuluje derivace v levé rozsifené frontové gramatice G s vyuzitim
pravidel, které byly zkonstruovany v predchéazejicim odstavci. Pfitom plati, Ze automat
pouzivé pravidla zkonstruovand v b—tém kroku drive, nez pouzije pravidla zkonstruovand
v kroku b+ 1, pro b = 1,...,5. Vzhledem k tomu, ze levé rozsifena frontova gramatika,
ktera byla pouzita pro konstrukci, spliiuje podminky popsané v Lemmatu 4.1, objevi se na
konci kazdé tispésné derivace v této gramatice vSechny vygenerované nontermindlni symboly
vlevo pfed symbolem # a vpravo zustane fetézec z T*F.

Automat zacind vzdy v rezimu generovani nontermindli a simuluje derivace v G tak,
ze kazdy nontermindlni symbol (piipadné fetézec téchto symboli) vygenerovany frontovou
gramatikou vklada zprava na zdsobnik. Pii kazdém deriva¢nim kroku vSak frontova gra-
matika zaroven jeden nontermindlni symbol bezprostiedné vpravo od # nacita a presouva
jej pred # vlevo. Tento symbol (ale s pruhem) vkldda pfi simulaci automat na zdsobnik
zleva. Na konci simulace kazdé uspésné derivace v G je na zdsobniku posloupnost sym-
bolu takova, ze leva polovina obsahuje posloupnost symbolu s pruhem a prava polovina
posloupnost stejnych symbolt bez pruhu v obriceném pofadi. Kromé toho se jiz automat
nachézi v nékterém z koncovych stavu. Zbyva splnit druhou podminku piijeti fetézce, tedy
vyprazdnit zasobnik. To je zajisténo postupnou aplikaci pravidel zkonstruovanych v bodu 6.
Vyprazdnénim zasobniku je zaroveii provedena kontrola korektnosti celé simulace a auto-
mat timto potvrdi prijeti vstupniho fetézce. Jakmile se automat neni schopen dostat do
cilového stavu, piipadné pii vyprazdinovani zadsobniku nejsou v nékterém okamziku oba vr-
choly slucitelné, je cely proces zablokovan a vstupni fetézec odmitnut.

Pr.: Jesté nez pristoupime k rigoréznimu dikazu, uved me si pro ozrFejment principu ¢innosti
automatu prakticky priklad, na kterém automat zkonstruujeme a ukdzZeme, jakym zpusobem
prijimd vstupni Tetézec. Budeme vychdzet ze stejné frontové gramatiky, kterou jsme pouzili
v predchozich prikladech. Jednd se o levé rozsitenou frontovou gramatiku

Q = ({A7 B7 a, b}7 {CL, b}: {p7 q, f}: {f}aAp7 {p17p27p37p47p57p6})7

s ndsledujicimi pravidly:

p1: (A,p, AA,p)
b2 (Avpa BBap)
b3 : (A7p7 a, Q)
pa: (A,q,a,9)
bs: (B>Q7b7 Q)
Dbe : (B7Q7b7 f)
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Podle diive uvedeného postupu zkonstruujeme oboustranny zdsobnikovy automat
M = (Q7T7 Z,R,Z, ZLa ZRaFM)a

kde

Q= {fvza <p7 1>’ <pa 2>7 <q7 1>7 <Qa 2>}
T = {a,b}

Z = {ZL7ZR7A7B7Z7§}
Py ={f}

konstrukce mnoZiny pravidel R je uvedena v ndsledujici tabulce

Oznacent Pravidlo Odp. pravidlo z Q)

la) Z1|Zpz —  Zr|AZg(p,1) —

2&) ZL|ZR<p7 1) - ZLE|AAZR(]9,1> (A7p> AAvp)
2b) ZL|ZR<p7 1) - ZLA|BBZR<p7 1> (A7p7 BBap)
3&) ZL|ZR<p7 1) - ZL|ZR<p7 2> _

3b) Zr|Zr(q,1)  — Z1|Zr(q.2) —

36) ZL|ZR<f7 1> - ZL|ZR<f> 2> T

4a) Z1|Zr{p,2)a —  ZrA|ZRr{q,2) (A, p,a,q)
4b) Z1|Zr(¢,2)a —  ZLA|ZR(q,2) (A,q,a,q)
4c) Z1|Zr{q,2)b  —  ZLB|ZRr(q,2) (B,q,b,q)
5a) Zr\Zr{a.2)b — Blef (B,q,b, f)
6a) A|Af —  elef —

6b) §|Bf — 6|€f -

Pro vétsi prehlednost je ve sloupci Oznacéent uveden identifikator kazZdého pravidla,
ve kterém ¢éislo odpovidd cislu kroku v konstrukci a pismeno rozlisuje dané pravidlo
v rdmci jednoho kroku konstrukce. Sloupec Pravidlo obsahuje zkonstruovand pra-
vidla automatu M a sloupec Odp. pravidlo z ) obsahuje korespondujici pravidlo
z gramatiky Q, ze kterého bylo dané pravidlo M odvozeno.

Zopakujme, Ze véta abb € L(Q) je v levé rozsitené frontové gramatice Q) vygenerovdna
derivaci

#Ap
= AA#ABBp [(A,p, BB, p)]
= AAA#BBaq  [(A,p,a,q)|
= AAAB#Babq |[(B,q,b,q)]
=  AAABB#abbf [(B,q,b,f)]
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Nyni si uwvedeme posloupnost kroki, ktergymi prijme stejnou vétu oboustranny zdsobnikovy
automat M.

Z1,Zrzabb
F ZpAZr(p,1)abb la
- ZLAAAAZR{p,1)abb 2a
- Z,AAAAABBZg(p,1)abb  2b
- ZLAAAAABBZg(p,2)abb  3a
- Z,AAAAAABBZp(q,2)bb 4a
- Z,BAAAAAABBZp(q,2)b 4c
- BBAAAAAABBfe 5a
F BAAAAAABfe 6b
- AAAAAAfe 6b
- AAAAfe 6a
- AAfe 6a
F o oefe 6a

Vidime, Ze M skoncil v konfiguraci € fe. Zdsobnik je prdzdny, vstupni retézec byl zcela
precten a automat se nachdzi v koncovém stavu f € Fyy. Vstupni retézec byl tedy dspésné
prijat.

Rigorozni dukaz

Postupnou demonstraci platnosti tvrzeni tykajicich se jednotlivych etap ¢innosti obou-
stranného zasobnikového automatu a levé rozsifené frontové gramatiky dokazeme inkluze

L(G) C L(M) a L(M) C L(Q).
Tvrzent A. Jestlize
Al...An#Bl...Bmu :>i A1...AnBl...Bi#BZ‘+1...Bm$1...{L'Z'p

v GG, potom

ZLE. . AilAl N élBl N .BmZR<u, 1>w
f_i ZLBl .. BlAn N .A1A1 NN AnBl . .Bm.l‘l .. .;UiZR<p, 1>w

v M, kde A1,...,An,B1,...,BmE(V—T),xl,...,$i€(V—T)*,u,pE(W—F),mZO,
n>0,weT* i<m.

Zdklad indukce. Necht i = 0. Pak
Ai.. Ap#Bi.. . Bnpu="A,...A,#B ... Byhu
v G. Je ziejmé, zZe i
ZrA, ... AjA .. AB: ... By Zr(u,)wF’ ZpA, ... AjAy ... A,By ... B Zp(u, 1w
v M.

Indukéni hypotéza. Piredpokladejme, ze Tvrzeni A plati pro kazdé i < [, kde [ je kladné
celé ¢islo.
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Indukéni krok. Uvazujme v G libovolnou derivaci tvaru
Ar... An#Bl ...Bnhu :>l+1 Ay AB ... BlBl+1#Bl+2 ...Bnx. .. TiT1414
a vyjadireme ji jako

AlAn#Bleu
:>l A1...AnBl...Bl#Bl+1...Bm$1...$lp
= A1 . AnBl . BlBl+1#Bl+2 ...Bpxy ... Zix1+14,

kdel+2<maqge (W-F).

Podle indukéni hypotézy
ZLTn- . IIAI e AnBl e BmZR(u, 1>w

l—l ZLE . BlAn .. AilAli . AnBl e Bmxl N leR<p7 1)w
= ZLBI+1Bl N BlAn N A1A1 e AnBl N Bmfljl . wlwl+1ZR<q, 1>w

v M.V P existuje pouze jeden typ pravidel schopnych provést derivaci

Al...AnBl...BZ#BI+1...Bm.ZL‘1...xlp
= A1 . AnBl - BlBl+1#Bl+2 ...Bpry. .. T1T1419

v G a to pravidla tvaru (Bji1,p,%14+1,9), kde Biyy € (V. —=T), p,g € (W — F) a 141 €
(V —T)*. Vsimnéme si, ze podle bodu 2 konstrukce existuje v R pravidlo

Zr|Zr{p,1) — Z1Biy1|zi41ZR(q, 1)

takze
Z1.B;...BiA, .. EAL ApBi1 ... By ... Zr(p, DHw
l— ZLBH-lBl e BlAn e A1A1 . AnBl . Bmﬂfl . .’El.’El+1ZR<q, 1>w
v M a Tvrzeni A tedy plati. O

Tvrzeni B. Jestlize

Ay .. A#B...Bpat...apu
=! Al---AnBl---Bi#BH—l---Bmal---akbl'--bip

v G, pak

ZLTn. . AilAl . AnBl . ..BmZR(u, 2>bl .. .bj
o ZpBi...BiAn... A1A1 ... AyBy ... B Zp(p,2)bit1 ... b;

v M, kde Aq,..., Ay, B1,...,B, € (V—T), al,...,ak,bl,...,bj e T* u,p€ (W—F),
1<m,i<j,k>0aj>0.

Zdklad indukce. Necht i = 0. Potom
A .. Ay#Bi .. .Bpai...apu=" A, ... Ay#Bi...Bpai...azu

v G. Rozhodné také
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ZLTnIlAlAnBleZR<u,2>blb]
|—0 ZLTHEAlAnBleZR<u,2>b1b]

v M.

Indukéni hypotéza. Ptredpokladejme, ze Tvrzeni B plati pro vSechna i <[, kde [ je kladné
celé ¢islo.

Indukéni krok. Uvazujme v G libovolnou derivaci tvaru

Al...An#Bl...Bmal...aku
:>l+1 A1 . AnBl . BlBl+1#Bl+2 . Bma1 - akbl A blbl+1q

a vyjadfeme tuto derivaci jako

Al...An#Bl...Bmal...aku
:>l Al...AnBl...Bl#Bl+1...Bmal...akbl...blp
= Al . AnBl . BlBl+1#Bl+2 - Bma1 - ak.bl . blbl+1Q7

kdel+2<m,k>0,qge (W —F).

Podle indukéni hypotézy
ZLTn. . AilAl . AnBl e BmZR<’U,, 2>b1 e bj

H ZLE...BIAH...ATAI;.AHBl...BmZR<p,2>b,+1...bj
F ZLBlJrlBl oo BlAn oo A1A1 . e AnBl .o BmZR<q, 2>bl+2 S bj

v M.

V tomto pfipadé existuje pouze jedna moznost jak muze G provést derivaci

Al---AnBl---Bl#Bl+1---Bma1---akbl---blp
= Ai...A,B;... BZBZ+1#BZ+2 ...Bpai...aby ... bllerlq

a to pouzitim nékterého pravidla tvaru (Bjy1,p,b+1,9) € P, kde Bi11 € (V —=1T), p,q €
(W — F), bijy1 € T*. Podle bodu 4 konstrukce existuje v R pravidlo tvaru

Zi|Zr(p, 2)bi41 — Z1.Bi+1|Zr(q, 2)

takze
ZLFZ- .. BlAn . EAL . AnBl e BmZR<p, 2>bl+1 e bj
F ZLBH-lBl e BlAn e A1A1 e AnBl e BmZR<q, 2>bl+2 e bj
v M a Tvrzeni B plati. O

Tvrzeni C. Jestlize
A1 .. -An—l#Anyq = A1 R An—lAn#th
vG kde Ay,..., A, e (V-T),y,2z€T*, qge (W —F), t € F, pak

ZLAn—l .. AilAl .. .AnZR<q, 2>Z |—A7n. . AilAl .. Anfé‘

41



v M, kde f € Fu.

Gramatika G provadi tuto derivaci pomoci nékterého pravidla tvaru (4,,q, z,t) € P, kde
Ape (V-T),2€T* qge (W —F), t € F. Podle bodu 5 konstrukce obsahuje R pravidlo

Z1|Zr{q,2)z — Aglef,
takze o -
ZLAn—l . AlAl e AnZR<q, 2>Z H An PN A1A1 PN Anfé‘
v M a Tvrzeni C tedy plati. O

Tvrzeni A, B a C dohromady potvrzuji platnost inkluze L(G) C L(M). Tim je prvni ¢ast
dukazu hotova. Ve druhé ¢asti budeme demonstrovat platnost tvrzeni kterymi dokazeme
inkluzi L(M) C L(G).

Tvrzeni D. Automat M piijima kazdy fetézec w € L(M) nasledujicim zpusobem.

21 ZRpzwiws . .. wy F

ZLSZR<(]0, 1>’U)1’LU2 oWy =

ZrSSX1X3 .. X} Zplq, Dwiws ... w, -

ZrXISSX1X3 .. X} X?X3 ... X2, Zr(g2, Vwiws ... w,

Zp X3 XISSX{X). . X} XPX3.. X2, X3X3 ... X3 Zr{gs, Y wiws ... wy b

ZyXF. XJXTSSX{X) .. X} XPXZ.. X2 XPX5... XD ...
LXPXT X ZR(Gms Lwiws . wy

Z XF. . XIXTSSXIXY . X} XPXZ.. X2 XPX3... X3 ..
L XXX ZR(Gms 2)wiws .. wy

ZLX]’?HXk XOXISSXIX; .. X) XPX3 .. X2 X{X5.. X3,
S XTXY X ZR(Gme 1, 2)we L wy

k
ZLX]+2X]+1

XX Xm P Zr(@my2,2)ws ... wy =

XF . XIXTSSXIXY .. XL X2X2.. X2 X3X3... X3

Zr X Xk oXE X XIXISSX] X, . X XPXS L XD XPXE XD

XXX TG, 20wy

Xk

k
...... XF L, XE

42
XmX2 X fek

XK OX3XISSX{ X, . X XX XD XPXE L XD

X;? e X]’f+2X]’f+1X’f XOXISSXIX) . X} XEXE . X2 X3XE .. X3,
LXPXP XD fek
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X X]’f+2X]’f+1X’f XIXISSXIX) . X} XEXE . X2 X3XE.. X3,
LXPXP XD o fek

XISsx]fer

SSfek

efe

VM kdew—w1w2 wm’"zl,wl,---,erT*a QO7Q1a~--an+r—1E(W—F),fGFM7
Xll,.. XL XD XXX e (V=T nyung, .y > 0,m>0,0< k<
m.

Postupné projdeme vSechny kroky konstrukce mnoziny pravidel R. Zopakujme, ze v kazdé
uspésné vypocetni sekvenci (tedy kdy je vstupni Fetézec prijat), pouzivd M pravidla zkon-
struovana v kroku b pfed tim, nez pouzije pravidla zkonstruovand v kroku b + 1, pro
b=1,...,5.

V prvnim kroku automat M pouzije pravidlo

ZL‘ZRZ — ZL’SZR<q07 1>

zkonstruované v bodu 1, kde Sqq je vychozi axiom gramatiky G. To je jediny zptisob, kterym
muze M provést prechod

ZpZgzwiws ... wy E Z1SZr(qo0, wiws . .. w,.

Vsimnéme si, ze toto pravidlo je pouzito pravé jednou v prubéhu celé uispésné vypocetni
sekvence automatu. Timto krokem M piepne do mddu generovani nonterminala.
V posloupnosti prechodt

ZLiZR<q0, 1>w1£)2 coowp
Z,XF . XIXTSSXIX) ... X)L X7X3.. X2, X3X5... X2,
LXTXS X ZR(Gm, Lwiws .. wy

M pouziva pravidla tvaru
Z1\Zr(q,1) — ZLAlzZp(p, 1)

zkonstruovand v bodu 2, kde A € (V —T), x € (V —T)*, p,q € (W — F). Tato ¢ast
vypoétu je charakterizovdna stavy automatu tvaru (g, 1). Detailni dukaz této ¢ésti je popsén
Tvrzenim E.

Piechodem

Z X XIXTSSXIX) .. X} XPX3.. X2 XPX3... X3 ...
LXTXY X ZR(Gms Lwiws L wy

Z XF . XIXTSSXIXY . XL XPXZ.. X2 XPX3... XD ...
LXTXY X ZR(Gm, 2)wiws . wy
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je M prepnut do médu ¢teni terminalu. K pfepnuti slouzi pravidlo tvaru
ZL|ZR<Qa ]-> - ZL|ZR<q, 2>

zkonstruované v bodu 3. Poznamenejme, Ze toto pravidlo je pouzito vzdy pravé jednou

v prubéhu libovolné uspésné vypocetni sekvence. Protoze toto pravidlo zdroven zméni

aktudlni stav automatu tvaru (g, 1) na stav tvaru (g, 2), kde ¢ € (W — F'), neni po provedeni

tohoto kroku zddné dal$i moznost pro pouziti pravidel z konstruovanych v bodech 1 az 3.
Dale nésleduje posloupnost piechodu

Z X XIXTSSXIX) .. X} XPX3.. X2 XPX3... X3 ...
‘e X{nxgn .o -XrTmZR<Qm7 2>w1w2 Wy F*

ZRX XX X XoXTSSXIXy L Xy XPXG X XXX

L XPXS X Zp (g1, 200,

ve které M aplikuje pravidla zkonstruovand v bodu 4 a ¢te vstupni fetézec tvorenych
terminalnimi symboly. Podrobny dukaz této ¢4sti je popsan Tvrzenim F.
V kroku

ZL X Xk Xk XELOXIXISSX] X, . X XX XD XPXE XD L

XXX TG, 2)wy b

XmoXm XFoXk  XFX3XISSX{ X, . X XPXS L XD XPXE XD
LXXTLXT fet

se M dostane do koncového stavu. To je zajisténo pravidlem tvaru
Zr|Zr{a,2)y — Alef

zkonstruovanym v bodu 5, kde ge (W — F),y e T*, Ae (V —T) and f € Fy.
V tuto chvili zbyva splnit posledni podminku pro pfijeti fetézce—vyprazdnit zasobnik.
To je vyjadieno sekvenci prechodu

Xp Xm XFLXE X XIXISSX] X, . X XPXS L XD XPXE L XD

XXX fe b

D AL XJ’?HXJ’?HXJ’? L XGXISSXIx) L X71L1X12X22 .. .XgQXf’XS’ e X23 e

LLXPXE L XM fel

X Xk Xk XEXIXISSX] Xy . X XPXE L XD XPXE XD

LXTXE X fe b

XISsx!fer
SSfelk
efe.
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Zasobnik je systematicky vyprazdnovan pomoci pravidel tvaru
AJAf — elef

zkonstruovanych v bodu 6. Podrobné je tato ¢ast dokdzana v tvrzenich G a H. Z tohoto
je ziejmé, ze levy vrchol zasobniku musi obsahovat vzdy takovy symbol s pruhem, ktery
je na pravém vrcholu bez pruhu. Pokud by tomu tak nebylo a zasobnik by stile nebyl
prazdny, signalizovalo by to nesprdvnou simulaci derivace z puvodni levé rozsifené frontové
gramatiky a vstupni fetézec by byl automatem odmitnut. Stejné tak by byl vstupni Fetézec
odmitnut, pokud by automat nebyl schopen piejit do koncového stavu.

Tvrzeni D tedy plati. O

Tvrzeni E. Jestlize

ZrA, ... A1Ay ... AyBy ... BpZg{u, 1w
F ZyB;...BiA, ... A1A1 ... A,By ... By ... 2 Zp(p, 1w

v M, pak

=* Al---AnBl---Bi#Bi—l—l--~Bmx1---$ip

vG,kde Ay,..., Ay, B1,...,Bp e (V-T),x1,...;2, € (V-T), u,pe (W—F), i <m.

Zdklad indukce. Necht i = 0. Potom

ZLTn. . EAI .. AnBl . ..BmZR<’LL, 1>w
FO ZpA, .. AjA...ABy ... BpZp(u, 1w

v M a
Al .. Ay#Bi.. . Bphu="A,.. . A,#B: ... Bnu

v G.

Indukéni hypotéza. Piedpokladejme, ze Tvrzeni E plati pro kazdé ¢ < [, kde [ je kladné
celé cislo.

Induként krok. Uvazujme v M libovolnou posloupnost pfechodt tvaru

ZLAiTL. . AilAl e AnBl e BmZR<U, 1)(4)
I—H_l ZLBH—IBZ . BlAn e A1A1 . AnBl . Bml’l e l’ll'l+1ZR<q, 1>w

a rozepisme ji jako
ZLA7n. . AilAl e AnBl e BmZR<’LL, 1>w

H ZpBy...BiA, ... AjA).. . AyBy ... By ... 251 Z5{p, 1w
|— ZLBH—lBl e BlAn e AlAl e AnBl e Bme‘l e $l$l+1ZR<q, 1>w

kdege (W —F), l+2<m.

Podle indukéni hypotézy

= A AB, ... Bi#Bi1...Bpxy... oD
= A1 - AnBl - BlBl+1#Bl+2 A Bmxl .. 21T 141q
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v G. V R existuje pouze jeden typ pravidel schopnych provést pirechod

ZLE- .. BlAn .. AilAli . AnBl NN Bm{Bl . .(L‘ZZR<p, 1>w
H ZLBlJrlBl e BlAn . o A1A1 e AnBl e Bmxl e xlxl+1ZR<q, 1>w

v M. Jsou to pravidla tvaru
Z1|Zr(p,1) — ZLBij1|r1112ZR(g,1) € R.

Podle bodu 2 konstrukce obsahuje P pravidlo (Bj+1,p, 141, 9), takze

:>l Al...AnBl...Bl#BlJrl...Bmxl...xlp
= A1 R AnBl . BlBl+1#Bl+2 ...Bpx. .. 11414

v G a Tvrzeni E plati. O

Tvrzeni F. Jestlize

ZLTn. . EAl AnBl ...BmZR(u, 2>b1 . ..bj

o ZpBi...BiAn... A1A1 ... AyBr ... B Zp(p,2)bit1 ... b;

v M, potom
A1...An#Bl...Bmal...akuéi Al--'AnBl---Bi#Bi—i-l---Bmal---akbl---bip

v G, kde Aq,...,A,,B1,...,B,, € (V—T), al,...,ak,bl,...,bj eT* apué€ (W—F),
i<m, k>0.

Zdklad indukce. Necht i = 0. Potom

ZLTH...EAl...AnBl...BmZR<u,2>b1...bj
|—0 ZLE...EAl...AnBl...BmZR<u,2>bl...bj

v M a rovnéz také
Al...An#Bl...Bmal...aku:O Al...An#Bl...Bmal...aku

v G.

Indukéni hypotéza. Ptedpoklddejme, ze Tvrzeni F plati pro vSechna ¢ < [, kde [ je kladné
celé cislo.
Indukéni krok. Uvazujme v M libovolnou posloupnost pirechodt tvaru

ZLTN. . AilAl . AnBL . BmZR<u, 2>bl . bj
HAY Z BB ... BiA, ... A1Ay ... AyBy ... B ZRr{q,2)biya . . . b;

a vyjadfeme ji jako
ZLTH' . AilAl .. AnBl .. .BmZR<u,2)b1 . b]

H ZLBi...BiA, .. . AyAy .. AyBi .. By Zp(p,2)biti - . . b
F ZLBlJrlBl e BlAn NN A1A1 e AnBl e BmZR<q7 2>bl+2 e bj
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kdel +2<j,qe (W -F).

Podle indukéni hypotézy

A1 ...An#Bl...Bmal...aku
= A AB, ... B#B1...Bpay...aiby...bip
= A1 . AnBl - BlBl+1#Bl+2 A Bma1 . akbl . blbl+1q

v G, kdel+2<m.

V tomto piipadé existuje pouze jediny zpusob, kterym muze M provést krok

ZLE- .. BlAn .. AilAliAnBl e BmZR<p, 2>bl+1 . .bj
F ZLBH—lBl . BlAn e A1A1 NN AnBl NN BmZR<q, 2>bl+2 e bj.

Ten je zajistén pomoci pravidla tvaru
Z|ZRr(p, 2)bi11 — Z1Bi11ZRr(q,2) € R.

Podle bodu 4 konstrukce existuje v P pravidlo (Bjy1,p,bi41,q), kde Bjy1 € (V = T),
p,q € (W —F), by1 € T*, takze

Al---AnBl---Bl#Bl+1---Bmal---akbln-blp
= A1 . AnBl - BlBl+1#Bl+2 - Bma1 - akbl ce ble_lq

v G a Tvrzeni F tedy plati. O

Tvrzeni G. Pokud se M nachazi v koncovém stavu f € F)s, pak je mozné provadét
pouze vyprazdiiovani zasobniku symbol po symbolu.

Dikaz tohoto tvrzeni je trividlni. Podle bodu 6 konstrukce totiz pouze pravidla tvaru
Z|Af — € |€f

odebiraji ze zasobniku vzdy levy a pravy vrchol, které musi vzdjemné korespondovat (sym-
bol vlevo s pruhem musi byt shodny se symbolem vpravo, ktery je ale bez pruhu).

Tvrzeni H. Jestlize je automat v konfiguraci tvaru
AA 1. ALA LA A fe,
pak je mozné v ¢ krocich vyprazdnit zasobnik, kde i > 0.
Zaklad indukce. Pro i = 0 je jiz zdsobnik prazdny, tedy automat je v konfiguraci ¢ fe.

Indukéni hypotéza. Piedpoklddejme, ze Tvrzeni H plati pro vSechna i <[, kde [ je kladné
celé ¢islo.

Indukéni krok. Uvazujme libovolnou konfiguraci tvaru

Al+1Al .. AilAl ce AlAl+1f€.
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Podle indukéni hypotézy je zdsobnik vyprazdnén posloupnosti prechodu
A A AAL L A A fe FUATA fe b efe.
Posledni I + 1. krok je zajistén pravidlem tvaru
A Arf — elef,

které bylo zkonstruovano v bodu 6. Po provedeni tohoto kroku je jiz zasobnik prazdny.
Skutecnost, ze musi pii vyprazdnovani zasobniku v kazdém okamziku byt levy vrchol tvaru
A a pravy vrchol tvaru A, kde A € Z, je ddno tvarem pravidel zkonstruovanych v bodu 6.
Pokud by si symboly v nékterém kroku na vrcholech zasobniku neodpovidaly, byl by pro-
ces vyprazdiovani zablokovan, nebot by nebylo aplikovatelné Zaddné jiné pravidlo. Vstupni
fetézec by tedy byl odmitnut.

Tvrzeni D, E, F, G a H dohromady dokazuji inkluzi L(M) C L(G). Celkové tedy plati
i rovnost L(G) = L(M). Zbyvéa dokazat posledni tvrzeni.

Tvrzeni I. Kazdé véta w € L(M) je pfijiména s jedinou obratkou zasobniku.

Jak jiz bylo dokézano Tvrzenim D a jak je ostatné ziejmé z konstrukce, automat pouziva
pravidla z kroku b vzdy dfive, nez pouzije pravidla z kroku b+ 1, kde b =1,2,...,5. Podle
tvaru pravidel zkonstruovanych v krocich 1 az 4 je ziejmé, ze je pouzitim kazdého takového
pravidla zasobnik prodlouzen (s vyjimkou pouziti pravidla z bodu 3, kdy zustdva jeho
délka nezménéna). Prvni zkrdceni nastane az pouzitim nékterého pravidla zkonstruovaného
v bodu 5, kdy je automat preveden do koncového stavu. V tento okamzik tedy M provadi
obratku. Po vstoupeni do stavu f je pak mozné pouzit pouze pravidla zkonstruovand v bodu
6, ktera zasobnik vyprazdnuji. Rozhodné jej tedy znovu nemohou prodlouzit, tudiz obratka
provedena aplikaci nékterého pravidla z bodu 5 je skutecné jedina.

Timto je jiz Véta 4.2 dokazéana. |

7 vyse uvedené konstrukce a dukazu je ziejmé, ze zasobnikovéa abeceda obsahuje ptiblizné
dvojnédsobny pocet symbolu nez abeceda (V —T') puvodni frontové gramatiky. S tim souvisi
i pocet pravidel zkonstruovanych v bodu 6.

V dalsi vété proto ukazeme, ze kazdy oboustranny zisobnikovy automat je mozné
definovat pouze nad ¢tyiprvkovou zasobnikovou abecedou. Nazvéme tento automat jako
oboustranny zasobnikovy automat s redukovanym poctem symboli zasobnikové abecedy.
Nésledujici véta dokazuje, ze tiida jazyku definovand témito automaty je rovnéz shodnd
s tifidou rekurzivné vycislitelnych jazyku. Prestoze je dikaz analogicky dukazu predchozimu,
uvedeme si zde pro uplnost jeho plné znéni.

Véta 4.3 2sPDAR = RE
Dukaz

Uvazujme znovu levé rozsifenou frontovou gramatiku

G=(V.T,W,F,Sq, P)
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a bez ztraty obecnosti predpokladejme, ze G spliiuje podminky popsané v Lemmatu 4.1.
Konstrukei rozsiteného oboustranného zisobnikového automatu s redukovanym poctem
symbolu zdsobnikové abecedy

M = (Q7T7Z7R7Z71717FM)

provedeme nésledujicim zpusobem.

Konstrukce. Definujme injektivni zobrazeni

h:(V-T)— {0,112

h:(V-T)— {01}
kde

n = [logy(card(V —T))]
takové, ze pro kazdé A € (V —1T),

h(A) = {03{0,1}"{0}

h(A) = h(A)".

Rozsifme doménu injekce h na (V' — T')*. Po tomto rozsifeni je h injektivnim homomorfis-
mem z (V—T)* do ({0}{0, 1}"{0})*. Poznamenejme, Ze k prvkum 0 a 1 existuji odpovidajici
prvky 0 a 1.

Mnozinu stavu @, zdsobnikovou abecedu Z a mnozinu koncovych stavu Fjs vytvorime
nasledovné.

e Q={f2}U{{¢:1).(¢:2)|[g € W}
e 7 =1{0,0,1,1}
o Iy ={f}
Mnozina pravidel R je pak vytvofena postupnou aplikaci néasledujicich kroku.

1) pro vychozi axiom gramatiky G, Sqo, kde S € (V —=1T), qo € (W — F),
pridej 1|1z — 1]|h(S)1{qo,1) do R

2) pro kazdé (A7Q7xapl€ P, kde A€ (V_T)’ D,q € (W_F)’ T e (V_T)*7
pridej 1|1{(g, 1) — 1h(A)|h(z)1(p,1) do R

3) pro kazdé ¢ € W pridej 1|1(g,1) — 1|1{g,2) do R

4) pro kazdé (A,q,y,p) € P,kde A€ (V-T),p,qe (W -F),yeT",
pridej 1|1{(q,2)y — 1h(A)|1(p,2) do R

5) pro kazdé (A7Q7y7t) € P, kde A € (V_T)7 qc (W_F)7 yET*,tEF,
piidej 1|1(g,2)y — h(A)|ef do R

6) pridej do R pravidla 0|0f — elef a 1|1f — elef

Tim je konstrukce automatu M kompletni. Analogicky pfedchozimu dikazu zaved me nésle-
dujici notaci. Je-li aktudlni stav automatu tvaru (g, 1), fikdme, ze M je v médu generovdni
nontermindli. Podobné je-li aktudlni stav automatu tvaru (g, 2), fikdme, ze M je v médu
étend termindgli, ¢ € (W — F).
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Hlavni myslenka. M simuluje derivace v levé rozsitené frontové gramatice G a kdéduje sym-
boly z (V —T') na svém zasobniku pomoci bindrnich fetézcu. V prvni ¢asti predpokladejme,
ze aktudlni vétna forma v G je w#Avp, kde w,v € (V -T)*, Ae (V-T)ape (W -F).
Odpovidajici konfigurace M ma potom tvar

1 (w)h(w)h(A)h(v)L(p, 1w,
kde w € T*. Necht (A, p,z,q) € P, kde z € (V — T)*. Potom,
wH#Avp = wAHvzrq

v G. V tomto piipadé musi byt M v médu generovani nonterminalt a odpovidajici pravidlo
pro simulaci uvedené derivace automatem M je podle bodu 2 konstrukce

1|1{p,1) — 1h(A)|h(x)1{q,1) € R.
Pomoci tohoto pravidla M piejde do nové konfigurace, kterd ma tvar
1h(A)h(w)h(w)h(A)h(v)h(x)1(g, 1)w.

Viimnéme si, ze A je zakédovan pomoci h a vysledny bindrni fetézec je vlozen zleva na
zasobnik. Déle je pomoci h zakédovan Tetézec x a vysledek je vlozen na zasobnik zprava.

Nyni predpoklddejme, ze w#Avup je aktudlni vétnd forma v G a (A,p,y,q) € P je
pouzité pravidlo, kde u,y € T*, A€ (V —T), v € (V — T)*. Pak

wH#H Avup = wAH#Hvuyq
v G. Podle bodu 4 konstrukce je odpovidajici pravidlo automatu tvaru
1/1{p,2)y — 1h(A)[1{¢,2) € R

a M provadi prechod

Th(w)h(w)h(A)h(v)1(p, 2)yw’ F 1h(A)h(w)h(w)h(A)h(v)1{g, 2)w’,

kde ' € T*. Poznamenejme, Ze v tomto piipadé musi byt M v médu cteni termindlu.
V tomto kroku je zakédovan pouze symbol A a vysledny fetézec reprezentovany pomoci
h(A) je vlozen zleva na zasobnik.

Jinymi slovy, kazdé A € (V — T'), které je generovéno za symbolem # v G je vlozeno
jako h(A) zprava na zasobnik. Pfipomenme, ze vSechny tyto symboly jsou v kazdé tispésné
derivaci pozdéji v G presunuty pied symbol #. To je duvod, pro¢ M vklada jejich kédové
fetézce tvorené symboly 0 a 1 zleva na zdsobnik. Na zdvér je vyprazdnénim zasobniku po-
moci pravidel zkonstruovanych v bodu 6 provedena kontrola korektnosti celé simulace.

Pr.: Stejné jako v pripadé neredukované varianty oboustranného zdsobnikového automatu si
1 zde nejprve uvedeme prakticky priklad, ve kterém uvedeme podrobnou konstrukci automatu
a simulaci prijeti vstupniho retézce. Prestoze se budeme jiz po nékolikdté opakovat, uvedeme
1 zde pro uplnost definici vjchozi levé rozsitené frontové gramatiky, ze které budeme provddét
konstrukci.

Q = ({A7 Bv a, b}7 {G, b}a {p7 q, f}7 {f}7 Ap7 {p17p27p3ap47p57p6}>

MnoZina pravidel této gramatiky obsahuje ndsledujici pravidla.
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b1: (Avpa AA)p)
b2 (Avpv BB>p)
p3: (Ap,a,q)
2/ (Aqu a, Q)
ps: (B,q,b,q)
Pe : (B>q7b7 f)

Postupnou aplikaci diive wvedengch kroki zkonstruujeme oboustranny zdsobnikovy automat
s redukovanym poctem symbolu zdsobnikové abecedy

M= (Q,T,Z,R,z,Z1,, ZR, Frr),
kde
e Q={f2(p1),(2),{¢1)(¢2)}
o T'={a,b}
e Z=1{0,0,1,1}
Fy ={r}
symboly z mnoziny (V —T') zakédujeme takto:

| A B
000 010
000 010

h
h

konstrukce mnoZiny pravidel R je uvedena v ndsledujict tabulce

Oznacent Pravidlo Odp. pravidlo z )

la) 11z — 1]/0001(p, 1) —

2a) 1]1{p,1) — 1000/0000001(p, 1) (A, p, AA,p)

2b) 1]1{p,1)  — 1000]/0100101(p, 1) (A,p, BB,p)

4a) 1|1(p,2)a  — 1000|1(g,2) (A,p,a,q)

4b) 1|1{g,2)a — 1000|1(q,2) (A,¢,a,9)

4c) 1]1(g,2)b  — 1010|1(g,2) (B, 4,b,9)

50)  11(g,2b — OT0)f (B,a,b, f)

6a) 0lof —  elef —

6b) 11f —  elef —
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Stejné jako v prikladu pro neredukovanou wverzi automatu je ve sloupci Oznacéenti
uveden identifikdtor kaZdého pravidla, ve kterém cislo odpovidd ¢islu kroku v konstrukci
a pismeno rozlisuje dané pravidlo v rdmci kroku konstrukce. Sloupec Pravidlo pak
obsahuje zkonstruovand pravidla automatu M a sloupec Odp. pravidlo z Q) obsahuje
korespondugict pravidlo z gramatiky @, ze kterého bylo dané pravidlo M odvozeno.

I zde pripomernime, Ze véta abb € L(Q), jejiz prijeti budeme automatem simulovat, je ve
vijchozi levé rozsitené frontové gramatice (Q vygenerovdna derivact

#Ap
= AA#ABBp [(A,p, BB,p)]
= AAA#BBaq  [(A,p,a,q)
= AAAB#Babq |[(B,q,b,q)]
= AAABB#abbf |[(B,q,b,f)].

Nyni si konecné muzeme uvést posloupnost kroku, kterymi tuto vétu prijme nami zkonstruo-
vany oboustranny zdsobnikovy automat s redukovanym poctem symbolu zdsobnikové abecedy
M.

11zabb
F10001(p, 1)abdb la
- 10000000000001(p, 1)abb %
F10000000000000000100101 (p, 1)abdb 2b
F10000000000000000100101(p, 2)abb 3a
F 10000000000000000000100101(q, 2)bb 4a
= 10100000000000000000000100101(g, 2)b  4c
F  010010000000000000000000010010 fe oa
F 1001000000000000000000001001 fe 6a
F  00100000000000000000000100 fe 6b
F  010000000000000000000010 f& 6a
F  1000000000000000000001 fe 6a
F  00000000000000000000 f& 6b
F  000000000000000000 f& 6a
F  0000000000000000 fe 6a
F00000000000000 fe 6a
F 000000000000 fe 6a
F 0000000000 fe 6a
00000000 fe 6a
- 000000 fe 6a
- 0000 e 6a
F 00fe 6a
F efe 6a

I v tomto pripadé skoncil M v konfiguraci € fe a vstupni Tetézec byl uspésné prijat. Z tohoto
pristupu jsou vsak zrejmé dvé nevyhody. Tou proni je nutnost alokovat nekolikandsobné vétsi
prostor na zdsobniku nez by tomu bylo u neredukované verze automatu. Druhou nevyhodou
je nizsi prehlednost. Vighodou je naopak nizky pocet symbolu zdsobnikové abecedy.
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Rigorézni dikaz

Nyni je tfeba formélné dokazat rovnost L(G) = L(M), tedy L(G) C L(M) a L(M) C L(G).
Demonstraci Tvrzeni A, B a C nejprve dokdzeme L(G) C L(M).

Tvrzeni A. Jestlize
A . n#Bl mu =* A1 AnBl - Bi#Bi-i-l - Bml’l . ID

v G, pak

1R(A) . R(ADR(AY) ..
H 1R(B;) ... (B1)h(Ay) ..

(A)R(By) ... h(By)1(u, 1w
(ADR(AL) .. h(A)h(BY) ... h(Bm)h(z1) . . . h(z:)1{p, 1w

v M,kde Ay,...,Ap,B1,....,Bpe V-T),21,...,2, € (V-T) u,pe (W—-F),n>0,
weT* 0<i<m.

.h
h

Zdklad indukce. Necht i = 0. Potom
A .. n#Bl mu :> Al n#Bl mu

v G a

v M.

Indukéni hypotéza. Predpokladejme, ze Tvrzeni A plati pro vSechna i < [, kde [ je kladné
celé ¢islo.

Indukéni krok. Uvazujme libovolnou derivaci tvaru
Ai.. . Ay#B;1...Bhu :>l+1 Ay AB ... BlBl+1#Bl+2 ...Bnx. .. T1T1419
a vyjadireme ji jako

Ar.. . Ap#DBy ... Byu
:>l AlA Bl...Bl#BlJrl...Bmxl...xlp
= A1 R AnBl R BlBl+1#Bl+2 ...Bpx ... TiT1+19

v G, kde (I14+2)<m,qe (W -F).

Podle indukéni hypotézy

lﬁ(An). h(A )j@( 1) .. iz(An)h(Bl)...h(Bm)l(u,1>w
FOAR(BY) . R(B)R(A) - R(ADR(AL) . h(Ap)A(B1) . . h(Bp)h(z1) . . h(x)1{p, 1w
+ 1h(Bl+1)h(Bl) h(B1)h(Ay) ... h(A1)R(A1) ... h(An)h(B1) ... h(Bm)h(z1) - ..

- h(z)h(z41) (g, Dw

v M. Pomoci pravidla tvaru (Biy1,p, xi11,9) € P, kde Bjx1 € (V =T), p,qg € (W —F) a
zi41 € (V. —T)*, je provedena derivace
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Ay.. . ABL.. . Bi#Bi1 ... Bpxr .o xpp
= Ai...A,Bi... BlBl+1#Bl+2 ...Bpxy... TiT1+19

v G. Podle bodu 2 konstrukce existuje v R pravidlo

11(p, 1) — 1h(Bp1)|h(x141)1(g, 1),

1R(BY)... B(B)H(An) ... .
F 1h(Bi1)h(B) ... h(B1)h(Ar) - . h(Al)h(Al)---h(An)h(Bl)---h(Bm)h(fU1)~~
() h(z41) (g, Dw

v M a Tvrzeni A plati. O

Tvrzeni B. Jestlize

' An#B1...Bpay...apu
=! AlA B... z#B'L+1---Bmal---akbl---bip

v G, pak

1R(Ay) . R(ADR(AY) - h(A)R(By) . A(Bin) 1w, 20D . b
o 1R(By) .. h(B)R(An) .. (A R(AL) .. h(Ap)h(By) . ..
.. h(Bm)1<p, 2>bi+1 e bj

v M, kde Ay,...,An,B1,...,B, € (V—T), at,...,ak, bl,...,bj eT* u,p€ (W—F),
E>0,0<i<j<m.

Zdklad indukce. Necht i = 0. Potom
Ay An#Bi ... Bpai...aqpu =" Ay ... Ay#B1 ... Bpa ... agu

v GG. Rozhodné také

v M.

Indukéni hypotéza. Piedpokladejme, ze Tvrzeni B plati pro kazdé i < I, kde [ je kladné
celé cislo.

Indukéni krok. Uvazujme libovolnou derivaci tvaru

Al n#Bl mal aru
=LA .A 2B .. .BlBl+1#Bl+2 ...Bpay...apby ... bib1q

a vyjadreme ji presnéji jako

Ay Ap#DB1 ... Bpay ... aiu
:>l AlA 31...Bl#Bl+1...Bmal...akbl...blp
= A1 . AnBl . BlBl+1#Bl+2 ...Bpai... akbl . blbl+1q
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v G kde k>0,0<(14+2)<m,qe (W —F).

Podle indukéni hypotézy

R(BOR(AR) - ADRAL) - BAR(BL) - BB 1, 2bis b,
- 1R(BL)R(BY) - B(BO)R(Ay) - . B(A)R(AL) - h(A)h(B1) - .. h(Bu) 1@, 2)bisa - . b;

Derivace

A1...AnBl...Bl#Bl+1...Bma1...akb1...blp
= A1 A AnBl - BlBl+1#Bl+2 ...Bnpaq... akbl A ble_lq

v G je provedena pomoci pravidla tvaru (Bjy1,p,bi+1,q9) € P, kde By € (V —=T), p,q €
(W — F), bjy1 € T*. Podle bodu 4 konstrukce existuje v R pravidlo

1’1<p7 2>bl+1 - 1E(Bl+1)‘1<q7 2>>
takze
1E(Bl) . .;E(Bl)ﬁ(fln) . .;E(Al)h(fh) o h(AR)W(B1) ... h(Bm)1(p, 2)bj11 ... bj

F o 1R(Big1)h(By) ... h(B1)h(Ay) ... h(A1)h(A1) ... h(Ap)h(B1) ... h(By)1(q,2)bi42 . . . b;
v M a Tvrzeni B tedy plati. g
Tvrzeni C. Jestlize

Ay VA H#Ag = Ay A 1 AnHyzt

vG,kde Ay,..., A e (V-T),y,2€T*, g (W —F), t € F, pak
Th(An_1) ... h(A1)h(A7) ... h(A)1{q,2)z - h(Ay) ... h(A1)R(AL) ... h(AL) f

v M, kde f € Fu.

Gramatika G provadi uvedenou derivaci pomoci pravidla tvaru (Ay,q, z,t) € P, kde A, €
(V-T),zeT* g (W —F), t € F.Podle bodu 5 konstrukce existuje v R pravidlo

1/1(g,2)z — h(An)[ef,
takze
1h(An_1)...h(A)R(AL) ... h(A)1{q,2)2 = h(Ap)h(An_1) ... h(A1)h(AL) ... h(A,) fe

v M a Tvrzeni C tedy plati. O

Tvrzeni A, B a C dokazuji, ze L(G) C L(M). V dalsi ¢asti dokdzeme platnost obracené
inkluze, tedy L(M) C L(G).

Tvrzeni D. Automat M piijimé kazdou vétu w € L(M) nésledujicim zpusobem.
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llzwiws ... wy F

1h(5)1{qo, 1>w1w2 (O

Lh(S)h(S)h(X ) (X ) ( 2 1{q1, Hwiws ..
Lh(X{)R(S)h(S)h(X])h ( (X1 )W(XT)h(
1h(X2))( )()()( )( 3) - h(Xq, )R

1{g3, Hwiws .. -

wy

X 3).. h(X2,) g2, wiws ... w,
X%)h(Xg) L R(XE)R(XP)R(XSE) ...
h(X,

VWX DR(S)A(S)W(X])M(X3) ... h(Xy )MXP)R(XF) ... h(X7,)
R(X3) .. h(XT)R(XTY) .. (X7 )G, Lwiws . .. w,

W(XDR(S)(S)R(X])R(X3) ... (X3 )MXT)A(XF) ... h(XF,)
h(X3) . R(XT)R(XDY) . (X g, 2)wiws . .. wy b

—_
=
>
iw

—
=
=
el
>
=
>
N
~—
=
>
==
=

(S)R(S)M(X])R(X]) ... h(Xp R(XP)R(XE) ...
X2 )R XPA(XE) .. h(X3,) .. . M(XT)A(XT) .. M XD VU gm1, 2)wa . .. wy

JR(XE) A RXDRS)R(S)R(XDA(XD) ... (X} Yh(XD(XP)
B(XE) . (X3 XA o A(XEE YLz, 2)ws .y

1h<X771nm71) ( j+2>h( i+ 1) ( ) ( )
h(X}Ll)h(Xl) (X3) ... h(X3,)W(X ) (X3)...M(X
BB - (X g1, 2}
R(XT R ) - (XF )R m)( 7)o R(XD)R(XT)R(S)R(S)h(X])A(XS) ...
h(Xp, ) R(XT)M(XZ) ... h(XZ )A(XT)h(X ) (Xis)--.

Ch(XTR(XEY) (X ) fe I—"”

RO ) - RO RO R . RCRORSIRS)hOC)A(X)
XL RO RCXS) .. A, (X >h<X3>...h<X23>...
(XX R ) fe e

h(X o ) - LX) ]H)E( 7 h(X)R(X)A(S)R(S)(XT)(X7) ...
h h h

< AR(XS) . A )RXDA(XE) . h(X,) ...
h(Xm)h(Xgn).. h(X™ o) fe I—”+2
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kde w = wyws ... wp, * > 1, wy,...,wr € T* qo,q1y -+« s Gmtr—1 € (W — F),
XXy X XXX e (V =T, nayng, . npm > 0,0 < k< m.
Prozkoumame vsechny kroky konstrukce mmnoziny pravidel R. Pfipomenme, ze automat
pouziva v kazdé ispésné posloupnosti prechodu pravidla zkonstruované v kroku b pied tim,
nez pouzije pravidla zkonstruovand v kroku b+ 1, kde b=1,...,5.

V prvnim kroku aplikuje M pravidlo

112 - 1[(S)1{q0, 1)

zkonstruované v bodu 1, kde Sqp je vychozi axiom gramatiky G. Toto je jediny zptsob,
kterym M muze provést prechod

1lzwiws ... wy F 1(S)1{go, )wiws . .. wy,

a prepnout se tak do moédu generovani nonterminala. Vsimnéme si, ze toto pravidlo je
v kazdé uspésné posloupnosti prechodu pouzito pravé jednou.
V posloupnosti prechodt

1h(S)1(go, wiws ... wy =~
T(XF) ... M(X3)R(X])R(S)R(S)(X])R(X3) . .. h( X )M(XT)R(X3) ... h(X7,)
RMXP)M(XE) .. h(X3,) .. . h(XT)R(XT) ... (X ) 1{gm, L)wiws . .. wy

pouziva M pravidla tvaru
111{g,1) — 1h(A)|h(z)1(p, 1)
zkonstruovand v bodu 2, kde A € (V—-T),z € (V-T)* p,q € (W — F). Tato posloupnost
je charakterizovana stavy automatu tvaru (g, 1), kde ¢ € (W — F'). Detailni dukaz této ¢asti
popisuje Tvrzeni E.
Krokem

LR(XE) .. RXDRXDR(S)R(S) X DR(XD) ... h(XL R(XDR(XF). . h(XE,)
BOXR(XE) . B(XE,) . R(X)RCXE . A(X )L (g, s .y

Th(XF) ... (X)) R(XDR(S)R(S)R(XT)M(X3) ... A(X Vh(XT)R(XF) ... h(X7,)
WXHR(XD).. h(X? D R(XR(XEY - A(XT )G, 2)wiws - w0,

je M prepnut do médu ¢teni terminala. To je zajisténo pouzitim nékterého z pravidel tvaru

11{g, 1) — 1[1{g, 2)

zkonstruovanych v bodu 3. Pravidlo tohoto typu je pouzito v prubéhu jedné ispésné
vypocetni posloupnosti pravé jednou. Protoze toto pravidlo méni stav automatu tvaru (g, 1)
na stav tvaru (g, 2), pro aktudlni ¢ € (W — F), neni poté jiz zddna dalsi moznost pouziti
pravidel zkonstruovanych v bodech 1 az 3.

V casti
1(XF) ... A(XA(X])R(S)R(S)R(XT)R(X3) ... M(Xp YR(XT)R(XF) ... h(X3,)
h(X3) (X3).. . h(X3) .. M(XT)R(XF") ... h(XD ) U{gm, 2)wiws . .. wy B

ROGE, ) B RO ROC) - ROCROA RS MSDROE)
(XS, ROXIRCXS) . h(XERXDROKD) - h(XE,)
S RCXPVRCXE) o ROX ) (o1, 2)0,



pouziva M pravidla zkonstruovana v bodu 4 a postupné ¢te vstupni fetézec tvoreny ter-
minalnimi symboly. Detailni dikaz této ¢asti je uveden v Tvrzeni F.
V piechodu

LA(X3 1) - h(XF ) R(X T ) R(XT) . h(X3)
WX JW(XP)A(XF) . . h(X7 )W(XP)R(XF) ... h(X.

BB o hX YL s, 2) 0

X, )E(Xri”m 1) (Xf+2) (X5 D)A( f)
h( Xp JW(XP)A(XF) . . h(X7 )W(XP)R(XF) ... h(X.
h(XT)h ( )---h(X?m)fE

E(%%)E(S)h(S)h(Xl)h(Xg)
3.

(9521) (X1)R(S)R(S)(X{)h(X3) ...
3.

je M priveden do koncového stavu. K tomuto icelu je pouzito pravidlo tvaru

11{(q,2)y — h(A)lef

zkonstruované v bodu 5, kde ge (W —T), yeT*, Ac (V-T) a f € Fy.

Nyni zbyva splnit posledni podminku pro prijeti fetézce, a to vyprazdnit zasobnik.
Postupné vyprazdnovéni zasobniku (po kédovych fetézcich jednotlivych symbola z (V —1T))
znazornuje posloupnost prechodu

R(XTOR(XE ) - h(X )R JH) ( J’“)
WX VXTR(XZ) - . (X5, ) R(XF)R(X3) .. (X
CR(XTYR(XE) . h(XIT ) fe e

()3() (XDA(S)h(S)(X])h(X3) . ..
3.

M 1) - X ) ]+1) (X7) - h(X)R(XD)A(S)h(S)h(XP)h(X7) ...
WX, )W(XP)R(X3).. ( (X )( 3). - h(X3). ..

L H(XPOR(XT) L h(X i m ) fe 2

A 9) - h(XT 9)h( j+1) A(XT) ... h(X5)R(XD)A(S)h(S)h(XD)h(X) ...

Nm

WX )W(XP)h(X3).. ( (X )( 3). - h(X3).

ni

~hXT)AXTY) - ( i _z)f 2

R(X])R(S)h(S)h(XT) fe T2
h(S)h(S) fe F"+2
efe.

Jednotlivé symboly jsou odstrafiovany z levého i pravého vrcholu zésobniku pomoci pravidel
0[0f —elef a 1]1f —celef

zkonstruovanych v bodu 6. Opét jako v pripadé neredukované verze oboustranného zdsobni-
kového automatu je nutné, aby levy symbol s pruhem a pravy symbol vzdjemné korespon-
dovaly. Jediné tak je mozné tispésné zasobnik vyprazdnit. Podrobné popisuji vyprazdinovani
zasobniku Tvrzeni G a H. Timto je Tvrzeni D dokazano.
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Tvrzeni E. Jestlize

 1A(A) .. B(A1)R(AY) ...
HAR(B).. . R(B1)R(Ay) ...

(A)R(B1) ... h(Bp)1(u, 1w

h
RADR(AL) .. h(A)h(B1) ... h(Bm)h(z1) - . . h(z:)1{p, Dw

v M, potom
A . n#Bl mu:> A1 AnBlH‘Bi#BH—ln-Bmxlu‘xz‘p
vG,kde Ai,..., Ay, B1,...,Bm € (V=T),21,...,2, € (V=T)", u,pe (W—F),0<i<m.

Zdklad indukce. Necht i = 0. Potom

1h(An) ... A(ADR(AL) . . h(A)R(BY) . . . h(By)1{u, 1w
FO 1R(Ay) .. R(ADR(AL) .. h(A)R(B1) . . . h(Bum)1{u, 1w

v M a
Ar .. n#Bl Bu :> A .. n#Bl B,u

v G.

Indukéni hypotéza. Ptredpoklddejme, ze Tvrzeni E plati pro vSechna ¢ <[, kde [ je kladné
celé cislo.

Induként krok. Uvazujme libovolnou posloupnost prechodu tvaru

1R(A) . B(ADA(AL) . B(A)R(By) .. h(B)1{u, 1w
VA(Braa)(By) ... i(BO)R(Ay) . - . F(ADA(AL) . .. h(A)h(B) ... h(Bu)h(z1) - .
() h(r41) (g, Dw

v M a vyjadieme ji presnéji jako

kdege (W —-F),0<1<m.

Podle indukéni hypotézy

Ay Ap#Bi ... Byu
= AlA Bl...Bl#Bl+1...Bmx1...xlp
= Al . AnBl . BlBl+1#Bl+2 ...Bpxy... TiT1419

v G. Prechod

1R(BY) ... R(BR(A,) .. T 3
1h(Bi41)M(By) ... h(B: )h(An) h(Al)h(Al)-~-h(An)h(Bl)-~-h(Bm)h(l‘1)--~
(@) h(zi41)1(g, Dw
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v M je proveden pomoci pravidla tvaru
11(p,1) — 1h(Biy1)|h(z111)1{g, 1) € R.
Podle bodu 2 konstrukce ale obsahuje P pravidlo (Bjt1,p, 11, q), takze

=t A ABy...Bi#Bi1...Bpxy... oD
= A1 - AnBl . BlBl+1#Bl+2 A Bmxl .. 212414

v G a Tvrzeni E plati. O

Tvrzeni F. Jestlize

AR(A) . B(ADR(AY . A(ADR(BY) - h(B) 1w, 2)b .. by
HOR(BY) . B(BOR(A) .. B(AVR(AL) - . h(AW)h(By) . .. h(B)h(Bisy) . .
h(Bpm)1(p, 2)bit1 ... b;

v M, pak

AL Ag#Br .. Bras . agu
="' AlA B... Z#BH—l-"Bmalw-akbl-”bip

v G, kde Ay,...,A,,B1,....By, € (V=T), a1,...,a5, bi,...,b; € T* ap,uc (W —F),
0<i<m,k>0.

Zdklad indukce. Necht i = 0. Potom

17(Ay) ... B(ADR(Ar) ... h(A ...b;
0 1R(An) .. A(ADR(AL) . . h(Ap)h(By) . .. h(Bu)1{u, 2)by . .. b;

v M a urcité také
Ay .. Ap#Bi...Bpay...agu =" A ... Ay#By ... Bnai ... apu

v G.

Indukéni hypotéza. Predpoklddejme, ze Tvrzeni F plati pro vSechna ¢ < [, kde [ je kladné
celé ¢islo.

Indukéni krok. Uvazujme libovolnou posloupnost prechodu tvaru

Ta(Ay) . B(ADR(AL) .. h(A)R(BY) ... .. b;
HEL TR(B)A(BY) - R(BUR(A) . R(ADA(AL) - B(Ap)R(BY) ... h(Bm) (g, 2)bisa - .- b;

v M a vyjadieme ji jako

TA(A) - F(ADA(AY - B(ADR(B) . h(Bo) L, 21 b,
HOTR(BY) - R(BOR(AR) - BADR(AL) . h(A)R(BL) . h(By) Lp, )by - by
= h(BlH) (By)...h(B1)h(Ay) ... h(A1)h(A1) ... h(Ap)h(B1) ... h(By)1{q, 2)bj42 .. . bj,
kde 0 < (I+1)<j<m,qe (W -F)

Podle indukéni hypotézy
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A ... Ap#Bi...Bpai ... apu ="
:>l Al'--AnBl---BZ#BH-l'--Bmal---akbl---blp
= A1 . AnBl - BlBl+1#Bl+2 ...Bpai... akbl - blbl+1q

v G, kde 0< (142) <m, k> 0.

V tomto piipadé provede M krok

1h(By) ... h(B1)h(Ap) . .- h(A1)R(A1) ... h(Ap)h(B1) - . . h(Bm) 1D, 2)bi41 - - - by
E BB )R(BY) - (B)R(AR) . BADR(AL) «... h(Ag)h(B1) . .. h(Bu)1{d, )i - .. by

pouzitim pravidla tvaru

11(p, 2)bi41 — 1h(Bi11)/1(¢,2) € R.

Podle bodu 4 konstrukce existuje v P pravidlo (Bjt1,p,b141,9), kde Bj4q € (V = T),
p,g€ (W —F), b1 € T*, takze

Al---AnBl---Bl#Bl+1---Bma1---akb1---blp
= A1 . AnBl . BlBl+1#Bl+2 . Bma1 - akbl A blbl+1q

v G a Tvrzeni F plati. O

Tvrzeni G. Pokud se M nachézi v koncovém stavu f, pak je mozné provadét pouze
vyprazdinovani zésobniku symbol po symbolu.

Dikaz je trividlni. Podle bodu 6 konstrukce obsahuje M pravidla
0[0f —elef a 1]1f — elef,

ktera postupné odebiraji vzdy dva korespondujici symboly z levého a pravého vrcholu
zésobniku (je-li levy vrchol 0 resp. 1, musi byt pravy vrchol nutné 0 resp. 1).

Tvrzeni H. Necht M kéduje nontermindlni symboly gramatiky G fetézci o pevné délce
k symboli. Bez ztraty obecnosti muzeme piredpokladat, ze k = n + 2, kde

n = [logy(card(V —T))].

Necht se ddle automat nachézi v konfiguraci

Pak je mozné vyprazdnit zasobnik v k¢ krocich, pro ¢ > 0.

Zdklad indukce. Pro i = 0 je jiz zasobnik prazdny, tedy automat se nachazi v konfigu-
raci € fe.

Indukéni hypotéza. Predpokladejme, ze Tvrzeni H plati pro kazdé i < [, kde [ je kladné
celé ¢islo.

Induként krok. Uvazujme libovolnou konfiguraci tvaru

R A )R ADR(A1) . . . B(ADR(AL) - . h(Ai_1)h(A) (A fe.
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Podle indukéni hypotézy je zasobnik vyprazdnén posloupnosti prechodu
MAGD)R(ADR(ALZ) .. h(ADR(AY) .. h(A_1)h(ADR(Ar1) f FP R(AD (A f P e fe.
Posledni ¢ast celé posloupnosti ma délku k prechodu a je mozné ji presnéji rozepsat jako

CkCh_1---CIC] -..Cp_1CLfE
H Ck_1...C1C1...Cp_1f¢€
=1 e fe,

kde ¢1,...,¢ € {0,1} a ¢1,...,cx € {0,1}. Podle bodu 6 konstrukce musela byt pouzita
pravidla

0[0f —elef a 1]1f —elef.

Nyni je jiz zasobnik prazdny. Zopakujme, Ze symboly na vrcholech zasobniku musi vzajemné
korespondovat. Pokud by tomu tak nebylo, zdsobnik by nebylo mozné vyprazdnit a vstupni
fetézec by nebyl prijat.

Tvrzeni D, E, F, G a H dokazuji, ze L(M) C L(G). Celkové tedy skutecné plati rov-
nost L(G) = L(M). Posledni tvrzeni se tyka vlastnosti, kterou je mozno charakterizovat
kazdy dspésny vypocetni proces.

Tvrzeni I. Kazda véta w € L(M) je pfijiména s jedinou obratkou zasobniku.

Dukaz tohoto tvrzeni je podobny dukazu stejného tvrzeni pro neredukovanou verzi obou-
stranného zdsobnikového automatu. Pro tplnost jej ale uvedme. Jak jiZz bylo dokdzano
Tvrzenim D a jak je ostatné ziejmé z konstrukce, automat pouzivd pravidla z kroku b
vzdy diive, nez pouzije pravidla z kroku b + 1, kde b = 1,2,...,5. Podle tvari pravidel
zkonstruovanych v krocich 1 az 5 a s ohledem na délku kédovych slov jednotlivych nonter-
minalnich symbolu je ziejmé, ze je pouzitim kazdého takového pravidla zédsobnik prodlouzen
(s vyjimkou pouziti pravidla z bodu 3, kdy zustava jeho délka nezménéna). Prvni zkraceni
nastane az prvnim pouzitim nékterého pravidla zkonstruovaného v bodu 6, kdy zac¢ina byt
zasobnik vyprazdnovan. V tento okamzik tedy M provadi obratku. S ohledem na tvar pra-
videl v bodu 6 jiz neni mozné opétovné prodlouzeni fetézce na zasobniku a tudiz zminovana
obratka je skutecné jedina.

Nyni je jiz dikaz Véty 4.3 hotov. |

4.3 Shrnuti

Vyse uvedend konstrukce a diukaz potvrzuji, ze oboustranné zdsobnikové automaty maji
stejnou vyjadfovaci silu jako frontové gramatiky a jsou tudiz schopné definovat celou tiidu
rekurzivné vycislitelnych jazyku. Srovname-li tyto automaty s béznymi zasobnikovymi au-
tomaty, ziskali jsme jednoduchou modifikaci mnohem silnéjsi formalni model. Pfitom jsme
pouze rozsitili bézny zasobnik na oboustrannou variantu a tim umoznili vkladat a odebirat
potiebné symboly a fetézce z obou stran. Toto je jediné rozsiteni struktury bézného zdsobni-
kového automatu.
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Prestoze jsou tyto automaty velmi podobné jiz dlouho znamym dvouzasobnikovym au-
tomatim, maji i tak nékolik pfednosti. V prvni fadé je to celistvost takto definovaného
zasobniku. Ta umoznuje definovat zasobnik nad volnou grupou a jeho vyprazdinovani prova-
dét implicitnimi redukcemi s vyuzitim inverznich symboli. Tim odpadne nutnost pouziti
pravidel z bodu 6. Zavedeni volné grupy do oboustrannych zasobnikovych automatu je po-
drobné studovano v [8]. Dalsi vyhodou je moznost transformace oboustranného zasobniku
na frontu, kdy neni tfeba vyrazné ménit definici, ale pouze piipustné tvary pravidel.

Na prvni pohled se muze zdat, Ze jsou tyto automaty velmi jednoduchou modifikaci
soubézné jednoobratkovych dvouzdsobnikovych automatu prezentovanych v [22]. T kdyz
jsme z tého publikace vychéazeli a uvedené automaty byly pro nas vyzkum hlavni inspiraci,
prindsi tento dukaz vyrazné zjednodusSeni konstrukce, kdy piimo vyuzivd nontermindlni
symboly (resp. jejich bindrni kédy) z frontové gramatiky a s nimi pracuje na zasobniku.
V [22] je tato problematika FeSena pomoci substituci, coz predstavuje slozitéjsi piistup jak
ke konstrukci pravidel automatu, tak i k celému dukazu a ¢ini jej timto méné piehlednym.

Oboustranné jednoobratkové zdsobnikové automaty (a jejich redukované verze) predsta-
vuji dalsi prirastky do rodiny modela pro popis formélnich jazyka.
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Kapitola 5

Vertikalni kontext v obecnych
gramatikach

Bézné gramatiky Chomského hierarchie generuji jednotlivé véty jazyka posloupnosti piimych
derivaci, kdy je v kazdém takovémto derivaénim kroku aplikovano nékteré z prepisovacich
pravidel na aktualni vétnou formu. Tato aplikace neni omezena zadnymi dalsimi podminkami
s vyjimkou kontextu (urc¢itého podretézce aktudlni vétné formy), ktery musi byt nalezen
v aktudlni vétné formé. Tento kontext muzeme nazyvat horizontalni. Je ziejmé (a vyplyva
to jiz z definice Chomského gramatik), ze nutnou podminkou pro aplikaci konkrétniho
prepisovaciho pravidla na aktudlni vétnou formu je vyskyt takového podietézce v této
vétné formé, ktery se shoduje s levou stranou aplikovaného prepisovaciho pravidla.

5.1 Novy pohled na derivac¢ni proces

V této sekci zavedeme zcela novy piistup k derivaénimu procesu. Uvazujme gramatiku
G=(V,T,P,S)

v Kurodové normalni formé a libovolnou derivaci délky n tvaru

N = Y2 = = Yn,

kdey; = S ay, € L(G) pro ngjaké n > 1 v G. Kazda takovéto derivace muze byt vyjadiena
jako

S = 11 T12 ... Tim
= T21 22 ... Tom
= Tpl Tp2 ... Tnm,

kdem > 1, z;; € V', zpxin. . . iy =¥, 1 <i<m, 1 < j <m.

Protoze budeme z tohoto tvaru vychézet v dalsim vykladu, definujme si zde proto
v8echny nezbytné pojmy, které budeme v této souvislosti dale pouzivat.

Kazdy fetézec x;; € V* nazveme segmentem. Pokud je navic dany segment tvoien pouze

termindlnimi symboly, nazveme jej termindlnim segmentem (napt. Tpi, Tn2, ..., Tnm € TF).
Sloupcem nazveme kazdy vektor segmentt tvaru (x1;, ©a;, - . . , nj). Necht libovolny sloupec
tohoto tvaru spliwuje x1; = €, 295 = €,...,Tp_15 = € a || = 1, |Tpp15| > 1,0, |2ps] > 1,
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kde 1 <k <n a x; € N. Potom se xy; nazyva hlava. Pomyslny prostor mezi dvéma sou-
sednimi sloupci nazveme hranici. Necht déle xA a By jsou dva sousedni segmenty. Pokud
existuje v GG derivace tABy = xC Dy pomoci néjakého pravidla tvaru AB — CD € P, kde
x,y e V¥ A B,C,D e (V—T), iikdme, ze G prepisuje xABy (nebo jen A a B) na hranici
kontextovym zpusobem. Derivaci tohoto druhu nazveme strucné kontextovou derivaci na
hranici.

Nyni zavedeme urcitd vertikalni omezeni do derivac¢niho procesu a budeme zkoumat jejich
dopad na generativni schopnosti gramatik v Kurodové normélni formé. Vychazejme z diive
zavedenych pojmil a zavedme omezeni na maximalni pocet kontextovych derivaci na jedné
hranici kladnou kone¢nou konstantou [. Déle predpokladejme, ze maximalni mozné délka
kazdého segmentu je k symboli. Od této chvile se tedy budeme divat na jeden derivaéni
krok v kontextu celé posloupnosti predchozich vétnych forem.

Protoze toto viechno budeme zkoumat v obecné gramatice s vyuzitim Kurodovy normél-
ni formy, je zfejmé, ze dale zvysit jeji silu jiz nebude mozné. Vysledek naseho vyzkumu
popisuje néasledujici véta.

Véta 5.1 Jazyk L je regularni, kdyz a jen kdyz existuje konstanta k£ > 1 a gramatika
G=WV,T,PS)

v Kurodové normélni formé takova, ze L = L(G) a G generuje kazdou vétu z € L(G)
derivaci tvaru

S = 11  T12 ... Tim
= T21 X922 ... Tom
= Tpl Tp2 ... Tnm,

kden,m > 1, a

2. pro kazdé h = 2,...,m existuje z,;, € VT takové, ze pro véechna ¢ = 1,...,h a
o=h+1,...,mjexy=c
3. prokazdé d =1,...,m—1 existuje nejvyse | podfetézcl tvaru x.qTeq+1, kde 1 <ec <n

takovych, ze xcqTcq41 je prepsdno na hranici kontextovym zpusobem (Z.q & cq+1 jsou
dva sousedni segmenty)

Dukaz

Smeér jen kdyZ je trividlni. Zbyva proto dokdzat smér kdyz. Uvazujme tedy libovolnou gra-

matiku
G=(V,T,P,NS)

v Kurodové normalni formé, ktera spliiuje podminky dané vyse uvedenou vétou a definujme

P ={AB — CD|AB — CD € P}.
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Konstrukce. Zkonstruujme rozsifreny konecny automat

M=(Q,T,R,s,{f})
aplikaci nasledujicich pravidel.

o Q@ = {f} u{{Au,av)[{(Adu,o,v) # f, A€ N, o €V, |af <k uv € P,
Jul, [v] <1}

o s= (S e,¢,¢)
e Mnozina R = Ry U Rcs1 URcgo U Ry U Rpgrpap U Ry je zkonstruovana néasledovné:
I pro kazdé = € T*, kde |z| < k, ptidej do Ry pravidla tvaru

<X7 u? 67 6‘>a;‘ - <X7 u? x? 6)

IT pro kazdé a € T U {e} a pravidlo A — a € P, kde 1 < |aaf| < k, piidej do Rrn
pravidla tvaru (X, u, aaf3,v) — (X, u,aAB,v)

IIT pro kazdé AB — CD € P ptidej:
(a) (X,u,aC,v) — (X,u,a0A,vAB — CD) do Rcs1
(b) (X,AB — CDu,Dp,v) — (X,u, BB,v) do Rcsa
(¢) (X,u,aCDp,v) — (X,u,aABB,v) do Rin

IV pro kazdé A — BC € P pridej:
(a) (X,u,aBCB,v) — (X,u,aAB,v) do Rrn
(b) (A,e,B,v) — (C,v,e,e) do Rygap

V pro kazdé A € N, pridej (A,e,A,e) — f do Rp

Tim je konstrukce hotova. Nyni je tfeba dokdzat rovnost obou jazyku L(G) = L(M).

Hlavni myslenka. Popisme neformélné jednotlivé komponenty stavii automatu.
1. Prvni komponenta ptedstavuje hlavu aktudlniho sloupce.

2. Ve druhé komponenté je zaznamenavana posloupnost kontextovych pravidel tvaru
AB — CD,
které byly aplikovany na pravé strané hranice v predchozim sloupci.

3. Ve tieti komponenté je zaznamenan aktualni segment a simulovany redukce jak uvnitt
sloupce, tak na jeho hranicich.

4. Ve ¢tvrté komponenté jsou ulozena postupné vSechna kontextova pravidla, kterd byla
aplikovana na pravé hranici aktudlniho sloupce. Pomoci pravidel zkonstruovanych
v bodu IVD je tento obsah pri vytvareni nové hlavy presunut do druhé komponenty.

Automat M postupné nac¢itd fetézce o maximdlni délce k symbolu (termindlni segmenty).
Po nacteni kazdého termindlniho segmentu simuluje jak redukce uvnitt sloupce, tak i re-
dukce na hranicich, kde mohla byt aplikovana pravidla z G kontextovym zpusobem. Pfitom
jsou redukce na pravé hranici sloupce zaznamenavany ve Ctvrté komponenté stavu auto-
matu. Pfed nactenim dal$iho terminalniho segmentu je zaznamenany fetézec presunut do
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druhé komponenty stavu a v nasledujicim sloupci je provedena kontrola, pti jejimz GspéSném
dokonceni dojde k vyprazdnéni druhé komponenty stavu automatu. Po ispésné redukci
aktualniho sloupce je ustavena nova hlava a nacten dalsi terminalni segment. Pokud je
vstupni Fetézec zcela precten, jsou provedeny vSechny zbylé redukce a prvni a tfet{ kompo-
nenta stavu automatu jsou si rovny, M pfechazi do koncového stavu a vstupni fetézec je
prijat.

Pr.: Stejné jako v predchozich dukazech si uvedeme i zde prakticky priklad, na kterém
bude vidét princip ¢innosti konecéného automatu prijimajictho jazyk definovany gramatikou
s vertikdlnimi omezenimi danymi vétou 5.1. UvazZujme tedy gramatiku v Kurodové normdlnt
formeé

G=(V,T,PA),

kde:
1 V = {A7B7C7‘D7‘E7G7H7P7Q7b7g7p7q}

o I'= {bagapaq}

o P={

BC,
DE,
GH,
HG,
PQ?
b,

g7
p,

q

A
C
DFE

G

L

QU=

}

o startovaci symbol gramatiky je A € (V —1T)

Dadle uvazujme ndsledujici derivaci v této gramatice, kterd generuje vétu bgpq.

A

= BC [A — BC]
= BDE [C — DE]
= BGH [DE — GH]
= BGHG [H — HG]
= bGHG [B — b

= bgHG G — ¢]

= bPQ [HG — PQ]
= bgpQ [P —p]

= bgpq Q@ — 4]

Omezme maximalni $itku sloupce na k = 2 a mazimdlni pocet kontextovych derivaci na
hranici na l = 1 a zkonstruujme koneény automat

M = (QvTv Rv <A7€7€76>7 {f})a

ktery simuluje derivace v gramatice G. Vzhledem k vysoké sloZitosti konstrukce takovéhoto
koneéného automatu a vzhledem k nedumérné velkému poctu prechodovich pravidel a stavi,
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které jsou konstrukci generovdny, uwvedeme pouze nezbytné nutné stavy a prechodovd pravidla
pro nds priklad. U kaZdého prechodového pravidla navic uvedeme ¢islo bodu konstrukce, podle
kterého bylo vytvoreno, a odpovidajici prepisovaci pravidlo z G.

OQ:{

(A, e,e,¢), (A e, b,e), (A,e,B,e),

(C,e,e,e), (C,e,g,¢e), (C,e,G,e),
(C,e,D,DE — GH), (E,DE — GH,¢,¢), (E,DE — GH,pq,¢),
(E,DE — GH,pQ,¢), (E,DE — GH,PQ,¢), <E DE — GH,HG,¢),
(E,DE — GH,H,e), (E,e E,¢), f, .

}

e R obsahuje (mimo dalsich zde neuvedenych) tato pravidla:

Oznacent Pravidlo Odp. prav. z G
I-1 (A,e,e,6)b — (A, e,b,e) —

II-1 (A,e,b,e) —  (A,e,B,¢) B—b
IVb-1 (A,e,B,e) — (C,e,e,¢) A — BC
I-2 (C,e,e,e)g — (C,e,g,¢) —

I1-2 (C,e,g,¢€) — (C,e,G,e) G—g
IIIa (C,e,Ge) — (C,e,D,DE — GH) DE — GH
IVb-2 (Cye,D,DE — GH) — (E,DE — GH,¢,¢) C — DE
I-3 (E,DE — GH,e,e)pq — (E,DE — GH,pq,¢) —

11-3 (E,DE — GH,pg,e) — (E,DE —GH,pQ,e) Q —q

11-4 (E,DE — GH,pQ,e) — (E,DE — GH,PQ,s) P —p

Ilc (E,DE — GH,PQ,e) — (E,DE — GH,HG,s) HG — PQ
IVa (E,DE — GH,HG,e) — (E,DE — GH,H,¢) H — HG
IITh (E,DE — GH,H,&) — (B,e E,¢) DE — GH
\% (E,e,E,¢) — f —

Oznacovdni jednotlivijch prechodovijch pravidel je provedeno podle ndsledujici kon-
vence. Rimskd édst popr. timskd c¢dst spoleéné s pismenem oznacuje konkrétni bod
konstrukce, ve kterém jsou pravidla tohoto tvaru konstruovdna. Arabskd éislice (po-
kud je uvedena) rozlisuje vice pravidel zkonstruovanych v tomtéz bodu konstrukce.

Nyni mdme zkonstruovany konecny automat a miZeme si tedy uvést posloupnost prechodi,
kterou je prijat Tetézec bgpq. Jednotlivé kroky strucné okomentujeme.
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(A,e,e,e)bgpq

(A,e,b,e)gpq I-1 nactend b ze vstupni pasky (1. term. segment)
(A,e,B,e)gpq 1I-1 redukce podle B — b

(C,e,e,€)gpq IVb-1  ustavend nové hlavy podle A — BC
(C,e,g9,€)pq I-2 nacteni g ze vstupni pdsky

(C,e,G 6)pq I1-2 redukce podle G — g

(C,e,D,DE — GH)pq Illa viz Komentdr 1 niZe

(E,DE — GH,e,e)pqg 1Vb-2 wustaveni nové hlavy podle C — DE
(E,DE — GH,pq,¢) I-3 nacétent pq ze vstupni pasky

(E,DE — GH,pQ,e) 1I-3 redukce podle Q@ — q

(E,DE — GH,PQ,e) 11-4 redukce podle P — p

(E,DE — GH,HG,e) lllc redukce podle HG — PQ) uvnitt sloupce (!)
(E,DE — GH,H,¢) IVa redukce podle H — HG uwvniti sloupce (!)
(E,e, E,e) IIIb  wviz Komentdr 2 niZe

f \Y viz Komentdr 3 nize

T T T T T T T T T T T T T T

Komentdr 1: simulace proni édsti aplikace kontextového pravidla DE — GH (redukce G
na D) a uloZeni tohoto pravidla do ¢turté komponenty stavu automatu

Komentdr 2: simulace druhé édsti aplikace kontextového pravidla DE — GH (redukce H
na E a zdroven i kontrola odebrdanim tohoto pravidla z pocdtku retézce ve druhé
komponenté stavu)

Komentdr 3: prechod do koncového stavu a uspésny konec simulace (prijeti retézce)

V wvedeném prikladu byla simulovdna derivace z gramatiky G, kterd byla tvorena tremi
sloupci. Pruni resp. druhy sloupec vznikl nactenim termindlniho segmentu b resp. g. Treti
sloupec vznikl nactenim posledniho termindlniho segmentu pq. Zde je potieba zduraznit,
Ze je cely proces nedeterministicky. Pokud by v nékteré z konfiguraci nebylo aplikovatelné
Zadné prechodové pravidlo, celd simulace by byla zablokovdana a vstupni tetézec by nebyl
prigat. Prigimdni jazyka generovaného gramatikou G by pak bylo zajisténo jinym automatem,
s jingm poctem a Siremi sloupci, pripadné horni hranici poctu aplikaci kontextovijch pravidel
na hranici. Jedinou podminkou je, Ze maximdlni $ire sloupci a maximdlni pocet aplikact
kontextovych pravidel na hranici musi byt konecéné.

Rigordzni dikaz

Nejprve dokazeme inkluzi L(G) C L(M). Pomoci matematické indukce pro i > 0 budeme
demonstrovat platnost Tvrzeni A, B, a C.

Tvrzent A. '
S =" haxfu

v G implikuje
fA(X, e, X, e) 4" (Z,u, ax (3, v)w

v M, kde X,Z €N, a, B, \,p € V*, 2 € NNUNUTU{e}, w e T*.

Zdklad indukce. Necht i = 0. Pak
S=0¢
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v G. Podle bodu V konstrukce (X, e, X,e) — f € R pro kazdé X € N, takze
f(S,e 8¢ (S¢S,

v M.

Indukéni hypotéza. Predpoklddejme, ze Tvrzeni A plati pro vsechna i < n, kde n je kladné
celé cislo.

Induként krok. Uvazujme libovolnou derivaci tvaru

S =" XayBu
a rozepiSme ji presnéji jako
S =" hazfu = \ayflu,
kde z,y € N2UNUTU{e}, o, B, A\, u € V*.
Podle indukéni hypotézy
A" Zu, axf,v)w 4 {(Z,u, ayf, v)w

v M. Nésledujici tii piipady predstavuji rozbor vsech moznosti, kterymi muze G provést
derivaci AaxGu = AaySu.

a) Necht A—wae€P,z=A,y=a,kdeacTU{e}, A€ N. Potom
A AL = Aaafu[A — al
v G. Podle bodu II konstrukee (X, u, vaf3,v) — (X, u,«AB,v) € R, takze
(X, u,axf,v)w 4 (X, u, ayf, v)w
v M.
b) Necht A — BC € P,x=A,y= BC, kde A,B,C € N. Pak
AaABu = A\aBCpBulA — BC]
v G. Podle konstrukce bodu IVa (X, u,aBCB,v) — (X, u,0AB,v) € R, takze
(X, u,axf,v)w 4 (X, u, ayf, v)w
v M.
c) Necht AB — CD € P, x = AB,y = CD, where A, B,C,D € N. Pak,
AaABBu = AaCDBu[AB — CD]
v G. Podle konstrukce bodu Illc (X, u,aCDg,v) — (X,u, cABB,v) € R, takze
(X, u, axf,v)w 4 (X, u, ayf, v)w

v M.
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Tvrzeni A tedy plati.

Tvrzeni B resp. C zkoumaji kontextové derivace na hranicich resp. ustaveni nové hlavy.

Tvrzeni B. Nechf x,y € T* jsou dva sousedni termindlni segmenty libovolné véty w €
L(G), |z|, ly| < k. Jestlize v G existuje derivace tvaru

0ZoyoLo
a1z1 A1 By B
a121C1D1y1 B [p1]
a2 A2 Baya B2
aax2C2 Dayya 32 po]

el

=" oz AiBiyiBi
= oz;C; Dy Bilpi]
=*  axypf,

kde p;, = A;B; — C;D; € Pgg prepisuji A; a B; na hranici kontextovym zpusobem

(Aj,B]', Cj, Dj €N,

'_*
}_

'_*
}_
'_*
}_
'_*

a zaroven

'_*
lf

'_*
l_
'_*
l_
'_*

a, B, Qm, B € V¥ pro j=1,2,...,

i,m=0,1,...,7), potom

<X? u7 x? €>yw
<X7 Ug, xiC’i? €>yw
(X, wi, xiAq, pi)yw

<X ug, 2202, p; . . . p3)yw

(X, ug,2A2,p; . .. p3p2)yw
(X, u1, 2101, p; . . . p3p2)yw
(X, u1,w1A1,p; . .. p3pap1)yw
(

X, ug, 0, P; - - - P3P2P1) YW

(Y, pipi—1...p2p1,y, €)w
(Y, pipi—1 - .. pap1, Diyi, vi)w
(Y,pi—1...p2p1, Biyi, vi)w

(Y, pap1, Daya, v2)w
(Y, p1, Bayo, vo)w
(Y,p1, D1y1,v1)w
(Y,e, Biy1, v1)w

<Y7 €, Yo, U0>w

v M, kde xj,y; € V*, u,v,u;,v; € Phg, |ul, |v], luj], |vj| <1,0< 5 <4, i<, we T

Zadaklad indukce.

Necht i = 0. Pak

apzoyofo =" axyf

v G. V tomto piipadé se nevyskytuje zddna kontextova derivace na hranici mezi vySetfova-
nymi sloupci. Pravidla jsou tedy aplikovana pouze uvniti téchto sloupcu. V.M tudiz

(X, u,x,e)yw H* (X, ug, xo,€)yw a

<Y7 &Y, €>w F* <}/7 €, %0, 7)0)("}
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kde jsou simulovany pouze redukce uvniti sloupcu (viz Tvrzeni A).

Indukéni hypotéza. Piedpokladejme, ze Tvrzeni B plati pro kazdé 0 < i < ¢t pro néjaké
t={0,1,2,...,1}.

Indukéni krok. Uvazujme dva sousedni termindlni segmenty = a y (z,y € T*) v tomto
pofadi a libovolnou derivaci tvaru

@0T0Y00

a1z1A1 By B
a121C1 D1y 51 [p1]
a2 A2 Bays 3o
az22C2 Dayya 32 [po]

*

TN

*

a4 Ay By By

a2sCy Dyyi B4 [pi]

Qg 1Te41 A1 Brr1yer1 Bera
4412441011 Dy 1Y841 B4 1 [Pe11]
azxyl

*

AT

v G.

Podle indukéni hypotézy

(X,
(X Ut+1,$t+10t+1, €)yw
- (X, U1, Tep1 A1, Pig1)Yw
(X, ug, 2¢Cy, pry1)yw

(X, ug, 24 Ay, pry1pe)yw

(X, u2,22C, pry1pt - - - P3)YwW

(X, ug, 22 A2, proape - - - p3P2)Yw
= (X, ur, 21C1, Pyt - - - p3p2)yw

(X, u1, 21 A1, pry1pe - - - p3p2p1)Yw

(X, u0, T0, Pt41Pt - - - P3P2P1)YW

a zaroven

Y, Di+1PtPi—1 - - - P2D1, Y, E)W

(
E* (Y, perapepi—1 - - - D2p1, Dip1Yes1, Vip1)w
Fo (Y, pepi-1 - p2ap1, By 1, ver1)w
F* (Y, pepe—1 - . . p2p1, Diys, ve)w
Fo (Y.pi—1...p2p1, Beye, vi)w
F* (Y, pap1, Dayo, v2)w
F o (Y, p1, Bayo, vo)w

Fo (Y,e, Biyi, v)w
F* Y7€7y077)0>w

v M. Z bodu Illa a IIIb konstrukce vyplyva, ze pro kazdé pravidlo tvaru AB — CD € P
existuji v R pravidla tvaru

(
(
F* (Y, p1, Diyi, vi)w
(
(
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(X,u,aC vy — (X,u,aA, vAB — CD) a (X,AB — CDu,Dp,v) — (X,u, B3,v).

Tato pravidla simuluji pfechody tvaru

(X, tp, 22 Cry Pig1 - - - Dr—1)yw F (X, Up, Tp Ay D1 - - - Pr—1Dr)Yw

<K PsPs—1 - --P1, Dsys, Us>w - <}/’ Ds—1---DP1, Bsys, Us>w
v M, kder,s=t+1,t,...,1, takze Tvrzeni B plati.

Vsechny ostatni derivaéni kroky a pfechody v G a M (oznacené ve vyse uvedenych sek-
vencich symboly =* and F*) jsou zkoumény v Tvrzenich A a C. U

Tvrzeni C. 4
Azp =" Ny

v G implikuje
(Z,u,azB,v)w H* (A d Y, 0" )

v M, kde \, N ' € V*, z,o € N°UN, A, Z € N, w,w’ € T*. Pro |z| = 1 jsou A = z,
v =¢€,Y eN,v € Phgaproz=uaxx2, kde z1,29 € N, jsou A =9, v/ € Pg, Y,V =¢.
Zdklad indukce. Necht i = 0. Pak

Az =0 Azp

v G. Rozhodné také
(Z,u, a0z, X,0)w F0 (Z,u,az83, X, v)w

v M.

Indukéni hypotéza. Piedpokladejme, ze implikace v Tvrzeni C plati pro kazdé i < g, kde ¢
je kladné celé cislo.

Indukéni krok. Uvazujme libovolnou derivaci tvaru
Azp =9 Ny
a vyjadreme ji jako
Aep =9 Nap' = Nyp/,
kde x,y,2 € N2UN, X\, u, N,/ € V*.
Podle indukéni hypotézy
(A, u, Y,v)w = (A ', Y 0" )

v M. Déle prozkouméame derivaci
AT = Ay

v G.

Necht A — BC € P, x = A, y=y1ys = BC, kde A, B,C € N. Pak

MNAp = ABCulA — BC|
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v G. Podle konstrukce bodu IVb (4,¢, B,v) — (C,v,¢,¢) € R, takze

(6,91, v)w F (y2,v, €, e)w
v M a Tvrzeni C plati. O
Celkové Tvrzeni A, B a C dokazuji, ze L(G) C L(M).
Abychom dokézali i obrécenou inkluzi, tedy L(M) C L(G), budeme demonstrovat plat-
nost Tvrzeni D, E; F a G. Tvrzeni D popisuje tvar kazdé ispésné vypocetni sekvence v M.

V Tvrzenich E, F a G se zaméfime podrobnéji na jednotlivé ¢éasti této sekvence.

Tvrzeni D. M piijima kazdou vétu z € L(M) sekvenci prechodu tvaru

(S,e,e,6)21 ... 2m

Fo (S,e,z1,8)22. .. 2, [p1]
F* (X,e, Yl,Ul>Zz Zm [p1]

o (Xo,v1,6,6)20.. . 2m [h1]

Fo (Xo,v1, 22,€ )23 Zm [p2]
- <X2,6 YQ,UQ>Z3 Zm [pg]

H <X V2, £, 5>23 Zm [hg]

F o (X3,v2,23,6)24 ... Zm [ps]
F* <Xm—175’Ym—17Um—1>Zm [,Om—l
H <Xm,vm_1,£,€>zm [hm—l]
+ <Xmavmflazm;5> [pm]
=* <Xm757Xm75> [pm]
N

kde z je tvaru z = z1...2p, m > 0, z; € T* proi = 1,....m, |zi| < k, p1,...,pm €

Rr, p1 € (Rin U Rcs1)*, pm € (Rinv U Res2)*, p2,-. .5 pm—1 € (RN U Res1 U Resa)¥,
ahi,...,hm_1 € Rygap, f € F.

Rozeberme nyni podrobnéji jednotlivé casti.

M zac¢ind ve vychozi konfiguraci (S,e,¢,€)z ... zy,. Pouzitim nékterého pravidla z R
nacte prvni termindlni segment z1, kde |z1| < k. Podle konstrukce je pouzité pravidlo p;
nutné tvaru (S,e,e,e)z1 — (S,¢,21,¢€) € Ry.

V dalsi vypocetni sekvenci jsou pouzita pravidla z Ryy U Rogi, kterd simuluji redukce
prvniho nac¢teného segmentu. Kazdé pravidlo z Rogy pouzité pii vypoctu simuluje prvni ¢ast
aplikace kontextového pravidla z P na hranici prvniho a druhého sloupce. Tato simulovana
pravidla jsou zaznamendvana ve ¢tvrté komponenté stavu automatu. Zopakujme, ze pocet
aplikaci pravidel z Rogy ve sloupci je limitovan hodnotou [. Jakmile je z; redukovan na
jediny nontermindl, automat ustavi novou hlavu pouzitim vhodného pravidla z Rggap-
Tim je vyprazdnéna druhd a tfeti komponenta stavu automatu a zaznamenana pravidla
odsimulovand pomoci pravidel z Rog1 jsou pfesunuta do druhé komponenty.

M nacte dalsi termindlni segment pouzitim nékterého pravidla z R;.

V nésledujici ¢asti M redukuje nacteny segment pomoci pravidel z Ryy U Ros1 U Rosa,
kde pravidla z Rcge kontroluji aplikace pravidel z Rog1 v pfedchozim sloupci a provadéji
druhou ¢ast simulace aplikace kontextovych pravidel ve stejném poradi jako v predchozim
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sloupci. Kromé toho je mozné pouzit pravidla z Rcgi k simulaci aplikaci kontextovych
pravidel na hranici s nédsledujicim sloupcem. Ostatni pravidla z Ryy simuluji redukce u-
vnitt sloupce. Jakmile je druhd komponenta prazdna a nacteny segment je zredukovan na
jediny nonterminal, M ustavi novou hlavu, pfesune obsah ¢tvrté komponenty do druhé
komponenty, vyprazdni tieti a ¢tvrtou komponentu a nacte dalsi termindlni segment.

Tento tvar vypoctu se opakuje pires vSechny termindalni segmenty az do predposledniho
terminalniho segmentu z,,_1.

Jakmile M nacte posledni terminalni segment z,,, pouziva pak pravidla z Ryy U Rcogo,
aby zredukoval z,, na jediny nontermindl. Poznamenejme, ze v této ¢asti jsou simulovany
pouze redukce uvnitt sloupce a pomoci pravidel z Rogs jsou kontrolovany aplikace pravidel
z Rcos1 7z predchoziho sloupce. Poté co je z,, zredukovan na jediny nonterminal shodny
s nontermindlem v prvni komponenté stavu a druhd a tfeti komponenta jsou prazdné, M
prechazi do koncového stavu pomoci nékterého pravidla z Rp. Timto zpusobem je véta z
prijata automatem M. O

Tvrzeni E. Jestlize p; (viz Tvrzeni D) je tvaru
Q15100252 . . . A SpQin41,

pak p;11 je tvaru

Bit1Bata ... ButnBni1,
kde ai,...,any1 € (Ros2 U RiN)*, s1,...,5. € Rest, By, Bnt1 € (Resi U Rin)*,
t1,...,th € Rogo, n <1, 1 <t < m.

Vsimnéme si, Ze podle konstrukce je s; tvaru

<X,U,’YC]', AlBl — ClDl e Ajlejfl - ijle,1>
— <X,u,’ij,AlBl — ClDl e Aij — Cij>,

kde 1 < j < n.Pro j =1 je s; tvaru
<X7 U,’7017€> - <X7 Ua’VAl,AlBl - ClD1>‘
V dalsim sloupci je t; tvaru

<Y, Aij — Cij . Aan — CnDn, Djé, ’U)
— <Y, Aj+1Bj+1 — Cj+1Dj+1 e Aan — CnDn, Bjé, 7J>,

kde 1 < j <n.Pro j =n jet, tvaru
<K AnB, — CnDna Dn5> U> - <K &, Bn(sa U>7

kde A;B; — C;Dj € P,pro1 < j<n.

Pravidla s; a t; odpovidaji pravidlu A;B; — C;D; € P pro j = 1,...,n. Pravidlo s;
simuluje redukci C; na Aj; a pridava A;B; — C;D; na konec ¢tvrté komponenty stavu
automatu. V dalsim sloupci simuluje ¢; redukci D; na B; a odebird A;B; — C;D; z druhé
komponenty, ve které je A;B; — C;D; nejlevéjsim pravidlem.

Korespondence s; a t; a shodné potadi jejich aplikaci jsou velmi dilezité. Tim automat
vyprazdni druhou komponentu svého stavu. Kdyz je navic zredukovan aktualni segment na
jediny nontermindl, muze byt ustavena nova hlava a nacten dalsi terminalni segment. [
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Tvrzeni F. Jestlize je pfechod proveden pomoci nékterého pravidla h; € Rypap, pak
pi+1 € Ry je nésledujici pouzité pravidlo. Poznamenejme, Ze néktera symbolika v této ¢asti
vychazi z Tvrzeni D.

Podle konstrukce je jedind moznost pro ustaveni nové hlavy C' stav automatu tvaru
<A7 57 Ba /U>)

kde A,B,C € N, v € Pjg, |v| <1, a A — BC € P. Stav (A, e, B,v) muze byt dosazen
pouze korektni aplikaci p; (druhd komponenta je préazdnd, viz Tvrzeni E). Poté je pomoci
pravidla tvaru (A, e, B,v) — (C,v,¢,¢) ustavena nova hlava. Po jeho aplikaci se automat
nachdzi ve stavu (C, v, g, €). VSimnéme si, ze podle konstrukce je jediné pravidlo, které muze
byt v tomto misté pouzito, p;+1 € Ry. Jeho aplikaci je nacten dalsi terminalni segment z;41
a automat poté simuluje redukce tohoto segmentu pouzitim sekvence pravidel p;;1. O

Tvrzeni G. Jestlize je p; (viz Tvrzeni D) tvaru

Y1T1Y2T2 - - - YoT0Yo+1,

kde v1,...,%+1 € (Rcs1 URcs2)*, r1, ..., 7o € Rrn, potom kazdé pravidlo r;, kde 1 < j <
o0, simuluje redukce uvnitt sloupce.

Kazdé r; muze mit jeden z nasledujicich tvaru:
1. (X,u,aaf,v) — (X,u,0AB,v) pro A —a € P
2. (X, u,aBCB,v) — (X,u,aAB,v) pro A — BC € P
3. (X,u,aCDB,v) — (X,u,«ABS,v) pro AB — CD € P

kde A,B,C,D € N,a € TU{e}, a,3 € V*, u,v € Plyg, |u|,|v| <. Tato pravidla ovliviiuji
pouze tieti komponentu stavu automatu, kde jsou simulovany vnitini redukce aktuédlniho
segmentu. Il

7 vySe uvedenych tvrzeni vyplyva, ze

S = 11 T12 ... T1im
= T21 X922 ... Tom,
= Tpl Tp2 ... Tnm
v G, kde 1 = 21, Tna = 29, « ..y Ty = Zm.-
Tvrzeni A az G dokazuji, ze L(M) = L(G). Tim je dikaz hotovy. |

5.2 Shrnuti

Uvedena kapitola predstavuje zcela novy pohled na derivaéni proces v obecnych grama-
tikach. Protoze tyto gramatiky maji shodnou silu s Turingovym strojem, bylo od poc¢atku
jasné, ze zvysit jejich silu jiz neni mozné.
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Sila Kurodovy normaln{ formy vSak mohla byt zachovana, pfipadné snizena jen ¢aste¢né.
Prezentovany vysledek je do jisté miry prekvapivy, nebot generativni schopnosti obecnych
gramatik byly zavedenymi omezenimi radikdlné snizeny aZ na tdroven reguldrnich jazyku.
Podivame-li se vsak blize na nékteré modifikace bezkontextovych gramatik (maticové gra-
matiky, programované gramatiky, gramatiky s nahodnym kontextem), maji zavedena rovnéz
ur¢ita omezeni kladena na aplikace jednotlivych pfepisovacich pravidel pro aktualni vétnou
formu, pfipadné s ohledem na diive aplikovand pravidla. Jejich generativni sila v8ak byla
témito omezenimi naopak zvysena. Toto ddle umocnuje hodnotu ndmi dosazeného vysledku.
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Kapitola 6

Bezkontextové gramatiky nad
volnymi grupami s redukovanym
poctem nonterminalu

V této kapitole budeme studovat dalsi novy model pro popis formalnich jazyka, ktery je
zalozeny na bezkontextovych gramatikach. Ukazeme, Ze velmi jednoduchou a pfirozenou
modifikaci bezkontextové gramatiky lze vyrazné zvysit jeji vyjadfovaci schopnosti. Jak jiz
nazev kapitoly napovidd, tyto gramatiky maji rovnéz omezen pocet nonterminalnich sym-
bolu—pfesnéji feceno, bude jich pravé osm.

Poznamenejme, ze bezkontextové gramatiky nad volnymi grupami jsou rovnéz stu-
dovany v [5] a v [8], kde je popisovdna jejich neredukovand varianta. Kromé toho je vsak
ukézano, ze podobny piistup je aplikovatelny i v ptipadé EOL gramatik, které pracuji na
rozdil od béznych bezkontextovych gramatik paralelné.

Jiz v kapitole 3.1 jsme definovali gramatiky Chomského hierarchie a relaci pfimé derivace
v téchto gramatikach. Prestoze se bezkontextova gramatika nad volnou grupou témeér nelisi
od bézné bezkontextové gramatiky, uvedeme si zde jeji uplnou definici véetné definic dalsich
souvisejicich pojm.

6.1 Zakladni definice

Definice 6.1 — bezkontextova gramatika nad volnou grupou s redukovanym poc-
tem nonterminala Bezkontextovd gramatika nad volnou grupou s redukovangm poctem
nontermindliu (déle jen CF°R gramatika podle anglického oznaceni context-free—reduced,
kde © vyjadiuje skutecnost, ze je gramatika definovdna nad volnou grupou) je ctverice

G=((V,T,P,S),
kde
e V je konecna abeceda nazyvand jako Uplnad abeceda gramatiky G

e T C V je abeceda terminalnich symboli

e N=V -T=1{5,5,0,0,1,1,2,2} je abeceda nonterminalnich symboli
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e P je koneéna mnozina prepisovacich pravidel tvaru
A—a,

kde A € N a o € V° (pfipomenme, ze V° je volnd grupa generovand abecedou V' a
operaci konkatenace)

e S € N je startovaci symbol

Protoze tato gramatika definuje véty jazyka systematickou aplikaci jednotlivych prepisova-
cich pravidel, definujme si zde jeji relaci ptimé derivace a derivace.

Definice 6.2 — pfima derivace Necht G = (V,T,P,S) je CF°R gramatika a necht
A, i € V° jsou Tetézce takové, ze
A= aAp

p=ayp.

Jestlize A — v € P, pak mezi fetézci A a p plati relace o = nazvand primd derivace, piSeme
X o= p[Ad — ]

nebo strucnéji A o= p a fikdme, ze u lze ptimo derivovat z A v G.

Definice 6.3 — derivace Necht G = (V,T, P, S) je CF°R gramatika.
1. pro kazdé u € V° plati u o= ule] (identita)
2. necht ug,...,u, € V°, pron > 1 awu;—1 o= w;[p;], kde p; € P proi =1,2,...,n, tedy
up 0= uq[p1] o= uglp2] o= ... o= uy[pnl;

tuto posloupnost piimych derivaci v G nazyvame derivaci délky n a piSeme

ug 0=" un[p1p2 . . . Pn]
nebo strucnéji ug o=" u,,

Relace o=" predstavuje n—tou mocninu relace o=-. Za tohoto predpokladu potom definu-
jeme relace o=T, pokud n > 1 a o=*, pokud n > 0, které reprezentuji tranzitivni uzévér
a reflexivni a tranzitivni uzavér relace o= v tomto potadi.

Definice 6.4 — vétnd forma, véta Necht G = (V,T, P, S) je CF°R gramatika. Plati-li
v G derivace
S o="

pro néjaké a € V°, nazyva se a vétnou formou. Pokud o € T°, nazyva se véta.
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Definice 6.5 — jazyk generovany CF°R gramatikou Necht G = (V,T,P,S) je
CF°R gramatika. Jazyk L(G)° generovany touto gramatikou je definovén jako

L(G)° = {w € T°|S o=" w}.

Srovname-li tyto definice s definicemi 3.1 a 3.2 z kapitoly 3.1.1 a s definicemi z kapi-
toly 3.1.2, najdeme pouze dvé odliSnosti od béznych bezkontextovych gramatik. Tou prvni
a zcela zdsadni je skute¢nost, ze jsou veskeré derivace v CF°R gramatice definovany nad vol-
nou grupou V° generovanou abecedou V' misto nad volnym monoidem V*. Druha odlignost
je pouze formalniho razu. Abychom zduraznili, Ze je derivace provadéna nad volnou grupou,
znacime relaci ptimé derivace, derivaci délky n, tranzitivni uzavér ralace primé derivace a re-
flexivni a tranzitivni uzavér relace piimé derivace postupné symboly o=, o=", o=T
a o=",

6.2 Vyjadrovaci sila

Jesté nez prejdeme k hlavnimu dikazu demonstrujicimu vyjadiovaci schopnosti CF°R gra-
matik, je nutné uvést nasledujici pomocnou vétu, na niz se budeme v dalsim dukazu od-
volavat.

Lemma 6.1 Pro kazdou gramatiku H = (V, T, P, S) typu 0 existuje ekvivalentni grama-
tika G = (Vg, T, Pg, S) typu 0 takova, ze kazdé pravidlo v Pg méa jeden z nésledujicich
tvaru:

1. AB— CD,kde A#C

2. A— BC,kde A#B

3. A—z
Piitom Vg = N UT, A,B,C,D € Ng ax € T U{e}.
Diikaz

Necht H = (V,T, P, S) je gramatika, N = V — T. Bez ztraty obecnosti predpokladejme, Ze
H je v Kurodové normélni formé. Definujme gramatiku G = (Vi, T, Pg, S), Vg = No U T,
kde Ng a Pg jsou zkonstruovany nasledovné:

a) piifad Ng = N a pridej vSechna pravidla z P, ktera spliuji body 1 az 3, do Pg

b) pro kazdé AB — AD € P, piidej AB — A'D', A’D’ — AD do Pg a A’, D’ to Ng,
kde A’ a D’ jsou dva nové nonterminaly

¢) pro kazdé A — AB € P, pridej A — A'B’, A’B’ — AB do P a A’, B’ do Ng, kde
A’ a B’ jsou dva nové nonterminély

Formalni dukaz, ze H a G jsou ekvivalentni je jednoduchy a ponechdme jej na ¢tendii. W

Nyni jiz muzeme uvést vétu tykajici se vyjadfovacich schopnosti CF°R gramatik, jejiz
dikaz zaroven predstavuje hlavni vysledek této kapitoly.
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Véta 6.2 CF°R=RE
Dukaz

Necht G = (V, T, P, S) je gramatika typu 0, N = V —T'. Bez ztrdty obecnosti predpoklddejme,
ze G spliuje Lemmat 1 a Je tedy zaroven i v Kurodové normalni forme.

Konstrukce. Zkonstruujme CF°R gramatiku
r=(p,T, Pr,Sr),

kde
Npr =Vr —T = {Sr, 5r,0,0,1,1,2,2}.

Pro dalsi dukaz tise predpoklddame, ze abeceda termindli T gramatiky I' obsahuje ke

kazdému termindlnimu symbolu i jeho inverzni variantu, kterd je vynucena volnou grupou.

Pfesto ji budeme déle znagit symbolem 7. Cimz zéroven zdiraznime, ze jazyk generovany

gramatikou I' je definovan nad symboly stejné abecedy jako je tomu u gramatiky G.
Definujme nyni injektivni zobrazeni

g: N —{0,1}"
a
h:N — {0,1}*"
takova, ze
h(A) = g(A)rev(g(A)),
kde Ae N a

n = [logy(card(N))].
Poznamenejme, Ze inverzni symboly k 0,1,2 € Nr jsou 0,1,2 € Nr v tomto poradi. Jestlize
h(A) =ay...anay...a,
a; €{0,1} proi=1,2,...,n, n > 1, pak
h(A) =ay...a,0a,...a1.
Mnozina pfepisovacich pravidel Pr je zkonstruovana nasledovné:
I. ptidej St — h(S)2 do Pr
I1. pro kazdé AB — CD € P ptidej 2 — h(B)2h(A)22h(C)2h(D)2 do Pr
III. pro kazdé A — BC € P piidej 2 — h(A)22h(B)2h(C)2 do Pr
IV. pro kazdé A — x € P ptidej 2 — h(A)z do Pp

Zde plati, ze A,B,C,D € N a xz € T'U {e}. Konstrukce gramatiky I' je nyni kompletni.
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Hlavni myslenka. T bindrnim zptusobem kdduje nonterminaly z G a simuluje aplikace bez-
kontextovych pravidel tvaru A — BC z G (viz IlI) tak, ze prepisuje symbol 2, ktery
nasleduje h(A), na h(A)22h(B)2h(C)2. Vysledkem tohoto kroku je podietézec h(A)h(A)

vygenerovany v nové vétné formé. Tento (korektni) tvar je vymazén redukei volné grupy.

Jakykoliv jiny tvar—to jest odlisny od tvaru h(A)h(A)—memuze byt timto zpusobem elimi-
novan, takze neni mozné vygenerovat platnou vétu jazyka. I' simuluje analogicky aplikace
pravidel tvaru A — x z bodu IV. Podobnym zpusobem jsou v I' simulovany i aplikace pra-
videl tvaru AB — CD (viz II). V tomto piipadé je vSak pfepsan symbol 2, ktery nasleduje
podietézec h(A)2h(B), na fetézec zaéinajici inverznim bindrnim kédem obou piepisovanych
nonterminalii h(B)2h(A).

Pr.: Stejné jako v predchozich dukazech si i zde uvedeme pred rigoréznim dikazem konkrétni
priklad. Jako vijchozi gramatiku pro konstrukci CF° R gramatiky uvazZujme gramatiku

G=(V,T,P,S)
v Kurodové normdlni formé, kde
o V={B,C,G,P,Q,R,S,X,Y, Z, x,y,2}
o T'={x,y,2}
o P={

S — XP, P—-YZ, S — X@Q, Q — GR,
R — BZ, GB—SB, ZB—(CZzZ, (CZ— BZ,
YB—-YY, X —uz, Y -y, Z — z

}

e startovaci symbol gramatiky je S

Tato gramatika je jiz v Kurodové normdini formé a generuje zndmy jazyk x'y'z", kde i > 1,
ktery mneni bezkontextovy. Snadno ovérime, Ze G rovnéz splnuje podminky dané Lemmatem
6.1.

Nyni zkonstruujeme CF°R gramatiku
r=(p,T, Pr,Sr).
(jplnci abeceda této gramatiky je tvorena mnoZinou
Vi ={Sr,5r,0,0,1,1,2,2,2,y,2, 7,7, z}.
Mnozina nontermindlnich symbolu gramatiky I' je pak definovdna jako
Nr =V —T ={Sr, Sr,0,0,1,1,2,2}.

Délku bindrnich kddovijch slov pro jednotlivé montermindlni symboly pivodni gramatiky
vypocitdme podle vztahu

n = [logy(card(V —T))] = [logy(10)] = 4

Zobrazeni g : N — {0, 1} definugme v ndsledugjici tabulce.
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g(B) = 0001 g(C) = 0010
9(G) = 0011 g(P) = 0100
9(Q) = o101 g(R) = 0110
g(S) = o111 g(X) = 1000
g(Y) = 1001 9(Z) = 1010

Zobrazeni h : N — {0,1}?® a h : N — {0,1}?" jiz definuji samotnd kédovd slova pro
jednotlivé nontermindlni symboly z gramatiky G a jejich inverzni varianty a jsou uvedena
v dalst tabulce.

h(B) = 00011000 h(B) = 00011000
h(C) = 00100100 h(C) = 00100100
h(G) = 00111100 h(G) = 00111100
h(P) = 01000010 h(P) = 01000010
h(Q) = 01011010 h(Q) = 01011010
h(R) = 01100110 h(R) = 01100110
h(S) = 01111110 h(S) = 01111110
h(X) = 10000001 h(X) = 10000001
R(Y) = 10011001 h(Y) = 10011001
h(Z) = 10100101 n(Z) = 10100101

V tuto chvili mdame jiZ pFipraveno vée potrebné k tomu, abychom mohli zkonstruovat jednot-
livd prepisovaci pravidla gramatiky I'. Jejich konstrukce je prehledné uvedena v nasledujici
tabulce. Vyznam hodnot ve sloupci Oznacéent je takovy, Ze Timskd ¢dst uddvad éislo kroku
konstrukce a pismeno rozlisuje dané pravidlo v rdmci jednoho bodu konstrukce. Ve sloupci
Odp. pravidlo z G je uvedeno puvodni prepisovact pravidlo z gramatiky G, podle kterého
bylo dané bezkontextové pravidlo pro gramatiku I' zkonstruovdno. Pro vétsi prehlednost bu-
deme v jednotlivijch zkonstruovanych prepisovacich pravidlech uvddét oddélovaci nonter-
minal 2 tuénym pismem.

Oznacent Pravidlo Odp. pravidlo z G

Ia St — 011111102 —

[Ta 2 — 0001100020011110022011111102000110002 GB — SB
ITb 2 — 0001100021010010122001001002101001012 ZB — CZ
Ilc 2 — 1010010120010010022000110002101001012 CZ — BZ
I1d 2 — 0001100021001100122100110012100110012 YB—-YY
[Ta 2 — 0111111022100000012010000102 S— XP
IIb 2 — 0100001022100110012101001012 P—-YZ
IIIc 2 — 0111111022100000012010110102 S — XQ
I11d 2 — 0101101022001111002011001102 Q — GR
ITTe 2 — 0110011022000110002101001012 R — BZ
IVa — 10000001z X -z
IVb 2 — 10011001y Y -y
Ve 2 — 10100101z Z —z
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Vynegerujme nyni vétu xxyyzz. Ndsledujici posloupnost predstavuje derivaci této véty v pu-
vodni gramatice G.

S

= XQ [S — XQ)]
—~ XGR [Q — GR]
—~ XGBZ [R — BZ]
—~ XSBZ [GB — SB]
= XXPBZ [S— XP|
—~ XXYZBZ [P—YZ]
~ XXYCZZ [ZB— CZ]
~ XXYBZZ [CZ — BZ]
—~ XXYYZZ [YB—YY]
= aXYYZZ [X — 1]

= zaYYZZ [X — 1]

= xxyYZZ Y — y]

= zxyylZ Y — y]

=  xzyyzZ [Z — z]

=  TaYY2 [Z — 2]

Nyni vygenerujeme stejnou vétu diive zkonstruovanou CF°R gramatikou I'. Vpravo od
kazdé vétné formy wvedeme bud oznacéend prepisovaciho pravidla, pomoci kterého byla dand
vétnd forma wvygenerovdna, nebo “redukce”, pokud byla vétnd forma ziskdna z predchozi
vétné formy redukct inverznich podretézcu s vyuZitim vlastnosti volné grupy.
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Sr

= 011111102 Ta

= 011111100111111022100000012010110102 IIIc

= 100000012010110102 redukce

= 100000012010110100101101022001111002011001102 111d

= 100000012001111002011001102 redukce

= 100000012001111002011001100110011022000110002101001012 1IIe

= 100000012001111002000110002101001012 redukce

= 100000012001111002000110000001100020011110022011111102
000110002101001012 ITa

= 100000012011111102000110002101001012 redukce

= 100000012011111100111111022100000012010000102000110002
101001012 IITa

= 100000012100000012010000102000110002101001012 redukce

= 100000012100000012010000100100001022100110012101001012
000110002101001012 IIIb

= 100000012100000012100110012101001012000110002101001012 redukce

= 100000012100000012100110012101001012000110000001100021010010122
001001002101001012101001012 1Ib

= 100000012100000012100110012001001002101001012101001012 redukce

= 100000012100000012100110012001001002101001011010010120010010022
000110002101001012101001012 Ilc

= 100000012100000012100110012000110002101001012101001012 redukce

= 100000012100000012100110012000110000001100021001100122100110012
100110012101001012101001012 11d

= 100000012100000012100110012100110012101001012101001012 redukce

= 10000001100000012100000012100110012100110012101001012101001012  IVa

= 2100000012100110012100110012101001012101001012 redukce

= 210000001100000012100110012100110012101001012101001012 IVa

= 22100110012100110012101001012101001012 redukce

= 221001100110011001%100110012101001012101001012 IVb

= 2x2y100110012101001012101001012 redukce

= 2xxyl1001100110011001y101001012101001012 IVb

= 2xzyyl101001012101001012 redukce

= 2xxyyl10100101101001012101001012 Ve

= zzyyz101001012 redukce

= xxyyz1010010110100101z2 IVe

= xTYYyzZ redukce

Vise uvedend derivace je na prvni pohled mnohem slozitéjsi. Prehlednost ubird zejména
kdédovdni nontermindlnich symboli bindrnimi retézci. Vzhledem k tomu, Ze kaZdy nonter-
mindlni symbol z puvodni gramatiky G je v T’ reprezentovdn bindrnim fetézcem o délce osm
symbolu, zvysuje se vyraznym zpusobem i prostorovd sloZitost. Nesporné viak je, Ze derivace
byla provedena pouze s vyuZitim bezkontextoviych pravidel. DuleZitou roli v jejich aplikaci
hraje volbd spravného symbolu 2, ktery md byt prepsdn. Jediné tak je zajisténa korekini
redukce vzniklych inverznich podretézcu. Pokud by byl pro prepis zvolen nesprdavny symbol,
vznikly inverzni podretézec by nemohl byt redukci zcela odstranén a z takto ziskané vétné
formy by jiZ nebylo mozné vygenerovat platnou vétu jazyka.
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Rigorézni dikaz

Nejprve dokazeme inkluzi L(G) C L(I")°. Pomoci matematické indukce budeme demonstro-
vat Tvrzeni A a B. Bez ztrity obecnosti predpoklddejme, ze kazdd véta w € L(G) muze
byt generovana derivaci tvaru

S =*w =% w,
kde w' € N* je generovdno z S pouze pomoci pravidel tvaru AB — CD, A — BC

a A — ¢, zatimco vyslednd véta w je z w’ ziskdna pouze pomoci pravidel tvaru A — a, kde
AB,C,DeNaacT.

Tvrzeni A. Jestlize A
S="y1y2.. . Ym

v G, potom A
St o= h(y1)2h(y2)2. .. h(ym)2

vI, kde y1,...,9ym € N, m > 0.

Zdklad indukce. Necht i = 0. Pak S = S v G. Podle konstrukce Sy — h(S)2 € Pr,
takze Sp o=! h(S)2 v T.

Indukéni hypotéza. Predpokladejme, ze Tvrzeni A plati pro vSechna i <[, kde [ je kladné
celé cislo.
Indukéni krok. Uvazujme libovolnou derivaci tvaru
S :>l+1 /8
kde B € N* a vyjadieme tuto derivaci jako
S=la= g,

kde o € N*.
Déle vyjadieme Tetézec § jako 8 = y1y2 . . . Yk, kde y1, ..., yr € N, k > 0. Podle indukéni
hypotézy
St o=""2 h(y1)2h(y2)2 ... b(yx)2 = fr

v I'. Poznamenejme, ze v tomto dukazu budeme déle vyjadiovat prefix resp. sufix aktudlni
vétné formy jako w = pi...p, resp. v = qi...¢s, kde pj,qp € N pro j = 1,...,r,
k=1,...,s, 7,s > 0. Pro nazornost také ve vétnych formach inverzni podietézce, které
jsou redukovany pomoci volné grupy, podtrhneme. Nasledujici ptipady od 1 do 3 zkoumaji
vSechny moznosti, kterymi muze G provést derivaci a = (.

1. Necht AB — CD € P, kde A, B,C,D € N. Potom
a=uABv=uCDv=p
v G. Podle bodu II konstrukce 2 — h(B)2h(A)22h(C)2h(D)2 € Pr a
ar = h(p1)2...h(p;)2h(A)2h(B)2h(q1)2 ... h(gs)2 o= h(p1)2...

... h(p;)2h(A)2h(B)h(B)2h(A)22h(C)2h(D)2h(q1)2 . . . h(gs)2 =
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= h(p1)2...h(pr)2h(C)2h(D)2h(q1)2 ... h(gs)2 = Br

v I'. Rozhodné tedy
S =g

v(Ga
SI‘ O:>l+2 6F

v I.
2. Necht A — BC € P, kde A, B,C € N. Pak
a=uAv=uBCv =7
(
ar = h(p1)2...h(p,)2h(A)2h(q1)2 ... h(gs)2 o= h(p1)2...

v G. Podle bodu III konstrukce 2 — h(A)22h(B)2h(C)2 € Pr a
1

. h(pe)2h(A)R(A)22h( B)2h(C)2h(q1)2 .. . h(gs)2 =
= h(p1)2...h(pr)20(B)2h(C)2h(q1)2. .. h(gs)2 = Br

v I atedyi
S :>l+1 6
v@Ga
Sr o=*2 gp
vI.

3. Nechf A — e € P, kde A € N. Potom
a=uAv=uww=_0
v G. Podle bodu IV konstrukce 2 — h(A) € Pr a

ar = h(p1)2...h(pr)2h(A)2h(q1)2 ... h(gs)2 o= h(p1)2...

o h(pe)2R(AVR(A)220(q1)2 . . . h(gs)2 =

=h(p1)2...h(pr)2h(q1)2...h(gs)2 = Or

v I'. Urcité pak také
S =13

v (G a
SF O:>l+2 /BF

vT.

Tim je indukéni krok hotovy a Tvrzeni A tedy plati.

Tvrzeni B. Jestlize
Yl .- Yk =Fw

v GG pouzitim pouze pravidel tvaru A — a € P, potom

h(y1)2... h(yg)2 o=F w
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vI,kde A,y; e Nproi=1,2,....k,k>0,aeT awe T
Bez ztraty obecnosti predpokladejme, ze w je generovano nejlevéjsi derivaci.

Ziklad indukce. Necht k= 0. Pak ¢ =% ¢ v G. Rozhodné i e o= ¢ v I

Indukéni hypotéza. Piredpoklddejme, ze Tvrzeni B plati pro kazdé k < [, kde [ je kladné
celé ¢islo.

Indukéni krok. Uvazujme libovolnou vétnou formu yi1ys ... yy11, kde y; € N pro i =
1,2,...,l+1 a vyjadieme derivaci z Tvrzeni B jako

l
Y1Y2 - - - YiYi+1 = WY1 = wa,

kdew eT*, aeT.
Necht 4,41 — a € P, kde y;41 € N aa € T. Potom

WY1 = wa
v G. Podle bodu IV konstrukce 2 — h(y;+1)a € Pr, takze

wh(yi+1)2 o= wh(yip1)h(yip1)a = wa

v I'. Rozhodné také
h(y1)2h(y2)2 ... h(y)2h(y141)2 o= wa

vI.
Tim je dikaz Tvrzeni B hotovy. U

Tvrzeni A a B dokazuji platnost inkluze L(G) C L(T")°.

Nyni dokadzeme opaé¢nou inkluzi, tedy L(I')° C L(G). Podobné jako v piedchozim odstavci
budeme predpokladat, ze kazda véta w € L(I')° muze byt generovéna derivaci tvaru

Sr o=* w' o= w,
kde w’ je generovédno z Sr pouze pouzitim pravidel nasledujicich tvaru:
o Sr — h(95)2
e 2 — h(B)2h(A)22n(C)2h(D)2
e 2 — h(A)22h(B)2h(C)2
e 2— h(A)

Véta w je pak z w’ vygenerovdna pouze pomoci pravidel tvaru

2 — h(A)a,

kde A,B,C,D € N a a € T. Poznamenejme, ze w’ je tvaru h(y1)2...h(ym)2, kde y; € N
proj=1,...,m, m > 0. Pomoci matematické indukce pro libovolné i > 0 budeme nejprve
demonstrovat Tvrzeni C.
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Tvrzeni C. Jestlize
St o= h(8)2 o= h(y1)2h(y2)2. .. h(ym)2

v I', potom
S="y1y2. . Ym

vG,kdey; € Nproj=1,2,...,m.

Ziklad indukce. Necht i = 0. Pak m =1, h(y1) = h(95) a
Sr o= h(8)2 0= h(S)2

vILVGijey, =SasS=08.

Indukéni hypotéza. Predpokladejme, ze Tvrzeni C plati pro v8echna ¢ <[, kde [ je kladné
celé cislo.

Indukéni krok. Uvazujme libovolnou derivaci tvaru
Sr o= h(S)2 o=t g

a vyjadreme ji presnéji jako

Sr o= h(S)2 o=l a o=,
kde o, 8 € V. Zduraznéme, ze o a [ jsou tvaru h(y1)2...h(yx)2, kde y; € N pro j =
1,...,k k>0.

Predpokladejme, ze

B = h(y1)2h(y2)2. .. h(yx)2,

kde y; € N pro j =1,...,k, k > 0. Podle indukéni hypotézy

I+1
S =t Y1Y2 - - - Yk
NiZe jsou rozebrany vSechny moznosti jak muze I' provést derivaci
o o= f.

Poznamenejme, Ze v dalsich ¢astech u,v € V[ jsou stejnych tvaru jako a a 3. V piipadé
gramatiky G plati ug,vg € N*.

1. Necht 2 — h(A) € Pr, kde A € N. Pak
a = uh(X)2h(Y)2v o= uh(X)h(A)h(Y)2v = 3,
kde X,Y € N. Podietézce h(X), h(A) a h(Y) vyjadiime jako

o h(A)= A ... AyA, ... Ay
[ ] h(Y):Yl...YnYn...Yl,
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kde X;, A;, Y; € Ny proi = 1,2,...n. Pfipomenme, Ze

n = [logy(card(N))]

a presnéji X;, A;, Y; € {0,1}. V bodech (1a) az (1d) rozebereme vSechny mozné
piipady tykajici se X, Y a A.

(1a)

Predpoklddejme, ze X # A a A # Y. Necht X; = A; a A; = Y} pro kazdé
1=1,2,...,raj=1,2...,5, kde 0 <r <n, 0 <s < n. Potom je fetézec

B=uXi...XpXp... X141 ... AyA, ... A1Y1... Y, Y, ... Y12v

redukovan na

,8 = ’U,Xl e Xan . .X,«+1Ar+1 e AnAn e As+1Y;+1 e YnYn e Y12’U.

Protoze redukovana vétna forma obsahuje fetézec inverznich symbolu

Ay A A, A,

a kromé toho

’Xl Xan .XT+1AT+1 H-AnAn-uAs—&-le-i-l YnYn .Yl‘ 75 2n

a Pr neobsahuje zadné pravidlo pfepisujici symboly 0 a 1, nen{ zde Zadny zpiisob,
jak je z vétné formy odstranit. Nejsme tedy schopni vygenerovat platnou vétu
tvofenou pouze terminalnimi symboly.

Nyni pfedpokladejme, 7e X = A a A # Y. Retézec  je pak redukovén na
B=uYy...Y, Y, ... Y120 = uh(Y)2v.

Vsimnéme si, ze h(X) je odstranéno. Podle bodu IV konstrukce A — ¢ € P.
Protoze A = X, potom

ag =ugXYvg = ugYvg = ﬁG

v G. Jasné také
S =M1 g4

v G a Tvrzeni C plati.
Dale predpoklddejme, ze X # A a A =Y. Potom je fetézec § redukovan na

B=uX;... X, X, ... X120 = uh(X)2v.

V tomto piipadé je odstranéno h(Y'). Podle bodu IV konstrukce A — ¢ € P.
Protoze A =Y, pak

oG = UGXYUG = uGXUG = BG

v G a tudiz i
S =M1 5a

v G a Tvrzeni C rovnéz plati.
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(1d) Kone¢né piedpokladejme, ze X = A a A =Y. Potom
B=uXi... XX, ... X120 =uh(X)2v =uY;...Y,)Y, ... Y120 = uh(Y)2v.

V tomto piipadé je odstranéno h(X) nebo h(Y'). Podle bodu IV konstrukce
A —e€eP. Jelikoz A= X =Y, pak

ag = ugXYvg = ugXvg =ugYvg = ,BG

a tedy
S =1 g4

v G. Tvrzeni C i v tomto piipadé plati.
2. Necht 2 — h(A)22h(B)2h(C)2 € Pr, kde A, B,C € N. Pak
a = uh(X)2h(Y)2v o= uh(X)h(A)22kh(B)2h(C)2h(Y)2v = 3,

kde X,Y € N. Podle Lemmatu 1 plati A # B. V bodech (2a) a (2b) déle pro-
zkoumame vSechny mozné piipady tykajici se X a A.

(2a) Uvazujme X # A. Vsimnéme si, ze situace je analogickd bodu (1a) a derivace
platné véty je zablokovana.

(2b) Nyni uvazujme, ze X = A. V tomto piipadé je situace analogickd bodu (1b).
Vysledna vétna forma je tvaru

B = uh(B)2h(C)2h(Y)2v.
Podle bodu III konstrukce A — BC' € P, takze
ag = uagXYvg = ugAYvg = ugBCYvg = B¢.

Zjevneé
S :>l+1 ﬂG

v G a Tvrzeni C plati.
3. Necht 2 — h(B)2h(A)22h(C)2h(D)2 € Pr, kde A, B,C,D € N. Potom

a = uh(X)2h(Y)2h(Z)20 o= uh(X)2h(Y )i(B)2h(A)22h(C)2h(D)2h(Z)2v = .

Podle Lemmatu 1 plati A # C. V bodech (3a) az (3c) opét rozebereme vSechny mozné
piipady tykajici se vzajemného vztahu symbola X, Y, A a B.

(3a) Predpokladejme, ze Y = B a X # A. V tomto piifpadé je podietézec 2h(Y )h(B)2
vymazan a vysledna (jesté ne uplné redukovand) vétna forma je tvaru

B = uh(X)h(A)h(C)2h(D)2h(Z)2v.

Situace je opét analogickd bodu (la) a derivace platné véty tvorené pouze ter-
mindlnimi symboly je zablokovana.
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(3b) Nyni uvazujme, ze Y # B. Vyslednd ne zcela redukovand vétna forma je tvaru

B = uh(X)2h(Y)h(B)2h(A)h(C)2h(D)2h(Z)2v.

Vyjadieme podietézce h(X), h(Y), h(B), h(A) a h(C) jako
e W(X)=X1...X,X,,... X1
e W(Y)=Y1...Y,.Y,..1
e h(B)=B;...B,B,...B;
o h(A)=A1... A A, ... A
o h(C)=0Cy...CLCy...C4,

kde B;, C;, X;, Y; € {0,1} pro i = 1,2,...n. Pfipomenme, ze podle Lemmatu 1
je A # C. Predpokladejme, ze Y; = B; pro kazdé i = 1,2,...,r a A; = C; pro
kazdé j =1,2,...,8, kde 0 <r <n a0 <s<n. Pak je § redukovana na

ﬂ:quXanXlzylYnYnK.+1BT+1Ban

Vsimnéme si, ze piipadnd rovnost ¢i nerovnost symboli X a A neni v tomto
piipadé dulezita. Protoze redukovana vétna forma obsahuje podietézec

Bri1...BuBy ... B34, .. A A, .. Ay

a kromé toho je konstantni délka zakédovanych nontermindli 2n poruSena, ne-
existuje zpusob jak derivovat platnou vétu jazyka a derivace je tudiz zablokovana.

Konetné uvazujme, ze Y = B a X = A. Pak je § zredukovana na
B = uh(C)2h(D)2h(Z)2v.
Toto je korektni vétnd forma. Podle bodu II konstrukce AB — C'D € P, takze
ag =uaXY Zvg = ugABZvg = uqgCDZvg = (g.

Rozhodné
S :>l+1 ﬁG

v G a Tvrzeni C plati.

Tim je platnost Tvrzeni C dokézana. OJ

Tvrzeni D. Jestlize

h(y1)2... h(yg)2 o=F w

v I' pouzitim pouze pravidel tvaru 2 — h(A)a, pak

yl...yk:>kw

v G, kde A, y; € N proi = 1,2,...k, k> 0,a € T a w € T*". Bez ztraty obecnosti
predpokléddejme, Ze je vyslednd véta generovana nejlevéjsi derivaci.

Ziklad indukce. Necht k = 0. Potom ¢ o= ¢ v I. Rozhodné také ¢ =9 ¢ v G.

92



Indukéni hypotéza. Predpokladejme, ze Tvrzeni D plati pro vSechna k <, kde [ je kladné
celé ¢islo.

Indukéni krok. Uvazujme libovolnou vétnou formu tvaru

h(y1)2h(y2)2 . .. h(y1)2h(Yi41)2,

kde y; € N proi =1,2,...1 4 1. Derivaci z Tvrzeni D vyjadiime jako
h(y1)2h(12)2 . .. h(lx)2h(yi41)2 o=F wh(y1)2 o= wa,

kdewET*,agT.
Necht 2 — h(y;11)a € Pr, kde y;.1 € N aa € T. Pak

wh(yi41)2 0= wh(yi1)h(yir1)a = wa
v I'. Podle bodu IV konstrukce y;11 — a € P, takze
WYl41 = wa

v (G. Jasné také
Y1y2 - - - YrYi4+1 =1 wa

v G.
Tvrzeni D tedy plati. O

Tvrzenimi C a D jsme dokazali platnost inkluze L(I')° C L(G).

Celkové Tvrzeni A, B, C a D dokazuji, ze L(G) = L(I')°, takze CF°R=RE a Véta 6.2
je timto dokazana. [ |

6.3 Shrnuti

Vyse uvedeny dukaz demonstruje, jak lze velmi jednoduchou modifikaci bézné bezkon-
textové gramatiky dramaticky zvysit jeji vyjadiovaci schopnosti az na droveini rekurzivné
vycislitelnych jazyku. Prestoze se v teorii formélnich jazyku nejednd o jediny forméalni mo-
del zalozeny na bezkontextovych ptepisovacich pravidlech, tkvi jeho vyznam v podstaté
modifikace, kterou bylo zvysSeni generativni sily docileno. V§imnéme si, ze zde neni zadna
struktura nebo omezeni navic, jak je tomu napft. u gramatik z oblasti fizeného prepisovani
[10].

Tou jedinou a zasadni modifikaci je v tomto piipadé prosta zaména volného monoidu za
volnou grupu, nad kterou je definovana relace pfimé derivace. Kromé toho jsme vhodnym
kédovanim nontermindlnich symbolu dosahli i jejich vyrazné redukce.
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Kapitola 7

Moznosti praktického uplatnéni
studovanych modelu

Prestoze patii studovand témata spiSe do teoretické oblasti, zkusme se v této kapitole za-
myslet nad pifipadnymi moznostmi praktického uplatnéni predstavenych formalnich mo-
delu. Kazdému takovému uplatnéni vSak musi nutné predchéazet vyzkum tykajici se nalezeni
vhodné oblasti pro uplatnéni a pouzitého pristupu pro praktické nasazeni. Berme tedy tuto
kapitolu pouze jako nacrt moznych aplikaci a inspiraci pro dalsi vyzkum.

Studované formélni modely muzeme podle zjisténych vyjadiovacich schopnosti rozdélit
do dvou skupin. Prvni skupinu budou tvofit oboustranné zasobnikové automaty a bezkon-
textové gramatiky nad volnymi grupami s redukovanym poc¢tem nontermindlu, které ge-
neruji ti{du rekurzivné vycislitelnych jazyki. Ve druhé skupiné budou vertikalné omezené
gramatiky, jejichz generativni sila pokryva pouze tiidu reguldrnich jazyku.

Oblast teoretické informatiky a formalnich jazykt poskytuje silny matematicky zdklad
pro obor pieklada¢t. Jako prvni se tedy nabizi uplatnéni pravé v piekladacich. Bezkon-
textové gramatiky nad volnymi grupami s redukovanym poctem nonterminalit mohou byt
pouzity jako prostiedek pro syntaktickou analyzu shora dola, kdy postupujeme od star-
tovactho nontermindlu a snazime se najit zpusob (poradi a mista aplikaci jednotlivych
prepisovacich pravidel) vedouci k vygenerovani pozadované véty jazyka. Velkou vyhodou
téchto gramatik je skutecnost, ze obsahuji pouze bezkontextova piepisovaci pravidla. Binarni
zakodovani jednotlivych nonterminalnich symboli navic poskytuje moznost vyuzit nejnizsi
jednotky pro zobrazeni v poéitacich—bity—a tim redukovat pamétovou narocnost pro
uchovani jednotlivych vétnych forem. Nevyhodou je zde nedeterministicky pfistup. Kon-
strukce syntaktického analyzatoru by mohla byt proto nejprve zaméiena na takové jazyky,
které je mozné generovat deterministicky. S tim vsak souvisi nalezeni algoritmu, ktery by
urcoval aplikovatelné piepisovaci pravidlo a soucasné i pozici nonterminalniho symbolu
v aktudlni vétné formé, ktery by byl timto pravidlem pfepsan a jehoz prepisem by nedoslo
k zablokovani derivace z duvodu nemoznosti redukce vzniklych inverznich podretézcu. Ta-
kovyto algoritmus by musel byt zaloZen na priichodu celou vétnou formou, nebot kazdé
bindrni kédové slovo jednoho nonterminalniho symbolu v pivodni gramatice je od ostatnich
oddéleno symbolem 2, ktery jako jediny muze byt ve vétné formé prepsan. Pocet kédovych
slov ve vétné formé je tedy shodny s poc¢tem téchto dvojek, které mohou byt prepsany
a tudiz v kazdém deriva¢nim kroku je minimalné pravé tolik moznosti aplikace libovolného
prepisovaciho pravidla. Vétsina aplikaci vSak nema smysl pravé z duvodu nemoznosti nasled-
né redukce vzniklych inverznich podfetézcu. Otdzkou vak zustava, zda tento algoritmus
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svoji casovou slozitosti nezatizi cely syntakticky analyzator nad ptijatelnou mez.

Uplatnéni téchto gramatik vsak nemusi byt pouze v teorii formdlnich jazyki, nebo
v oblasti preklada¢u. Cilem nemusi byt ani generovani konkrétniho jazyka. V nékterych
ptipadech mize byt zadouci provadét prostou simulaci vyvoje nebo rustu organismi, krys-
tall, a podobné. V chemii by mohlo byt pfinosné pouzit tyto gramatiky pro simulaci ruznych
chemickych reakci na trovni molekul piipadné slouc¢enin vzijemné se ovliviiujicich. Inverzni
vlastnost volné grupy by zde zajistovala napi. neutralizaéni reakci dvou latek, k jejichz spo-
jeni by v dané struktuie doslo. Vzhledem k zdkonu zachovani energie v§ak neni mozné, aby
dva prvky zcela vymizely jako je tomu v naSich gramatikdch. Muzeme v8ak uvazovat, ze
se napr. kapalné skupenstvi uré¢itého prvku meéni na plynné, piipadné vznikd jind forma
energie, jako je napi. teplo. Zména tohoto skupenstvi by byla simulovana pravé redukci na
urovni volné grupy tak, ze nové skupenstvi nebo vzniklé teplo by v dalsi ¢asti simulace jiz
nebylo uvazovano. Konkrétni reprezentace takovychto experimentu by vSak jiz zédlezela na
chemicich, ktefi by mohli tyto gramatiky prizpusobit svym pozadavkum.

Dalsi formalni model—oboustranné zasobnikové automaty a jejich varianta s reduko-
vanym poctem zasobnikovych symboli—by mohly nalézt uplatnéni pro syntakticky ana-
lyzator zdola nahoru. Podobné jako v predchozim pripadé by i zde mohlo byt vyuziti
bindrnich kédu jednotlivych symbola na zdsobniku sméfovano na co nejvétsi usporu paméti
vyuzitim bitové reprezentace obsahu zasobniku. V tomto piipadé by bylo jednodussi omezit
se pouze na deterministické varianty automati. Otdzkou zustdava, jak by byla timto ome-
zenim zménéna vyjadiovaci sila. Je vSak nadéje, ze uplatnéni oboustrannych zasobnikovych
automatu pro syntaktickou analyzu muze zvySit schopnosti analyzatoru postaveného na
bézném zasobnikovém automatu. Pro zjisténi konkrétnich vlastnosti vSak bude nutny dalsi
vyzkum, ktery jiz pfesahuje moznosti této prace.

Nyni se zkusme zamyslet nad moznostmi praktického uplatnéni posledniho formalniho
vyjadfovaci shopnosti ze v8ech modelu studovanych v této praci. Jak bylo dokédzéno, sila
gramatik omezenych popsanym vertikalnim zpusobem byla radikalné snizena az na droven
regularnich jazyku. Princip ¢innosti téchto gramatik je v8ak ve srovnani s ostatnimi modely
se stejnymi vyjadfovacimi schopnostmi (regularni gramatiky, koneéné automaty) pomeérné
slozity a pro praktické uplatnéni zdénlivé nepouzitelny. Vzhledem k tomu, ze jsme presné
urcili vyjadiovaci schopnosti gramatik omezenych timto zpusobem, muzeme je pouzit pro
dokazovani vlastnosti jinych jazyka. Pokud bychom pro dany jazyk zkonstruovali gramatiku
v Kurodové normalni formé s témito vlastnostmi, zaroven tim dokazeme, ze je uvedeny jazyk
regularni. To muze byt vyhodné zejména tam, kde je dany jazyk natolik slozity, Ze by pifima
konstrukce kone¢ného automatu pfipadné regularni gramatiky byla neimérné naro¢na. Se-
strojenim vertikalné omezené gramatiky v Kurodové normalni formé dokazeme, ze je dany
jazyk skutecné regularni a podle uvedené konstrukce muzeme zkonstruovat i koneény au-
tomat, ktery jej pfijima.

Poznamenejme, ze vysSe uvedené skutec¢nosti piredstavuji velmi hrubé nacérty moznych
praktickych aplikaci. Nesmime v8ak zapomenout, Ze k jejich realizaci muze vést dalsi naroény
vyzkum. Uvedené nédpady vSak mohou poslouzit jako vhodnd inspirace pro dalsi badani.
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Kapitola 8
Zaveér

V soucasné teorii formalnich jazyku existuje nes¢etné mnozstvi ruznych formalnich modelu
pro popis jazyku. Nékteré jsou staré nékolik desitek let a staly se jiz jakymisi zdkladnimi
modely pro popis zejména programovacich jazyki. Z téchto modeli vSak stéle jesté vzni-
kaji dalsi ruzné varianty, které zavadéji urcité dalsi prvky do téchto modelu, pfipadné je
ruznymi zpusoby modifikuji. Vétsina téchto modifikaci je motivovéna zvysenim vyjadiovaci
sily puvodniho modelu.

My na tento trend Castecné navazujeme a predstavujeme dalsi nové modely, které jsou
modifikaci nékterych modelt stavajicich. Shriime proto na zavér hlavni vysledky této prace,
pokusme se nastinit nékteré dalsi sméry vyzkumu v této oblasti a rovnéz i moznosti prak-
tického uplatnéni.

8.1 Oboustranné zasobnikové automaty

Bézny zasobnikovy automat jsme rozsifili o moznost odebirat a vkladat symboly z obou
jeho stran. Zasobnik byl timto zménén na oboustrannou frontu, ke které vsak pfistupujeme
specifickym zpusobem v tom smyslu, ze v kazdém kroku pracujeme soucasné s obéma jejimi
konci. Tim jsme do jisté miry rozsifili pamétové schopnosti bézného zasobnikového auto-
matu. Jak jsme se jiz zminili dfive, mé tento piistup nékolik vyhod. Zejména je to celistvost
takto definovaného zasobniku. To nam otevird moznost definovat zasobnik napt. nad vol-
nou grupou a tim vyuzit zejména vlastnosti inverznich prvka. Dalsi vyhodou je to, zZe
muzeme takovyto zasobnik jednoduse transformovat na (jednostrannou) frontu (pouhym
omezenim tvartu piechodovych pravidel). Vhodnym kédovanim zdsobnikovych symbola je
pak mozné redukovat zdsobnikovou abecedu na pouhé ¢étyfi symboly a tim ¢asteéné snizit
i pocet prechodovych pravidel. Dukazy tykajici se této problematiky potvrzuji, ze auto-
maty tohoto typu maji stejné vyjadiovaci schopnosti jako mé Turingtv stroj. Jinymi slovy,
jsou schopny definovat celou t¥idu rekurzivné vyéislitelnych jazyki. Kromé toho pfijimaji
kazdou vétu jazyka s jedinou obratkou zasobniku.

Zamysleme se na samém zavéru této casti nad moznostmi dalstho vyzkumu téchto au-
tomati. V nasem pojednani jsme se zabyvali pouze jejich nedeterministickymi variantami.
Hned se tedy nabizi studium deterministickych oboustrannych zdsobnikovych automati.
Otéazkou zustava, zda bude jejich sila zachovana (podobné jako je tomu v piipadé Turin-
govych strojui), nebo zda bude snizena. My jsme v této praci studovali pouze vyjadfovaci
schopnosti. Dalsim zajimavym a rozhodné pfinosnym tématem by mohlo byt studium
pamétové a casové narocnosti téchto automat.
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8.2 Vertikalni kontext v obecnych gramatikach

Jak jsme se jiz zminili diive, v béznych gramatikéch je kazdy deriva¢ni krok provadén pouze
s ohledem na kontext v aktualni vétné formé. My zavadime zcela novy pohled na derivacni
proces jako celek, kdy sledujeme kromé bézného kontextu v jediné vétné formé (nazvéme
jej horizontélni) i kontext mezi diive vygenerovanymi vétnymi formami—jakysi vertikalni
kontext. V tomto smyslu zavadime urcitd omezeni na bézné gramatiky v Kurodové normalni
formé a studujeme vliv pouzitych omezeni na generativni schopnosti téchto gramatik. S ohle-
dem na omezeni maximalni sifky segmentu a maximalniho po¢tu kontextovych derivaci na
hranici jsme vytvorili novy formélni model zalozeny na obecnych gramatikach v Kurodové
normalni formé.

Dikaz tykajici se vyjadfovacich schopnosti takto omezenych gramatik vede na kon-
strukci kone¢ného automatu. Stavy tohoto automatu jsou viceslozkové. Kazda z téchto
slozek hraje dilezitou roli pfi simulaci jednotlivych derivacnich kroki z ptivodni gramatiky.
V kone¢ném dusledku jsme tedy degradovali schopnosti gramatik v Kurodové normalni
formé az na uroven reguldrnich jazyku. To je velmi prekvapivé zjisténi, nebot jsme se ze
samého vrcholu Chomského hierarchie dostali az na jeji dno.

Zkusme nyni naznacit nékteré dalsi mozné sméry vyzkumu vertikalniho kontextu v obec-
nych gramatikdch. Soucasti studia vertikdlné omezenych gramatik bylo i studium dalsiho
typu vertikalniho omezeni, které vsak, jak se na samém konci ukazalo, nevedlo k pozadované-
mu cili. Jako vychozi byly opét pouzity gramatiky v Kurodové normalni formé. Maximé&lni
sfika sloupce byla taktéz omezena stejnym zptisobem jak bylo popséno v kapitole 5. Zadnym
zpusobem vsak nebyl omezen pocet aplikaci jednotlivych kontextovych pfepisovacich pra-
videl na hranicich sloupcu. Misto toho bylo omezeno jejich poradi tak, ze vSechny aplikace
kontextovych prepisovacich pravidel na hranici ¢ musely byt provedeny dfive nez kontextové
aplikace na hranici i — 1 pro i = 2,3, .... Pivodni domnénka byla ta, Ze takto omezené gra-
matiky generuji nekonecnou hierarchii jazyku, jejiz jednotlivé ¢asti jsou dany pravé po¢tem
sloupcti, ktery je obsazen v kazdé derivaci. Jako prostiedek pro dokazani této skutecnosti
byly zvoleny tzv. zdsobnikové automaty s moznosti reverzace zasobniku popsané v [17]
a [29]. Prestoze byl vytvofen algoritmus konstrukce zasobnikového automatu tohoto typu
pro danou gramatiku, dalsi dukaz jiz nevedl k potvrzeni domnénky. Jako otevieny problém
zde proto formulujme myslenku, ze gramatiky v Kurodové normélni formé omezené timto
nebo podobnym vertikdlnim zpusobem pravdépodobné mohou generovat nekonecénou hie-
rarchii jazykt shodnou s hierarchif jazykl generovanou zasobnikovymi automaty s moznosti
reverzace zasobniku.

8.3 Bezkontextové gramatiky nad volnymi grupami s redu-
kovanym poctem nonterminali

Hlavni modifikace v tomto ptipadé spocivala v zavedeni relace piimé derivace nad volnymi
grupami misto nad volnymi monoidy, jak byva obvyklé. Klicovou tlohu v celém deriva¢nim
procesu hraji inverzni symboly volné grupy, které umoznuji implicitni vymazavani z vétnych
forem bez pouziti kontextovych piepisovacich pravidel. Pomoci vhodné konstrukce grama-
tiky tim odpada nutnost pouziti vymazavacich kontextovych pfepisovacich pravidel tvaru
AB — ¢, které jsou jinak nezbytné. Podobnym ndmétem se zabyvaji i autofi [19] nebo
[12]. V jejich publikacich vsak pro zachovéni sily na trovni rekurzivné vy¢cislitelnych jazyku
musi vyuzit i tato kontextova piepisovaci pravidla. Jejich hlavni cil je spiSe orientovédn na
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nahradit omezenym poc¢tem téch nejjednodussich—mnapft. jiz zminénymi vymazavacimi.

My jsme v8ak v naSich gramatikdch dosahli obojiho. Nejen Ze jsme vhodnym kédovanim
zredukovali potfebny pocet nonterminalnich symboli, ale dosahli jsme i iplného odstranéni
kontextovych prepisovacich pravidel. Kazdy rekurzivné vycislitelny jazyk tedy muze byt
generovan bezkontextovou gramatikou, jejiz derivace jsou definovany nad volnou grupou
generovanou jeji uplnou abecedou, kterd obsahuje pravé osm nonterminélu.

Zamysleme se na samy zavér nad moznymi dal§imi sméry vyzkumu téchto gramatik.
Jak jsme se jiz zminili v pfedchozich odstavcich, i zde se na prvnim misté nabizi studium
¢asové a pamétové slozitosti téchto gramatik. Zde by mohl byt jednim z hledisek naptiklad
pocet nonterminalnich symbola vychozi gramatiky v Kurodové normélni formé, piripadné
i délka generovaného fetézce. Vzhledem k tomu, ze tyto gramatiky pracuji nedeterminis-
ticky (v daném kroku nelze jednozna¢né urcit, ktery symbol ve vétné formé prepsat, aby
nebyla derivace zablokovédna), bylo by rozhodné piinosné snazit se tento proces urcitym
zpusobem omezit. Protoze jsou v8echna ptepisovaci pravidla bezkontextova, bylo by mozné
inspirovat se vlastnostmi béznych bezkontextovych gramatik a definovat pojem nejlevéjsi
resp. nejpravéjsi derivace, kdy by byl v kazdém kroku piepsan vzdy nejlevéjsi resp. nej-
pravéjsi nonterminalni symbol (v nasem piipadé symbol 2). To vsak jesté nezaruci to, ze by
bylo dané piepisovaci pravidlo aplikovdno spravnym zpusobem tak, aby doslo ke korektni
redukci vzniklého inverzniho podietézce. Soucasti vyzkumu by tedy mohlo byt i nalezeni
algoritmu pro urcéeni pozic nontermindlnich symboli, které mohou byt korektné prepsiny
danym pfepisovacim pravidlem. Z tohoto zjisténi by pak byl pfepsan podle typu derivace
vzdy symbol na nejlevéjsi, resp. nejpravéjsi pozici.

Uvedené myslenky vsak dalece piekracuji rozsah této préce a tvoii tedy pouze mozné
naméty pro budouci vyzkum.
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Seznam symbolu a zkratek
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IV AIA I

konec ¢asti dukazu

konec dukazu

prazdnad mnozina

sjednoceni mnozin

prunik mnozin

kartézsky soucin

nalezejici; je prvkem mnoziny

nenalezejici; neni prvkem mnoziny

je vlastni podmnozinou

je podmnozinou

symbol relace piimé derivace; derivuje

reflexivni a tranzitivni uzavér relace =;

derivuje v nula nebo vice krocich

tranzitivni uzavér relace =;

derivuje v jednom nebo vice krocich

n—ta mocnina relace =, n > 0;

derivuje v n krocich

symbol relace piimé derivace nad volnou grupou;
derivuje nad volnou grupou

reflexivni a tranzitivni uzavér relace o=;
derivuje v nula nebo vice krocich nad volnou grupou
tranzitivni uzavér relace o=;

derivuje v jednom nebo vice krocich nad volnou grupou
n—ta mocnina relace o=, n > 0;

derivuje v n krocich nad volnou grupou

symbol relace pifechodu; prechazi do

reflexivni a tranzitivni uzavér relace +;

ptrechazi v nula nebo vice krocich do

tranzitivni uzavér relace F;

prechazi v jednom nebo vice krocich do

n—ta mocnina relace -, n > 0;

prechazi v n krocich do

symbol prepséni/prechodu; piepis na/prejdi do
symbol rovnosti; je rovno

symbol nerovnosti; neni rovno; ruzné od

mensi nebo rovno

vétsi nebo rovno

spojeni, konkatenace

operace od¢itani; zaporné znaménko; operdtor opacné hodnoty
nad volnou grupou znaci inverzni symbol k symbolu a
n zaokrouhleno na nejblizsi vyssi ¢islo

oddélovac
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2sPDA

2sPDAR

CF
CF°R

CS
FA
LBA
LEQG

PDA
PDA (Empty)

PDA (Final)

PDA (EmptyéFinal)
QG

RE

REG
™

délka Tetézce w

fecké pismeno alfa

fecké pismeno beta

fecké pismeno gama

fecké pismeno epsilon; symbol prazdného fetézce
fecké pismeno lambda

fecké pismeno my

fecké pismeno ro

fecké pismeno sigma

fecké pismeno fi

fecké pismeno omega

symbol volné grupy, neni-li v kontextu uvedeno jinak
symbol volného monoidu, neni-li v kontextu uvedeno jinak;
iterace

pozitivni iterace, neni-li v kontextu uvedeno jinak
symbol ekvivalence; je ekvivalentni s

posun ¢teci hlavy vlevo

posun ¢teci hlavy vpravo

zachovani pozice ¢teci hlavy

prazdny symbol

tfida jazyka prijimanych oboustrannymi zdsobnikovymi
automaty

tiida jazyku prijimanych oboustrannymi zasobnikovymi
automaty s redukovanym poc¢tem symbolt zasobnikové
abecedy

tiida bezkontextovych jazyku

tfida jazyku generovanych bezkontextovymi gramatikami
nad volnymi grupami s redukovanym poctem nontermindlu;
zkratka pro oznaceni téchto gramatik

tfida kontextovych jazyku

tfida jazyku pfijimanych koneénymi automaty

ttida jazykid pfijimanych linedrné ohrani¢enymi automaty
ttida jazyku generovanych levé rozsifenymi frontovymi
gramatikami

tiida jazyku pfijimanych zasobnikovymi automaty

tiida jazykt pfijimanych zasobnikovymi automaty

s vyprazdnénim zasobniku

tfida jazyku piijimanych zasobnikovymi automaty
pfechodem do koncového stavu

tfida jazyku pfijimanych zasobnikovymi automaty
pfechodem do koncového stavu a s vyprazdnénim zésobniku
tfida jazyku generovanych frontovymi gramatikami

ttida rekurzivné vy¢islitelnych jazyki

ttida regularnich jazyku

t¥ida jazykua pfijimanych Turingovymi stroji
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