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Abstrakt

Prace pojednava o novych formélnich modelech popisujici rekurzivné vycislitelné jazyky.
Jsou predstaveny konstrukce bezkontextovych a EOL gramatik nad volnou grupou a obous-
tranny zasobnikovy automat nad volnou grupou. Déle bude nasledovat také pojednani o
jejich redukovanych verzich. V piipadé bezkontextovych gramatik nad volnou grupou jsme
schopni redukovat pocet nonterminalnich symbolu na osm, aniz bychom snizili silu téchto
gramatik. Lepsiho vysledku dosdhneme v piipadé EOL gramatik nad volnou grupou, kdy
nam stac¢i k popisu rekurzivné vyécislitelného jazyka EOL gramatika nad volnou grupou s
Sesti nonterminalnimi symboly. V oblasti automati se podafilo redukovat zasobnikovou
abecedu na pouhé ¢tyfi nonterminalni symboly.
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Abstract

In the context-free and EOL grammars discussed in this paper, the derivations are introduced
over free groups rather than free monoids. It is proved that both grammars with derivations
introduced in this way characterize the family of recursively enumerable languages in a very
succinct way. Specifically, this characterization is based on the eight-nonterminal context-
free grammars and six-nonterminal EOL grammars over free groups. The next part of the
paper establishes the two-sided pushdown automata over free groups. Their construction
is based on queue grammars. A version with the reduced number of four symbols in the
pushdown alphabet is also studied.
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Kapitola 1

Uvod

V teorii formalnich jazyku se predstavuje velké mnozstvi modifikaci zakladnich forméalnich
modelu. Tyto modifikace maji za cil zvysit vyjadfovaci schopnosti daného modelu a stejné
tak je to i v této praci. Zde predstavené modifikace zasahuji do definice derivace, derivace je
definovana nad volnou grupou misto nad volnym monoidem a zadné jind rezie nebo fizeni
generovani vét jazyka neni nutnd. Vyuziva se tedy predevsim vlastnosti volnych grup,
konkrétné se jednd o vyuziti konkatenace vzajemné inverznich prvka. Algebraické zaklady
a podrobnéjsi popis volnych grup je mozné najit v kapitolach ¢tyfi a pét této prace.

1.1 Klasifikace gramatik a jazyku

V soucasné dobé je znamo velké mnozstvi ruznych struktur pro popis formélnich jazyku.
Nejcastéji se jedna o popis pomoci gramatiky. Na zdkladé tvaru prepisovacich pravidel téchto
gramatik, 1ze jazyky generované gramatikou rozdélit do ¢ty tiid definované Chomského
hierarchii jazyku. Existuji ovSem ruzné modifikace gramatik, které nelze zatadit pfimo do
jedné z definovanych tiid. Takovéto gramatiky mohou zasahovat do nékolika t¥id soucasné
a pfitom zadnou z nich nepokryvaji. Presto je Chomského hierarchie nejpouzivanéjsim
méfitkem generativni sily gramatik a jejich jazyka. Podrobnéji o Chomského klasifikaci
gramatik a jazyku pojednava druhé kapitola.

Na samém vrcholu Chomského hierarchie jsou tzv. jazyky typu 0. V nékteré literatuie
se muzeme téz setkat s oznaCenim rekurzivné vycislitelné jazyky, frazové strukturované
jazyky nebo téz jazyky pfijimané Turingovymi stroji. VSechny vysSe uvedena oznaceni jsou
si ekvivalentni. Tato mnozina jazyku je v této préci oznacovana zkratkou RE. Rekurzivné
vycislitelné jazyky jsou nejéastéji popisovany Turingovymi stroji nebo gramatikami typu 0,
které se nékdy oznacuji také jako obecné nebo neomezené gramatiky. Tyto gramatiky po-
voluji prepisovaci pravidla, ktera maji na své levé strané vice nez jeden symbol, o takovychto
pravidlech se v této praci zminujeme, ze jsou kontexrtovd. Naptiklad pfepisovaci pravidlo
AB — CD je pravidlo kontextového tvaru.

Nejznaméjsi tiidou jazyku v praktické oblasti jsou jazyky bezkontextové, oznacované
také jako typ 2. Tato tiida jazyku je v této praci oznacovdna zkratkou CF. Nejcastéjsi
formélni modely pro popis bezkontextovych jazyku jsou bezkontextové gramatiky nebo
zasobnikové automaty. Jak uz jejich nazev napovida, nedovoluji tyto gramatiky pfepisovaci
pravidla v kontextovém tvaru. Dostavame se tedy k dalsimu pojmu a to jsou bezkontextova
pravidla. Kazdé pravidlo, které ma na své levé strané pouze jediny symbol, nazyvame v této
praci jako bezkontextové. Naptiklad pfepisovaci pravidlo A — z je bezkontextového tvaru.



Bezkontextové jazyky jsou zdkladem pro vétSinu programovacich jazyku a jsou podle nich
navrzeny syntaktické analyzatory pro pirekladace k danym jazykam.

1.2 Predmét vyzkumu disertacni prace

Standardné jsou derivace v gramatikich definovany nad volnym monoidem generovanym
mnozinami termindlnich a nontermindlnich symbolu (totdlni abecedou) operaci konkate-
nace. Av8ak v soucasné dobé jsou v nékterych studii tyto derivace definovany nad jinymi
algebraickymi strukturami (viz. [24], [22], [20]). V této préci provedeme modifikaci derivace a
to tak, ze ji budeme definovat nad volnou grupou. Déle se budeme zabyvat generativni silou
takto modifikovanych formalnich model a mozné redukce poctu nonterminalnich symbolu
a zasobnikové abecedy v pfipadé automatu.

Soucasny stav poznani v této oblasti, rozumi se formalni modely pouze nad volnymi
grupami, nepfindsi kromé této prace zasadni vysledky spadajici do teoretické informatiky.
Vyjimkou jsou prace zabyvajici se koneénymi automaty nad volnou grupou, které jsou
schopny charakterizovat tiidu bezkontextovych jazyku. Definice téchto koneénych automatu
nad volnou grupou a jejich generativni schopnosti 1ze nalézt v [26] a [11]. Z oblasti automatu
je také diplomové prace Michala Berky [1], ve které jsem byl skolitelem. Tato préce byla
zameérena na navrh a implementaci syntaktického analyzatoru zalozeného na formalnim
modelu nad volnou grupou.

Tento dokument pojedndva o navrhu struktur, které jsou schopny generovat celou tfidu
rekurzivné vyéislitelnych jazykt. Jako zdklad pouzijeme bezkontextovou gramatiku, EOL
gramatiku a v poslednim piipadé rozsifeny oboustranny zasobnikovy automat. Spolecné
definujeme volnou grupu nad totalni abecedou téchto gramatik a nad zdsobnikovou abece-
dou oboustranného zasobnikového automatu. Vyuzitim schopnosti uvedenych prostiedku
lze dokazat, ze bezkontextové gramatiky nad volnymi grupami, EOL gramatiky nad volnymi
grupami a rozsifené oboustranné zésobnikové automaty nad volnymi grupami definuji t¥idu
rekurzivné vyéislitelnych jazyka a zachovavaji si tvar piepisovacich pravidel z ptuvodnich
modelu. Popis a vlastnosti téchto modelu byl prezentovéan v [7].

Protoze zde piredstavené zdkladni modifikace zvySuji pocet nontermindlnich symbolu,
tyka se dalsi vyzkum redukce poctu nonterminélnich symbolt, to v ptipadé bezkontextovych
a EOL gramatik nad volnou grupou. V piipadé rozsifenych oboustrannych zasobnikovych
automatu redukujeme pocet symbola zasobnikové abecedy. Je dokazano, ze viechny modi-
fikace zalozené na redukci po¢tu nonterminalnich symbola zachovavaji svoji vyjadfovaci silu,
tedy ze stdle popisuji rekurzivné vyéislitelnou tfidu jazyku. Nasleduje prehled dosazenych
vysledku v piipadé redukce po¢tu nonterminalnich symbolu:

e Pocet nontermindlnich symbolu bezkotextové gramatiky nad volnou grupou byl re-
dukovéan na osm symboli.

e Pocet nontermindlnich symbola EOL gramatiky nad volnou grupou byl redukovan na
Sest symbolu.

e Pocet nontermindlnich symbolii zdsobnikové abecedy rozsifeného oboustranného zaso-
bnikového automatu byl redukovan na ¢tyfi symboly.

Hlavni konstrukce a méné zname pojmy jsou provazeny pro jejich lepsi pochopeni po-
drobnymi ptiklady.



1.3 Struktura disertac¢ni prace
Tato préce je rozdélena do nasledujicich logickych celk:

e Prvni kapitola obsahuje samotny uvod. Tato ¢ast ¢tenare neformélné uvede do prob-
lematiky formélnich modeli nad volnymi grupami.

e Ve druhé kapitole je ¢tenaf seznamen se zékladnimi pojmy a definicemi z teorie
formaélnich jazyku, které jsou dale pouzivany v ostatnich kapitoldch.

o TTeti kapitola Ctendfe seznami s vybranymi formalnimi modely. Na zakladé téchto
modelu budou definovany modely nové.

e Ve ctvrté kapitole je ¢tendf sezndmen se zdkladnimi pojmy a definicemi z oblasti
zékladnich algebraickych struktur, které jsou dale pouzivany v kapitolach o formélnich
modelech nad volnou grupou.

e V paté kapitole je ¢tendf sezndmen s definici volného monoidu a volné grupy. Volna
grupa je hlavnim prvkem pouzivanym v nésledujicich kapitolach. Tato kapitola je
posledni, ktera rekapituluje zavedené pojmy. Nasledujici kapitoly obsahuji samotny
vyzkum autora.

e Sesta kapitola zavad{ nové formalni modely nad volnou grupou, jedns se konkrétné o
bezkontextové gramatiky nad volnou grupou a EOL gramatiky nad volnou grupou. Je
zde dokdzano, ze obé tyto gramatiky dosahuji sily Turingovych stroju (popisuji gra-
matiky typu 0) a to pouze za pouziti bezkontextovych pravidel a s vyuzitim vlastnosti
volné grupy.

e Sedmé kapitola se dale zabyva moznostmi redukce po¢tu nontermindlnich symbolu
gramatik zavedenymi v pfedchozi kapitole. Jsou piedstaveny odlisné konstrukce gra-
matik nad volnymi grupami zaméfené na redukci poé¢tu nonterminéli. Vysledky ziskané
v této kapitole byly prezentovany v ¢asopisecké publikaci [6]. Jsou opét zkoumdany
nasledujici gramatiky

— Bezkontextové gramatiky nad volnymi grupami s redukovanym poctem monter-
mindli - v této podkapitole je pfedstavena pouze konstrukce, samotny dukaz
lze najit v [2]. Dosazenym vysledkem je redukce poc¢tu nontermindli na osm
symbolu.

— FEOL gramatiky nad volngmi grupami s redukovanym poctem nontermindlnich
symbolu - tato podkapitola zavadi novou definici EOL gramatik zaméfenou na
redukci po¢tu nonterminali. Je zde dokédzano, ze tato modifikace disponuje opét
silou Turingovych stroju a dale bylo dosazeno redukce poc¢tu nontermindlu na
Sest symbol.

e Osma kapitola je zaméfena na automaty, konkrétné se jednd o rozsirené oboustranné
zasobnikové automaty nad volnymi grupami. Rozsifeni spo¢iva ve schopnosti zasobniko-
vého automatu ¢ist ze vstupni pasky nejen symboly, ale i fetézce. Definice obous-
tranného zdsobniku nad volnym monoidem je popsana v [2] a je zde také dokédzano,
ze tyto automaty maji silu Turingovych strojiu. Modifikaci pfiddanim volné grupy tedy
silu jiz zvysit nelze, ale dosdéhneme redukce poc¢tu pravidel a mensich pamétovych
néarok.



e V devaté kapitole je predstavena definice rozsitenych oboustrannych zdsobnikovych
automatu s redukovanou zdisobnikovou abecedou. Je dokazéano, ze k popisu jazyka typu
0 staci takovyto zasobnikovy automat s pouze ¢tyifmi symboly zasobnikové abecedy.
Vysledky ziskané v této kapitole byly prezentovény v ¢asopisecké publikaci [5].

e V desaté kapitole jsou uvedena mozna prakticka vyuziti zde navrzenych formélnich
modelu.

e Zavérecnd kapitola shrnuje dosazené vysledky, publikace pojednédvajici o formélnich
modelech nad volnymi grupami a uvadi mozné pokracovani této prace.



Kapitola 2

Zaklady teorie formalnich jazyku

Zékladni pojmy pro vymezeni jazyka jsou abeceda a retézec.

2.1 Abeceda

Definice 2.1.1 Abecedou rozumime neprézdnou mnozinu prvku. Tyto prvky nazyvame
symboly abecedy.

2.2 Retézec nad abecedou

Definice 2.2.2 Retézcem (nebo také wvétou & slovem) nad danou abecedou rozumime
kazdou konecnou posloupnost symboli abecedy. Prazdnou posloupnost symbolu, tj. posloup-
nost, kterda neobsahuje zadny symbol, nazyvame prdzdny retézec. Prazdny fetézec budeme
zapisovat symbolem e.

Definice 2.2.3 Nechf z, y jsou fetézce nad abecedou X. Konkatenaci (zFetézenim) retézce
x s fetézcem y vznikne fetézec zy. Operace konkatenace je asociativni, tj. z(yz) = (xy)z,
neni vsak komutativni, xy # yx pro x # y.

Definice 2.2.4 Nechf w je fetézec nad abecedou Y. Retézec z se nazyva podietézcem
fetézce w, jestlize existujf fetézce x a y takové, ze w = zzy. Retézec 1 se nazyva prefitem
(predponou) Tetézce w, jestlize existuje fetézec y; takovy, ze w = x1y;1. Analogicky, fetézec
Y2 se nazyva sufizem (priponou) fetézce w, jestlize existuje retézec zo takovy, ze w = xays.
Je-li y1 # €, resp. xo # €, pak x1 je vlastni prefix, resp. xo je vlastni sufix Fetézce w.

Definice 2.2.5 Délka Tetézce je nezaporné celé ¢islo, které udava pocet symbolu fetézce.
Délku fetézce x znacime |z|. Je-li z = ajas...an,a; € £,1 < i < n, pak |z| = n. Délka
prazdného fetézce je nulovd, tj. |e| = 0.

Konvence 2.2.1 Retézec nebo podietézec, stavajici se prave z k vyskyta symbolu a,
budeme symbolicky znacit a*. Napiiklad:

ad=aaa, b'=0b, L=¢



Definice 2.2.6 Necht ¥ je abeceda. Ozna¢me symbolem ¥* mnozinu vSech fetézcu nad
abecedou ¥ véetné fetézce prazdného, symbolem X7 viechny fetézce vyjma fetézce prazdného,
tj. ©* = 1 U {e}. Mnozinu L, pro niz plati L C ¥* (piipadné L C Xt pokud € ¢ L),
nazyvame jazykem L nad abecedou X. jazykem tedy miuze byt libovolnd podmnozina fetézct
nad danou abecedou.

Ozna¢me symbolem |X| kardinalitu (pocet prvki) mnoziny X, plati ze || = 0, [{a}| = 1,
|{a,b}| = 2 a podobné.

Konvence 2.2.2 Pro zdpis termindlnich a nonterminalnich symbolu a fetézcu tvorenych
témito symboly budeme pouzivat této konvence:

(1) a,b,c,d,e reprezentuji termindlni symboly

(2) A,B,C,D, S, X,Y reprezentuji nontermindlni symboly, X a Y budou predstavovat
pomocné nontermindly

(3) U,V, Z reprezentuji terminalni nebo nontermindlni symboly
(4) a,p,...,w,x,y, z reprezentuji Fetézce termindlnich a nonterminalnich symbolu

(5) u,v reprezentuji fetézce pouze terminalnich symbolu

2.3 Gramatika

Nejzndméjsim prostfedkem pro popis jazyku je gramatika. Gramatika spliuje zdkladni
pozadavek na reprezentaci koneénych i nekoneénych jazyku a pozadavek konecnosti reprezen-
tace.

Gramatika pouzivd dvou disjunktnich abeced:

(1) mnoziny N nontermindlnich symbolu
(2) mnoziny ¥ termindlnich symboli

Nonterminalni symboly, kriatce nontermindly, maji roli pomocnych proménnych, které
oznacuji urcité syntaktické celky (kategorie).

Mnozina termindlnich symbolu, kratce termindli, je identickd s abecedou, nad niz je
definovan jazyk. Sjednoceni obou mnozin, tj. N U X, nazyvame slovnikem gramatiky nebo
také totdlni abecedou gramatiky.

Gramatika predstavuje generativni systém, ve kterém lze z jistého vyznaceného nonter-
minalu generovat, aplikaci tzv. piepisovacich pravidel, fetézce tvorené pouze terminalnimi
symboly. Takové fetézce reprezentuji pravé véty gramatikou definovaného jazyka.

Jadrem gramatiky je tak konetnd mnozina prepisovacich pravidel. Kazdé prepisovaci
pravidlo mé tvar uspofddané dvojice fetézcu (a, (3), stanovuje moznou substituci fetézce
( namisto Fetézce o, ktery se vyskytuje jako podietézec generovaného Fetézce. Retézec
a obsahuje alesponi jeden nonterminédlni symbol, fetézec 3 je prvkem mnoziny (N U X)*.
Formalné vyjadieno, mnozina pfepisovacich pravidel je podmnozinou kartézského soucinu:

(NUE)*N(N UZ)* x (NUX)*.



Definice 2.3.7 Gramatika G je ¢tvetice G = (N, %, P, S), kde

e N je kone¢na mnozina nontermindlnich symboli

e Y je koneénd mnozina termindlnich symbolu, NNY = ()

e P je konetnd podmnozina kartézského soucinu (N U X)*N(N UX)* x (N UX)*
e S € N je pocatecni (také startovaci) symbol gramatiky

V tomto textu se také setkdme s definici gramatiky G = (V, X, P, 5), kde V je totalni
abecedou a plati, Ze mnozina nonterminélnich symbola N je rovna V — X.

Prvek (a, ) mnoziny P nazyvame prepisovacim pravidlem (kratce pravidlem) a budeme
jej zapisovat ve tvaru @ — (3. Retézec a resp. 8 nazyvame levou resp. pravou stranou
prepisovaciho pravidla.

Definice 2.3.8 Necht G = (N, X, P, S) je gramatika a necht \ a u jsou fetézce z (NUX)*.
Mezi fetézci A a u plati relace =g, nazyvand primd derivace, jestlize muzeme fetézce A\ a
1 vyjadrit ve tvaru

A =~vad
=50

v a d jsou libovolné fetézce z (N U X)* a o — 3 je prepisovaci pravidlo z P.

Plati-li mezi fetézci A a u relace pfimé derivace, pak piSeme A = p a fikame, Ze Tetézec
u lze pfimo generovat z fetézce \ v gramatice G. Je-li z kontextu zfejmé, ze jde o derivaci
v gramatice GG, pak nemusime specifikaci gramatiky pod symbolem = uvadét.

Definice 2.3.9 Necht G = (N, X, P, S) je gramatika a A a u jsou fetézce z (N UX)*. Mezi
fetézci A a p plati relace =" nazyvand derivace, jestlize existuje posloupnost pifmych
derivaci v;_1 = v;, 1 < i < n takova, ze plati:

A=V = U] == Uy = Uy = U

Tuto posloupnost nazyvame derivaci délky n. Plati-li A =7 u, pak fikdme, Ze fetézec u
Ize generovat z Fetézce \ v gramatice G. Relace =7 je tranzitivnim uzdvérem relace pifmé
derivace =. Symbolem =" zna¢ime n-tou mocninu relace =-.

Definice 2.3.10 Jestlize v gramatice G' plati pro fetézce X\ a u relace A =71 u nebo
identita A = pu, pak piseme A =* u. Relace =* je tranzitivnim a reflexivnim uzavérem
relace piimé derivace =.

Definice 2.3.11 Nechf G = (N, X, P, S) je gramatika. Retézec a € (N U X)* nazjvime
vétnou formou, jestlize plati S =* «, tj. fetézec « je generovatelny ze startovacitho symbolu
S. Vétna forma, kterd obsahuje pouze termindlni symboly, se nazyva véta. Jazyk L(G),
generovany gramatikou G, je definovan mnozinou vSech vét

L(G) ={u|S ="u, uweX*}.



2.4 Chomského klasifikace gramatik

Chomského klasifikace gramatik (a jazyki), zndmd také pod nazvem Chomského hierar-
chie jazykt, vymezuje ¢tyfi typy gramatik podle tvaru prepisovacich pravidel, jez obsahuje
mnozina prepisovacich pravidel. Tyto typy se oznacuji jako typ 0, typ 1, typ 2 a typ 3.
241 TypO

Gramatika typu 0 obsahuje pravidla v nejobecnéjsim tvaru:

a— 0 ace(NUL)NNUX)*, pfe(NUXD)*

Tyto gramatiky se také nazyvaji gramatikami neomezenymi. Jazyky definované témito
gramatikami se nazyvaji rekurzivné vycislitelné a ¢asto se oznacuji zkratkou RE (z angl.
recursively enumerable).

242 Typ1l

Gramatika typu 1 obsahuje pravidla tvaru:

aAfB —ayB; AEN aBe(NUX)*, ye(NuX)T
nebo
S —e.

Gramatiky typu 1 se nazyvaji také gramatikami kontertovymi a to z toho duvodu, ze
tvar pravidla této gramatiky implikuje, ze nonterminal A muze byt pfepsan fetézcem -y
pouze tehdy, je-li jeho pravym kontextem fetézec ( a levym kontextem fetézec a.

Jazyk generovany gramatikou typu 1 se nazyva jazykem kontextovym a ¢asto se oznacuje
zkratkou CS (z angl. context-sensitive).

2.4.3 Typ 2

Gramatika typu 2 obsahuje pravidla tvaru:

A—vy; A€eN, ye(NUXD)"

Gramatiky typu 2 se nazyvaji bezkontextovymi gramatikamsi, protoze substituci levé
strany pravidla () za nonterminal A lze provadét bez ohledu na kontext, ve kterém je
nonterminal A ulozen. Na rozdil od kontextovych gramatik, bezkontextové gramatiky smi
obsahovat pravidla tvaru A — .

Jazyk generovany gramatikou typu 2 se nazyva jazykem bezkontextovym a casto se
oznacuje zkratkou CF (z angl. context-free).

2.44 Typ 3

Gramatika typu 3 obsahuje pravidla tvaru:

A—vy A€eN, yeX"UX'NY".

Gramatika s timto tvarem pravidel se nazyva linedrni gramatika. K takovéto gramatice
Ize sestrojit ekvivalentni specidlni pravou linedrni gramatiku.
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A—vy; A€eN, yeX*UX'N
nebo levou linedrni gramatiku:

A—~vy A€eN, yeX*UNY*

Nazvy pravé a levé linearni gramatiky jsou odvozeny od pozice nonterminalu na pravé
strané pravidel. Pro tyto gramatiky je dale mozné sestrojit ekvivalentni gramatiky, které
se nazyvaji requldrni. Opét podle pozice nonterminalu na pravé strané pravidel rozlisujeme
pravou reguldrni gramatiku:

A—~, A€eN, yeXUXNU({e}

a levou requldrni gramatiku:

A—~vy, AeN, yeXUNXU/ e}

Gramatiky typu 3 se proto také nazyvaji regularnimi gramatikami.

2.5 Kurodova normalni forma

Pro popis jazykt typu 0 lze pouzit nékterou z normalnich forem. V tomto dokumentu pro
néas bude dulezita Kurodova normélni forma, viz [16].

Definice 2.5.12 Gramatika G = (N, X, P, S) je v Kurodové normdlni formé, pokud jeji
mnozina prepisovacich pravidel P obsahuje pouze pravidla tvaru:

e AB— CD,
e A— BC,
e A—a,

o A—¢

A, B,C,D € N, a €, e je prazdny fetézec.

Véta 2.5.1 Kazdou gramatiku G typu 0 je mozné transformovat na ekvivalentni gra-
matiku H v Kurodové normalni formé takovou, ze L(G) = L(H).
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Kapitola 3
Modely pro popis jazyku

V této kapitole budou predstaveny formalni modely potiebné pro budouci konstrukce gra-
matik a zdasobniki nad volnou grupou. Bezkontextové gramatiky byly definovdny vyse,
seznamme se tedy s EOL gramatikou.

3.1 L systémy

L systémy poprvé predstavil Aristid Lindenmayer v roce 1968 [18]. Puvodné se jednalo o
paralelni piepisovaci systém modelujici vicebunééné organismy. Zakladni myslenka téchto
systému nasla vyuziti i v teoretické informatice. Vznikaji nové jazyky zalozené na 0L, DOL,
POL, EOL a dalsich gramatikach. Zvlastnosti vétsiny t¥id jazyku, které jsou pfijimany gra-
matikami zalozenymi na OL systémech, je jejich pozice v Chomského hierarchii - jednotlivé
t¥idy mohou prekryvat a pritom zadnou z nich nepokryvaji.

Nés bude zajimat t¥ida jazyku pfijimand EOL gramatikami, kterd lezi nad tfidou bezkon-
textovych jazyku, ale nepokryva celou tiidu jazyku kontextovych. Vhodnou modifikaci,
kterd bude pfedstavena pozdéji, se pokusime silu jazyku EOL gramatik zvysit na silu
Turingovych stroju.

3.2 OL systém
0L systém, nebo také 0L gramatika, je trojice G = (3, P,w), kde
e ¥ je koneénd mnozina termindlnich symbolu (abeceda)
e P je koneénd mnozina pravidel tvaru a — x, a € X, xz € X*

e w € X* je pocdteéni (startovaci) fetézec, oznacuje se také jako aziom gramatiky

3.3 DOL systém

Necht G = (X, P,w) je OL systém. Pokud pro kazdé a € ¥ existuje pravé jedno pravidlo
a—x €P, xeX* Potom G je DOL systém (D - ”deterministic”).
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3.4 POL systém

Necht G = (2, P,w) je OL systém. Pokud pro kazdé pravidlo a — = € P plati x # . Potom
G je POL systém (P - ”propagating”).

Definice 3.4.1 Necht G = (X, P,w) je OL systém a u, v jsou fetézce ze X*. Mezi fetézci
u a v plati relace =, nazyvana primd derivace, jestlize muzeme fetézce u a v vyjadiit ve
tvaru:

U =apay...an
’U:blbz...bn
a; €Y, bje¥Xraaq —=b€Pprol<i<n.

Plati-li mezi fetézci u a v relace ptimé derivace, pak piSeme v = ¢ v a tikame, Ze Tetézec v
lze piimo generovat z fetézce u v gramatice (systému) G. Je-li z kontextu zfejmé, ze jde o
derivaci v gramatice GG, pak nemusime specifikaci gramatiky (systému) pod symbolem =
uvadét.

Definice 3.4.2 Necht G = (X, P,w) je OL systém a u, v jsou fetézce ze ¥*. Mezi fetézci
u a v plati relace =71 nazyvand derivace, jestlize existuje posloupnost pifmych derivaci
Ti—1 = x;, 1 < i <n takova, ze plati:

U=T)=>x1 =" "= Tp-1=> Ty =".

Tuto posloupnost nazyvame derivaci délky n. Plati-li u =7 v, pak ifkdme, Ze fetézec v
lze generovat z fetézce u v systému G. Relace =T je tranzitivnim uzévérem relace piimé
derivace =. Symbolem =" zna¢ime n-tou mocninu relace =.

Definice 3.4.3 Jestlize v OL systému G plati pro fetézce u a v relace u = v nebo identita
u = v, pak piSeme u =* v. Relace =" je tranzitivnim a reflexivnim uzédvérem relace piimé
derivace =.

Definice 3.4.4 Nechf G = (X, P,w) je OL systém. Retézec v € ¥* nazyvame vétnou for-
mou, jestlize plati w =* wu, tj. Tetézec u je generovatelny z axiomu w. V 0L systémech
se kazda vétna forma nazyva wvéta. Jazyk L(G), generovany systémem G, je definovén
mnozinou vSech vét

L(G) ={ulw="u, ueX}

Priklad 3.4.1 Mgéjme OL systém G = (X, P, aa), kde
e ¥ ={a,b,c},
o P={
p1:  a— ac,
pa:  a — be,
p3: ¢ — e}
Derivace v této gramatice muze byt napiiklad:

aa = acac[plapl] = bcac[p?apfﬂvpl:p?)]
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Priklad 3.4.2 Meéjme DOL systém G = (3, P, ab), kde
e ¥ ={a,b,c},

o P={
p1: a— ac,
po: b — b,
p3: ¢ — &}

Derivace v této gramatice muze byt napiiklad:

ab = acbe[py, p2] = acbc[py, p3, p2, p3)

Piiklad 3.4.3 Méjme POL systém G = (X, P, ab), kde
o ¥ ={a,b,c},
o P= {

P a — ac,
p2: b — be,
p3: ¢ — aa}l

Derivace v této gramatice muze byt napiiklad:

ab = acbclp1, p2| = acaabcaalpy, ps, p2, p3]

Priklad 3.4.4 Meéjme OL systém G = ({a},{a — aa},a). Tento OL systém je zdroven
PDOL systémem a piijimé jazyk L(G) = {a®" : n > 0}.

3.4.1 EOL systém
EOL systém, nebo také EOL gramatika, je ¢tvetrice G = (V, X, P,w), kde

e V je kone¢nd mnozina symbolu

e > C V je konetna podmnozina terminalnich symboli
e P je koneéna mnozina pravidel tvarua — x, a €V, xzeV*
e w € V* je pocéatecni (startovaci) fetézec, oznacuje se také jako aziom gramatiky

Definice 3.4.1 Necht G = (V. X, P,w) je EOL systém a necht \ a p jsou fetézce z V*.
Mezi fetézci A a u plati relace =g, nazyvand primd derivace, jestlize muzeme fetézce A a
1 vyjadrit ve tvaru

A=21T9...Tp
H=Y1Yy2...Yn

kdex; €V, yeV*¥ax;, —y, € Pprol <i<n.

Plati-li mezi fetézci A a u relace pfimé derivace, pak piSeme A = p a tikame, Ze Tetézec
p lze pfimo generovat z fetézce A v systému G.
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Definice 3.4.2 Necht G = (N, X, P,w) je EOL systém a A a p jsou fetézce z V*. Mezi
fetézci A a p plati relace =T nazyvana derivace, jestlize existuje posloupnost pifmych
derivaci v;_1 = v; 1 <1 <n takova, ze plati:

A=0)= U] = = Upo] = Up = (i

Tuto posloupnost nazyvame derivaci délky n. Plati-li A =7 u, pak fikdme, Ze fetézec
lze generovat z fetézce X\ v systému G. Relace =T je tranzitivnim uzévérem relace piimé
derivace =. Symbolem =" znatime n-tou mocninu relace =-.

Definice 3.4.3 Jestlize v systému G plat{ pro fetézce X a p relace A =T 1 nebo identita
A = u, pak piseme A\ =* u. Relace =* je tranzitivnim a reflexivnim uzdvérem relace piimé
derivace =

Definice 3.4.4 Nechf G = (V, %, P,w) je EOL systém. Retézec o € V* nazyvame vétnou
formou, jestlize plati S =* «, tj. Fetézec a je generovatelny z axiomu w. Vétna forma, kterd
obsahuje pouze termindlni symboly, se nazyva véta. Jazyk L(G), generovany systémem G,
je definovan mnozinou v8ech vét

L(G) ={ulw="u, uweX*}

EOL systémy jsou jednou z vyjimek, které nelze zaradit do Chomského hierarchie.
EOL systémy svoji vyjadfovaci schopnosti pfesahuji mnozinu bezkontextovych jazyku, ale
zaroven nepopisuji vsechny kontextové jazyky.

Priklad 3.4.5 Mgéjme EOL systém G = (V, X, P,aAa), kde

o V={4},

o T ={ab},

o P={
p1: @ — aa,
po: A — bAD,
p3: b—b,
py: A — e}

Derivace v této gramatice muze byt napiiklad:
CLA(I = aabAbaa[plap27pl] = aaaabbaaaa[p17pl7p37p47p3ap17p1]
Pozndmka: dalsi gramatiky zalozené na OL systémech (ETOL, CTOL, FEPOL, atd.) a

vztahy mezi nimi lze najit v [28] a [25].

3.5 Frontové gramatiky

Na konci této prace budou predstaveny oboustranné zasobnikové automaty nad volnou
grupou, k jejich konstrukci bude zapotiebi definovat nasledujici pojmy: zleva rozsitend fron-
tova gramatika a rozsifeny zasobnikovy automat, o téchto formalnich modelech pojednava
tato a nasledujici podkapitola. Frontové gramatiky a zleva rozsifené frontové gramatiky
popisuji t¥idu rekurzivné vyécislitelnych jazyku, vice 1ze nalézt v [23].
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3.5.1 Frontova gramatika

Definice 3.5.5 Frontovd gramatika (viz [15]) je Sestice, @ = (V,T,W, F,s,P), kde V a
W jsou totdlni abecedy takové, ze VNW =0, T CV, FCW,se (V-T)W —F) je
vychozi (startovaci) axiom a P CV x (W — F) x V* x W je kone¢nd relace takova, ze pro
kazdé a € V existuje néjaky prvek (a,b,z,c) € P.

Jestlize u,v € V*W, u = arb, v = rxzec, a € V, r,x € V* b,c € W a (a,b,x,c) € P,
potom v = v v ). Symbolem = je oznacovana relace primé derivace v Q. Obvyklym
zpusobem jsou pak definovdny relace =", =1 a =*.

Jazyk generovany frontovou gramatikou @, L(Q), je definovan jako

L(Q)=A{wls="wf,weT" feF}.

Konstrukce oboustranného zdsobnikového automatu nad volnou grupou vychéazi z mod-
ifikace této frontové gramatiky, kterd byla predstavena v [23].

Oznaéme t¥idu jazykt generovanych frontovymi gramatikami jako QG. Potom plati
nasledujici véta.

Véta 3.5.1 QG = RE. Dukaz je mozné nalézt v [15].

Priklad 3.5.6 M¢jme frontovou gramatiku G = (V,T, W, F, s, P), kde
o V={SA,a,b},

o T ={a,b},
o W={Q. [}
o F={f},

o 5s=50Q,

o« P={

p1: (S7Q>Aaa7Q)7
p2: (A7Q7bb7 f)}

Potom v této gramatice existuje posloupnost derivaci:
s =5Q = AaaQp1] = aabbfps]

ktera generuje vétu aabb.

3.5.2 Zleva rozsifena frontova gramatika

Definice 3.5.6 Zleva rozsitend frontovd gramatika je Sestice, Q@ = (V,T, W, F, s, P), kde
V., T,W,F a s maji stejny vyznam jako v pfipadé frontové gramatiky. Mnozina pravidel
P je definovéna jako konecnd relace P C V x (W — F) x V* x W. Na rozdil od frontové
gramatiky striktné nevyzaduje, aby pro kazdé a € V existoval néjaky prvek (a,b, z,c) v P.

Predpokladejme dale, ze # ¢ V U W. Jestlize u,v € V*{#}V*W, kde u = w#arb,
v =waF#rzce,a € V,r,x,w € V* bc € Wala,b,x, c) € P,potomu = v v Q. Standardnim
zpusobem jsou pak také definovany relace =", kde n > 0, =1 a =*.

Jazyk generovany zleva rozsifenou frontovou gramatikou je definovan jako

L(Q) = {v|#s =" wH#vf,w e V,voeT* feF}
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Priklad 3.5.7 Meéjme zleva rozsitenou frontovou gramatiku G = (V, T, W, F, s, P), kde

e V={S5A,a,b},

o T ={a,bl,
o W={Q, [},
« F={f},

o s=5Q,

o« P={

p1: (S7Q7Aaa7 Q)v
D2: (A>Qabb7 f)}

Potom v této gramatice existuje posloupnost derivaci:

#s =#5Q = SH#AaaQ[p1] = AS#aabbf[p2]

ktera generuje vétu aabb.

Nasledujici pomocnd véta bude pouzita pfi konstrukei oboustranného zasobnikového
automatu nad volnou grupou.

Lemma 3.1 Pro kazdy rekurzivné vycislitelny jazyk L existuje zleva rozsitena frontova
gramatika @ takovd, ze L = L(Q) a pro kazdé pravidlo (a,b,z,c) € P plati a € (V —T),
be(W—-F),ze (V-T)"uT*). Dukaz viz [21].

Diusledek 3.5.1 Necht G = (V,T,W, F,Sqo, P) je zleva rozsifena frontovd gramatika
spliiujici vlastnosti popsané v lemma 3.1. Tato gramatika G generuje kazdou vétu w € L(G)
nasledujicim zptsobem

#Sqo
= Ti#HNQ [p1]
= To#yaqe [p2]
= TRHFYRQ (k]
=

T 1Yk +121k+1 [Prt1]

= Tk 1 FYktj—12j-1Qk+j—1  [Phj—1]

= Ty i H Ykt 2kt [Pre+4]

= Tkt Ykt 21 et i+ [Protj+1]
kde x4, ... S (V — T)*, Y1y Yktj—1 € (V — T)*, Yk+j5 € (V — T), 21,5241 € T,
Zigl = W, q1y-- s Qrj € W = F), qryje1 € F. p1,...,p jsou tvaru (4,q,z,p), kde
Ac (V-T),p,ge (W —F)and x € (V—=T)" prt1,...,pr+j jsou tvaru (4,q,y,p), kde
Ae (V-T),p,qe (W—F)ay e T* Posledni pouzité pravidlo, py1j+1, je tvaru (4, p,y, 1),
kde Ac (V-T),pe(W—-F),yecT*ateF.
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Priklad 3.5.8 Uvazujme zleva rozsifenou frontovou gramatiku spliiujici vyse zavedené

lemma 3.1 G = (V,T,W, F,s, P), kde
e V={S A B,a,b},

L T: {(1/’ b}7

.« W={Q.f},

. F—{f},

° 5=250,

o P={
p1: (S7Q>AB>Q)>
p2: (A,Q,CLCL, Q)7

p3: (B7Q7bb>f)}

Potom v této gramatice G existuje posloupnost derivaci:

#s = #5Q = SH#ABQ[p1) = SA#BaaQ[ps] = SAB#aabbf[ps]

kterd generuje vétu aabb. VSimnéme si, ze tieti komponenta pravidel je vzdy fetézec pouze
nonterminalnich symboli nebo pouze fetézec termindlnich symbolu.

3.6 Zasobnikové automaty

Posledni formélni model, ktery v této praci bude modifikovan je zdsobnikovy automat, v
tomto piipadé kromé piidani vlastnosti volné grupy se bude modifikace tykat i samotné
struktury modelu.

Bude zménén zasobnik a to tak, aby byl schopny vkladat symboly nebo fetézce vstupni
abecedy z obou stran. Vznikne tak modifikace nazvand oboustranny zasobnikovy automat
a roz§ifeny oboustranny zasobnikovy automat. Pro tcel konstrukce obou zminénych modi-
fikaci uvadim pro uplnost definice nemodifikovanych verzi zdsobnikovych automatu.

3.6.1 Zasobnikovy automat

Definice 3.6.7 Zdsobnikovy automat je sedmice M = (Q,%,T', R, s, S, F), kde
e () je koneénd mnozina stavu

e 3 je konecné vstupni abeceda

I" je konecné zasobnikova abeceda

R je kone¢énd mnozina pravidel tvaru Apa — wq,
kde AeT, pgeQ,aceXU{c}awel™

e 5 € () je pocatecni stav

S €T je pocateéni symbol zasobniku

F C @ je mnozina koncovych stavu
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Konfiguraci? zasobnikového automatu M rozumime fetézec zpy, kde p,g € Q, A € T,
r,v,w €™ aeX aye X Pokud zApay a xwqy jsou dvé konfigurace a Apa — wq € R,
pak automat M provadi prechod z konfigurace x Apay do konfigurace rwqy podle pravidla
Apa — wq a piSeme

zApay -y zwqy[Apa — wq]

nebo struénéji zApay - zwqy. Symboly F?, T a F* oznacuji postupné posloupnost piechodi
délky n, n > 0, tranzitivn{ uzavér a reflexivni-tranzitivni uzavér relace pfrechodu .
Jazyk ptijimany automatem M miuze byt definovan tfemi zpusoby:

1. prechodem do koncového stavu:
L(My) = {wlw e X*ANSswhk*rf, kde f € F,r e I'*}
2. s vyprazdnénim zasobniku:
L(M.) = {wjw € ¥* A Ssw +* p, kde p € Q}
3. prechodem do koncového stavu a s vyprazdnénim zasobniku:

L(Mj.) = {w|lw € ¥* AN SswF* f, kde f € F}

Plati, ze v8echny tfi zpusoby pfijimani zasobnikového automatu jsou si ekvivalentni a lze se-
strojit ke kazdému zasobnikovému automatu vsechny varianty: L(My) = L(M.) = L(Mjye).

Zasobnikové automaty popisuji tiidu bezkontextovych jazyku (dokdzéno na strané 486 v
[19]).

Piiklad 3.6.9 Uvazujme zdsobnikovy automat M = (Q,X%, T, R, s, S, F), ktery piijima
prechodem do koncového stavu a s vyprazdnénim zdsobniku a kde

e Q={s,p,q, [}
o ¥ ={a,b},

o I'={a, 8},

« R={

p1:  Ssa — Sap,
p2:  apa — aap,

p3:  apb — q,

pa:  agb — q,

ps: Sq— f},
o F={f}

Ptijeti véty aabb pak bude provedeno nasledovné:

Ssaabb = Sapabblp1] = Saapbblps] = Saqblps] - Sq[pa] F f[ps]

3.6.2 Rozsiteny zasobnikovy automat

Rozsiteny zdsobnikovy automat se od klasického zdsobnikového automatu lisi tim, ze ze
vstupni pasky muze ¢ist i fetézce.
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Definice 3.6.8 Rozsireny zdasobnikovy automat je sedmice N = (Q, %X, T, R, s, S, F'), kde
e () je koneénd mnozina stavu

e 3 je konec¢nd vstupni abeceda

I" je konecné zasobnikova abeceda

R je koneénd mnozina pravidel tvaru vpa — wq,
kde p,g € Q,a e X U{c}, av,we ™

e 5 € () je pocatecni stav
e S €I je pocateéni symbol zasobniku
e F' C (@ je mnozina koncovych stavi

Konfiguraci zdsobnikového automatu N rozumime fetézec xpy, kde p,q € Q, z,v,w € I'*,
a €Y ay e Y. Pokud xvpay a xwqy jsou dvé konfigurace a vpa — wq € R, pak automat
N provadi prechod z konfigurace xvpay do konfigurace xwqy podle pravidla vpa — wq a
piseme
zvpay by zwgylvpa — wq]

nebo struénéji xvpay F xwqy. Symboly 7, T a F* oznaéuji postupné posloupnost piechodt
délky n, n > 0, tranzitivni uzavér a reflexivni-tranzitivni uzavér relace prechodu .

Jazyk prijimany automatem N je definovan tifemi zpusoby stejné jako zdsobnikovy au-
tomat M.

1. pfechodem do koncového stavu: L(My) = {wjw € ¥*ASsw F* rf, kde f € F,r € I'*}
2. s vyprazdnénim zdsobniku: L(M.) = {w|w € ¥* A Ssw F* p, kde p € Q}

3. prechodem do koncového stavu a s vyprazdnénim zésobniku: L(My.) = {w|w € ¥* A
Sswt* f, kde f € F}

Plati, ze vSechny tii zpusoby pfijimani rozsiteného zasobnikového automatu jsou si ekviva-
lentni a lze sestrojit ke kazdému rozsifenému zasobnikovému automatu vSechny varianty:
L(M;) = L(M,) = L(Mye).

Rozsiteni tohoto zasobnikového automatu spocivéa ve schopnosti ¢ist ze vstupu nejen sym-
boly ale i fetézce.

Dale plati, ze kazdy rozsiteny zasobnikovy automat Mgppa lze prevést na klasicky zésobni-
kovy automat Mppa a opacné. Plati tedy, ze L(Mgppa) = L(Mppa), coz bylo dokdzéno
na strané 419 v [19].

Rozsitené zasobnikové automaty popisuji tiidu bezkontextovych jazyku (dokdzéno na strané
486 v [19]).
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Priklad 3.6.10 Uvazujme rozsifeny zasobnikovy automat M = (Q, %, T, R, s, S, F'), ktery
ptijima pfechodem do koncového stavu a s vyprazdnénim zésobniku a kde

e Q={s f},
o T = {ab},
o I'={a,b,5,C},

[ ) R = {
p1:  sa — as,
po: sb — bs,
p3: s — Cs,

py:  aCsa — Cs,
ps: bCsb — Cs,
pe: SCs — f},

o« F={/}

Piijeti véty abba pak bude provedeno nasledovné:

Ssabba = Sasbba[pi] F Sabsba[ps] F SabC'sba[ps] = SaCsalps] = SCs[pa] b f[pe]
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Kapitola 4

Uvod do zakladnich algebraickych
struktur

Pfi definici pojmu EOL gramatika nad volnou grupou a bezkontextova gramatika nad volnou
grupou se neobejdeme bez znalosti zakladnich algebraickych struktur. Jedna se zejména o
bindrni operace, grupoidy, pologrupy, monoidy a grupy. Na konci této kapitoly uvedeme
definici volné grupy, kterou poté spojime s EOL gramatikou a gramatikou bezkontextovou.
U nové vzniklych struktur budeme zkoumat jejich schopnosti generovat jazyky.

Vice ze zdkladu obecné algebry lze nalézt v [17] nebo [14].

4.1 Finitarni algebraické operace

Zakladnim pojmem ve vySe uvedenych strukturach je pojem algebraické operace. Méjme
déno celé nezéporné &slo n a mnozinu M. Rekneme, ze na mnoziné M je definovana n—Aarni
algebraicka operace o, kdyz kazdé uspordadané n—tici prvka aq,as,...,a, € M je pfifazen
jednoznacné urceny prvek z M. Tento prvek nazveme vysledkem operace o na dané prvky
a budeme jej oznacovat symbolem ajas . .. ano. Cislo n nazyvame aritou operace o.

Definice 4.1.1 Nuldrni operaci na mnoziné M nazyvame zobrazeni o : MY — M, jehoz
vysledkem je jeden z prvk mnoziny M, ktery neni zdvisly na volbé prvka z M.

Tuto operaci muzeme chapat jako vyclenéni jednoho vyznaéného prvku z mnoziny M.

Definice 4.1.2 Undrni operaci na mnoziné M nazyvame zobrazeni o : M — M, které
kazdému prvku a € M prifazuje pravé jeden prvek ao € M.

Definice 4.1.3 Bindrni operaci na mnoziné M nazyvame zobrazeni o : M? — M. Prvek
aob, kde a,b,ao0b € M, nazgyvame kompozici prvkia a,b vzhledem k binarni operaci na
mnoziné M.

Podle zdkladnich pozadavku kladenych na bindrni operace na dané mnoziné dostdvame
objekty s ruznymi algebraickymi vlastnostmi. Tyto objekty nazyvdame algebraické
struktury. Binarni operace na ur¢ité mnoziné, které spliiuji axiémy piislusné algebraické
struktury, nazyvame operacemsi této struktury.
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4.2 Axiomy binarnich operaci

Kazdy axiom budeme chépat jako pozadavek, ktery na danou binarni operaci klademe.
Uvazujme bindrni operaci o a mnozinu M. Nyni uvedme zékladni axiomy, které nis budou
v souvislosti s nasi problematikou zajimat.

Ay Uzavrenost operace: ke kazdé dvojici prvku a,b € M piifazujeme prvek ¢ = a o b.
Plati c € M.

Ay Asociativni zdkon: Operace o spliluje asociativni zdkon, pokud (aob)oc=ao (boc),
kde a,b,c € M.

Ay Existence neutrdlniho prvku: existuje takovy prvek e € M, pro ktery plati eoa =
aoe=a pro vSechna a € M.

As Euxistence inverznitho prvku: ke kazdému prvku a € M existuje tzv. inverzni prvek
a € M takovy, ze plati aoa =aoa = e, kde e € M je neutrdlni prvek operace o na
mnoziné M podle axiomu As.

Poznamenejme, zZe existuji dalsi axiomy definujici dalsi vlastnosti kladené a operace. My
si v8ak v tomto textu vystacime s vySe uvedenymi a dalsi proto nebudeme uvadét.

4.3 Grupoidy, pologrupy, monoidy a grupy

Nez si definujeme volnou grupu, kterd nas jakozto algebraicka struktura bude v tomto
vykladu pfedevsim zajimat, musime si definovat i struktury, ze kterych bude definice volné
grupy vychézet.

Definice 4.3.4 Algebraickd struktura (M, o) definovana bindrni operaci o na mnoziné M
se nazyva grupoid, pokud operace o spliluje axiom Ag uzavienosti operace.

Definice 4.3.5 Algebraicka struktura (M, o) jejiz operace spliiuje axiom Aj uzavienosti
operace a asociativni zdkon podle axiomu Aj se nazyva pologrupa. Ekvivalentni nézev je
téz asociativni grupoid.

Definice 4.3.6 Algebraicka struktura (M, o,¢) jejiz operace spliiuje axiomy Ag, A; a As
se nazyva monoid s neutralnim prvkem e. Ekvivalentni nézev je téz pologrupa s neutrdlnim
prokem.

Vybér neutralniho prvku muzeme chapat jako definici urcité nularni operace na mnoziné
M, kterd dava jako svij vysledek pravé prvek e € M.

Definice 4.3.7 Algebraickd struktura (M,o,e,”!), kterd spliuje axiomy Ag, A1, Ao a
As, se nazyva grupa.

Grupu muzeme chépat jako monoid obsahujici ke kazdému prvku a € M prvek inverzni

a € M, kde jeho piifazeni kazdému prvku muzeme provést definici unérni operace
1M — M.
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Poznamenejme, ze existuji dalsi algebraické struktury, které se 1isi poc¢tem bindrnich
operaci, piipadné dalsimi axiomy, které musi jejich operace spliiovat. Operace mohou byt
v obecném piipadé n—arni a jejich arity mohou byt navzdjem ruzné. Tyto struktury vsak
nevyuzijeme a proto je ani nebudeme uvadét.
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Kapitola 5

Volné grupy

Definujme si koneéné strukturu volné grupy, kterd nds bude v souvislosti s nasim vyzkumem
zajimat. Uvedme nejprve, jak je definovana volnd varianta struktury jednodussi — tedy
monoidu.

5.1 Volny monoid

Volny monoid na mnoziné V' je monoid, jehoz prvky jsou vSechny konecné fetézce slozené
z prvkld mnoziny V' za pomoci bindrni operace konkatenace véetné prazdného fetézce e,
ktery je neutralnim prvkem. Tyto fetézce Casto nazyvame slova a mnozinu vSech slov nad
mnozinou V znac¢ime V*.

Definujme nyni vyse uvedené formélné.

Definice 5.1.1 Mnozina V se nazyva wvolnd bdze monoidu G, jestlize V generuje G a
kazdé zobrazeni f : V — H, kde H je monoid, lze rozsitit na homomorfismus g : G — H.
Monoid G se nazyva volngj, jestlize ma alespon jednu volnou béazi.

Volny monoid generovany mnozinou generator V' pomoci operace konkatenace je v teorii
formalnich jazykt znaéen jednoduse symbolem V*.

Priklad 5.1.1 Uvazujme mnozinu V = {a,b,c}. Potom prvky volného monoidu budou
vSechny fetézce slozené z prvka mnoziny V. Napiiklad abe, e, abee, a, cbec € V*.

5.2 Volna grupa

Podobné jako v pfipadé volného monoidu, definujme si pojem volné grupy nejprve ne-
formalné. Volnd grupa na mnoziné M je grupa, jejiz prvky jsou vSechny koneéné fetézce
slozené z prvku mnoziny M za pomoci bindrni operace konkatenace a to véetné prazdného
fetézce g, ktery je neutralnim prvkem. Pfipomerime, ze aby se jednalo o grupu, musi mnozina
M ke kazdému svému prvku obsahovat prvek inverzni (vyjimku tvoii pouze neutrdlni prvek,
ktery je inverzni sam k sobé).

Uved'me si formaln{ definici.
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Definice 5.2.2 Mnozina V se nazyva volnd bdze grupy G, jestlize V generuje G a kazdé
zobrazeni f : V — H, kde H je grupa, lze rozsitit na homomorfismus g : G — H. Grupa G
se nazyva volnd, jestlize m4 (alespon jednu) volnou bazi.

Aby nedoglo k zdméné oznaceni volného monoidu a volné grupy, stanovme si zde, ze volnou
grupu generovanou mnozinou generatoru V pomoci operace konkatenace budeme znacit
jednoduse symbolem V°. Protoze mnozina V obsahuje ke kazdému prvku i prvek inverzni,
mohou se vSechny prvky z V vyskytovat v jednotlivych slovech mnoziny V°. Kazdé slovo,
které obsahuje dvojice Tx nebo T, 1ze dédle redukovat az k jejich dplnému odstranéni. Slovo,
které neobsahuje zddné vyse uvedené dvojice prvki vzdjemné inverznich, se potom nazyva
redukované. Lze dokazat, ze kazdému slovu odpovida pouze jediné slovo redukované a to
bez ohledu na pofadi redukci jednotlivych dvojic vzdjemné inverznich symbola. Dukaz je
mozné najit napi. v [12].

V pozdéjsim spojeni gramatiky a volné grupy vsak budeme moznost redukce dvojic vzajemné
inverznich symbolu hojné vyuzivat. Zvlasté dulezitym prvkem se stane inverzni fetézec.

Definice 5.2.3 Necht w = w; ... w, je fetézec z V°, kde wy,...w, € V, n > 0, potom
inwverzni Tetézec k fetézci w je definovan jako w = w, ...w, kde wq,...,w, € V a tedy
weVe.

Priklad 5.2.2 Uvazujme mnozinu V = {a,b,c,a,b, ¢}, potom inverzni fetézec k Fetézci
bcaa € V° je roven fetézci aach € V°. Protoze aa = aa = €, bb = bb = ¢ a ¢c = c¢c = ¢, je
ziejmé, ze spojenim obou fetézcu ziskame bcaaaach = aacbbcaa = €.

Definice 5.2.4 Nechf w je fetézec z V° a w je inverzni fetézec k fetézci w. Pii jejich
konkatenaci dojde k naslednému vyruSeni ww = € a ww = ¢, tento jev zalozeny na konkate-
naci vzajemné inverznich symboli budeme oznacovat jako redukci.

Piiklad 5.2.3 Uvazujme opét mnozinu V = {a, b, ¢, @, b, ¢}, kde inverzni prvek ke kazdému
prvku x € V je prvek T € V. Kazdy prvek mnoziny V ma tedy sviij inverzni protéjsek a tak
lze mnozinu V' pouzit jako generator volné grupy V°. Prvky volné grupy V° jsou vsechny
fetézce slozené z prvki mnoziny V. Napiiklad abe, ¢, abe, abe, cacbce € V°.
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Kapitola 6

Gramatiky nad volnymi grupami

V této kapitole budou pfedstaveny nové formalni modely zalozené na gramatikach. Stan-
dardné jsou derivace v gramatikach definovany nad volnym monoidem generovanym mnozi-
nami termindlnich a nontermindlnich symbolu (totalni abecedou) operaci konkatenace. V
této praci provedeme modifikaci derivace a to tak, ze ji budeme definovat nad volnou grupou.
Déle se budeme zabyvat generativni silou takto modifikovanych gramatik. Jako prvni pfipad
prozkoumame modifikaci bezkontextovych gramatik. Budeme vychazet z gramatik typu 0,
popsanych Kurodovou normalni formou, predstavime konstrukci, kterd danou gramatiku v
Kurodové normélni formé transformuje na gramatiku bezkontextovou nad volnou grupou.
Podobné budeme transformovat i EOL gramatiky.
Tato kapitola byla ve velkém méfitku inspirovana [24].

6.1 Bezkontextové gramatiky nad volnymi grupami

Vyse jsme si uvedli matematické a algebraické zdklady formalné, zde zavedeme urcité
zjednoduseni. Uvazujme libovolnou abecedu V. Zduraznéme znovu, ze symbolem V° budeme
oznacovat volnou grupu generovanou mnozinou generatoru V operaci konkatenace. Pfitom
plati, ze pro kazdy symbol x € V existuje pravé jeden inverzni symbol x € V. Prazdny
fetézec € € V° je neutralnim prvkem.

Spojenim bezkontextové gramatiky a volné grupy generované totalni abecedou této gra-
matiky ziskdme bezkontextovou gramatiku nad volnou grupou, kterou si nyni definujeme.

Tato problematika byla blize popsdna v [3].

Definice 6.1.1 Bezkontextovd gramatika nad volnou grupou (zkrdcené CF°) je ¢tverice
' =(V,%X,P,S), kde V, ¥ a S mé stejny vyznam jako v gramatikdch bezkontextovych.
Déle P je kone¢nd mnozina pravidel tvaru A — z, kde A e V —Y ax e V*.

N4és bude zajimat hlavné schopnost struktury generovat jazyky. Nasim cilem je
samoziejmé co nejvyssi sila — idedlné schopnost generovat celou t¥idu jazyku typu 0.

Jesté nez zaéneme s podrobnym prizkumem, musime si definovat relaci piimé derivace
=°.

6.1.1 Derivace v bezkontextové gramatice nad volnou grupou

Definice 6.1.2 Necht I' = (V,X, P, S) je bezkontextovd gramatika nad volnou grupou.

Mezi fetézci A a p plati relace =-° zvana piima derivace, pokud oba fetézce mtuzeme vyjadrit
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ve tvaru

A= adp

p = axf

a zaroven p= A — z € P, kde «, 3,z € V*. Potom piSeme A = i [p] a fikdme, Ze Fetézec
A pifmo derivuje fetézec u podle pravidla p v bezkontextové gramatice nad volnou grupou I'.

V pripadé bezprostiedniho vyskytu dvojice zZ nebo Tz, kde z,T € V, ve vétné formé
se tato okamzité redukuje podle pravidel popsanych vyse. Protoze je vysledna redukovana
vétna forma nezavisla na potadi ptipadnych redukef jednotlivych dvojic vzdjemné inverznich
symbolu, necini tento jev zaddné problémy pii generovani vét jazyka.

Poznamka Tranzitivni uzdvér :>§+, reflexivni a tranzitivni uzdvér =1 a derivace délky
n =" jsou definovany zcela pfirozené stejnym zpusobem jako v piipadé béznych gramatik.
Podobné symbol 1 jako dolni index symbolu zavedené relace nebudeme uvadét, pokud je z
kontextu zfejmé, o kterou bezkontextovou gramatiku nad volnou grupou se jedna.

6.1.2 Jazyk generovany bezkontextovou gramatikou nad volnou grupou

Definice 6.1.3 Necht T' = (V, X, P, S) je bezkontextové gramatika nad volnou grupou.
Retézec o € V° nazyvame vétnou formou, jestlize plati S =°* «, tj. fetézec o je gen-
erovatelny ze startovaciho symbolu S. Vétna forma, kterd obsahuje pouze terminalni sym-
boly, se nazyva véta. Jazyk L(T'), generovany bezkontextovou gramatikou nad volnou grupou,
je definovdn mnozinou vSech vét

L) ={w|S="wAweX"}

generovatelnych z vychoziho symbolu této gramatiky.

6.1.3 Generativni schopnosti bezkontextovych gramatik nad volnymi gru-
pami

Nyni se budeme zabyvat generativnimi schopnostmi nové zavedené struktury. Nasim cilem
je ukazat, ze pro kazdou gramatiku H typu 0 existuje ekvivalentni bezkontextova gramatika
nad volnou grupou I' takovd, ze L(H) = L(T).

Je tedy nutné najit urcity algoritmus transformace gramatik typu 0 na bezkontextové gra-
matiky nad volnymi grupami.

Pravidla tvaru A — ¢, kterd mohou byt aplikovdna kdekoliv, ptsobi potize pfi préci s
volnou grupou (konkrétné se jedna o simulaci kontextovych pravidel), proto bylo z [22]
prevzato nésledujici lemma. To zajisti pfevedeni pravidel tvaru A — & na pravidla tvaru
A — B. Ke gramatice je poté pfiddna urcita rezie, kterd zajisti pfijimani puvodniho jazyka.
V této rezii se vyskytuje pouze jedno pravidlo tvaru A — €, jeho pouziti je snadné oSetfit
a ve vysledné gramatice nad volnou grupou neéini jeho vyskyt potize. Vice podrobnosti lze
nalézt v piikladu konstrukce bezkontextové gramatiky nad volnou grupou. Nyni si uvedeme
zminéné lemma.
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Lemma 6.1 Pro kazdou gramatiku H = (N, X, P, Sy) typu 0 existuje ekvivalentni gra-
matika G = (N U{X,Y},%, P,Sg) typu 0, kde {X,Y,Sg} N {N UX} = 0 takova, ze jeji
mnozina prepisovacich pravidel obsahuje pouze pravidla tvaru:

1) AB—CDpro A,B,C,D €N
2) A—wzproAc Naze N2UX
3) A Y - YApro Ae N

5

(1)

(2)

(3)

(4) S¢ — XSy
(5) XY — X

(6)

6) X —¢

Je zfejmé, ze nova gramatika je v Kurodové normalni formé a tedy jeji generativni sila bude
odpovidat jazykam typu O.

Dikaz 6.1.1 Z dukazu si uvedeme pouze konstrukei, kterou je téz mozné najit v [22].
Uvazujme gramatiku H = (Ng, X, Py, Sg). Bez ztraty na obecnosti muzeme predpoklddat,
ze H je v Kurodové normalni formé, tedy mnozina piepisovacich pravidel Py obsahuje pouze
pravidla tvaru

e AB—CD
e A— BC
e A—a

e A—e

A, B,C € Nig, a €.
Navic predpokladejme, ze {Sg, X, Y} N (Ng UX) = (). Definujme novou gramatiku
G = (Ng, %, Pg, Sa), kde mnozina Ng = Ny U {X,Y }. Mnozinu pfepisovacich pravidel

Pg zkonstruujeme nésledovné:

1) pokud A — z € Py, kde A € Ny az € N3 U, potom pridej A — z do Pg

pokud AB — CD € Py, kde A, B,C, D € Ny, potom piidej AB — CD do Pg

(1)
(2)
(3) pokud A — ¢ € Py, kde A € Ny, potom piidej A — Y do Pg
(4) pro kazdé A € Ny pridej AY — Y A do Pg

(5)

pridej Sg¢ — XSy, XY - X a X —edo Pg
Tim je konstrukce hotova.
Transformaci gramatiky H na gramatiku G zajistime, Ze se v nové gramatice G bude

vyskytovat pouze jediné pravidlo typu A — ¢ a to pravé pro A = X. VSechna pravidla z
gramatiky H tvaru A — € jsou v nové gramatice G pievedena na pravidla A — Y.
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V gramatice G pomoci pravidel AY — Y A zajistime postupné preddvéni nonterminalu
Y na zacatek vétné formy, respektive za nontermindl X. Po takovémto presunu se uplatni
pravidlo XY — X. Tim je provedena simulace pravidel A — ¢ z puvodni gramatiky H.

Zbyva zavést na zacatek kazdé vétné formy nontermindl X. To zajisti pravidlo Sg —
X Syg. Po vymazani vSech nontermindlt Y je zapotiebi odstranit i pomocny nonterminal X,
k tomuto tcelu slouzi pravidlo X — . Pro lepsi pochopeni je uveden nasledujici priklad.

Piiklad 6.1.1 Uvazujme gramatiku G = {N¢g, X, Pg, Si}, kde
e Ng = {5, A, B},
o X= {a}v

[ ] PG’ = {
p1: Sg — AB,
p2: AB — SaSa,
p3: A —a,
py: B — e}

Generovani véty aa, na které ukdzeme jak obé gramatiky provadi derivace, muze probihat
nasledovné:

Sg = AB[pl] = Sgsg[pg] = ABSG[pl] = ABAB[pl] =
aBAB[p3] = aAB[ps] = aaBl[ps] = aa[p4]

Gramatika G obsahuje pravidlo py, které ma na pravé strané e, budeme tedy tuto
gramatiku upravovat podle lemma 6.1 na gramatiku H. Podle vyse uvedené konstrukce
bude nové gramatika H = {Ng, X, Py, Sp}, kde

L4 NH = NG ) {SG’X7Y}7

o Py ={
p1:  Sg — XSg, podle kroku (5
po:  Sg — AB, podle kroku (1
p3:  AB — SqSg, podle kroku (2
pg: SgY — Y Sg, podle kroku (4

ps: AY — YA, podle kroku (4
pr: A —a, podle kroku (1
ps: X — g, podle kroku (5
pg: XY — X, podle kroku (5

(5)
(1)
(2)
(4)
(4)
ps: BY - YB, podle kroku (4)
(1)
(5)
(5)
(3)

plo: B—Y} podle kroku (3

Konstrukei gramatiky H vychézejici z gramatiky G mame hotovou, v tomto okamziku
prozkoumame jak lze, ale také jak nelze, v nové gramatice H generovat vétu aa.

V prvnim pfipadé budeme zkoumat, jak se bude derivace vyvijet, pokud budeme predc¢asné
aplikovat pravidlo tvaru X — e.

Su = XSa[pi] = Salps) = AB[p2] = SaSaps] = ABSa[p2]) = ABAB[p2] = AY AB[pio] =
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Jak mtzeme vidét, pokud aplikujeme pravidlo ps : X — € v okamziku, kdy lze ve vétné
formé ziskat néjaky nontermindl Y, derivace se zablokuje a nonterminalii Y se uz nelze
zbavit.

V dalsim prikladé prozkouméame, co se v derivatnim procesu stane, pokud predcasné
aplikujeme pravidlo tvaru A — a.

Sy = XSG[pl] = XAB[pg] = XSGSG[pg] = XABSG[pg] = XABAB[pQ} = XCLBAB[p7] =
XaBaB[p7] = XaYaB[pio] = XaYaY[pio]

Opét je derivace zablokovéna. Je zfejmé, ze abychom se dokdzali zbavit nontermindli
Y, musime tak ucinit predtim, nez ve vétné formé zacneme generovat termindlni symboly.

V poslednim piikladé si koneéné ukazeme spravnou posloupnost pravidel, pomoci kterych
vygenerujeme vétu aa.

Sy = XSG[pﬂ = XAB[pz] = XSGSG[pg] = XABSG[pQ] = XABAB[pQ] =

XAYAB[plo] = XYAAB[p5] = XAAB[pg] = XAAY[pm] = XAYA[p5] = XYAA[pg,] =
X AAlpg] = X Aap7] = Xaalp7] = aaps]

Poznamka Piipomenme, Ze podle zavedenych konvenci z teorie formdlnich jazykt je tiida
vSech jazykt typu 0 znacena symbolem RE. Ozna¢me CF° tiidu vSech jazykl generovanych
bezkontextovymi gramatikami nad volnymi grupami (ekvivalentni nazev by taktéz mohl byt
,,tFida vSech jazyku generovanych gramatikami typu 2 nad volnymi grupami”).

V tuto chvili jiz mdme definovdno vse potiebné a muzeme si tedy vyslovit nasledujici vétu.

Véta 6.1.2 CF°=RE

Jinymi slovy tato véta iika, ze pro kazdou gramatiku G typu 0 existuje ekvivalentni
bezkontextovd gramatika nad volnou grupou I' takova, ze L(G) = L(T').

Dukaz 6.1.2 Priedpokladejme, ze G = (Ng, 3, Pg, S) je gramatika typu 0 podle lemma
6.1.
Bezkontextovou gramatiku nad volnou grupou I' = (V, 3, Pr, S), kde Np = Ng U NggU
Ng, V = Nr UY sestrojime nésledovné:
I pokud A — x € Pg,
kde z € (N2 U{Y}UX), A € Ng,
potom piidej A — x do Pr

II pokud AB — CD € Pg,
kde A, B,C,D € Ng,
potom pfidej A — C(ABCD),
B — (ABCD)D do Pr
a (ABCD), (ABCD) piidej do N¢g
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I pro XY — X € Py
pridej X — X(XY X),
Y — (XY X) do Pr
a (XY X), (XY X) ptidej do N¢g

IV pro X — e € Pg
pfidej X — <X> <Y> do PF
a (X), (X) pridej do N¢s

V pro Z € NgUX
piidej Z do Ng

Tim je konstrukce I' hotova.

Mnozina Ng obsahuje inverzni symboly k symboliim z mnoziny Ng U X, tzn. které ne-
jsou obsazeny v mnoziné Ngg. Tato mnozina inverznich symboli pouze dopliuje V na
generator volné grupy. Mnozina Ngg obsahuje nezbytné nutné nonterminaly a jejich in-
verzni protéjsky, které jsou potieba pro daldi kroky dukazu a které se tykaji kontextovych
prepisovacich pravidel.

Hlavni myslenka dikazu Gramatika nad volnou grupou I' simuluje aplikace kontextovych
pravidel tvaru AB — CD a to pomoci dvou derivacnich kroku, které zajisti pravidla
A — C(ABCD) a B — (ABCD)D (bod II). Nésledujici vétnd forma bude mit tvar
aC(ABCD)(ABCD)Dg. Par (ABCD)(ABCD) je redukovan pomoci vlastnosti volné grupy,
tedy vyslednd vétna forma je «C'D. Vsimnéme si, ze symboly typu (ABCD) a (ABCD)
mohou byt odstranény z vétné formy jen a pouze pomoci vlastnosti volné grupy, neexistuje
totiz zadné pravidlo, které by tyto nontermindlni symboly piepsalo. Je tedy zfejmé, ze v
pripadé nekorektniho prubéhu simulace ptivodni gramatiky ziskame tyto symboly bez svych
inverznich protéjskiu, nedokazeme je eliminovat a zablokuji tak derivaci. Ostatni pravidla,
kterd maji tvar bezkontextovych pravidel, jsou gramatikou I' pievzata.
Tento princip je stejny i u EOL gramatik nad volnymi grupami.

Zbyva dokézat, ze jsou obé gramatiky ekvivalentni, tedy ze plati rovnost L(G) = L(I').
Nutné potom také L(G) C L(T') A L(T') C L(G).

Dokazme nejprve prvni inkluzi, tedy L(G) C L(I"). Dukaz provedeme matematickou indukei
pro néjaké i > 0 na tvrzeni S =% w v G implikuje S =°* w v I pro kazdé w € (Ng U X)*.

Necht i = 0. Potom w = S a tedy S =% S v G. Jisté také S =°0 S v I

Formulujme nyni indukcéni hypotézu. Ptedpoklddejme, Zze vySe uvedend implikace plati
pro vSechna ¢ <[, kde [ je nezdporné celé ¢islo.

Indukénd krok bude nésledujici: Uvazujme derivace tvaru S =1 3, kde 3 € (NgUX)*.
Piesnéji si vyjadifme S =*1 3 jako S =! a = f3, kde a € (Ng U X)*. Podle indukéni
hypotézy musi platit S =°* « v I'. Existuji ndsledujici moznosti provedeni deriva¢niho
kroku a = g v G.
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(1) Necht A — z € Pg,kde A€ Ng, 2 € XU{Y}. Potom a = zAy = zzy = f v G, kde
x,y € (Ng UX)* Podle I taktéz A — 2z € Pr a tedy a =° 3 v I'. Potom jisté také
plati S =*a=° g v T.

(2) Necht A — BC € Pg, kde A, B,C € Ng, a = xAy = xBCy = 3 v G, kde z,y €
(Ng UX)*. Podle I taktéz A — BC € Pr a tedy a =° 3 v I'. Potom urcité také plati
S=*a=°pgvI.

(8) Necht AB — CD € Pg, kde A,B,C,D € Ng. Potom a = zABy = xCDy = 3 v G,
kde z,y € (Ng U X)*. Podle II obsahuje Pr dvojici pravidel A — C(ABCD) a B —
(ABCD)D. Jejich aplikaci ziskame v I' derivaci o = zABy =° ©C(ABCD)By =°
xC(ABCD){(ABCD)Dy = xCDy = . Z toho je zfejmé, ze také plati S =°* a =° 3
vT.

(4) Necht XY - X € Pg,a = XYw = Xw = v G, kde w € (Ng U X)*. Podle IIT
obsahuje Pr dvojici pravidel X — X(XY X) aY — (XY X). Jejich aplikaci ziskdme
v I derivaci @ = XYw =° X(XYX)Yw =° X(XYX)(XYX)w = Xw = . Z toho
je téz ziejmé, ze plati S =* a=° G v I.

(5) Necht X we€ Pg,a=Xw=w=/0vG, kdew € (NgUX)*. Podle IV obsahuje Pr

pravidlo X — (X)(X). Jehoz aplikaci ziskdme v I' derivaci o = Xw =° (X)(X)w =
w = (. I z tohoto je zfejmé, ze plati S =°* a =° v I.

Vyse uvedené body (1) az (5) dokazuji, ze L(G) C L(I'). O

Zbyva dokazat obracenou inkluzi, tedy L(I') C L(G). Dukaz provedeme opét indukei pro
néjaké ¢ > 0. Tvrzeni, které nyni musi platit je v tomto piipadé nasledujici: S = w v I
implikuje S =7 w v G, kde i > j a w € (Ng U Neg U X)*.

Jako zéklad uvazujme i = 0. Potom w = S a S =° § v I. Jisté také S =" S v G a
tvrzeni tedy plati.

Formulujme nyni indukcéni hypotézu. Predpokladejme, ze vySe uvedend implikace plati pro
néjaké ¢ < k, kde k je nezdporné celé ¢islo.

Indukénd krok vyjadifme derivaci S =° o =°t g =°* ~. Musfme uvazovat viechny
mozné varianty jak v I’ realizovat derivaéni krok a =°T . Kde a,7 € (Ng U X)* a
[CRS (NG U Nog U E)*.

(1) Necht A — 2z € Pr,kde A€ Ng az€ XU{Y}. Pak a = Ay =° z2y = B v I, kde
z,y € (NgUNgsUX)*. Podle I také A — z € Py a tedy a = 3 = v G. Celkové
potom S =°* B =~ v Iiv G a tvrzeni tedy plati.

(2) Necht A — BC € Pr, kde A,B,C € Ng. Pak a = zAy =° BCy = 3 v I, kde
x,y € (NgUNegUX)*. Podle I také A — BC € Pg atedy a = =7 v G. Celkové
opét dostavame S =°* B =~ v I iv G a tvrzeni v tomto piipadé plati také.

(3) Necht A — C{(ABCD) € Pr, A,C € Ng a (ABCD) € N¢g. Potom a = xAy =°
xC(ABCD)y = (3, kde =,y € (Ng U Ngg U X)*. Protoze se nontermindl (ABCD)
nevyskytuje na pravé strané zadného prepisovaciho pravidla v Pr a dokonce (ABCD) ¢
Ng gramatiky G, nevznikne timto deriva¢nim krokem ani v jedné z gramatik véta
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(4)

(5)

tvorend pouze termindlnimi symboly. Navic nontermindl (ABC D) muze byt z vétné
formy odstranén pouze vygenerovanim jeho inverzniho protéjsku bud zleva nebo
zprava. Pokud by mél byt generovan zleva, musi byt generovan nonterminalem C'. Po-
dle IT zadné pravidlo s nontermindlem C' na levé strané a s nontermindlem (ABCD)
jako nejpravéjsim symbolem na pravé strané v mnoziné pravidel Pr neexistuje. Timto
zpusobem tedy pokracovat nelze. Uvazujme variantu, ze Tetézec z je tvaru =z =
w(ABCD), kde w € (NgUN¢cgUX)*. Vétnd forma potom bude mit tvar w(ABCD)C
(ABCD)y. Pro odstranéni nontermindla (ABCD) a (ABC D) musime odstranit non-
terminal C, tedy muselo by platit, ze C =°* . V tomto piipadé musi podle lemma
6.1 existovat derivace C =°* Y™. Derivace v na8i vétné formé by tedy méla tento
tvar w(ABCD)C(ABCD)y = w(ABCD)Y"(ABCD)y, kde n > 1. Podle II v
kombinaci s lemma 6.1 existuje pro kazdy nonterminidl A € Ng dvojice pravidel
A — Y(AYYA) aY — (AYY A)A, pomoci které zaménime pozici symbolu A se
symbolem Y. V tomto piipadé je ale A = (ABCD). Z konstrukce vsak vyplyva, ze
nonterminaly z Nog se nevyskytuji na levé strané zadného ptepisovaciho pravidla,
tedy i tato derivace by nikdy nevedla k fetézci nonterminglu.

Uvazujme, ze y = u{ABCD)v, kde u,v € (Ng U Ngg U X)*. Potom nastdva obdobna
situace jako v predchozim odstavci tohoto bodu, tedy musi platit u =°* . Pak u =°*
Y™, kde n > 1 a odstranéni symboli Y je opét nerealizovatelné. Ani tento piipad
nevede k platné vété. Jedinou moznosti jak vygenerovat inverzni symbol (ABCD)
je bezprostiedné vpravo od symbolu (ABCD). Jediné pravidlo, které to zajisti, je
podle IT B — (ABCD)D € Pr. Pak nutné musi platit, ze y = Bu, kde u € (Ng U
Neg U X)*. Ziskdme posloupnost derivaci « = zABu =° xC(ABCD)Bu = [ =°
xC(ABCD){ABCD)Du = xCDu = ~ v I'. Podle IT obsahuje G pravidlo AB —
CD € Pg a tedy také a =°" v v I azdroveii S =7 v v G. I v tomto ptipadé nage
tvrzeni plati.

Necht B — (ABCD)D € Pr, B,D € Ng a {(ABCD) € Ngg. Potom o = 2By =°
2(ABCD)Dy = f3, kde x,y € (Ng U Ncg U X)*. Situace je analogickd jako v bodu
(3). Jediny zpusob jak odstranit nontermindl (ABCD) je vygenerovat odpovidajici
inverzni protéjsek, v tomto piipadé tedy (ABCD), jako bezprostiedniho souseda.
Zprava to zde nebude mozné, protoze ndm v tom brani nonterminal D, ze kterého
podle IT nontermindl (ABCD) vygenerovat nelze. Ze stejného duvodu jako v bodu
(3) by nebylo mozné uplatnit vygenerovani prazdného fetézce z D, nebot by se
derivace zablokovala na nontermindlu Y. Jedinou moznosti je vygenerovat nonter-
mindl (ABCD) zleva. Podle II ho lze vygenerovat pouze pomoci pravidla A —
C(ABCD) € Pr. Potom musi byt x = uA, kde u € (NgUNcsUX)*. Ziskdme posloup-
nost derivaci @ = uABy =° wA(ABCD)Dy = ( =° uC{ABCD)(ABCD)Dy =
uCDy = ~ v I'. Podle II obsahuje G pravidlo AB — CD a tedy a =T v v G.
Shrnutim do derivace urcité délky ziskdvame S =°" v v I a také S =T v v G.
Platnost tvrzeni nebyla ani v tomto pifipadé porusena.

Necht X — X(XYX) € Pr. Pokud se X vyskytuje v dané vétné forme, je vzdy
prvnim symbolem této vétné formy (viz lemma 6.1). Potom o = Xy =° X (XY X)y =
Bv T, kdey e (NgUNgsUX)*. Opét jako v predchozich bodech, jedinym zpusobem
jak odstranit nonterminél (XY X) € N¢cg je vygenerovat jeho inverzni protéjsek, tedy
(XY X). V tomto piipadé je jedind moznost vygenerovat jej zprava, protoze podle
IIT ho derivuje jediné pravidlo Y — (XY X). Nutné tedy musi byt y = Yw, kde
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(6)

(7)

w € (Ng U N¢gg U X)*. Ziskdme posloupnost derivaci @« = XYw =° X(XYX)Yw =
g =° X(XYX)(XYX)w = Xw =~ v I Podle IIT plati XY — X € Pg a tedy
a =T v v T zéroven S =°" v v G a tvrzen{ opét plati.

Necht Y — (XY X) € Pr. Ddle a = zYy =° (XY X)y = f v I, kde 2,y €
(Ng U Neogs U X)*. Opét jako v predchozich bodech, jedinym zpusobem jak odstranit
nontermindl (XY X) € Ngg je vygenerovat jeho inverzni protéjsek, tedy (XY X). V
tomto pripadé je jedind moznost vygenerovat jej zleva, protoze podle III ho derivuje
jediné pravidlo X — X (XY X). Nutné tedy musi byt z = wX, kde w € (Ng U
Nes U X)*. Ziskdme posloupnost derivaci o = wXYy =° wX(XYX)y =  =°
wX(XY XN XY X)y =wXy =~ vTI. PodleIII plati XY — X € Pg a tedy a =7
v G. Tvrzeni opét plati.

Necht X — (X)(X) € Pr. Paka=zXy =2y = v I, kde z,y € (Nc UNcsUX)*.
Podle IV také X — ¢ € Py a tedy a =7 3=+ v G. Celkové potom S =°T 3=~ v
I'iv G a tvrzeni tedy plati.

Body (1) az (7) dokazuji, ze L(I') C L(G). O

Dohromady tedy skutecné L(G) = L(I). [

6.1.4 Priklad konstrukce bezkontextové gramatiky nad volnou grupou

Pro lepsi pochopeni této kapitoly si uvedme pifklad, ve kterém bude ukdzana konstrukce
CF° gramatiky vychézejici z gramatiky typu 0, G = {N¢g, X, Pg, Sg}, spliujici lemma 6.1,

kde

4 NG = {SG,S,A,B,X,Y},

Y= {a}v

Pe =1

p1:  Sg — XS,
pe: S — AB,
p3: AB — SS,

pg: SY —=YS,
ps:  AY — YA,
pe: BY —=YB,

pr: A—a,
ps: X — &,
pg: XY — X,
P1o: B — Y}

Generovani véty aa v této gramatice G muze probihat nasledovné:

Sa = XS[p1] = XAB[ps] = XSS[ps] = XABS[p2]) = XABAB[ps]| =
XY AAlps] = X AAlpg] = XaAlp7] = Xaa[p7| = aalps]
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Konstrukce bezkontextové gramatiky nad volnou grupou I' podle gramatiky typu 0, G,
je nésledujici:

I ={V,%, Pr,Sg}, V = NgUNgsUNg U3, kde

e Nos =1
545355’% (ABSS), (AYYA), (AYYA),
(BYYB), (BYYB), (SYYS), <§YYS>,

(XYX), (XYX) (X), (X0},
o Pr={

p1: Sag — X8, podle kroku I

p2: S — AB, podle kroku I

p3: B—-Y, podle kroku I

ps: A — S(ABSS), podle kroku II - pravidlo AB — SS
ps: B — (ABSS)S, podle kroku II - pravidlo AB — SS
pe: A—Y(AYYA), podlekroku II - pravidlo AY — Y A
pr: Y — (AYYA)A, podle kroku II - pravidlo AY — Y A
ps: B —Y(BYYB), podlekroku Il - pravidlo BY —YB
po: Y — (BYYB)B, podle kroku II - pravidlo BY — Y B
pio: S —Y(SYYS), podle kroku II - pravidlo SY — Y S
pii: Y — (SYYS)S, podle kroku II - pravidlo SY — Y'S
pr2: X — X(XYX), podle kroku III - pravidlo XY — X

p13: Y = (XY X), podle kroku IIT - pravidlo XY — X
pra: X — (X)(X), podle kroku VI - pravidlo X — ¢
pis: A —a} podle kroku I

Konstrukce I' je kompletni, zbyva ukazat prijeti véty aa:

Se =° XS[p1] =° X AB[ps] =° XS(ABSS)Blps] =° XS(ABSS)(ABSS)S[ps] = XSS =°

X ABS|[ps] =° X ABAB[ps] =° X AY AB[p3] =° XY (AYY A)Y AB[pg] =°
XY(AYY AY(AYY A)AAB[p;] = XY AAB =°
X(XYX)YAAB[p12] =° X(XYX)(XYX)AAB[p13] = XAAB =°
XAAY [p3] =° XAY (AYY A)Y [pg] =° XAY (AYY AY(AYY A)A[p7] = X AY A =°
XY (AYY A)Y Alps] =° XY (AYY AY(AYY A)AA[p7;] = XY AA =°
X(XYX)Y AA[p12) =° X(XYX) (XY X)AA[p13] = XAA =°

X Aa[pis] =° Xaalpis] =° (X)(X)aa[p14] = aa

Vsimnéme si, ze pokud aplikujeme pouze jedno z pravidel simulujici pravidla tvaru
AB — CD bez toho, aniz bychom k této aplikaci pfipojili druhé pravidlo potiebné k
simulaci, derivace se zablokuje. Tento stav znazornuje nasledujici ptiklad:

Se =° XS[p1] =° X AB[ps] =° XS(ABSS)Blps] =° XS(ABSS)Y [ps] =°
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(X)(X)S(ABSS)Y [pr4] = S(ABSS)Y

Nonterminélu (ABSS) se jiz nelze zbavit. Derivace je zablokovana, protoze pro nonter-
minaly z mnoziny Ncg neexistuji zadné prepisovaci pravidla, tyto nontermindly lze elimi-
novat pouze za vyuziti vlastnosti volné grupy.

Na zavér jesté uved me situaci, ve které si objasnime pro¢ vlastné musf origindlni gramatika,
podle které se provadi konstrukce, spliiovat podminky popsané v lemma 6.1. Toto lemma
nam zajisti, aby se obé pravidla simulujici pravidlo tvaru AB — CD provedla ve spravném
poradi. Pokud by byla pravidla tvaru A — e povolena, mohlo by dojit k nasledujici situaci:

Uvazujme CF° gramatiku, obsahujici pravidla
pi: A— C(ABCD),
pe: B — (ABCD)D,
p3: C — ¢
py: D — e

Pravidla p; a po simuluji pravidlo AB — CD.
BA =° BC(ABCD)[p1]| =° (ABCD)DC(ABCD)[ps] =°
(ABCD)D{ABCD)[p3] =° (ABCD)(ABCD)[ps] = ¢

Jak miuzeme vidét, pravidla tvaru A — ¢ odstrani nontermindly, které oddéluji vzdjemné
inverzni symboly. Nahrazenim pravidel A — ¢ pravidly tvaru A — Y se tomuto problému
snadno vyhneme.

6.2 EOL gramatiky nad volnymi grupami

Druhé modifikace se bude tykat EOL gramatik. Konstrukce bude velmi podobnad, proto bude
popsana strucnéji. Divodem pro¢ byly zvoleny EOL gramatiky, je jejich paralelni pfistup k
derivovani vétnych forem a déle jsme jejich pomoci ziskali lepsi vysledky v oblasti redukce
nonterminali.

Spojenim EQL gramatiky a volné grupy generované totalni abecedou této gramatiky
ziskame EOL gramatiku nad volnou grupou, kterou si nyni definujeme.

Tato problematika byla blize popséna v [8].

Definice 6.2.4 FOL gramatika nad volnou grupou (zkracené EOL°) je ctvefice I' =
(V,X, P,w), kde V a ¥ ma stejny vyznam jako v EOL gramatikdch. Déle w € V° a P
je konecna mnozina pravidel tvaru X — x, kde X e V az € V*,

Pro tplnost definujeme relaci piimé derivace = .

6.2.1 Derivace v EOL gramatice nad volnou grupou

Definice 6.2.5 Necht I' = (V, X, P,w) je EOL gramatika nad volnou grupou, kde V =
N UZX. Necht X a p jsou Fetézce z V°. Mezi Fetézci A a p plati relace =, nazyvand primd
derivace, jestlize muzeme Fetézce A a p vyjadiit ve tvaru:

)\:1'11'2....%'”

H=Y1Y2...Yn
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€V, y€Vlaurx, —y, € Pprol <i<n.

Plati-li mezi fetézci A a p relace piimé derivace, pak piSeme A\ =7 p a ffkdme, Ze Fetézec p
lze pfimo generovat z fetézce A v EOL gramatice nad volnou grupou I'.

Poznamka Tranzitivnd uzdvér :>§+, reflexivni a tranzitioni uzdvér =1 a derivace délky
n =" jsou definovany zcela piirozené stejnym zpusobem jako v pifpadé EOL gramatik.

6.2.2 Jazyk generovany EOL gramatikou nad volnou grupou

Definice 6.2.6 Necht I' = (V, X, P,w) je EOL gramatika nad volnou grupou, kde V =
N U X. Retézec a € V° nazyvame vétnou formou, jestlize plati w =% a, tj. fetézec a
je generovatelny z vychoziho fetézce w. Vétna forma, kterd obsahuje pouze termindlni
symboly, se nazyva véta. Jazyk L(T'), generovany EOL gramatikou nad volnou grupou, je
definovan mnozinou vs8ech vét

LT)={u|w="u,uecX"}

generovatelnych z vychoziho fetézce této gramatiky.

6.2.3 Generativni schopnosti EOL gramatik nad volnymi grupami

Nyni se budeme zabyvat generativni schopnosti nové zavedené struktury. Cilem je dokazat,
ze pro kazdou gramatiku H typu 0 existuje ekvivalentni EOL gramatika nad volnou grupou
I' takova, ze L(H) = L(T").

Je tedy nutné opét sestrojit algoritmus transformace gramatik typu 0 na EOL gramatiky
nad volnymi grupami.

Poznamka Pifipomenme, ze podle zavedenych konvenci z teorie formdlnich jazyku je
ttida vsech jazyku typu 0 znacena symbolem RE. Oznaé¢me EOL® tiidu vSech jazyku gen-
erovanych EOL gramatikami nad volnymi grupami.

V tuto chvili jiz mame definovdno ve potiebné a muzeme si tedy vyslovit nasledujici vétu.

Véta 6.2.3 EOL°=RE

Jinymi slovy tato véta 1ika, ze pro kazdou gramatiku G typu 0 existuje ekvivalentni EOL
gramatika nad volnou grupou I' takova, ze L(G) = L(I).

Dukaz 6.2.3 Priedpokladejme, ze G = (Ng, 3, Pg, S) je gramatika typu 0 podle lemma
6.1.
EOL gramatiku nad volnou grupou I' = (V, X, Pr,wr), kde V.= ¥ U Np, Ny = Ng U
Ncs U Ng a wr = S sestrojime nasledovné:
I pokud A — z € Pg,
kde z € (N2 U{Y}UZX), A€ Ng,
potom piidej A — x do Pr
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II pokud AB — CD € P,
kde A, B,C,D € Ng,
potom piidej A — C(ABCD),
B — (ABCD)D do Pr
a (ABCD), (ABCD) pfidej do Ncg

IIT pro XY — X € Pg
pridej X — X (XY X),
Y — (XY X) do Pr
a (XY X), (XY X) ptidej do Ngg

IV pro X — e € Pg

pridej X — (X)(X) do Pr
a (X)), (X) ptidej do Ngg

V pro Z € NgUX
ptidej Z do Ng

VI pro kazdé z € V
pridej z — z do Pr

Tim je konstrukce I' hotova.

Mnozina Ng obsahuje inverzni symboly k symboliim z mnoziny Ng U X, tzn. které ne-
jsou obsazeny v mnoziné Ngg. Tato mnozina inverznich symboli pouze dopliuje V' na
generator volné grupy. Mnozina Ngg obsahuje nezbytné nutné nontermindly a jejich in-
verzni protéjsky, které jsou potieba pro dalsi kroky dikazu a které se tykaji kontextovych
prepisovacich pravidel.

Zbyva dokézat, ze jsou obé gramatiky ekvivalentni, tedy ze plati rovnost L(G) = L(T).
Nutné potom také L(G) C L(T') A L(T") C L(G).

Dokazme nejprve prvni inkluzi, tedy L(G) C L(T"). Dikaz provedeme matematickou
indukef pro néjaké i > 0 na tvrzeni S =! w v G implikuje S =°* w v I' pro kazdé
(NS (NG U E)*.

Necht i = 0. Potom w = S a tedy S =08 v G. Jisté také S =°0 S v I

Indukéni hypotéza: Predpokladejme, ze vySe uvedend implikace plati pro vSechna ¢ <[,
kde [ je nezaporné celé ¢islo.

Indukénd krok: Uvazujme derivace tvaru S =1 3, kde 8 € (Ng U X)*. Pfesnéji si

vyjadifme S =1 3 jako S =! a = 3, kde a € (Ng U £)*. Podle indukéni hypotézy musi
platit S =°* o v I'. Existuji nasledujici moznosti provedeni deriva¢niho kroku a = 8 v G.
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(1)

()

Necht o = zuy = zvy = B v G, kde z,y € (NgUX)* au — v € Pg. Piedpoklddejme,
ze plati u = v v G au =° v v I - bude dokdzéno v krocich (2) az (5).

Zaméime se na ¢asti véty x a y, které se béhem deriva¢niho kroku o = [ neméni.
V EOL° gramatice se musi v kazdém derivacnim kroku prepsat kazdy symbol vétné
formy. Nezménénost ¢asti x a y v derivaci zuv =° xvy zajisti pravidla tvaru z — z,
|z| =1, sestrojend v kroku VL.

Necht A — 2 € Pg, a = 24y, B = zzy, 2,y € (NgUX)*, 2 € (N2 U{Y}UY),
A € Ng. Podle I, také A — z € Pr. Je ziejmé, ze plati S =°* a =° 0 také v I.

Necht AB — CD € Pg, a = zABy, 8 = 2CDy, x,y € (N¢ UX)*, A,B,C,D € Ng.
Podle IT jsou pro pravidla typu AB — CD vytvotena dvé pravidla A — C(ABCD) a
B — (ABCD)D. Potom xABy =° xC(ABCD)By =° xC(ABCD)(ABCD)Dy =°
xCDy. Tedy plati také S =" a=° g v I.

Necht XY — X € Pg, a = XYy, 3 = Xy, y € (Ng UX)*. Podle III je pro
pravidlo XY — X vytvofena skupina pravidel X — X(XY X)aY — (XY X). Potom
XYy =° X(XYX)Yy =° X(XY X)XV X)y =° Xy. Ziejmé téz plati § =% a =°
B v

Necht X — ¢ € Pg, a = Xy, 5; y, y € (Ng UX)*". Pocge IV je pro pravidlo X — ¢

vytvoreno pravidlo X — (X)(X). Potom Xy =° (X)(X)y =° y. A tedy plati také
S="a=°gvI.

Vyse uvedené body (1) az (5) dokazuji, ze L(G) C L(I"). O

Zbyva dokézat obracenou inkluzi L(I"') C L(G). Dukaz provedeme opét indukei pro néjaké
1 > 0. Tvrzeni, které nyni musi platit je v tomto piipadé nasledujici: S = w v I’
implikuje S =7 v G, kde i > j aw € (Np UX)*.

Necht i = 0. Potom w =5 a S = S v I astejné tak S =25 v G.

Indukénd hypotéza: Pro S =° w predpokladejme, ze i < k, kde k je celé nezdporné éislo.

Indukénd krok: Vyjadifme derivaci S =°F a@ =°F 3 =°* 4. Musfme uvazovat viechny
mozné varianty jak v I' realizovat deriva¢ni krok a =°* ~. Kde o,y € (Ng U Nog UX)* a
B € (NgUX)*™.

(1)

(2)

Necht z — z € Pr (vytvorené podle kroku VI), z € (Ng UX), a = zzy, 3 = z2y,
z,y € (Ng UNgsUX)* aa=°0vTI. V gramatice G tomuto derivaénimu kroku
odpovidé krok zzy =0 zzy. Tedy a = 8 také v G.

Necht A — z € Pr, a = 2Ay, 8 =22y, 2,y € (N¢ UNcgUX)*, z € (NAU{Y}UY),
A€ Ng. Také A — z € Pg a tedy také plati S =* a= =~ v G.

Necht A — C(ABCD) € Pr, a = zAy, 8 = xC{ABCD)y, z,y € (Ng U Ngg U X)*,
(ABCD) € N¢g, A,C € Ng. Zaméime se na nonterminél (ABC D), nevyskytuje se na
zadné levé strané piepisovaciho pravidla z Pr. Abychom dosahli véty jazyka, musime
ho eliminovat. Zde se vyuzije vlastnost{ volné grupy. Konkatenaci s inverznim sym-
bolem (ABCD) ziskdme neutralni symbol . Pfesnéji (ABCD)(ABCD) = (ABCD)
(ABCD) = e. Musime tedy jako souseda k (ABCD) z levé nebo pravé strany
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ziskat nontermindl (ABCD). Nontermindl (ABCD) se vyskytuje pouze v jediném
prepisovacim pravidle a to B — (ABCD)D € Pr (viz. konstrukce gramatiky I" krok
IT). Uvazujme, ze C' = B a provedeme nésledujici sled derivaci x Ay =° xC(ABCD)y =°
x(ABCD)D(ABCD)y. Mezi nonterminaly (ABCD) a (ABCD) je jediny nontermindl
D, ktery potiebujeme odstranit. K tomuto ti¢elu muzeme pouzit pouze pravidla typu
A —Y, A € Ng simulujici pravidla tvaru A — e. Ziskdme tedy misto nonter-
mindlu D nontermindl Y a vétnd forma je (ABCD)Y (ABCD)y. Nonterminal Y
muzeme presunout na zacétek vétné formy a tam ho pfepsat na ¢ (viz. IT a III). K
presunuti Y lze pouzit pouze pravidel tvaru A — Y(AYY A), Y — (AYY A)A kde
A € Ng. V nasem piipadé by nontermindlem A byl nonterminal (ABC'D), ten oviem
nendlezi do Ng, ale do N¢gg a proto pro néj nejsou pravidla tvaru A — Y (AYY A),
Y — (AYY A)A definovana. V tomto piipadé nedokdzeme pomoci vlastnosti volné
grupy eliminovat nonterminal (ABCD). Pokud vygenerujeme inverzni nontermindl
(ABCD) na libovolné pozici v x, dojde k podobné situaci (mezi (ABCD) a (ABCD)
bude vice nez jeden symbol).

Nyni se zaméfme na pravou stranu y. Necht y = Zw, Z € (Ng U Neg UX), w €
(NgUNegUX)*. Predpokladejme, ze inverzni symbol (ABC' D) bude vygenerovan na
libovolném misté v fetézci w. Vzdy bude mezi (ABCD) a (ABCD) symbol Z, ktery
opét nelze odstranit (viz. vyse).

Zbyva tedy jedind moznost, vygenerovat (ABC D) ze symbolu Z (tedy Z = B € Ng).
Ziskdme xC(ABCD)(ABCD)Dw =° xCDw. Tedy « = tABw =° xC(ABCD)Bw =

B =° 2C(ABCD)(ABCD)Dw =° xCDw = ~. V gramatice G podle II existuje
pravidlo AB — CD, pomoci kterého plati také S =* « = rtABw = xCDw =y v G.

Necht B — (ABCD)D € Pr, a = By, 3 = x(ABCD)Dy, x,y € (Ng U Ngg U X)*,
(ABCD) € N¢g, B,D € Ng. Situace je analogicka s pripadem (2). Opét podle IT
musi existovat pravidlo A — C(ABCD) € Pr s inverznim nontermindlem (ABCD) €
N¢g. Jedind moznost jak eliminovat (ABCD) je vygenerovani (ABC D) na posledni
pozici v fetézci x. Necht z = wZ, w € (Ng U Nos UX)* a Z = A € Ng, potom
a = wABy =° wA(ABCD)Dy =  =° wC(ABCD){(ABCD)Dy =° wCDy = ~.
V gramatice G podle II existuje pravidlo AB — CD, pomoci kterého také plati
S =*a=wABy = wCDy = ~.

Necht X — X(XYX) € Pr, a = Xy, 8 = X(XYX)y, y € (Ng U Ngs UX)*,
(XY X) € Nos. Abychom opét eliminovali nontermindl (XY X), ktery se nenachdzi
na zadné levé strané prepisovaciho pravidla z Pr, musime vyuzit vlastnosti volné
grupy. Z konstrukce I' (krok III) vime, Ze jediny vyskyt inverzniho nonterminélu
(XY X) € Ngg nalezneme v pravidle Y — (XY X). Tento inverzni symbol je mozné
vygenerovat pouze na néjaké pozici v y. Necht y = Zw,Z € (Ng U Nog U X),w €
(Ng U Neg U X)*. Predpokladejme, ze (XY X) ziskdme na libovolné pozici v fetézci
w. Potom mezi (XY X) a (XY X) bude minimalné jeden symbol Z. Necht Z =Y,
pak existuji pravidla typu A — Y(AYYA), Y — (AYYA)A, A € Ng, kterd ndm
presunou Y o jednu pozici doleva. K pfesunu je zapotiebi, aby levym sousedem Y
byl nontermindl A € Ng. Ve zkoumané vétné formé ovsem mame X (XY X)Yw.
Nontermindl (XY X) nendlezi do Ng, ale do Ngg a proto pro néj nejsou pravidla
tvaru A — Y(AYYA), Y — (AYYA)A definovdna a nontermindl (XY X) nelze
odstranit.

Zbyva jedind moznost, vygenerovat (XY X) ze symbolu Z (tedy Z = Y'). Ziskdme
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X(XY X)XV X)w =° Xw. Tedy a = XYw =° X (XY X)Yw = 3 =°
X(XYX)(XYX)w=° Xw = .V gramatice G existuje pravidlo XY — X, pomoci
kterého plati také S =" a = XYw = Xw=vv G.

(6) Necht Y — (XY X) € Pr, a = 2Yy, f = (XY X)y, z,y € (Ng U Ncg UX)*,
(XY X) € Ngg. Situace je analogickd s pripadem (4). Opét podle ITI musi existovat
pravidlo X — X(XY X) € Pr s inverznim nontermindlem (XY X) € Ngg. Jedind
moznost jak eliminovat (XY X) je vygenerovani (XY X) na posledni pozici v fetézci
x. Necht x =wZ, Z € (NgUNgsUYX), w € (NgUNgsUX)* a Z =X potom a =
wXYy =° wX(XYX)y =0=°"wX(XYX)(XYX)Xy=°wXy =. V gramatice
G existuje pravidlo XY — X, pomoci kterého plati také S =* a = wXYy = wXy =
vv G.

(7) Necht X — (X)(X) € Pr, a = 2Xy, 8 = zy, 7,y € (Ng U Ncs UX)*, A € Ng,

(X),(X) € Ncg. Potom X — ¢ € Py atedy plati S =" a==~viv G.
Body (1) az (7) dokazuji, ze L(I") C L(G). O
Dohromady tedy skuteéné L(G) = L(T). [ |

Obé konstrukce jsou si velmi podobné (stejné az na bod VI a definici startovaciho
fetézce/nontermindlu), presto se oba modely zna¢né lisi a to v definici pfimé derivace.
Bezkontextové gramatiky nad volnou grupou pracuji sekvenéné a EOL gramatiky nad volnou
grupou prepisuji v kazdém kroku vSechny symboly vétné formy.

6.2.4 Priklad konstrukce EOL gramatiky nad volnou grupou

Pro lepsi pochopeni i této kapitoly si uvedme také piiklad, ve kterém bude ukdzéna kon-
strukce EOL® gramatiky vychédzejici z gramatiky typu 0, G = {Ng, ¥, Pg, Sg }, predstavené
jiz v predchozi kapitole a spliujici lemma 6.1, kde

L4 NG = {S07S7A7B7X7Y}7

o) = {a},

o Po=/{
p1: SG—>XS7
py: S — AB,

p3:  AB — SS,
pg: SY —=YS,
ps:  AY - YA,
pe: BY —=YB,

pr: A —a,
ps: X — &,
po: XY — X,
P1o: B — Y}

Generovani véty aa v této gramatice G muze probihat opét nésledovné:

Sg = XS[pl] = XAB[pg] = XSS[pg] = XABS[pQ] = XABAB[pQ] =
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XY AAlps] = X AAlpg] = XaAlp7] = Xaa[p7| = aalps]

Konstrukce EOL gramatiky nad volnou grupou I' podle gramatiky typu 0, G, je nasledujici:
I ={V,%, Pr,ur}, V=NgUNcsgUNgUZ, kde

e wr =S¢

[ ] N = {
545355% (ABSS), (AYYA), (AYYA),
(BYYB), (BYYB), (SYYS), (SYYS),

(XYX), (XYX) (X)), X+
[ ] PF = {

pi:  Sg — XS, podle kroku I

p2: S — AB, podle kroku I

p3: B =Y, podle kroku I

ps: A — S(ABSS), podle kroku II - pravidlo AB — SS
ps: B — (ABSS)S, podle kroku II - pravidlo AB — SS
pe: A —Y(AYYA), podle kroku II - pravidlo AY — Y A
pr: Y — (AYYA)A, podle kroku II - pravidlo AY — Y A
ps: B —Y(BYYB), podlekroku II - pravidlo BY — Y B
po: Y — (BYYB)B, podle kroku II - pravidlo BY — Y B
pio: S —=Y(SYYS), podle kroku II - pravidlo SY — Y'S
pii: Y — (SYYS)S, podle kroku II - pravidlo SY — Y'S
pi2: X — X(XYX), podlekroku IIT - pravidlo XY — X

pi3: Y — (XY X), podle kroku III - pravidlo XY — X
pra: X — (X)(X), podle kroku VI - pravidlo X — ¢
pis: A —a, podle kroku I
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ple: a — a, podle kroku VI
pi7: @ — a, podle kroku VI
p1s: A — A, podle kroku VI
plg: A — A, podle kroku VI
p2: B — B, podle kroku VI
po1: B — B, podle kroku VI
po2: S — S, podle kroku VI
pa3: S — S, podle kroku VI
pos:  Sa — Sa, podle kroku VI
pos: Sa — Sa, podle kroku VI
pog: X — X, podle kroku VI
por: X — X, podle kroku VI
pog: Y =Y, podle kroku VI
pag: Y =Y, podle kroku VI
p3o: (X)) — (X)), podle kroku VI
p3: (X)) — (X), podle kroku VI
ps2:  (ABSS) — (ABSS),  podle kroku VI
pss:  (ABSS) — (ABSS), podle kroku VI
psa: (AYY A) — (AYY A), podle kroku VI
p3s: (AYYA) — (AYY A), podle kroku VI
ps¢: (BYYB) — (BYYB), podlekroku VI
ps7: (BYYB) — (BYYB), podle kroku VI
p3s: (SYYS) — (SYYS), podle kroku VI
pag: (SYYS) — (SYYS), podle kroku VI
pao: (XY X) — (XY X), podle kroku VI
pa: (XY X) - (XYX)} podle kroku VI

Konstrukce I' je kompletni, zbyva ukazat prijeti véty aa:

wr = Sg =° XS[pl] =° XAB[pg@,pQ] =° XS<ABSS><ABSS>S[p26,p4,p5] = XSS5 =°

X ABABI|p26,p2,p2] =° XAY AY [pas, P18, P3, P18, D3] =
XY(AYYA> <AYYA>AY<AYYA> <AYYA>A[p26, Pe6,P7, p6>p7] = XYAY A :o

X(XYX)XYX)Y(AYY A)(AYY A) Aalpi2, p13, D6, P7, P15) = XY Aa =°
X(XY XY (XY X)aa[p12, 13, P15, p16] = Xaa =° (X)(X)aa[p14, p16, P16) = aa

Duvody pouziti lemma 6.1 a vlastnosti derivaéniho procesu v téchto EOL gramatikdch
nad volnou grupou jsou stejné jako v pripadé bezkontextovych gramatik nad volnou grupou.
Jedinym podstatnym rozdilem je moznost aplikovat pravidla pro kazdy symbol vétné formy
paralelné.

44



Kapitola 7

Gramatiky nad volnymi grupami s
redukovanym poctem nonterminalu

P#i simulaci kazdého pravidla tvaru AB — CD vznikaji jak v bezkontextovych tak EOL
gramatikach nad volnou grupou dva nové nonterminalni symboly. Z tohoto diivodu se tato
prace déle zajima o redukci po¢tu nonterminélnich symbola v bezkontextovych a EOL gra-
matikach nad volnou grupou.

7.1 Bezkontextové gramatiky nad volnymi grupami s reduko-
vanym poctem nonterminalia

V pripadé bezkontextovych gramatik nad volnou grupou se podafilo dosdhnout redukce
poctu nontermindlnich symbolii na osm, jmenovité to jsou, 0, 0, 1, 1, 2, 2, S a S, piicemz
nontermindlni symbol S je zde z divodu korektni definice volné grupy, nevyskytuje se v
zadném z pravidel a tudiz ani v zddné vétné formé. Sila téchto gramatik zustdva nezménéna
a nadale popisuji t¥idu jazyka typu 0.

V konstrukci budeme vychéazet z upravené Kurodovy normalni formy. Tuto tpravu defin-
uje nasledujici pomocna véta. Duvod pouziti této modifikace je blize objasnén v piikladu
konstrukce bezkontextové gramatiky nad volnou grupou s redukovanym poctem nonter-
mindla.

Tato problematika byla blize popsdna v [4].

Lemma 7.1 Pro kazdou gramatiku typu 0, H = (V,T,P,S), V = N UT, existuje ekvi-
valentni gramatika typu 0, G = (V, T, Pg,S), Vo = Ng U T, takové, ze kazdé pravidlo z
Pg je ve tvaru:

(1) AB—CD,kde A#C a A B,C,D € Ng
(2) A— BC,kde A# Ba A,B,C € Ng
(3) A—z,kde A€ Ng, z € TU{e}

Dikaz 7.1.1 Necht H = (V, T, P, S) je gramatika. Bez ztraty na obecnosti
predpokladejme, ze gramatika H je v Kurodové normalni forme.

Definujeme gramatiku G = (Vi, T, Pg, S), Vg = Ng UT, kde Pg je vytvorena nésledovné:
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(1) pro kazdé AB — AD € P piidej AB — A'D', A’D' — AD do Pg a A’, D' do Ng,
kde A" a D’ jsou dva nové nontermindly

(2) pro kazdé A — AB € P pridej A — A'B’, B’ — AB do Pg a A’, B’ do Ng,
kde A’ a B’ jsou dva nové nontermindly

(3) pridej vsechna zbyvajici pravidla z P do Pg

Formalni dikaz, ze H a G jsou ekvivalentni, je snadny a proto je ponechin na Ctenéfi.

Priklad 7.1.1 Uvazujme gramatiku H = {Vy, T, Py, S}, Vg = Ng U T, kde
L NH = {A7B7S}7

o T ={a},

[ ] PH = {
p1: S — AB,
po: AB — AS,
p3: A —a,
ps: B —e}

Generovani véty aa v této gramatice je nasledujici:
S = AB[pl] = AS[pQ] = AAB[pl] =

aAB|(ps] = aaB[ps] = aa[p4]

Gramatika H obsahuje pravidlo po, které za¢ina na obou strandch nontermindlnim sym-
bolem A. Budeme tedy tuto gramatiku upravovat podle lemma 7.1 na gramatiku G. Podle
vyse uvedené konstrukce bude nové gramatika G = {V, T, Pg, S}, Vo = Ng U T, kde

L4 NG = {A')B7S7A/7S/}7

[ ] PG = {
p1: S — AB, podle kroku (3
pa: AB — A'S’,  podle kroku (1
1

(3)
(1)
ps: A'S"— AS, podle kroku (1)
E )

py: A —a, podle kroku (3
ps: B — e} podle kroku (3)

Prijeti véty aa v této gramatice G bude probihat nasledovné:
S = AB[p1] = A'S'[ps] = AS[ps] = AAB[p1] =

aAB|(p4] = aaB[ps] = aa|ps]

Poznamka Pfipomenme, Ze pro tiidu jazyku popsanych bezkontextovymi gramatikami
nad volnou grupou jsme si zavedli oznaceni CF°. Tiidu jazyku popsanych bezkontex-
tovymi gramatikami nad volnymi grupami s redukovanym poctem nonterminédlu budeme
tedy oznacovat pomoci CF°R.

V tuto chvili jiz mame definovano ve potiebné a muzeme si tedy vyslovit nasledujici vétu.
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Véta 7.1.1 CF°R=RE

Dikaz 7.1.2 Uvazujme gramatiku typu 0, G = (V,T, P,S), V. = N UT. Bez ztraty na
obecnosti lze predpokladat, ze gramatika G spliiuje vlastnosti popsané v lemma 7.1.

CF°R gramatiku, I' = (W, T, Pr, St), kde Vp = Np U T UT, Nr = {0,6, 1,1,2,2, SIHS*F}
sestrojime nasledovné.

Piipravime si injekce h : N — {0,1}>*" a h : N — {0,1}*>*", kde n = [log, |N|] a pro
které plati, ze h(A) = zy a h(A) = h(A), kde |z| = |y| =n, z = z1...2Zp, Yy = T ... 71,
x1,...,2n € {0,1} pro kazdé A € N.

Poznamenejme, ze inverzni symboly k 0,1,2 a Sp € Nr jsou 0,1,2 a Sp € Nr. Po-
moci symboli 0, 1,0 a T budeme kédovat nontermindly z pivodni mnoZiny nonterminalnich
symbolit N a symboly 2,2 budou slouzit jako oddélovace kédi nontermindli.

Vratme se zpét ke konstrukei, nyni zbyva definovat mnozinu pravidel Pr:
I pridej Sr — h(S)2 do Pr
IT pro kazdé AB — CD € P ptidej 2 — h(B)2h(A)22h(C)2h(D)2 do Pr
III pro kazdé A — BC € P pridej 2 — h(A)22h(B)2h(C)2 do Pr
IV pro kazdé A — x € P pridej 2 — h(A)z do Pr
V pro kazdé a € T piidej @ do T'

kde A,B,C,D € N a x € T U{e}. Posledni bod V je nutny k doplnéni mnoziny V'
na generator volné grupy, abeceda terminalnich symbola T se pifi generovani vét jazyka
nevyuzije.

Konstrukce I' je kompletni.

Hlavni myslenka dikazu Gramatika nad volnou grupou I' bindrné kéduje nonterminély
puvodni gramatiky G a simuluje aplikaci pravidel z puvodni gramatiky. Bezkontextové
pravidla tvaru A — BC (bod III) jsou nahrazena pravidlem h(A)22h(B)2h(C)2. Kde 2 je
jediny nonterminal, ktery lze piepsat, tedy symbol 2 je prepsan a pokud se pired nim nachézi
nonterminal A je vSe korektni, protoze tento symbol je odstranén pomoci vlastnosti volné
grupy a z aplikovaného pravidla tedy zbude pouze h(B)2h(C)2. Tento fetézec odpovida
BC. Na podobném zpusobu je postavena simulace i ostatnich pravidel. Vzdy tedy plati, ze
se prepisuje pouze symbol 2, pokud tedy dojde k aplikaci néjakého pravidla na nespravném
misté, derivace se zablokuje, protoze se neodstrani vSechny nontermindalni symboly.

Podobnym zptisobem lze popsat simulaci pomoci EOL gramatik nad volnou grupou s
redukovanym poc¢tem nontermindlnich symbolu.

Zbyva dokézat, ze obé gramatiky jsou ekvivalentni, tedy ze plati rovnost L(G) = L(I).
Nutné potom také L(G) C L(I') a L(T') C L(G). Tato rovnost je dokdzana v [2].

Dusledek 7.1.1 CF°=CF°R
Na zavér této podkapitoly poznamenejme, Ze zpusob redukce vyuzivajici vlastnosti volnych

grup nikterak nezvysi pocet pravidel vzhledem k puvodni gramatice v upravené Kurodové
normalni formé.
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7.1.1 Priklad konstrukce bezkontextové gramatiky nad volnou grupou s
redukovanym poc¢tem nonterminala

Nyni si ukdzeme ptiklad, ve kterém bude demonstrovana konstrukce CF°R. gramatiky
vychéazejici z gramatiky typu 0, G = {Vg, T, Pg, S}, Vo = Ng UT predstavené jiz vyse a
splnujici lemma 7.1, kde

L NG = {A’B7S>A/7S/}>

. T={a},
o Po=/{
p1: S — AB,
py: AB — A'S’,
p3: A'ST — AS,
ps: A —a,
ps: B —e}

Pro porovnéni si ukazeme prijeti véty aa, které v gramatice G bude probihat nésledovné:
S = AB[p1] = A'S'[ps] = AS[ps] = AABp1] =
aAB|(p4] = aaB[ps] = aa|ps]

Konstrukce bezkontextové gramatiky nad volnou grupou s redukovanym poc¢tem non-
terminala I' podle gramatiky typu 0, G, je nasledujici:

L= {W,T,Pr,S}, Vi = NrUTUT, kde
L4 NF — {0767 1)172757 S)g}v

o T'={a},
. 7= {a),
[ ] PF = {
p1: S — h(9)2, podle kroku I
pa: 2 — h(B)2h(A)22h(A")2Rh(S")2, podle kroku IT a pravidla AB — A’S’

p3: 2 — h(S)2h(A")22h(A)2k(S)2, podle kroku IT a pravidla A’S" — AS
h(S)22h(A)2h(B)2, podle kroku III a pravidla S — AB
ps: 2 — h(A)a, podle kroku IV a pravidla A — a

(
(
pa: 2 — h(
(
(

)a
pe: 2 — h(B)} podle kroku IV a pravidla B — ¢

Déle si zavedeme injekce h() a h():
h(): = 00011000,
= 00100100,
01000010,
) = 01011010,
') = 10011001
A) = 00011000,
B) = 00100100,
S
A

—_ —

~

A
B
S
A
S

)

) = 00100100

) = 01000010,
'y = 01011010,
S’y = 10011001

=
A2 =z = ==
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Nyni si ukazeme jak tato gramatika I' generuje vétu aa:
S =° h(9)2[p1] =° h(S)h(S)22h(A)2h(B)2[ps] = h(A)2h(B)2 =°

h(A)2h(B)2h(B)2h(A)22h(A")2h(S")2[p2] = h(A')2(S")2 =°
h(A)2h(S"R(S")2R(A')22h(A)2h(S)2[ps] = h(A)2h(S)2 =
h(A)2h(S)R(S)22h(A)2h(B)2[ps] = h(A)2h(A)2h(B)2
h(A)R(A)ah(A)2h(B)2[ps] = ah(A)2h(B)2 =

ah(A)h(A)ah(B)2[ps] = aah(B)2 =°
aah(B)h(B)[ps] = aa

Na zaveér tohoto piikladu objasnime, proc¢ je nutné, aby originalni gramatika splnovala
lemma 7.1. Uvazujme pravidlo AB — AC, podle kroku konstrukce IT bude toto pravidlo
pievedeno na pravidlo 2 — h(B)2h(A)22h(A)2h(C)2. Diky vlastnostem volné grupy je
toto pravidlo 2 — h(B)2h(A)22h(A)2h(C)2 rovno 2 — h(B)h(C)2 a toto pravidlo by v
originalni gramatice odpovidalo pravidlu B — C, které rozhodné neni stejné jako pravidlo
AB — AC.

Podobny problém vznikne s pravidly tvaru A — AB, k tomuto pravidlu by podle
kroku konstrukce IIT odpovidalo pravidlo 2 — h(A)22h(A)2h(B)2. Opét dojde k redukci z
2 — h(A)22h(A)2h(B)2 na 2 — 2h(B)2. Toto pravidlo by v originalni gramatice odpovidalo
pravidlu ¢ — B. Témto problémum predejdeme zavedenim vysSe zminéného lemma 7.1.

7.2 EOL gramatiky nad volnymi grupami s redukovanym
poctem nonterminala

V této podkapitole popiSeme mechanismus pfevodu gramatiky typu 0 spliiujici vyse pop-
sané lemma 7.1 na EOL gramatiku nad volnou grupou s redukovanym poc¢tem nonter-
mindla. Protoze u EOL gramatik pouzivame misto startovaciho symbolu startovaci fetézec,
dosdhneme tak lepsiho vysledku nez v piipadé bezkontextovych gramatik nad volnou grupou.
Vysledkem tedy je, ze pro kazdou gramatiku typu 0 existuje EOL gramatika nad volnou
grupou s pouze Sesti nontermindlnimi symboly.

Konstrukce je opét velmi podobn4, ale zptsob provadéni derivaci je paralelni, narozdil
od bezkontextovych gramatik nad volnou grupou, kde derivace probiha sekvené¢né.

Tato problematika byla blize popsana v [10].

Poznamka Pfipomenme, ze pro tfidu jazyku popsanych EOL gramatikami nad volnou
grupou jsme si zavedli oznaceni EOL°. T#idu jazyku popsanych EOL gramatikami nad

volnymi grupami s redukovanym poctem nonterminali budeme tedy oznacovat pomoci
EOL°R.

Véta 7.2.2 EOL°R=RE
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Dikaz 7.2.3 Uvazujme gramatiku typu 0, G = (V,T, P,S), V. = N UT. Bez ztrity na
obecnosti lze predpokladat, ze gramatika G spliuje vlastnosti popsané v lemma 7.1.

EOL°R gramatiku, I' = (V, T, Pr, st), kde Vi = Nr UT UT, Nr = {0,0,1,1,2,2} se-
strojime nasledovné.

Piipravime si opét injekce h : N — {0,1}**" a h: N — {0,1}**", kde n = [log, |N|] a
pro které plati, ze h(A) = zy a h(A) = h(A), kde |z| = |y| =n, =21 ... Tn, Y = Tp ... 21,
x1,...,2n € {0,1} pro kazdé A € N.

Uved'me si pro lepsi pochopeni zptisobu kédovani maly piiklad. Uvazujme n = 3 a napiiklad
h(A) = zy = 001100, tedy « = 001, z; = 0, 2 = 0 a x3 = 1, podle definice injekce h musi
byt y = xsxex1 a tedy y = 100. Uvedeny kdéd tedy spliiuje pozadované podminky, podle
kterych jsme tento kéd nazvali zrcadlovy.

Inverzni kéd k h(A) je nasledujici, podle definice 5.3 inverzniho fetézce se musi fetézec
reverzovat (otocit) a kazdy symbol z Fetézce je nahrazen svym inverznim protéjskem. Kéd
h(A) = h(A) = 001100. Otoceni se zde vzhledem k vlastnostem kédu zadnym zptisobem
neprojevilo.

Poznamka: Aby nésledujici text byl srozumitelnéjsi, vyznacime vybrané (delsi) celky, které
jsou vzajemné inverzni a jejiz vysledkem je prazdny fetézec e, podtrzenim. Naptiklad vyraz

h(zg11)h(zkr1)h(Trr1)h(xgr1) je roven h(xgiq)h(xgs1), tedy ¢ast zvyraznénd podtrzenim

h(zp1)h(Tp41) = €.

Startovaci fetézec sp polozime rovno h(S)2. Nyni zbyva definovat mnozinu pravidel Pr:
I pro kazdé z € Np UT pridej z — z do Pp
IT pro kazdé AB — CD € P piidej 2 — h(B)2h(A)22h(C)2h(D)2 do Pr
III pro kazdé A — BC € P piidej 2 — h(A)22h(B)2h(C)2 do Pr
IV pro kazdé A — x € P piidej 2 — h(A)z do Pr
V pro kazdé a € T pridej @ do T
kde A,B,C,D € N az € T U{e}.
Konstrukce I' je kompletni.

Hlavni myslenka dikazu Princip simulace gramatiky typu 0 pomoci nové definované
EOL gramatiky nad volnou grupou s redukovanym poc¢tem nonterminalu je velice podobny
simulaci pomoci CF°R gramatik, tento princip byl popsdn v ptedchozi kapitole. Hlavnim
rozdilem oproti CF°R gramatikdam je zpusob provadéni derivaci. Rysem EOL°R gramatik
je paralelni zpusob provadéni derivaci. Ale z duvodu lepsiho pochopeni dukazu zavadime
v konstrukci pravidla tvaru z — 2z, kde z € Vp. Tento druh pravidel ndm zajisti moznost
uvazovat derivace v EOL°R gramatikach jako sekvenéni. Ptiblizime se tedy velice blizko
CF°R gramatikidm.

Dokézeme, ze obé gramatiky jsou ekvivalentni, tedy zZe plati rovnost L(G) = L(T'). Nutné
potom také L(G) C L(I') a L(I") C L(G).
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Predpokladejme bez ztraty na obecnosti, ze kazda véta w € L(G) je generovana derivaci
tvaru S =* w’ =* w, kde vétnd forma w’ je generovdna ze startovactho nontermindlu S a
to pouze za pouziti pravidel tvaru A;A; — A, A, A — A A a A; — . V momenté, kdy
jiz tyto pravidla nelze aplikovat, prechézi w’ za pomoci pravidel tvaru A; — a na w. Pfitom
A, Aj,Ar,Age Nyt g,rse{l,...,n},aeT aw € N*, weT".

Pomoci matematické indukce pro i > 0 dokdzeme inkluzi L(G) C L(I'), ustanovime
tvrzeni A a B.

Tvrzeni A S =419 ...y, v G implikuje sp = h(y1)2h(y2)2... h(ym)2 v T, kde
y17"'aym€V_T, mZO

Necht i = 0. Potom S =% S v G. Podle konstrukee je ziejmé, ze sp = h(S)2 € Pr a tedy
také Sp =0 h(S)2 v .

Indukéni hypotéza: Predpoklddejme, ze vyse uvedend implikace tvrzeni A plati pro
vS8echna ¢ < [, kde [ je nezaporné celé ¢islo.

Indukénd krok:  Uvazujme derivace tvaru S =11 3, kde 3 € N*. Presnéji si vyjadifme
S =1 3 jako S =l a =, kde o € N*.

Vyjadieme si § jako 8 = x1xo... 2, kde z1,..., 2, € V — T, k > 0. Podle indukéni
hypotézy musf platit sp =1 h(x1)2h(22)2. .. h(z)2 = Br v I'. Existuji nasledujici
moznosti provedeni deriva¢niho kroku a = g v G.

(1) Necht a = uzrv = uyv = B v G, kde u,v € N* a x — y € Pg. Predpokladejme, 7e
plati u = v v G a w =° v v I' - bude dokézano pozdéji.
Zaméfme se na Casti véty u a v, které se béhem derivacniho kroku o = 3 neméni.
V EOL° gramatice se musi v kazdém deriva¢nim kroku piepsat kazdy symbol vétné
formy. Stélost ¢asti u a v v derivaci uxv =° uyv zajisti pravidla tvaru z — z, |z| = 1,

sestrojend v kroku I.

(2) Necht A;A; — A, As € P, kde A;, Aj, A,, A; € N. Potom a = uA; Aju = ud, Agv = 8
v G, kde u,v € N*. Vyjadieme si fetézce u av jakou =z1... 2, a v =191 ...
Podle 11, 2 — h(A;)2h(A;)22h(A,)2h(As)2 € Pr
aar = h(z1)2... h(zr)2h(A;)2h(A;)2h(y1)2 ... h(y)2 =°
h(z1)2. .. h(xk)2h(A;)2h(A;)R(A;)2h(A;)22h( A )2h(As)2R(y1)2 . . . h(y)2 =
h(z1)2. .. h(zg)2h(A)2h(As)2R(y1)2. .. h(y)2 = Br v T. Tedy S =1 3 jak v G tak
i plati sp =°*! gr v T,

(3) Necht A; — A, As € P, kde A;, A, As € N. Potom a = uA;v = v, Asv = 3 v G,
kde u,v € N*. Vyjadieme si fetézce v a v jakou =x1...2p av=y1 ...y
Podle III, 2 — h(A;)22h(A,)2h(As)2 € Pr
aar = h(x1)2...h(xg)2h(A4;)2h(y1)2... h(y)2 =°
h(z1)2. .. h(zg) 20 (A h(A;)22h(Ar) 20 (A)2h(y1)2 . .. h(y1)2 =
h(z1)2...h(zy)2h(A.)2h(As)2R(y1)2 . .. h(y)2 = Br v T. Je ziejmé, ze S =T Bv G
a stejné tak sp =1 gp v I.
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(4) Necht A; — ¢ € P, kde A; € N. Potom a = uA;v = uwv = 8 v G, kde u,v € N*.
Vyjadieme si fetézce u av jakou = 1 ... 2 av =191 ...y Podle IV, 2 — h(A4;) € Pp
a ar = h(x1)2h(xg)2h(A4:)2h(y1)2. .. h(y;)2 =°
h(z1)2. .. h(zg)2h(A)h(A)22h(y1)2. .. h(y)2 =
h(z1)2...h(zk)2h(y1)2... h(y)2 = Br v . Je opét ziejmé,ze S =+ B v G a stejné
tak sr =0+l Or v T.

Vyse uvedené body (1) az (4) dokazuji, ze tvrzeni A plati. Nyni zavedeme tvrzeni B.[J

Tvrzeni B ...z, =F w v G pouze za pouziti pravidel tvaru A; — a € P implikuje
h(21)2...h(2x)2 =% wv T, kde Aj,z; € Nproi=1,2,...,n,7=1,2,...k,1<k<na
a € T. Bez ztraty na obecnosti muzeme predpokladat, ze vysledna véta je ziskdna pomoci
nejlevéjsich derivaci.

Necht k = 0. Potom ¢ =% ¢ v G. Jisté také ¢ =0 ¢ v T.

Indukéni hypotéza: Ptedpoklddejme, ze vySe uvedena implikace tvrzeni B plati pro
vSechna k < [, kde [ je celé nezaporné ¢islo.

Induként krok:  Uvazujme vétné formy x1xs ... xprgpe1, kde z; € N proi=1,2,... k+ 1.
Vyjédieme si derivace jako z1xs ... 2prp11 = wrpy = wa, kde w € T*, a € T.

Necht zp41 — a € P, kde rpy1 € Naa€T. Potom 2341 = a v G.
Podle IV, 2 — h(zy11)a € Pr, tedy h(zgi1)2 =° h(zgr1)h(xge1)a = a v T. Je ziejmé, ze
h(z1)2h(22)2. .. h(x)2h(zp11)2 =°F1 wa plati také v T

Indukéni krok je kompletni a tvrzeni B plati. Pomoci tvrzeni A a B jsme dokézali platnost
prvni ¢ast dukazu. Inkluze L(G) C L(T") je dokazéna. O

Déle se budeme zabyvat platnosti druhé inkluze L(I') C L(G). Podobné jako v
predchézejici ¢asti predpokladejme, ze kazdé w € L(T") ziskdme pomoci nésledujici
posloupnosti derivaci sy =°* w’ =°* w, kde w’ je generovdno z sp pouze za pouziti
pravidel tvaru 2 — h(A;)2h(A;)22h(A,)2h(As)2, 2 — h(A4;)22h(A,)2h(As)2, 2 — h(4;)
A; — A;. Véta w je ziskdna z vétné formy w’ za pouziti pravidel tvaru 2 — h(4;)a a
a— a, kde A;, Aj, A, As € V =T, pro i, j,r,s € {1,2,...,n}, a € T. Dikaz provedeme
matematickou indukci pro néjaké ¢ > 0.Ustanovime tvrzeni C.

Tvrzeni C  sp = h(y1)2h(y2)2. .. h(ym)2 v T implikuje S =* y1y2...ym v G, kde
y€eV-T,1<j<mam=>0.

Necht ¢ = 0. Potom m = 1, h(y1)2 = sr a Sr =0 SpvI. Tedy y; = S aplati S =9 §
také v G.

Indukéni hypotéza: Predpoklddejme, ze vyse uvedend implikace pro tvrzeni C plati pro
vSechna ¢ < k, kde k je celé nezaporné ¢islo.

Indukéni krok: Uvazujme derivace tvaru sp =% o =° 3 kde a, 8 € VF.

Podle indukéni hypotézy musi platit 5 = h(z1)2h(z2)...h(zk)2 a S =* z120.. .2 = B v
G. Existuji nasledujici moznosti provedeni deriva¢niho kroku @ =° g v I
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(1)

Necht 2 — z € Pr (vytvofené podle kroku I), z € (N UT), a = uzv, 3 = uzv,
u,v € (NUT)* aa=° v I.V gramatice G tomuto derivaénimu kroku odpovida
krok uzv =° uzv. Tedy o = 3 také v G.

Necht 2 — h(A;)2h(A4;)22h(A,)2h(As)2 € Pp, kde A;, A, Ay, As € N. Déle necht
potom a = uh(X)2h(Y)2v =° uh(X)2h(Y)h(A;)2h(A;)22h(A,)2h(As)2v, kde prefix
u a sufix v jsou tvaru u = h(x1)2...h(zg)2 av="h(y1)2...h(y)2,
TlyeeesThyYl,---,Y1 € N.

Ptedpokladejme, ze Y # A; a vyjadieme Fetézec h(Y)h(A;) jako By ... BBy, ... By
Ay...ALA, ... Ay, kde By,...,B, € {0,1} a Ay,..., A, € {0,1}.

Necht By = Aq,...,B,, = A,,, kde 0 < m < n. Potom je fetézec redukovan na
By...ByBy...By_mAn—m ... AnA, ... A1 a vyslednd vétnd forma ma tvar
uh(X)2B1...BuBy ... By omAn_m ... AnA, ... A12h(A;)22h(A,)2h(As)2v.

Pokud Ay, ..., A, € {0,1}, podle konstrukce zde nejsou zddnd pravidla prepisujici 0 a
1. Tyto symboly muZzeme odstranit jen a pouze pomoci vlastnost{ volné grupy, to zna-
mend konkatenaci s inverznim protéjskem. Kromé toho, fetézce A,_p, ... AnAn ... Ay
a Bi...B,B,...B,_,, maji délku 2n — m. Podle konstrukce je kazdy nonterminal
kédovan binarni sekvenci konstantni délky 2n. Z tohoto shrnuti nam vyplyva, ze
uvazované fetézce nereprezentuji korektni nonterminalni symboly a neni tedy mozné

jejich odebrani a vytvoteni véty jazyka.

Budeme-li uvazovat piipad, kdy ¥ = A; a X # A;, nastane analogicka situace, ve

které bude dalsi derivace blokovana.

Jediny spravny zpusob aplikace uvazovaného pravidla je dosazen v piipadé, kdy ¥ =

Aja X = A;. Ziskame derivaci o« = h(x1)2... ... h(zk)2h(X)2h(Y)2h(y1)2. .. h(y;)2 =°

h(z1)2. .. h(xk)2h(X)2R(Y)h(A;)2h(A;)22h(A;)2h(As)2h(y1)2 . . . h(y)2 =
h(z1)2...h(zk)2h(A;)2Rh(As)2R(y1)2... h(y;)2 = [ v I'. Podle II, musi existovat
AZ‘AJ‘ — ATAS € P.V G také platl' ag =21 ... xkAiAjyl Y= T xkATAsyl - Y

Ba (pfipomenme, ze X = A; aY = Aj).

2 — h(A;)22h(A,)2h(A5)2 € Pr,a = uh(4;)2v, 3 = uh(A,)2h(As)2v, kde u,v € V§,
u=h(x1)2...h(zr)2, v="nh(y1)2...h(y)2, 4;, Ay, As € N. Podle ITI musi existovat
A; — A As € P.

Jejich aplikaci ziskdme ag = x1 ... xpAiy1 ...y = 1 ... T ArAsyr - ..y = Bg- Plat-
nost je tedy i v G.

2 — h(A;)22z € Pr,a = uh(A;)2v,8 = uzv, kde u,v € V2, u = h(21)2...h(z)2,
v="h(y1)2...h(y)2, A; € N. Podle IV musi existovat A; — z € P.

Jejich aplikaci ziskdme o = x1 ...z Ajyr ...y = 1 ... Tk2Y1 - - Y = PBg- Platnost je
tedy i v G.

Vyse uvedené body (1) az (4) dokazuji, ze tvrzeni C plati. Nyni zavedeme tvrzeni D.[]
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Tvrzeni D h(21)2...h(2)2 =°F w v I za pouziti pravidel tvaru 2 — h(A;)a implikuje
z1... .05 =>Fwv G kde Aj,z; e Nproi=1,2,...n—1,j=1,2,...k,k>0aaeT. Bez
ztraty na obecnosti predpokladejme, ze véta je ziskdna posloupnosti nejlevéjsich derivaci.

Necht k = 0. Potom & =% ¢ v T. Jisté také e =% ¢ v G.

Indukéni hypotéza: Ptredpoklddejme, ze vyse uvedena implikace tvrzeni D plati pro
v8echna k <[, kde [ je celé nezdporné ¢islo.

Induként krok:  Uvazujme derivace tvaru h(z1)2h(z2)2... h(zk)2h(xk4+1)2, kde z; € N
pro:=1,2,...k + 1. Derivaci si presnéji vyjadiime jako
h(21)2h(22)2. .. h(zg)2h(2rs1)2 =°F wh(2y1)2 =° wa, kde w € T*, a € T.

Necht 2 — h(zpi1)a, kde 11 € N a a € T. Potom h(zp41)2 =° h(xpi1)h(zii1)a=a v
I'. Podle IV musi existovat 2511 — a € P. Tedy zp11 = a v G. Je zfejmé, Ze
1%y . .. TpTpe1 =T wa platf také v G.

Tvrzeni C a D jsou nyni dokdzéna. Platnost druhé inkluze L(T') C L(G) je potvrzena. O
A celkovd platnost vsech tvrzeni A, B, C a D ndm podavé dukaz, ze plati i L(T') = L(G).R
Daisledek 7.2.1 EOL°=EOL°R

Poznamenejme, ze pocet pravidel je shodny s poctem pravidel gramatiky typu 0, ze které
tato konstrukce vychézi.

7.2.1 Priklad konstrukce EQOL gramatiky nad volnou grupou s reduko-
vanym poctem nonterminala

Nyni si opét ukazeme priklad, ve kterém bude demonstrovana konstrukce EOL°R gramatiky
vychézejici z gramatiky typu 0, G = {V, T, Pg, S}, Vo = NgUT prezentované jiz nékolikrat
a spliiujici lemma 7.1, kde

L4 NG = {A)B)S7 A,7S/}7

. T {a},
[ ] PG = {
p1: S — AB,
py: AB — A'S’,
p3: A'ST— AS,
pe: A—a,
ps: B — e}

Pro porovnéni si opét pripomeneme piijeti véty aa, které je v gramatice G nésledujici:
S = AB|p1] = A'S'[ps] = AS|ps] = AAB[p1| =

aAB(p4] = aaB[ps] = aa|ps]

Konstrukce EOL gramatiky nad volnou grupou s redukovanym poc¢tem nontermindla I’
podle gramatiky typu 0, G, je néasledujici:

I'= {VF7T7PF73F}7 VF :NFUTUT, kde
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. T—{a,
. T—(a),
o Pr={
p1: 2 — E(B)é
pa: 2 — h(S5)2
p3: 2 — h(S)22n(A
Pa: 2 — E(A)CL,
ps: 2 — h(B),
pe:  0—0,
pr: 00,
pg: 1 —1,
po:  1—1,
pro: 2 — 2,
P11 2 — Z
p12: a— af,
® S = h(S)2

Déle si zavedeme injekce h() a h():

h():  h(A) = 00011000,
h(B) = 00100100,
h(S) = 01000010,
h(A’) = 01011010,
h(S') = 10011001
R():  h(A) = 00011000,
7(B) = 00100100,
h(S) = 01000010,
R(A') = 001010,

h(S') = 10011001

NF — {0767 1)1) 27§}a

, podle kroku IT a pravidla AB — A'S’

)2h(A")22h(A)2h(S)2, podle kroku IT a pravidla A'S" — AS

podle kroku IIT a pravidla S — AB
podle kroku IV a pravidla A — a
podle kroku IV a pravidla B — ¢
podle kroku I

podle kroku I

podle kroku I

podle kroku I

podle kroku I

podle kroku I

podle kroku I

Nyni si ukdzeme jak tato gramatika I' generuje vétu aa:

ar = h(S)2 =° h(S)h(S)22h(A)2h(B)2[ps, ps, p3] = h(A)2h(B)2 =°

h(A)2h(B)2h(B)2R(A)22h(A')2(S")2]ps, ps. pro. p1] = h(A)2h(5)2 =°

h(A")2h(S")h(S")2h(A")22h(A)2h(S)2[ps, ps, pro, p2] = h(A)2h(8)2 =°

B(AYR(A)ah(S)R(S)22h(A)2h(B)2[ps, ps, p1, ps] = ah(A)2h(B)2 =°

ah(A)h(A)ah(B)h(B)|ps. ps, p4, ps] = aa

55



Kapitola 8

Rozsirené oboustranné zasobnikové
automaty nad volnymi grupami

Posledni modifikovany model je zasobnikovy automat. Pomoci vlastnosti volné grupy se
bude redukovat obsah zasobniku. Avsak vysledky ziskané pfidanim volné grupy nikterak
nezvysi generativni silu samotnych rozsifenych oboustrannych zdsobnikovych automatu
nad volnym monoidem, pro¢ tomu tak je, bude ukédzano pozdgéji. Samotné oboustranné
zésobnikové automaty jsou definované v [2].

Tyto automaty se nazyvaji rozsifené, protoze maji schopnost ¢ist v jednom kroku ze
vstupni pasky fetézce vstupni abecedy, - nerozsitené oboustranné zisobnikové automaty
mohou ¢ist v jednom kroku ze vstupni pasky pouze jeden vstupni symbol.

Nutno jesté poznamenat, ze modifikaci zasobnikovych automatu, které piijimaji t¥idu
rekurzivné vy¢éislitelnych jazyku je nemalé mnozstvi, model ktery se nejvice blizi modifikaci
uvedené v této préci je tzv. Flip Pushdown Automaton, ktery je v podstaté také obous-
tranny, ale v jednom kroku lze pracovat vzdy jen s jednim vrcholem (formalni definici lze
nalézt v [29]). U oboustrannych zdsobnikovych automati ale nejlépe vyuzijeme vlastnosti
volné grupy k redukci poctu pravidel a obsahu zasobniku.

Na zacatek si zavedeme nésledujici znaceni. Tiidu vSech jazykt ptrijimanych rozsifenymi
oboustrannymi zdsobnikovymi automaty nad volnymi grupami oznac¢ime E2PDAC°.

Tato kapitola byla ve velkém méritku inspirovand [21].

Definice 8.0.1 Rozsiteny oboustranny zdsobnikovy automat nad volnou grupou je n-tice
M=(Q,X,T,R, 2,71, Zr, F), QN (ZUT) =0, kde

e () je konecna mnozina stavi

e > je kone¢na vstupni abeceda

I" je konetné zasobnikova abeceda

R je kone¢nd mnozina pravidel tvaru g |ugpw — v1|vag,
kde ui,ue € 'y v1,v0 € ', p,g € Q a w € X*

z € @ je pocatecni stav

Z1, €T je pocatetni symbol levé strany zasobniku

Zpr €T je pocatetni symbol pravé strany zasobniku
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e [ C () je mnozina koncovych stavu

8.1 Prechody v rozsiteném oboustranném zasobnikovém au-
tomatu nad volnou grupou

Definice 8.1.2 Konfiguraci rozsifeného oboustranného zasobniku nad volnou grupou
rozumime Tetézec vqy, kde v € I'°, y € ¥*, and ¢ € Q.

Definice 8.1.3 Pokud uj|usqw — vilvep € R, y = ujhusquwz a x = vihvypz jsou dvé
konfigurace automatu M, kde ui,ue € I', z,y € I'°, ¢,p € @ a w,z € ¥*, potom automat
M provadi prechod z konfigurace y do konfigurace x podle pravidla uj|ugsqw — vi|vap a
piSeme

y Fy xlug|uaqw — v1|veq]

nebo jednoduse
yH°x

Relace F°", F°T a -°* oznaéujici posloupnost délky n, pro n > 0, tranzitivni a reflexivni-
tranzitivni uzavér relace -° v tomto poradi jsou definovany obvyklym zpusobem.

8.2 Jazyk generovany rozsifenym oboustrannym
zasobnikovym automatem nad volnou grupou

Definice 8.2.3 Jazyk pfijimany rozsitenym zasobnikovym automatem nad volnou grupou
je definovan jako
L(M) =A{wlw e ¥*, Z1Zrzw " cf, f € F}.

Poznamenejme, ze fetézce vyskytujici se na oboustranném zésobniku jsou tvofeny volnou
grupou generovanou zasobnikovou abecedou I' operaci konkatenace. Retézec w je auto-
matem M prijat pouze tehdy, pokud je cely precten, zasobnik je prazdny a automat M se
nachézi v nékterém z koncovych stavu.

8.3 Generativni schopnosti rozsitrenych oboustrannych
zasobnikovych automati nad volnou grupou

Nyni se budeme zabyvat generativni schopnosti nové zavedené struktury. Cilem je dokézat,
ze pro kazdou zleva rozsifenou gramatiku G existuje rozsifeny oboustranny zasobnikovy
automat nad volnou grupou M piijimajici stejny jazyk, L(G) = L(M).

Véta 8.3.1 E2PDA°=RE
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Dikaz 8.3.1 Je dokézano, ze t¥ida jazyku generovanych zleva rozsifenymi frontovymi gra-
matikami (viz kapitola 3.2) je totoznd s tiidou rekurzivné vyécislitelnych jazyku. Postacuje
tedy dokézat, ze pro kazdou zleva rozsifenou frontovou gramatiku G = (V, T, W, F, Sqq, P)
existuje rozsiteny oboustranny zésobnikovy automat nad volnou grupou M = (Q, T, T, R, z,
Z1, ZR, F) takovy, ze L(G) = L(M). Bez ztraty na obecnosti predpoklddejme, ze gramatika
G spliuje podminky popsané v lemma 3.1.

Konstrukei rozsiteného oboustranného zasobnikového automatu nad volnou grupou M,
kterd byla prezentovéna v [9], provedeme aplikaci nasledujicich kroku:

e Q={f.2}U{(¢.1),(q,2)|g € W}
e I'=1{7,,7Zp,Z1,ZR}U(V —T)UN, kde N = {Z|z € (V - T)}

o Iy =1{f}
Mnozina pravidel R je vytvorena nasledovné:

I pro startovaci axiom Sqy gramatiky G, kde S € (V —T), qo € (W — F)
pfidej ZL‘ZRZ — ZL|SZR<qO, 1> do R

IT pro kazdé (A,p,x,q) € P, kde Ae (V -T),p,ge (W —F),ze(V-T)
piidej Zp|Zp(p,1) — ZLAlxZr{g,1) do R

IIT pro kazdé p e W
pridej ZL|Zp(p,1) — Zr|Zr(p,2) do R

v pro kazdé (A7p7y7Q) € P?Ede A € (V - T)a P, q € (W - F)’ Yy e T*
pfldeJ ZL‘ZR<p7 2>y - ZLA|ZR<q72> do R

V pro kazdé (A,p,y,t) € P,kde Aec (V-T),pe (W —-F),yeT* teFy
piidej Zr|Zr(p,2)y — Alef do R

Konstrukce M je kompletni. Pro dalsi ¢dsti dukazu si zavedeme nasledujici notaci.
Pokud (g, 1) je aktuélni stav automatu M, fikdme, ze M je v nonterminal-generating médu.
Podobné, kdyz je aktudlnim stavem (g, 2) automatu M, fikdme, ze M je v terminal-reading
modu, kde g € W.

Hlavni myslenka dukazu Automat M bude simulovat derivace v zleva rozsifené frontové
gramatice G a ukladd na oboustranny zasobnik nontermindlni symboly z V —T'. Uvazujme
jako aktudlni vétnou formu w#Avp gramatiky G, kde w, v € (V - T)*, A € (V -T),
ap € (W —F). Potom odpovidajici konfigurace automatu M bude ZpwwAvZg(p,1)w,
kde w € T*. Predpoklddejme existenci pravidla (A,p,z,q) € P, kde =z € (V — T)*, po-
tom w#Avp = wA#Hvxrq v G. V takovém piipadé, automat M musi byt v nonterminal-
generating médu a podle konstrukce obsahuje pravidlo Z1,|Zgr(p, 1) — ZpAlxZg(q,1) € R.
Pouzitim tohoto pravidla ptejde automat M do nové konfigurace Z; AwwAvrZg(q, 1)w.
Vsimnéme si, ze symbol A je ulozen ve své inverzni podobé jako A a je vlozen z levé strany
oboustranného zasobniku. Daéle je fetézec x vlozen do oboustranného zasobniku z pravé
strany.
Daéle uvazujme jako aktudlni vétnou formu w# Avup gramatiky G, kde u € T* a

(A,p,y,q) € P,y € T*. Potom lze provést w# Avup = wA#vuyq. Podle konstrukce musi
existovat v automatu M pravidlo Zr|Zgr(p,2)y — Z1A|Zr(q,2) € R a automat M muze

58



provést prechod ZpwwAvZg(p,2)yw’ F° ZpAwwAvZg(q,2)w’, kde w' € T*. Poznamene-
jme, ze v tomto ptipadé automat M musi byt v médu terminal-reading. V tomto rezimu jsou
pouze uklddany inverzni protéjsky symbolu A na levou stranu oboustranného zdsobniku.

Jinymi slovy, kazdy symbol A € (V — T), ktery je generovan za # v gramatice G,
je do oboustranného zasobniku vlozen z pravé strany jako A. Vsimnéme si, ze kazdy
takovyto symbol ve frontové gramatice GG spliujici lemma 3.1 je presunut pred #. Z to-
hoto duvodu ukladd automat M inverzni protéjsky téchto symboli na levou stranu obous-
tranného zasobniku. Pokud se vSechny ptrechody provedou korektné, oboustranny zdsobnik
se pomoci vlastnosti volné grupy automaticky redukuje.

Dokazujeme L(G) = L(M), tedy musi platit L(G) C L(M) a L(M) C L(G). V prvni
¢éasti ustanovime tvrzeni A, B a C pomoci kterych dokazeme, ze L(G) C L(M).

Tvrzeni A. Pokud Al n#Bl mu:> A1 AnBl...Bi#BH_]...BmLL“l...xipV
G, potom ZLTn...EAl...A Bl...B Zr{u, 1)w

ZpB;i...B1A, ... A{A1.. . AyBy ... By ... 2 Zr{p, )w v M,

kde Ay,...,Ap,B1,....,Bpn e (V-T),21,...,0; € (V-T)  u,pe (W—-F),m>1,n >0,
weT* 1 <m.

Necht i = 0. Potom A;...A,#DB;...Byu =9 Ay...A,#B;1...Byu v G. Zajisté také
&E;umﬂynmﬂynaﬂhwﬂ>kwaﬂmHAﬁynABL”Bz@mngM.

Indukéni hypotéza: Predpoklddejme, Ze tvrzeni A plati pro vSechna i < [, kde [ je celé
nezaporné ¢islo.

Indukéni krok: Uvazujme derivaci tvaru Ay ... A,#B1 ... Bhu SO

Ay...AnBy ... BiBiia#Bi1o. .. Bpxi ...z 1q. Derivaci si presnéji vyjadiime jako
Ay...A#By...Bpu="A,...A,B1... B#Bj41...Bpxy...51p =
Al...AnBl...BlBlJrl#BlJrz...Bmxl coxxpp1q v Gokde l+2<m, q € (W—F)

Podle indukéni hypotézy

ZiA, ... AjAy .. A.By ... By Zr{u,1)w F°

ZLE- . TAn . AilAl .. AnBl .. -Bmxl . .leR<p, 1)w F°

ZyBii1By...BiA, ... AjAy ... AyBy ... Bpx ... ;w51 ZRr{q, 1)w v M. Jediny typ pravidla
z P, pomoci kterého lze derivaci Ay ... A, By ... Bi#Biy1...Bnr1 ... 20
p=A...A,B1... BBy #DBjya...Bnry ... 2171419 v G provést je (Bl+1,p, Ti41, q) e P,
kde Bjx1 € (V—-T),p,qe (W —F) ax;q € (V—T)* Vsimnéte si, ze podle konstrukee ,
bod II, existuje pravidlo Z1|Zr{p,1) — ZyBi 1|71:12ZR{q, 1) v R, tedy

Z1By...B1A, ... A1A1.. . ABy...Bpxy ... 01 Zg(p, 1w F°

ZLBZ+1Bl ce BlAn . A1A1 . AnBl . Bmxl .. .xlaleZR(q, 1>w v Ma

tvrzeni A plati. O

Tvrzeni B. Pokud Ay...Ap,#B1...Bnpat...a u

=1 Al--~AnB1--~Bz’#Bz+1-~-Bmal--~akb1---bszGy potom
ZLEEAlAnBleZR<U,2>b1b] |—oi
ZLBZ'...BlAn...AlAl...AnBl...BiBH_l...BmZR<p,2>bi+1...bj v M,

kde Aq,...,A,,B1,...,By € (V—T), al,...,ak,bl,...,bj eT* u,p€ (W—F), 1< m,
i< k>0,7>0.
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Necht i = 0. Potom Ay ... Ap#B1...Bnai...apu =° Ay ... Apy#B1...Bphai...apu v G.
Jisté tedy i ZpAp ... A1Ar... ApB1 ... BnZR{u,2)by ... by =0
ZLAnAlAlAnBleZR<u,2>blbj v M.

Indukéni hypotéza: Predpokladejme, ze tvrzeni B plati pro kazdé ¢ < [, kde [ je celé
nezaporné ¢islo.

Indukéni krok: Uvazujme derivaci tvaru Ay ... Ap#B1 ... Bra ...agu =+l

Ap...ApyBy ... BB 1#Bjo ... Bphay . ..agby ... bibi41q a derivaci si presnéji vyjadiime jako
Al...An#Bl...Bmal...aku =l Al...AnBl...BZ#BHl...Bmal...akbl...blp:>
Al...AnBl...BlBH_l#BH_Q...BmCLl coeapby o bibip1g v Giokde I +2<my k>0, 4 < g,
[+2<j,qe(W-F).

Podle indukén{ hypotézy Zp A, ... A1Ay ... AnBi ... BinZg(u,2)by ... by F!
ZLBl e BlAn e A1A17 AnB1 e BmZR<p, 2>bl+1 e bj F°
ZLBH—lBl e BlAn e A1A1 N AnBl NN BmZR<q, 2>bl+2 e bj v M.

V tomto piipadé, mame jedinou moznost jak muze G provést derivaci
A1...AnBl...Bl#BHl...Bmal...akbl...blp:>

Ap...AyBy ... BBy 1#Bjio ... Bnay . ..agby ... bibjy1q. VSimnéme si, ze toto nam zajisti
pravidlo tvaru (Bji1,p,b1+1,9) € P, kde Biy1 € (V —=T), p,g € (W — F), byy1 € T*. Po-
dle bodu IV z konstrukce existuje pravidlo Zp|Zg(p, 2)bi11 — Z1Bis1|Z2r(q,2) v R, tedy
ZLBl e BlAn e A1A1 .. AnBl e BmZR<p, 2>bl+1 NN bj F°

2B 1By ... BiA, .. . A1A .. AyBy ... B ZRr(q,2)bit2 ... bj v M a tvrzeni B plati. O

Tvrzeni C. Pokud A;i... A, 1#Ayq = Ai...An 1Ax#yzt v G, kde Ay,..., A, €
(V-T),y,2€T*, qc (W —F),t€ F,potom ZpA, 1...A1A1... AnZRr{q,2)z F°

Ay A{Ar.. Aof =cf v M, kde f € Fy.

Gramatika G provede zminénou derivaci pomoci pravidla tvaru (4,,q,z,t) € P, kde
A, e (V-T),z€T* qe (W —F), t e F.Podle bodu V z konstrukce existuje pravidlo
Z1|Zr{q,2)2 — Aulef z R, tedy odpovidajici vypocetni krok popsany v tvrzeni C se také
nachézi{ v automatu M. Tvrzeni C plati. U

Platnost tvrzeni A, B a C dokazuje, ze plati také L(G) C L(M). V dalsim kroku us-
tanovime tvrzeni D, E a F, které dokazi platnost L(M) C L(G).

Tvrzeni D. Automat M pfijima kazdou vétu w € L(M) nésledujicim zpusobem

ZLZsz1w2 Wy F°

Z1.SZr{q0, Vwiwy . .. w, F°

ZL§SX11X21 e X}LIZR<(]1, 1>w1w2 oWy F°

ZrXISSXIXY. . X} X?X3... X2 Zr{ge, Dwrwy ... w, F°
ZLX%X%FSXIIXQI . X}LIX%XQ2 .. .X,%QXf’XS‘ . X23Z3<Q3, Dwjws ... w, F°
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Z X XIXTSSXIXY .. X} XPX3.. X2 XPX3... X3 ...
L XTXS X ZR(Gms Hwiws L wy F°

Z X XIXTSSXIXY . XL XPXZ.. X2 XPX3... XD ...
L XTXG L XT ZR(Gms 2)wiws L wy F°

ZpXFoXF L X3X{SSXIXy . X XPXS LX) XPXE XD

L XTXGXT ZR(Gme1, 2)we - wy BC

ZLX]’;QX]’?HX]’? L XOXISSXIXG LX) XPXE L OXEXPXE XS

L XTXD X Zp(gmer, 2ws . wy O

Zr X XFoXE X XIXISSX] X, . X XX L XD XPXE XD

XXX 2R (1, 2)w, F

XmoXm XE,XF XF L UXIXTSSXIX) . XL XPX3 X2, XX X3

XX XM f=cf

v M, kde w =wiws...wp, v > 1, wy,...,w- € T* q0,q1, -, @mar—1 € (W — F),
Xi X X2 X2 XL X e (V=T),n,ng,...,n 20,m>1,0<k <

ni? ng?
m.

Diikaz tvrzeni D. Podrobné prozkoumame kroky I az V konstrukce mnoziny pravidel
R.

V prvnim vypocetnim kroku automat M aplikuje pravidlo Zp|Zrz — Z1|SZRr{qo, 1) zave-
dené v bodé I, kde Sqq je startovaci axiom gramatiky G. Je to jediny zpusob, jak muze
automat M prejit do dalsi konfigurace ZpZpzwiwsy...w, F° ZpSZr{qo, )wiws ... wy.
V&imnéme si, ze toto pravidlo je pouzito pouze jednou v pribéhu celého tspésného vypoctu
automatu M. Timto krokem se automat M piepina do nonterminal-generating médu.
Tato ¢ast vypoctu zajisti ulozeni startovaciho symbolu S simulované gramatiky G na pravou
stranu rozsifeného oboustranného zasobnikového automatu M. Automat déle pfechédzi do
stavu (qo, 1) a vysledna konfigurace Z1SZgr{qo, 1)wiws ... w, odpovidd vétné formé #Sqy
simulované gramatiky G.

V dalsi ¢asti vypoctu

ZLiZR<qO, 1>w1w2 oWy f-o*
ZpXP . XIXTSSXIX) . X} XPX3 ... X2 XPXE.. XD ...
L XTX L XT ZR(Gm, Hwiws L wy

automat M pouziva pravidla typu Z|Zr(q,1) — ZpAlxZgr(p,1) vytvorenych v bodé II,
kde Ae (V-T),z€ (V-T)" p,qe (W —F). Tato ¢ast vypoctu je charakteristickd tim,
ze stavy automatu M jsou tvaru (g, 1), ¢ € (W — F'). Vice do detailu je tato ¢ast popséna
v tvrzeni E.

Zde automat M simuluje aplikaci pravidel tvaru (A4, q,z,p) gramatiky G, kde A € V — T,
p,q € W —F, z € (V—T)*" Tyto pravidla generuji vétné formy tvaru z;#z9q v G, kde
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21,29 € (V=T)* q € W —F. Zduraznéme, ze béhem této ¢dsti vypoctu nejsou automatem
M pfecteny zadné vstupni symboly, podobné jako simulovand gramatika by v tomto mo-
menté negenerovala zadné termindaly. Simulace probihé tak, ze automat M na svoji pravou
stranu ukldda nontermindlni symboly, které by pivodni gramatika G vygenerovala. Pozdéji
se dozvime, Ze na stranu levou automat M urcitym zpusobem ukladd inverzni protéjsky
nonterminalu A ze simulovanych pravidel (A, ¢, z,p). Podrobnéji je tato ¢ast samostatné
popséana tvrzeni E.

V dalsim vypocetnim kroku

ZrXF . X3 X{SSX{Xs .. X, XPX5.. X2 XPX5... X3, ...
LXPXY X ZR(Gms Lwiws . wy F°

Z X XIXTSSXIXY . X} XPXZ.. X2 XPX3...XD ...
L XTXY X ZR(Gms 2)wiws . wy

se automat M piepind do terminal-reading médu. Zajisti to pravidlo tvaru Z5|Zr(q,1) —
Z1|ZRr{q,2) ziskané konstrukei v bodé ITII. Opét si viimnéme, ze takovéto pravidlo je pouzito
jen a pouze jednou v prubéhu celého tspésného vypoctu automatu M. Jakmile se zméni
stav automatu M z (q, 1) na stav (q,2), ¢ € (W — F), automat M uz nemd moznost pouzit
pravidla sestrojend v bodech I az III. Dale také poznamenejme, Ze tento krok neodpovida
zadné derivaci v puvodni gramatice G.

V dalsi ¢asti vypoctu

Z XF. . XIXTSSX{XY. . X} X3X3 .. X2 XPX3... X3
XXX ZR(Gms 2)wiws . wy F

ZpX o XE G XE XE L X XTSSXIXS L Xy XPXS L X XPXS X

XmX2 .. XanR(qm+r 1,2>w

automat M pouzivd pravidla podle bodu IV a ¢te vstupni fetézce termindlnich symbolu.
Provadi se tedy simulace pravidel tvaru (A, ¢, w,p) puvodni gramatiky G, kde A € V — T,
p,qg € W —F aw € T*. Automat M na levou stranu oboustranného zasobniku ukldda
inverzni protéjsky symbola A a zaroven ze vstupni pasky ¢te odpovidajici fetézce w. Proces,
ktery odpovidd ptuvodni gramatice GG, generuje vétné formy tvaru zi#z0yq, kde z1,20 €
(V —T)*, y € T*. Podrobnéji je tato ¢dst vypoctu samostatné popsana v tvrzeni F.
Posledni vypocetni krok zajisti prechod automatu M do koncového stavu. To je zajisténo
pravidlem typu Zp|Zg(q,2)y — Alef, které jsme sestrojili v bodé V, kde ¢ € (W — T),
yeT* Ae (V-T)a f e Fy. V piipadé, ze automat M piejde do tohoto stavu a
pomoci vlastnosti volné grupy je oboustranny zasobnik prazdny a samoziejmé je prectena
celd vstupni péaska, lze prohlasit, ze automat M pfijima vstupni fetézec. V jiném piipadé
je Tetézec automatem M mnepfijaty. V puvodni gramatice G odpovidd tomuto piechodu
derivace pomoci pravidla tvaru (A,q,y,t), kde Ae (V-T),qe W—-F,yeT*ateF.
Tvrzeni D tedy muzeme prohlésit za dokdzané. d

Tvrzeni E. Pokud ZpA, ... AjA;...AyBy ... BpZg(u,1)w -

ZLBZB A A1A1 A Bl Bmxl...xiZR<p, 1>WVM,
potom Aj .. n#Bl Bpu="A1...A,By... Bi#Bit1...Bur1...2p v G,
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kde Ay,...,An,B1,...,Bn € (V-T),21,...,0, € (V-T), uype (W—-F), i <m.

Necht ¢ = 0. Potom Z A, ... AjAy... ApBi ... BpZp(u, 1w+
ZpAn...A1Ay ... AyBy ... By Zr{u, 1w v M. Je ziejmé, ze také Ay ... Ap#Bj ... Bpu =0
Ar .. n#Bl B,uv G.

Indukéni hypotéza: Ptedpoklddejme, ze tvrzeni E plati pro vSechna ¢ < [, kde [ je celé
nezaporné ¢islo.

Induként krok: Predpokladejme vypocet automatu M, ktery je typu

ZpA, .. A1AL .. ALBy ... By Zr{u, 1w FoH

ZLBH—IBZ e BlAn e AlAl e AnBl e Bnﬁl .. -ﬂxl+IZR<q’ 1>w

rozepisme si piedchozi podrobnéji jako Zp A, ... Aj Ay ... AyBy ... By Zr{u, 1w -
Z1.B;...BiA, .. .A71A1;.An31 . Bpzy . .1 Zr(p, w F°

ZLBl+1Bl . BlAn e A1A1 NN AnBl NN Bmxl . -$l$l+1ZR<Q7 1>w \ M,

kdege (W —F),1+2<m.

Podle indukéni hypotézy A ... A,#B; ... Byu =
A1...AnBl...Bl#Bl+1...BmZE1...£L'lp:>

Ay...ApBr ... BB i#Biyo. .. By ... zpxpp1q v G. V mnoziné pravidel R je pouze jediny
typ pravidla, ktery zajisti takovyto prechod

ZLE- . m . AilAl . AnBl . -Bmxl . .leR<p, 1)w F°

ZyBii1By...BiA, ... AjA1 ... AyBy ... Bpx ... 113101 ZR{(q, 1)w v M, jmenovité pravidlo
tvaru Zp|Zg(p,1) — ZpBii1|ri:1Zr{q,1) € R. Véimnéme si, ze podle konstrukce musf

existovat pravidlo (Biy1,p, 141,q) v P, so Ay ... Ay#B1 ... Bpu ="
Al...AnBl...Bl#Bl+1...Bm.T1....1‘lp:>
Ay...AnBr ... BiBi1a#Biio... Bpxi ... xixpi1q v G a tvrzeni E je platné. O

Tvrzeni F. Pokud ZL A, ...A1A;...ApyBy ... BpZr{u,2)by ... b;
ZLB,LBA A1A1 A Bl...BiB,L"+1...BmZR<p,2>bi+1...bjVM,

potom Aj .. n#Bl Bnaq .. .apu ="

Al...AnBl... Z#BHl...Bmal...akbl...bipvG,

kde Aq,..., Ay, B1,....B, eV —-T, al,...,ak,bl,...,bj eT*apueW-—-F, i<m.

Necht ¢ = 0. Potom ZLTH . AilAl CARBy . BmZR<’U,, 2>bl S bj -0

1A, ... A1Ay...A,B; ... B, ZR(u 2>b1 b v M.

Je ziejmé, ze také plati Ay ... A, #B1...Bpay...apu =" Ay ... A,#By...Bpai...apu v
G.

Indukéni hypotéza: Ptedpoklddejme, ze tvrzeni F plati pro vSechna ¢ < [, kde [ je celé
nezaporné ¢islo.

Indukéni krok: Uvazujme vypocet automatu M typu

ZrAn .. A1AL . ALBy . By Z(u,2)by L by oL

Z1LBi1B;...BiA, ... A1 Ay ... AyBy ... By ZR{q,2)bi1o . . . bj podrobnéji vyjadieno
ZLA AlAl AnBl e BmZR(u, 2>bl NN bj Fol

ZLBl e BlAn e AlAli . AnBl e BmZR<p, 2>bl+1 e bj F°
ZLBI+1BZ'--BlAn'--A1A1---AnBl--'BmZR<q,2>bl+2---bj v M, kde l +2 < j, q €
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(W — F).

Podle indukéni hypotézy A; ... Ap#Bi...Bpa ... apu =
Al--'AnBl--'Bl#BH—l-'-Bmal---akbl---blpé
Ay.. . AnBr ... BiBiia#Biio.. . Bpay...apby .. bibii1qg v Gy kde 1+ 2 < m.

V tomto piipadé jeijediny zpusob, kterym muze automat M uskutecnit prechod, nasledujici
ZLBl e BlAn e AlAli . AnBl e BmZR<p, 2>bl+1 NN bj F°

Z1Bi1By ... BiA, ... A1A .. AyBy ... B ZRr(q,2)bi42 . .. bj. Viimnéme si, ze k tomuto je
pouzito pravidlo tvaru Zp|Zr(p,2)bj+1 — ZrBi11|Zr{q,2) € R. Podle konstrukce musi ex-
istovat pravidlo typu (Bji1,p,bi41,q) € P, kde Bjy1 € (V—=T), p,q € (W —F), b1 € T,
tedy Ay...AnB1...Bi#Bjy1...Bnai...axb1 ... bypp =

Al cen AnBl cen BlBl+1#Bl+2 e Bma1 ce akbl N bllerlq v G a tvrzeni F platl'. O

Platnosti tvrzeni D, E a F jsme dokazali ze plati i L(M) C L(G). Celkové s tvrzenimi
A, B a C jsme dokézali, ze L(G) = L(M). [

Pokud si uvédomime jakym zpusobem se vyuziva vlastnosti volné grupy - redukuji se
dvojice nonterminali AA, dokud zdsobnik neni prazdny - lze tento mechanismus nahradit
pravidly tvaru A’|Ap — ¢leq, tyto pravidla budou aplikovdna po nacteni celého vstupniho
fetézce. Budou pravdépodobné vyzadovat dalsi zasobnikovy stav. Takto upravend verze bez
volné grupy bude mit stejnou vyjadiovaci schopnost jako vyse definovana verze vyuzivajici
volnou grupu.

V tomto piipadé vyhodu pouziti volnych grup lze spatiit v redukci poctu pravidel,
stavl a automatického mazani symboli uvnitt zasobniku, ¢imz se Seti{ pamétové ndroky v
pripadé dynamické alokace.

8.4 Priklad konstrukce rozsifreného oboustranného
zasobnikového automatu nad volnou grupou

Pro lepsi pochopeni a ilustraci celého dikazu z této kapitoly si uvedme kratky piiklad, ve
kterém bude ukazana konstrukce E2PDA° vychazejici z zleva rozsitené frontové gramatiky
G, kterd jiz spliuje lemma 3.1.

Uvazujme tedy zleva rozsifenou frontovou gramatiku spliujici lemma 3.1,

G=V,T,W,F,s,P), kde
o V={S A, B,a,b},

o T ={a,b},

e W={Q,f},

o F={f},

. 5=50,

[ ] P :{
b1t (S7Q7AB7Q)7
D2: (A>Q7aa7 Q)a

p3: (B?Q7bb7f)}
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Tato gramatika G generuje vétu aabb nésledujicim zptisobem

#s = #SQ = S#ABQ[p1] = SA#BaaQ[p2] = SABH#aabbf[ps]

Nyni pfistoupime ke konstrukci rozsiteného oboustranného zasobnikového automatu
nad volnou grupou M = (Q,T,Z, R, z, Z1,, Zr, Far), kde

Q = {Z7fa <Q7 1) <Q72>}’
T = {a,b},
Z = {ZL77La ZRaZ7Ra Svga A,Z,B,E},

R={

p1: Zi|Zrz — Zi|SZR(Q, 1)

pa: ZLlZr(Q, Z1) — ZrS|ABZR(Q,1)
p3t ZL|Zr(Q. Z1) — Z1|ZR(Q,2)

par Zr|Zr(Q,2)aa — ZLA|ZRr(Q,2)
P5: ZL‘ZR<Q,2>bb—>B‘€f

Fy ={f}

podle pocateéniho fetézce s = SQ,
podle (S,Q,AB,Q) € P,

podle Q € W,

podle (A,Q,aa,Q) € P,

podle (B, Q,bb, f) € P},

Konstrukce automatu M je kompletni. Nyni zbyva ukédzat jakym zptusobem automat M
prijima obsah na vstupni pasce. Abychom mohli tento zpusob piijeti véty jazyka srovnat
s generovanim stejné véty v puvodni gramatice G, tak jako obsah vstupni pasky zvolime
vétu aabb, pro kterou jiz zde mame piiklad v gramatice G.

oboustranny zasobnik | stav | vstupni péaska pravidlo

Z1.ZR z aabb

YARIA S (@Q,1) | aabdb Ja
ZLESABZR <Q, 1> aabb P2

Z1ABZgp (@Q,1) | aabdb redukce obsahu zasobniku
Z1 ABZR (Q,2) | aabb 3

ZLZABZR <Q, 2> bb D4

Z1BZp (Q,2) | bb redukce obsahu zasobniku
BB D5

€ f redukce obsahu zasobniku

Obsah oboustranného zasobniku je prazdny a aktudlni stav automatu M je koneény stav
f. Véta aabb je tedy automatem M korektné prijata.
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Kapitola 9

Rozsirené oboustranné zasobnikové
automaty nad volnymi grupami s
redukovanou zasobnikovou
abecedou

Zpusob kédovéani nontermindlnich symbold, ktery jsme zavedli pii redukei nonterminélni
abecedy bezkontextovych gramatik a EOL gramatik, lze vyuzit i v piipadé kédovani zdsobni-
kové abecedy oboustrannych zasobnikovych automatt. Dosdhneme tak velice dobrého vysle-
dku a to redukci zasobnikové abecedy piesné na ¢tyti symboly, konkrétné se jednd o symboly
0,0,1a 1.

Nez pristoupime k samotnému dukazu generativni sily téchto automatu, zavedeme si
nasledujici znaceni. Rozsifené zdsobnikové automaty nad volnou grupou s redukovanou
zasobnikovou abecedou bude znacit jako E2PDA°R.

Véta 9.0.1 E2PDA°R=RE

Dikaz 9.0.1 Je dokazano, ze tfida jazykt generovanych zleva rozsifenymi frontovymi gra-
matikami (viz kapitola 3.2) je totoznd s tfidou rekurzivné vy¢cislitelnych jazyku. Postacuje
tedy dokazat, ze pro kazdou zleva rozsifenou frontovou gramatiku G = (V, T, W, F, Sqq, P)
existuje rozsiteny oboustranny zasobnikovy automat nad volnou grupou M = (Q, T, Z, R, z,
1,1, Fyr) takovy, ze L(G) = L(M). Bez ztréty na obecnosti predpoklddejme, ze gramatika
G spliiuje podminky popsané v lemma 3.1.

Konstrukce rozsiteného zasobnikového automatu nad volnou grupou s redukovanou zdsobni-
kovou abecedou je nasledujici.

Zavedeme injekce h : (V—T) — {0,1}"*2ah: (V-T) — {0,1}"*2 kde n = [logy(card(V —
T))], takové ze pro kazdé A € (V —T), h(A) = {0}{0,1}"{0} a h(A) = h(A). Rozfifme
doménu h na (V —T)*. Nyni je h injektivni homomorfismus z (V —T")* na ({0}{0,1}"{0})*.
Poznamenejme, Ze inverzni symboly k0 a1l €V — T jsoul0aleV —T.

e Q={f,2}U{{¢,1),(¢q,2)|lg e W}
e Z7=1{0,0,1,1}
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o Iy ={f}
Mnozina pravidel R je vytvorena nasledovné:

I pro startovaci axiom Sqy gramatiky G, kde S € (V —T), qo € (W — F)
pridej 1|1z — 1]|h(S)1{qo,1) do R

IT pro kazdé (A,q,x,p) € P,kde A€ (V-T),p,ge (W —-F),ze(V-T)
pridej 1|1{(g,1) — 1h(A)|h(x)1(p,1) do R

III pro kazdé q e W
pridej 1|1{(g, 1) — 1]1{(g,2) do R

IV pro kazdé (A,q,y,p) € P,kde Ae (V -T),p,ge (W —-F),yeT”
pridej 1|1{(q, 2)y — 1h(A)|1(p,2) do R

V pro kazdé (A,q,y,t) € P,kde Ae (V -T),qe (W —-F),yeT* teF
pridej 1|1{(q,2)y — h(A)lef do R

Konstrukce automatu M je kompletni. Pro dals{ ¢asti dikazu si zavedeme stejnou no-
taci jako v predchozi kapitole. Pokud (g, 1) je aktudlni stav automatu M, fikame, ze M je
v nonterminal-generating médu. Podobné, kdyz je aktudlnim stavem (g,2) automatu M,
tikame, ze M je v terminal-reading médu, kde ¢ € W.

Hlavni myslenka dukazu Automat M simuluje derivace v zleva rozsifené frontové gra-
matice G a ukladéd na zdsobnik bindarné kédované symboly z V —T'. Uvazujme jako aktudlni
vétnou formu w# Avp gramatiky G, kde w,v € (V-T)*, A€ (V-T),ap € (W—F). Potom
odpovidajici konfigurace automatu M je 1h(w)h(w)h(A)h(v)1(p,1)w, kde w € T*. Necht
existuje néjaké pravidlo (A,p,x,q) € P, kde x € (V — T)*, potom w#Avp = wA#vxq
v G. V takovém piipadé, automat M musi byt v nonterminal-generating médu a podle
konstrukce obsahuje pravidlo 1|1{(p, 1) — 1h(A)|h(z)1{g, 1) € R. Pouzitim tohoto pravidla
piechdzi automat M do nové konfigurace 1h(A)h(w)h(w)h(A)h(v)h(z)1{(g,1)w. Viimnéme
si, ze symbol A je kédovéan jako h(A) a vysledny bindrni kéd tohoto symbolu je vlozen z levé
strany oboustranného zasobniku. Dale je fetézec x kédovan pomoci injekce h a vysledny
binarni kéd je vlozen do oboustranného zasobniku z pravé strany.

Déle uvazujme jako aktudlni vétnou formu w# Avup gramatiky G, kde v € T* a
(A,p,y,q) € P,y € T*. Potom lze provést w# Avup = wA#vuyq. Podle konstrukce musi
existovat v automatu M pravidlo 1|1(p, 2)y — 1h(A)|1{g,2) € R a automat M mize provést
piechod 1h(w)h(w)h(A)h(v)1{p,2)yw’ F° 1h(A)h(w)h(w)h(A)h(v)1{g,2)e’, kde ' € T*.
Poznamenejme, ze v tomto piipadé automat M musi byt v médu terminal-reading. V tomto
rezimu jsou bindrné kédovany pouze symboly A. Na levou stranu oboustranného zasobniku
se tedy vkldd4 bindrn{ fetézec h(A).

Jinymi slovy, kazdy symbol A € (V — T, ktery je generovan za # v gramatice G,
je do oboustranného zdsobniku vlozen z pravé strany jako h(A). VSimnéme si, ze kazdy
takovyto symbol ve frontové gramatice G spliiujici lemma 3.1 je pfesunut pred #. Z to-
hoto divodu ukladd automat M inverzni protéjsky téchto symbola na levou stranu obous-
tranného zasobniku. Pokud se vSechny pifechody provedou korektné, oboustranny zdsobnik
se pomoci vlastnosti volné grupy sdm vypréazdni.

Nyni dokazeme, ze L(G) = L(M), tedy L(G) C L(M) a L(M) C L(G). V prvni ¢asti
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ustanovime tvrzeni A, B a C, abychom dokazali platnost prvni inkluze L(G) C L(M).

Tvrzeni A. Pokud Al n#Bl B,u :> A1 AnBl - Bi#BH—l ...Bpx ... xTip Vv
G, potom 1h(A,) ... h(A1)h ( 1) .- (A YW(B1) ... h(Bm)1(u, 1)w F°

1W(B;) ... h(B1)h(Ay) .. ( DA(AL) . B(ADR(BY) . . h(Bu)h(z1) - . h(z) 1 (p, D v M,
kde Ay,..., Ay, By,..., e V-T),z,...,.000 € V-T), uype (W-F),n >0,
weT* 0<i<m.

Necht i = 0. Potom Ay ... A,#B1...Bpu =% Ay...A,#B1...Bhu v G. Je ziejmé, 7e
1h(A,) ... h(A1)h(Ay) ... h(A )h(Bl) ... h(Bpm){u, l)w -0
1h(Ay) ... h(A1)R(AL) .. h(A)R(B1) ... h(Bp)1{u,)w v M.

Indukéni hypotéza: Predpokladejme, ze tvrzeni A plati pro kazdé i < [, kde [ je nezdporné
celé cislo.

Indukénd krok:  Uvazujme derivaci tvaru A ... Ap#Bi ... Bpu =1

Ay .. ApBy ... BiBis1#Bi4o... Bpxy ... xpxpp1q. Vyjddieme si tuto derivaci podrobnéji
jako

A1 n#Bl B,u :>l A1 AnBl - BI#BZ—H ...Bpxq... xr|p =

Al...A B1...BlBl+1#Bl+2...Bm:c1...xlleq vG,kde 0 <l <m,qe (W-F).

Podle indukén{ hypotézy 1h h(An) ... h(A)R(AL) ... h(A)R(By) ... h(By)1{(u, 1)w -
1R(BY) .. B(BO)R(An) .. (ADR(AL) . h(Au)h(B1) ... B(Byn)h(a1) .- h{a)1{p, Tyw F°
1R(Biy1JR(Br) - F(B)A(An) - A(ADR(AL) - B(A)h(B) .. h( Bun)
h(z1)...~h(x)h(x41)1{g, 1)w v M. Existuje pouze jediny typ pravidla v mnoziné P, pomoci
kterého lze provést derivaci Ay ... A, By ... Bi#Biy1... By ... xp =

Ay...AyBy...BiBiii#Biia ... Bpry ... 2121419 v G, toto pravidlo mé tvar (Bjy1,p, T141,9) €

P,kde B4, € (V-T),p,ge (W —F) ax;41 € (V—-T)* Podle konstrukce bod IT existuje
pravidlo 1/1(p, 1) — 1h(Biy1)|h(7141)1{g, 1) v R, tedy

Lh(By) ... h(B1)h(Ap) ... h(A1)R(A1) ... h(Ap)h(B1) . .. M(Bp)h(z1) . . . h(z1)1{p, 1w F°
R(Bis)(B)) ... R(BO)R(An) .. h(ADR(AL) .. h(A)R(BL) - . . h(Bu)
h(z1)...~h(x)h(x41)1{g, 1)w také v M a tvrzeni A je platné. O

Tvrzeni B. Pokud Al n#Bl B,,a; . . apu :>i Al - AnBl . Bi#Bi+1 ...Bp,

ap...agby...bipv G, potom 1h(Ay,) .. .h(Al)h(Al) ... h(Ap)h(By) ... h(By)1{u,2)

by ...b; Fo 1R(B;) ... h(BD)R(A) - .. A(ADA(AL) . .. h(A)A(By) . . . h(Bi)h(Bis1)
h(Bm)1<p,2>bZ+1b] v M, kde A4,...,A,,B1,...,B, € (V—T), at,...,0Qk,

bi,....b; €T upe (W—F),0<k 0<i<j<m.

Necht i = 0. Potom A;...Ap#B1...Bmai...apu =° Ay ... Apy#B;...Bpai...apu v G.
Zajisté také plati IE(AH) . h(Al)h(Al) . h(An)h(Bl) . h(B )1{u, 2>b b I—OO
1E<An) . E(Al)h(Al) N h(An)h(Bl) N h(Bm)1<u, 2>b1 e bj v M.

Indukéni hypotéza: Predpokladejme, ze tvrzeni B plati pro kazdé ¢ < [, kde [ je celé
nezaporné cislo.

Indukéni krok: Uvazujme derivaci typu Ay ... Ap#B1...Bpay...apu =+l
Ay...AnBy ... BB 1 #Biys...Bnay ... akbl cobibig vyJadreme si tuto derivaci presnéji
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jako Al n#Bl Ba1 . LQpU :>l Al .. .AnBl .. 'BZ#BH—I ...Bnha1 ...akbl ...blp =
AlA Bl...BlBl+1#Bl+2...Bmal...akbl...blbl+1q A% G, kde 0 < k, 0 < l < m,
e (W-F).

Podle indukén{ hypotézy 1h(A,) ... h(A1)h(A1) ... h(Ay)R(B1) ... h(Bm)1{u,2)b; ... b
1h(By) ... h(B1)h(Ay) ... h(A)R(AL) .. h(Ap)R(B1) ... h(By)1(p, 2)biy1 - . . by F°
1h(Biy1)h(B)) ... h(B1)h(Ay) ... h(A1)h(A1) ... h(An)R(B1) . .. h(Bm)1{(g,2)biy2 ... b; v M.

V tomto piipadé mame jedinou moznost jak gramatika G muze provést derivaci
A1...AnBl...Bl#BH_l...Bmal...akbl...blpi Al--~AnBl-~BlBl+1
#Bjio...Bnpay...agby ... bb11q. VSimnéme si, ze derivace byla provedena pomoci pravidla
tvaru (Bl+1,p, bH_l,q) € P, kde By € (V — T), p,q € (W - F), bl+1 € T*. Podle bodu IV
mus{ existovat také pravidlo 1|1(p, 2)b11 — 1h(Bi11)|1(g,2) v R, tedy

IQ(BZ) . .;h(Bl)h(fln) . .;h(Al)h(iéll) ... h(Ap)R(B1) ... h(Bm)1(p,2)b41 ... bj F°
1h(BH_1)h(Bl) NN h(Bl)h(An) NN h(Al)h(Al) NN h(An)h(Bl) NN h(Bm)1<q, 2>bl+2 NN bj vV au-
tomatu M a tvrzeni B je platné. O

Tvrzeni C. Pokud Ai... A, 1#Ayq = Ai...An_1AnF#yzt v G, kde Ay,..., A, €
(V-T),y,z€T*,qge (W—-F),t e F, potom 1E(A 1) .- h(A))h(Ay) .. h(Ay)1{q,2)2 F°
h(Ap) ... h(A)R(A1) .. .h(A))f =ef v M, kde f € Fyy.

Gramatika G provadi uvedené derivace pomoci pravidel typu

(An,q,2z,t) € Pykde A,, € (V -T),z€T*, qe (W —F), t € F. Podle bodu V existuje
pravidlo 1|1{q,2)z — h(A,)|ef v R, tedy odpovidajici vypoéetni krok lze provést i v au-
tomatu M, z ¢ehoz plyne, ze tvrzeni C je platné. 0

Vyse popsané tvrzeni A, B a C dokazuji, ze L(G) C L(M). Zbyvé dokazat druhou inkluzi
L(M) C L(G), k tomuto tcelu ustanovme tvrzeni D, E a F.

Tvrzeni D. Automat M pfijima vstup w € L(M) pouze nésledujicim zpusobem

11zwiwsy ... wy F°
1h(S)1<qo,1>w1w2 Lwy F°

1E(S)h(5) (Xh(X3) .. ( o) g, Dwiws . .owp
1h(X{)h(S)h(S)h (X%)h( 3) - (X1 JWXTPM(XZ) .. h(X3,)1 (g2, Lwiws .. wy °
L (X3)h(X1)h(S)h <S> (X{)h ( 2) - (X MXPR(XE) . h(XZ,)(XT)R(XF) ...
h(X3)1 <(J37 Dwyws .. rFO
T(XF) .. h(X3) (X R(S)R(S)MXT)M(X3) - .. h(Xp Yh(XT)R(X3) ... h(X3,)
RMXP)M(X3) .. h(X3,) .. h(XT)R(XET) ... h(XT )1 {gm, wiws . . w, F°
T(XF) .. A(X3)R(X])R(S)R(S)R(X])A(X3) . .. h( X )R(XT)R(X3) ... h(X7,)
RMXR(X3) .. h(X3,) ... R(XT)R(XT) ... h(XT )1 {gm, 2)wiws . . . wy F°

LR(XF, DA(XE) . R(X3)R(XDR(S)R(S)M(XT)M(X3) ... (X} (X P)A(X3) ...
(X2 )W(XPR(XF) ... h(X2 ) ..  h(XT)R(XI) . WX )1 {gms1, 2)ws - . . wy F°
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(X} )X )R(XT) . X)X R(S)R(S)R(X])A(XS) . .. h(Xp, )R(XT)h(X3)
CR(XZ)R(XHR(XE) . h(XE,) . R(XTYR(XEY) . (X ) G2, 2)ws . . wy O
(X ). 7ﬂj )MXﬁOMX% (X)) R(XT)R(S)R(S)h(X])h(X3)

(X, )W(XT)N(XF) .. ( a ) WX (XE) . (X3

- h(X] )(Xﬁﬁ (X )1@m+%47muWF

XX 1) - R(XF ) R(XF DR(XE) - R(X3)R(X)R(S)R(S)M(XT)h(X5) . ..
h( ) h(XDh(X2) .. (X2 )R(XP)R(XE) .. h(X3). ..
M R(XS) .. (X ) f =¢f

kde w = wyws ... wp, * > 1, wi, ..., we € T* qo, @1y -+ s Gmir—1 € (W — F),
Xi, ... X71117X127-~ X,%Q, L XT LX) e (V=T), nyyne, .o,y > 0,0 <k <m.
Diikaz turzeni D.  Prozkoumejme body konstrukce I az V.

V prvnim vypocetnim kroku automatu M je pouzito pravidlo 1|1z — 1|h(S)1{go, 1)
zavedené v bodé I, kde Sqq je startovaci axiom puvodni gramatiky G. Toto je jediny zpusob,
jak automat M muze piejit do dalsi konfigurace 11zwjws ... w, F° 1h(S)1{qo, 1)wiws . .. wy.
Poznamenejme, ze toto pravidlo je v prubéhu uspésného vypoctu automatu M pouzito
pouze jednou. Provedenim tohoto prechodu se automat M piepind do nonterminal-generating
modu.

Tento vypocetni krok ukldda binarni kéd symbolu S na pravou stranu oboustranného
zésobnikového automatu a prechézi se do stavu (qo, 1). Vyslednd konfigurace
1h(S)1{qo, l)wiws . .. w, automatu M odpovidd vétné formé #Sqy puvodni gramatiky G.

V dalsi ¢asti vypoctu
1h(S)1{qo, 1>w1w2 Lwy Fo*

LR(XE). . R(X)R(XDR(S)R(S)A(XDR(XD) ... h(XL JR(XD)R(XZ). . h(XE,)
h(X3) ( 5’) (X23) L R(XTYR(XEY) . h(Xg”m)l(qm, Dwiws ... wy

automat M pouziva pravidla tvaru 1|1(g,1) — 1h(A)|h(z)1{p, 1) sestavens v bodé II, kde
Ae(V-T),ze(V-T) pqe (W —F). Tato ¢ast vypoctu je charakteristickd, tim ze
se automat A nachazi ve stavu tvaru (g, 1), ¢ € (W — F). Automat M simuluje aplikaci
pravidel typu (A, q,z,p) z G, kde A€V —T, p,ge W — F, x € (V —T)*. Tyto pravidla
generuji vétné formy z1#z20q v G, kde 21,29 € (V —T)*, ¢ € W — F. Poznamenejme, zZe
béhem této ¢asti vypoctu nejsou automatem M precteny zadné terminalni symboly. Stejné
tak nejsou v puvodni gramatice generovany zadné termindlni symboly. V gramatice G se
generuji pouze nonterminalni symboly, ty jsou pfi simulaci automatem M ukladany z pravé
strany do oboustranného zasobniku. Z druhé strany oboustranného zasobniku jsou vkladany
inverzni protéjsky bindrnich kédu symbolu A z pravidel (A, ¢, x, p). Tato ¢ast je podrobnéji
popsand v tvrzeni E.

V dalsim vypocetnim kroku

1h(XF) .. h(X3)R(X)R(S)R(S)R(XA(X3) .. (X5 )R(XP)M(XF) ... h(X2)
RMXP)M(XE) .. h(X3,) .. . h(XT)R(XT) ... h(XT ) 1{gm, wiws . .. w, F°
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R(XE) .. RX)RXDA(S)A(S) X DR(XD) ... h(XL JR(XDR(XZ) . . h(XE,)
RXA(XF) . h(XE) . XX .. h(XE )L g, 2wy ..,

se automat M prepind do terminal-reading rezimu a to za pomoci pravidla tvaru 1|1(g, 1) —
1/1{g, 2) sestaveného v bodé III. Toto pravidlo je v prubéhu tspésného vypoctu pouzito jen
a pouze jednou. Jakmile se zméni stav automatu M ze stavu tvaru (g, 1) na stav typu (g, 2),
q € (W — F) neni zadnd moznost jak pouzit pravidla automatu M sestavend v bodech I az
III. Poznamenejme, ze tento krok neodpovida zadné derivaci v puvodni gramatice G.

V dalsi ¢asti vypoctu

R(XE) .. R(XHRXDA(S)R(S) X DR(XD) ... h(XL JR(XDR(XF). .. h(XE,)
BOXR(XE) - A(XE,) o h(XPVRCXE) . A(XI )L g, 210 . 10y 1

LX) - R(XF )X R(XF) . (X)X 11)5( Yh(S)R(XD)A(X3). ..
WX JW(XD)A(XE) . .. h(X5)R(XD)R(XF) . h(X3,) ...

XA - (X ) g1, 20

automat M pouzivd pravidla podle kroku IV a ¢te vstupni fetézce termindlnich sym-
boli. Automat M simuluje pouziti pravidel tvaru (A, ¢, w,p) puvodni gramatiky G, kde
AeV =T, pgeW —F, w e T*. Automat zaznamenava kédy inverznich symbolu A na
levou stranu oboustranného zdsobniku a ¢te pfitom ze vstupu Tetézce w. V gramatice G
jsou tyto termindlni fetézce generovany. Tato ¢ast je podrobnéji popsdna v tvrzeni F.

V poslednim vypocetnim kroku piechdzi automat M do koncového stavu. Tento piechod
zajist pravidlo tvaru 1|1{(q, 2)y — h(A)|ef definované v bodé V, kde ¢ € (W —T), y € T*,
A e (V-T)a f € Fy. Pokud doséhne automat tohoto koncového stavu, oboustranny
zasobnik je prazdny a vstupni paska je pre¢tend, muzeme prohldsit vypocet za Uspésny -
véta je automatem M akceptovana. V jiném pfipadé automat M vétu neakceptuje. Poz-
namenejme, ze oboustranny zasobnik je vyprazdnén pouze pomoci vlastnosti volné grupy
a posledni ¢ast vstupu je prec¢tena vyse uvedenym pravidlem, které v puvodni gramatice G
odpovidé pravidlu (4, q,y,t), kde Ae (V-T),qe W —-F,ye€T*ateF. O

Tvrzeni E. Pokud lh(A .. h(ADR(A1) ... h(Ap)R(B1) ... h(Bp)1{u, 1)w F°

A3 BB - BADRCAL) . HAABL) .. B e) - e L. o v M,
potom Aj...A,#B1...Bpu="A; .. A nB1...Bi#Biy1...Bpx1...zip v G,

kde A17...,An,Bl,..., e(V-T)z,....0;. € (V-T) upe (W—=F),0<i<m.

Necht i = 0. Potom 1h(A,) ... h(A1)h(A1) ... h(An)R(B1) ... h(Bn)1{u, 1)w -0
1E(A ). E(Al)h(Al) .h(A, )h(Bl) h(B )1 {(u, )w v M. Je zfejmé, ze také plati
Ay Ap#By ... Buu =0 Ay Ap#B1 ... Bhuv G.

Indukéni hypotéza: Predpokladejme, ze tvrzeni E plati pro kazdé ¢ < [, kde [ je celé
nezaporné cislo.

Indukéni krok: Uvazujme vypocetni krok tvaru

1h(An) ... h(AD)R(AL) ... h(A)M(By) ... h(By)1{u, 1)w FoHL

(B )R(BY) . R(BOR(AR) ... h(ADA(AY) ... h(A)h(B1) ... h
h(zy)h(z141)1{g, 1)w vyjddieme si tento krok Jako 1h(An) ... h(A1)h(A7) ... h(Ap)
h(By) ... h(By)1{u,1)w ' 1h(By) ... h(B1)h(A,) ... h(A1)h(A;)
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(Bh(rs) b, Do (B (B FBRCA . FAD(A)

Ap)h(B1) ... h(By)h(z1) ... h(z))h(x141)1{g, )w v M, kde g € (W — F), 0 S [<m

Podle indukéni hypotézy Al n#Bl B,u :> A1 AnBl . Bl#
Bii1...Bpxi...op= Aq .. A nB1 .. BlBl+1#Bl+2 . Bz .. 212019 v G. Existuje pouze
jediny typ pravidla v R, ktery zajisti vypocet 1h(Bl) .h(B )h(A )...h(A1)h(A1) ... h(A,)
B(B1) .- h(Bu)h(z1) ... () L{p, yw F° Th(Bis)R(By) ... h(By)

h(Ay) .. h(Al)h(Al)...h(An)h(gl)...h(B Yh(z1) .. h(;vl)h(a:l+1)l<q, 1)w v M, presnéji
se jednd o pravidlo 1|1(p,1) — 1h(Bl+1)|h(a;l+1)1(q, > € R. Podle konstrukce musi existo-

vat pravidlo (Biy1,p, Ti41,q) v P, tedy Ay ... A, #By ... Bu =
A1...AnBl...Bl#Bl+1...Bmx1...mlp:>
Ay...AyBy...BiBj1#Bjio ... Bpry ... xpx141q také v G a tvrzeni E je platné. Il

Tvrzeni F. Pokud 1h(A,)...h(A1)h(A1) ... h(An)h(B1) ... h(Bm)1{u,2)b; ...bj
1h(B;) ... h(B1)h(An) ... h(A1)h(A1) ... h(Ap)h(B1) ... h(Bi)h(Bit1) - . . h(Bm)1

(P, 2)bis1 - .. bj v M, potom Ajp.. n#B1 Bpay...apu="A1...A,B1 ... Bi#
Bit1...Bpai...apby...bip v G, kde Al,...,An,Bl,...,Bm eV -T ay,...,ax,
bi,....;b; €T and puce W —-F,0<17<m.

Necht i = 0. Potom 1h(Ay,) ... h(A1)h(A1) ... h(An)h(B1) ... h(Bm)1(u, 2)b; ... b;
1h(Ay) ... h(Al)h(Al). h(A )h(Bl) h(Bm)1<u, 2)by .. b v M.

Je ziejmé, 7e také Ay ... Ap#B1...Bpar...apu =0 Ay .. A, #B1...Byai...apu plati v
G.

Indukéni hypotéza: Ptredpokladejme, ze tvrzeni F plati pro vSechna ¢ < [, kde [ je celé
nezaporné ¢islo.

Indukéni krok:  Uvazujme vypocetni krok tvaru
1h(Ayp) .. - h(A1)h(A1) ... h(An)R(B1) ... h(Bm)1
1R(Bie)B(BY) . h(B1)h(Ay) ... h(Ap)h(Ar) .
si vyjadifme vypocet jako 1h(Ay,) ... h(A1)h(A1) ... h(An)h(B ) - h(Bm)1{u, 2)by ... b
1h(By) ... h(B1)h(Aq) . .. h(A1)h(A1) ... h(Ap)h(B1) . .. M(Bm)1{p, 2)bij1 - .. bj F°

V(B )A(BY) « o R(BO)R(AR) - FADR(AL < h(A)R(BY) « . h(Bon) 1 i . by v M,
kde0<I<j<m,qe (W -—F).

u, 2)by ... by Ho
(

(
h(Ap)h (B ). h(Bm)1(q,2)bi 42 . .. bj presnéji

Podle indukéni hypotézy A; ... Ap#Bi...Bpa ... apu =
Al-~-AnB1--'Bl#Bl—i—l-'-Bmal---akbl---blpé
A1 . AnBl . BlBl+1#Bl+2 e Bma1 NP akbl “o blbl+1q v G, kde 0 < l <m.

Vﬁtomto pfjpadti existuje jf:diny zpusob, kterym muze automat M uskutecnit tento vypocet
1E(Bl) . .;h(Bl)h(fln) . .;h(Al)h(fh) o h(Ap)h(B1) ... h(Bm)1(p,2)bj41 ... b F°
1h(Bis1)h(By) ... h(B1)h(Ay) ... h(A1)h(A1) ... h(An)R(B1) ... h(By,)1{q,2)

bi+2 ... b;. Tento vypocet probéhl za pouziti pravidla tvaru 1|1(p,2)b;41

— 1h(B;41)|1(g,2) € R. Podle bodu IV mus{ také existovat pravidlo

(Bl-i-l)pv bl+1,Q) € P kde Bl-l—l € (V - T)) D, q € (W - F)7 bl+1 € T*a tedy
A1...AnBl...Bl#BHl...Bmal...akbl...blpé Al--.AnBl--.B[Bl+1#
Biyo...Bpay...agby ... bib+1q v puvodni gramatice G a tvrzeni F je platné. O
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Pomoci dokazanych tvrzeni D, E a F jsme potvrdili platnost inkluze L(M) C L(G).
Vysledkem tedy je celkova platnost L(G) = L(M). ]

9.1 Priklad konstrukce rozsitreného oboustranného
zasobnikového automatu nad volnou grupou s reduko-
vanou zasobnikovou abecedou

Pro lepsi pochopeni této kapitoly si uvedme pifklad, ve kterém bude ukazana konstrukce
E2PDA°R vychéazejici z zleva rozsitené frontové gramatiky G.

Uvazujme tedy zleva rozsifenou frontovou gramatiku spliiujici lemma 3.1,

G = (V,T,W,F,s, P), kde
e V={S A B,a,b},

T = {a,b},
W ={Q,f}

F={f}
b 8:5Q7

P={
p1: (S7Q>AB7Q)>
p2: (4,Q,a0,Q),
p3: (B7Q7bb>f)}

Tato gramatika GG generuje vétu aabb nasledujicim zpusobem
#s =#5Q = SH#ABQ[p1] = SA#BaaQlp2] = SAB#aabbf[ps]

Nyni ptistoupime ke konstrukei rozsiteného oboustranného zdsobnikového automatu nad
volnou grupou s redukovanou zasobnikovou abecedou M = (Q,T,Z, R, z,1,1, Fas), kde

* Q= {Z7f7 <Q7 1> <Q72>}7

o T'={a,b},
e 7 =1{0,0,1,1},
o R—= {
pi: 1|1z — 1|A(S)1(Q, 1) podle pocatecniho fetézce s = SQ,
P 11{Q,1) — 1h(S)[R(AB)1(Q,1) podie (S,Q, AB,Q) € P,
s 11(Q,1) — 11(Q, 2) podle Q € W,
p 11Q20aa — IR(A)1(Q.2)  podie (A,Q,aa,Q) € P,
ps 111(Q.2)b — h(B)|ef podle (B,Q,bb, f) € P},
o Py ={f}
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Zavedeme kédovani symbolu z (V —T):

h(S) = 00010, ) = 01000,
h(A) = 00110, ) = 01100,
h(B) = 01000, h(B) = 00010
Konstrukce automatu M je kompletni. Zbyvé ukazat jakym zpusobem automat M piijima

obsah vstupni pasky. Abychom mohli proces ptijeti véty jazyka srovnat s generovanim stejné
véty v gramatice G, tak jako obsah vstupni pasky zvolime aabb.

a(s
7(A

oboustranny zasobnik | stav | vstupni paska pravidlo

11 z aabb

1h(9)1 (@Q,1) | aabdb p1
1h(S)h(S)h(AB)1 (@Q,1) | aabdb D2
1h(A)h(B)1 (@Q,1) | aabdb redukce obsahu zasobniku
1h(A)h(B)1 (Q,2) | aabb D3
RARARBT | (Q.2) | b P

1h(B)1 (Q,2) | bb redukce obsahu zasobniku
R(B)h(B) : P

€ f € redukce obsahu zasobniku

Obsah oboustranného zdsobniku je prazdny, aktudlni stav automatu M je f. Véta aabb
je automatem M korektné pfijata.

74



Kapitola 10
Praktické vyuziti

Prestoze tato prace prindsi nové vysledky na poli teoretické informatiky, pokusime se nyni
nastinit mozné vyuziti jejich vysledku i v praktické oblasti.

10.1 Prekladace

Hlavni oblasti vyuziti formalnich modeli nad volnymi grupami by se méla stat oblast
preklada¢u. Vétsina soucasnych piekladacu je zaloZena na bezkontextovych gramatikach
popisujicich bezkontextovy jazyk. Bezkontextova gramatika nad volnou grupou zachovava
tvar bezkontextovych pravidel, ale dokaze popsat o dvé tiidy vyssi jazyk — rekurzivné
vycislitelny jazyk, mize se tedy stat zajimavym feSenim pro syntakticky analyzator pracujici
shora dolu.

Kromé gramatiky lze pro kompildtor pouzit také zasobnikovy automat, ktery je vhodny
pro syntakticky analyzitor pracujici metodou zdola nahoru. Jednou ze studii, jak vyuzit
néktery zde nové zavedeny formalni model nad volnou grupou, je diplomové prace [1], ve
které je navrzen a implementovan piekladac¢ zalozeny na zdsobnikovém automatu nad vol-
nou grupou. Navrzeny zasobnikovy automat je ale nedeterministicky a casové tedy znacné
naro¢ny. Tento aspekt je jednou z nevyhod syntaktické analyzy pracujici zdola nahoru, je
to zpusobeno tim, ze prazdny fetézec muze byt kdekoliv a kdykoliv rozsifen na Tetézec
slozeny ze vzdjemné inverznich nonterminalnich symbolt. Praktické vyuziti pro prekladace
zalozené na syntaktické analyze zdola nahoru by tedy znamenalo pridani néjaké dalsi rezie
pro lepsi predikci kdy a kde rozsitit prazdny fetézec.

10.2 Bezpecnostni kod

V této praci definovany ”zrcadlovy kod” by mohl nalézt vyuziti i v jinych oblastech in-
formac¢nich technologii. Napiiklad by se mohlo jednat o chybu-detekujici kéd. Jednalo by
se o kod, ktery se dé nejlépe prirovnat k tzv. zdvojenému kédu.

Zdvojeny kdd vyuziva k detekci chyby zdvojeni, coz znamend, ze kazdy bit je reprezen-
tovan dvéma stejnymi bity, napiiklad pro kéd ...101... by byl zdvojeny kéd ...110011....
V pripadé chyby ...100011... je kéd detekovan jako poskozeny. Podobné by se pro kdéd
... 101... vytvoril zrcadlovy kéd ...101101... a v piipadé chyby ...001101 je kéd opét
detekovan jako chybny.

Pokud budeme uvazovat moznost, ze v kédu muze dojit ke ztraté informace, jeden
nebo vice bitu je pii pfenosu ztraceno, zdvojeny kéd je schopen detekovat takovouto
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chybu pouze pii ztraté lichého poctu bitta. Napiiklad z ...110011... na ...11011... je
chyba rozpoznana. V piipadé pfenosu ...110011... na ...1100... dosSlo ke ztrate 11,
ale zdvojeny kéd tuto chybu nedetekuje. Zrcadlovy kéd dokaze zjistit chybu zpusobenou
ztratou informace lépe. Kontroluje se zda je kazdé slovo vnitiné reverzni, tzn. ze je tvaru
a1a9 . ..0Ap0y, . .. a2a1 & ma definovanou délku n. Zrcadlovy kéd tedy v tomto piipadé mé
lepsi vlastnosti nez kéd zdvojeny.

10.3 Expertni simulace

Samotny proces zkracovani fetézci pomoci volné grupy by mohl najit uplatnéni ve vy-

branych situacich, kde pii slouceni, spojeni nebo nalezeni urcitych prvka dojde k jejich

neutralizaci nebo eliminaci. Pfitom nezélezi na jejich poradi. To znamend, ze pokud bude

napiiklad pripojen fetézec x k Fetézci T v néjaké situaci popsané jako prechod z ...zA. ..

na ...rr--- = ...€..., tak stejny vysledek bude mit situace pii pfechodu z ...ZTA... na
XL = L.

Konkrétnim piikladem muze byt zavedeni volné grupy do specidlnich L-systému prezen-
tovanych v [25]. V této publikaci jsou predstaveny nové L-systémy rozsifené o fizeni pomoci
zakazujicich nebo povolujicich podminek. Aplikace téchto systému pak muze byt v biologii,
kde jsou tyto systémy schopny popisovat naptiklad situaci napadeni organické bunky virem,
jeji rust, uzdraveni nebo i smrt. Logickym rozsifenim téchto systému mohou byt EOL gra-
matiky nad volnymi grupami, které by mohli lépe popsat proces léceni, kdy organickd
bunka ziskd urcitou lééebnou latku, kterd s reakci prvku predstavujictho onemocnéni zmizi
i s timto prvkem. Bunka pak tedy pfijde o stejny pocet lééebnych latek tak i stejny pocet
prvku pfedstavujicich onemocnéni, jeji vysledny stav bude zaviset na tom, jaké prvky v
bunce zbyly. Tento pfiklad je pouze hruby néc¢rt, pfi praktickém vyuziti by cely proces
zavisel na konkrétnim organismu a mozném onemocnéni.
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Kapitola 11
Zaveér

V tomto dokumentu byly modifikovany nékteré vybrané vice ¢i méné znamé formalni mod-
ely. Tyto modifikace pirevazné spocivaly v zavedeni relace piimé derivace nad volnymi gru-
pami misto nad volnymi monoidy, jak je to v teoretické informatice bézné. Motivaci pro tuto
zménu je snaha o zvySeni vyjadiovaci sily takto upravenych formélnich modelt. V piipadé
modelu zaloZenych na gramatikdch se podaiilo dokézat, ze touto modifikaci opravdu vy-
jadfovaci silu zvysime a pritom zachovame tvar prepisovacich pravidel, ktery je definovany
v origindlnich gramatikédch. Ziskali jsme tedy nové formélni modely CF°, EOL°, CF°R a
EOL°R, které vyuzivaji pouze bezkontextovych pfepisovacich pravidel (tzn. pfepisovacich
pravidel, kterd maji na levé strané pouze jediny symbol) a popisuji tak tiidu rekurzivné
vycislitelnych jazykt.

Neméné vyznamnou Césti je také snaha o redukci po¢tu nontermindlnich symbola v
téchto nové zavedenych formalnich modelech, pticemz samoziejmé zachovavame tvar prepi-
sovacich pravidel i vyjadiovaci silu tohoto modelu. Tato problematika byla naptiklad velice
dobfe popsdna v [13] a bylo zde dosazeno i velice dobrych vysledku (mnozina nonter-
mindlnich symboli byla redukovdna pouze na dva pary zavorek, ale k jejich odstranéni
je zapotiebi kontextovych pravidel). V této préci je predstavena EOL°R gramatika, ktera k
popisu rekurzivné vyéislitelného jazyka potiebuje pouze Sest nonterminalnich symbolu, nebo
v piipadé automatu byl pifedstaven E2PDA°R automat, ktery dokéze piijimat rekurzivné
vycislitelny jazyk pouze za pomoci ¢ty nontermindlnich symboli, které tvoii celou zdsobni-
kovou abecedu.

Tato prace je pouze prvnim krokem v oblasti formdalnich modeli nad volnymi gru-
pami, jeji pokracovani by se mélo pievazné zabyvat studif o ¢asové a pamétové naroénosti
a porovnat ji s jiz znamymi formalnimi modely. Dilezitou ¢asti budouciho vyzkumu se
muze stat i studie zaméfend na deterministické verze zde nové popsanych gramatik a au-
tomatu, zvlasté otevieny problém je, zda bude zachovana sila odpovidajici nedetermin-
istickym verzim. Pokud vysledky v téchto oblastech budou ptiznivé, méli by byt velmi
dobrou motivaci pro nalezeni praktického vyuziti téchto novych formalnich modelu, které
jsou v tomto okamziku vybornym vysledkem pievazné v oblasti teoretické.

Nyni si provedeme zbéznou rekapitulaci dosazenych vysledku této prace. V piipadé gra-
matik byly zkouméany dva pohledy vzhledem k derivacim:

o Sekvencni pristup: byla definovana bezkontextova gramatika nad volnou grupou, ktera

v kazdém derivaénim kroku prepisuje pouze jediny nonterminalni symbol, derivace
jsou tedy provadény sekvencéné. Bylo dokazéano, Ze tento nové zavedeny formalni model
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mé stejnou silu jako Turinguv stroj a popisuje tedy tiidu rekurzivné vycislitelnych
jazyku, CF° = RE. Pozadavky na gramatiku typu 0, podle které lze CF° gramatiku
sestrojit i samotnd konstrukce je ukazana na ptikladeé.

Déle byla zkoumdna moznost redukce poc¢tu nonterminalnich symbola a ziskali jsme
jako vysledek, ze kazdy rekurzivné vy¢islitelny jazyk 1ze popsat pomoci bezkontextové
gramatiky nad volnou grupou pouze s osmi nonterminalnimi symboly, CF°R = RE,
pricemz pii vSech moznych derivacnich krocich se vyuzije pouze sedm nontermindlnich
symbolu, jeden z nich musi byt zadefinovdan pouze z duvodu, aby totdlni abeceda této
gramatiky mohla byt pouzita jako generator volné grupy. Konstrukce této redukované
verze je opét ilustrovana na ptikladeé.

e Paralelni pristup: jako dalsi formalni model vybrany k modifikaci byla zvolena EOL
gramatika, jeji pravidla jsou podobnd bezkontextové gramatice, ale derivace lze prova-
dét paralelné, to znamend, ze v kazdém derivaénim kroku se musi piepsat vSechny
nonterminalni symboly v dané vétné formé. Pripomenme si, ze pokud jeden nebo vice
symbolu nelze prepsat a vétna forma je slozena pouze z terminala, derivace je korektné
ukoncena. Pokud nelze provést derivaci u jednoho nebo vice symbola a vétna forma
obsahuje jeden nebo vice nonterminalnich symbolu derivace je zablokovana.

Byla definovana EOL gramatika nad volnou grupou a bylo dokazéno, ze tato gramatika
mé stejnou vyjadiovaci schopnost jako Turinguv stroj, stejné jako CF° tedy tato
gramatika popisuje tiidu rekurzivné vyéislitelnych jazyku, EOL° = RE.

Stejné jako u bezkontextovych gramatik nad volnou grupou tak i v tomto pripadé
se prace zabyvé redukci poc¢tu nontermindlnich symboli. Bylo dokézéno, ze kazdy
rekurzivné vy¢islitelny jazyk lze popsat pomoci EOL gramatiky nad volnou grupou,
kterd mé pouze Sest nonterminalnich symboli, EOL°R = RE. Obé konstrukce jsou
pro lepsi pochopeni opét doprovézeny piiklady.

Pokud uvazime ruzné generativni sily t¥id bezkontextovych a EOL gramatik, CF C EOL,
je také zajimavym vysledkem stejnd sila gramatik bezkontextovych nad volnou grupou a
EOL gramatik nad volnou grupou, CF° = EOL°.

Tato tématika byla publikovana v ¢asopisecké publikaci [6], na nékolika mezinarodnich
konferencich [7], [3] a [8] a dale také na narodnich konferencich [4], [10].

Zbyla ¢ast této prace se zabyva vyuzitim volnych grup u zdsobnikového automatu. Byly defi-
novany rozsifené oboustranné zasobnikové automaty nad volnou grupou. Tato modifikace
nepiinasi zvyseni sily, protoze uz samotné rozsifené oboustranné zasobnikové automaty nad
volnym monoidem maji silu Turingovych stroju, coz bylo dokézdno v [2].

Bézny rozsiteny zasobnikovy automat byl modifikovan tak, aby bylo mozné vkladat a
odebirat symboly z obou jeho stran, tato konstrukce dovoluje i vice transformaci. Napiiklad
pokud povolime vkladani symbolu jen z jedné strany a odebirani ze strany druhé, ziskdme
tak frontu. Déale pak v tomto piipadé zadména volného monoidu za volnou grupu pfindsi re-
dukci poctu pravidel. Nejsou totiz potieba zadné odebiraci pravidla. Pri spravném vypoctu
se oboustranny zasobnik pomoci vlastnosti volné grupy sam zkracuje v prubéhu své ¢innosti,
je tedy dosazeno mensi paméfové narocénosti v porovnani s oboustrannym rozsifenym
zésobnikovym automatem nad volnym monoidem popsaném v [2]. Bylo tedy dokézano, ze
sila rozsiteného oboustranného zasobnikového automatu nad volnou grupou zustava rovna
sile Turingova stroje, E2PDA° = RE.
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I v ptipadé zdsobnikovych automatu se tato prace zabyvala redukei pocétu nonter-
mindlnich symboli, konkrétné se jednalo o redukei poc¢tu nonterminélnich symboli zasobni-
kové abecedy. Bylo dokazéano, ze k popisu kazdého rekurzivné vycislitelného jazyka postacuje
oboustranny rozsiteny zasobnikovy automat nad volnou grupou pouze se ¢tyimi symboly
zdsobnikové abecedy, E2PDA°R = RE.

Tato problematika byla publikovéna v ¢asopisecké publikaci [5], na mezindrodni konfer-
enci [7] a ddle také na ndrodni konferenci [9].

Zhodnoceni vySe uvedenych vysledkii muzeme rozdélit do dvou skupin:

o Teoreticky prinos: je ziejmy, v pripadé gramatik nad volnymi grupami jsme ziskali
formdlni modely, které pouzivaji pouze pravidla bezkontextového tvaru, A — x, ale
jejich vyjadiovaci sila odpovidd sile Turingova stroje, navic je této sily u gramatik
dosazeno i s redukovanym poc¢tem nontermindlnich symboli nebo u oboustranného
automatu s redukovanou zasobnikovou abecedou. Tento teoreticky pfinos byl také
potvrzen prijetim dvou ¢lanku, které pojednavaji o CF°R, EOL°R a E2PDA°R, do
mezindrodnich ¢asopisu, konkrétné se jednd o [6] a [5].

e Prakticky prinos: byla zkouména moznost pouzit néktery z navrzenych modeli pro
syntakticky analyzator. V diplomové praci Ing. Michala Berky, [1], byl dspésné im-
plementovan syntakticky analyzator zalozeny na zasobnikovém automatu nad volnou
grupou. V této préci byl zaveden pojem expanze, ktery na libovolném misté rozsiruje
€ na xZ nebo Tz, kde x muze byt terminalni symbol, nontermindlni symbol nebo i
retézec.
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Seznam symbolu a zkratek

konec ¢asti dukazu

konec dukazu

prazdna mnozina

sjednoceni mnozin

prunik mnozin

kartézsky soucin

nalezejici; je prvkem mnoziny

nendlezejici; neni prvkem mnoziny

je vlastni podmnozinou

je podmnozinou

fecké pismeno e, symbol prazdného fetézce

symbol relace piimé derivace; derivuje

reflexivni a tranzitivni uzavér relace =;

derivuje piesné v n krocich

=* reflexivni a tranzitivni uzavér relace =;
derivuje v nula nebo vice krocich

=71  tranzitivni uzavér relace =;
derivuje v jednom nebo vice krocich

=° symbol relace ptimé derivace nad volnou grupou;
derivuje nad volnou grupou

=°"  reflexivni a tranzitivni uzavér relace =°;
derivuje piesné v n krocich

=°*  reflexivni a tranzitivni uzavér relace =°;
derivuje v nula nebo vice krocich nad volnou grupou

=°T tranzitivni uzavér relace =°;

derivuje v jednom nebo vice krocich nad volnou grupou

n

Jyoinnmanx>CsSEO

H symbol relace prechodu; prechazi do

F" reflexivni a tranzitivni uzavér relace +;
prechézi piresné v n krocich

F* reflexivni a tranzitivni uzavér relace ;
prechdzi v nula nebo vice krocich do

-+ tranzitivni uzaveér relace I;

prechézi v jednom nebo vice krocich do
Fo symbol relace prechodu v automatu
nad volnou grupou; piechézi do
Fo reflexivni a tranzitivni uzaveér relace -
v automatu nad volnou grupou;
prechézi piresné v n krocich
Fo* reflexivni a tranzitivni uzavér relace -
v automatu nad volnou grupou;
prechdzi v nula nebo vice krocich do
o tranzitivni uzavér relace - v automatu
nad volnou grupou;
prechaz{ v jednom nebo vice krocich do
— symbol prepséni/prechodu; prepis na/piejdi do
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E2PDA

symbol rovnosti; je rovno
mensi nebo rovno
vétsi nebo rovno
spojeni, konkatenace
minus; zdporné znaménko; operator opa¢né hodnoty
nad volnou grupou znaci inverzni symbol k symbolu x
oddélovac
délka tetézce w
fecké pismeno Sigma; oznaceni abecedy
symbol volné grupy, neni-li v kontextu uvedeno jinak
symbol volného monoidu, neni-li v kontextu uvedeno jinak;
iterace
pozitivni iterace, neni-li v kontextu uvedeno jinak
symbol ekvivalence; je ekvivalentni s
tiida jazyku piijimanych rozsifenymi oboustrannymi
zésobnikovymi automaty

E2PDA° tfida jazyku piijimanych oboustrannymi

zasobnikovymi automaty nad volnou grupou;
zkratka pro oznaceni téchto automatu

E2PDA°R tfida jazyku pfijimanych rozsifenymi oboustrannymi

CF
CF°

CF°R

DOL
POL
EOL

EOL°

EOL°R

CS
QG
RE
REG

zasobnikovymi automaty nad volnou grupou

s redukovanym poétem symbolu zdsobnikové abecedy;
zkratka pro oznaceni téchto automatu

tiida bezkontextovych jazyku

tiida jazyku generovanych bezkontextovymi gramatikami
nad volnymi grupami;

zkratka pro oznaceni téchto gramatik

tiida jazyku generovanych bezkontextovymi gramatikami
nad volnymi grupami s redukovanym poctem nontermindlu;
zkratka pro oznaceni téchto gramatik

tiida jazyku generovanych pomoci DOL gramatik (systému);
zkratka pro oznaceni téchto gramatik (systému)

tiida jazyku generovanych pomoci POL gramatik (systému);
zkratka pro oznaceni téchto gramatik (systému)

tiida jazyktu generovanych pomoci EOL gramatik;

zkratka pro oznaceni téchto gramatik

tiida jazykt generovanych pomoci EOL gramatik

nad volnou grupou;

zkratka pro oznaceni téchto gramatik

tiida jazyku generovanych pomoci EOL gramatik

nad volnou grupou s redukovanym poc¢tem nonterminalu;
zkratka pro oznaceni téchto gramatik

tiida kontextovych jazyku

tiida jazyktu generovanych frontovymi gramatikami

tfida rekurzivné vyécislitelnych jazyku

tiida reguldrnich jazyku
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