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Abstrakt
Práce pojednává o nových formálńıch modelech popisuj́ıćı rekurzivně vyč́ıslitelné jazyky.
Jsou představeny konstrukce bezkontextových a E0L gramatik nad volnou grupou a obous-
tranný zásobńıkový automat nad volnou grupou. Dále bude následovat také pojednáńı o
jejich redukovaných verźıch. V př́ıpadě bezkontextových gramatik nad volnou grupou jsme
schopni redukovat počet nonterminálńıch symbol̊u na osm, aniž bychom sńıžili śılu těchto
gramatik. Lepš́ıho výsledku dosáhneme v př́ıpadě E0L gramatik nad volnou grupou, kdy
nám stač́ı k popisu rekurzivně vyč́ıslitelného jazyka E0L gramatika nad volnou grupou s
šesti nonterminálńımi symboly. V oblasti automat̊u se podařilo redukovat zásobńıkovou
abecedu na pouhé čtyři nonterminálńı symboly.

Kĺıčová slova
bezkontextová gramatika, E0L gramatika, derivace, volná grupa, oboustranný zásobńıkový
automat, bezkontextová gramatika nad volnou grupou, E0L gramatika nad volnou grupou,
oboustranný zásobńıkový automat nad volnou grupou, Kurodova normálńı forma, frontová
gramatika, zleva rozš́ı̌rená frontová gramatika

Abstract
In the context-free and E0L grammars discussed in this paper, the derivations are introduced
over free groups rather than free monoids. It is proved that both grammars with derivations
introduced in this way characterize the family of recursively enumerable languages in a very
succinct way. Specifically, this characterization is based on the eight-nonterminal context-
free grammars and six-nonterminal E0L grammars over free groups. The next part of the
paper establishes the two-sided pushdown automata over free groups. Their construction
is based on queue grammars. A version with the reduced number of four symbols in the
pushdown alphabet is also studied.
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1.3 Struktura disertačńı práce . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
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3.6 Zásobńıkové automaty . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
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Kapitola 1

Úvod

V teorii formálńıch jazyk̊u se představuje velké množstv́ı modifikaćı základńıch formálńıch
model̊u. Tyto modifikace maj́ı za ćıl zvýšit vyjadřovaćı schopnosti daného modelu a stejně
tak je to i v této práci. Zde představené modifikace zasahuj́ı do definice derivace, derivace je
definována nad volnou grupou mı́sto nad volným monoidem a žádná jiná režie nebo ř́ızeńı
generováńı vět jazyka neńı nutná. Využ́ıvá se tedy předevš́ım vlastnost́ı volných grup,
konkrétně se jedná o využit́ı konkatenace vzájemně inverzńıch prvk̊u. Algebraické základy
a podrobněǰśı popis volných grup je možné naj́ıt v kapitolách čtyři a pět této práce.

1.1 Klasifikace gramatik a jazyk̊u

V současné době je známo velké množstv́ı r̊uzných struktur pro popis formálńıch jazyk̊u.
Nejčastěji se jedná o popis pomoćı gramatiky. Na základě tvaru přepisovaćıch pravidel těchto
gramatik, lze jazyky generované gramatikou rozdělit do čtyř tř́ıd definované Chomského
hierarchíı jazyk̊u. Existuj́ı ovšem r̊uzné modifikace gramatik, které nelze zařadit př́ımo do
jedné z definovaných tř́ıd. Takovéto gramatiky mohou zasahovat do několika tř́ıd současně
a přitom žádnou z nich nepokrývaj́ı. Přesto je Chomského hierarchie nejpouž́ıvaněǰśım
měř́ıtkem generativńı śıly gramatik a jejich jazyk̊u. Podrobněji o Chomského klasifikaci
gramatik a jazyk̊u pojednává druhá kapitola.

Na samém vrcholu Chomského hierarchie jsou tzv. jazyky typu 0. V některé literatuře
se můžeme též setkat s označeńım rekurzivně vyč́ıslitelné jazyky, frázově strukturované
jazyky nebo též jazyky přij́ımané Turingovými stroji. Všechny výše uvedená označeńı jsou
si ekvivalentńı. Tato množina jazyk̊u je v této práci označována zkratkou RE. Rekurzivně
vyč́ıslitelné jazyky jsou nejčastěji popisovány Turingovými stroji nebo gramatikami typu 0,
které se někdy označuj́ı také jako obecné nebo neomezené gramatiky. Tyto gramatiky po-
voluj́ı přepisovaćı pravidla, která maj́ı na své levé straně v́ıce než jeden symbol, o takovýchto
pravidlech se v této práci zmiňujeme, že jsou kontextová. Např́ıklad přepisovaćı pravidlo
AB → CD je pravidlo kontextového tvaru.

Nejznáměǰśı tř́ıdou jazyk̊u v praktické oblasti jsou jazyky bezkontextové, označované
také jako typ 2. Tato tř́ıda jazyk̊u je v této práci označována zkratkou CF. Nejčastěǰśı
formálńı modely pro popis bezkontextových jazyk̊u jsou bezkontextové gramatiky nebo
zásobńıkové automaty. Jak už jejich název napov́ıdá, nedovoluj́ı tyto gramatiky přepisovaćı
pravidla v kontextovém tvaru. Dostáváme se tedy k daľśımu pojmu a to jsou bezkontextová
pravidla. Každé pravidlo, které má na své levé straně pouze jediný symbol, nazýváme v této
práci jako bezkontextové. Např́ıklad přepisovaćı pravidlo A → x je bezkontextového tvaru.
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Bezkontextové jazyky jsou základem pro většinu programovaćıch jazyk̊u a jsou podle nich
navrženy syntaktické analyzátory pro překladače k daným jazyk̊um.

1.2 Předmět výzkumu disertačńı práce

Standardně jsou derivace v gramatikách definovány nad volným monoidem generovaným
množinami terminálńıch a nonterminálnich symbol̊u (totálńı abecedou) operaćı konkate-
nace. Avšak v současné době jsou v některých studíı tyto derivace definovány nad jinými
algebraickými strukturami (viz. [24], [22], [20]). V této práci provedeme modifikaci derivace a
to tak, že ji budeme definovat nad volnou grupou. Dále se budeme zabývat generativńı silou
takto modifikovaných formálńıch model̊u a možné redukce počtu nonterminálńıch symbol̊u
a zásobńıkové abecedy v př́ıpadě automat̊u.

Současný stav poznáńı v této oblasti, rozumı́ se formálńı modely pouze nad volnými
grupami, nepřináš́ı kromě této práce zásadńı výsledky spadaj́ıćı do teoretické informatiky.
Výjimkou jsou práce zabývaj́ıćı se konečnými automaty nad volnou grupou, které jsou
schopny charakterizovat tř́ıdu bezkontextových jazyk̊u. Definice těchto konečných automat̊u
nad volnou grupou a jejich generativńı schopnosti lze nalézt v [26] a [11]. Z oblasti automat̊u
je také diplomová práce Michala Berky [1], ve které jsem byl školitelem. Tato práce byla
zaměřena na návrh a implementaci syntaktického analyzátoru založeného na formálńım
modelu nad volnou grupou.

Tento dokument pojednává o návrhu struktur, které jsou schopny generovat celou tř́ıdu
rekurzivně vyč́ıslitelných jazyk̊u. Jako základ použijeme bezkontextovou gramatiku, E0L
gramatiku a v posledńım př́ıpadě rozš́ı̌rený oboustranný zásobńıkový automat. Společně
definujeme volnou grupu nad totálńı abecedou těchto gramatik a nad zásobńıkovou abece-
dou oboustranného zásobńıkového automatu. Využit́ım schopnost́ı uvedených prostředk̊u
lze dokázat, že bezkontextové gramatiky nad volnými grupami, E0L gramatiky nad volnými
grupami a rozš́ı̌rené oboustranné zásobńıkové automaty nad volnými grupami definuj́ı tř́ıdu
rekurzivně vyč́ıslitelných jazyk̊u a zachovávaj́ı si tvar přepisovaćıch pravidel z p̊uvodńıch
model̊u. Popis a vlastnosti těchto model̊u byl prezentován v [7].

Protože zde představené základńı modifikace zvyšuj́ı počet nonterminálńıch symbol̊u,
týká se daľśı výzkum redukce počtu nonterminálńıch symbol̊u, to v př́ıpadě bezkontextových
a E0L gramatik nad volnou grupou. V př́ıpadě rozš́ı̌rených oboustranných zásobńıkových
automat̊u redukujeme počet symbol̊u zásobńıkové abecedy. Je dokázáno, že všechny modi-
fikace založené na redukci počtu nonterminálńıch symbol̊u zachovávaj́ı svoji vyjadřovaćı śılu,
tedy že stále popisuj́ı rekurzivně vyč́ıslitelnou tř́ıdu jazyk̊u. Následuje přehled dosažených
výsledk̊u v př́ıpadě redukce počtu nonterminálńıch symbol̊u:

• Počet nonterminálńıch symbol̊u bezkotextové gramatiky nad volnou grupou byl re-
dukován na osm symbol̊u.

• Počet nonterminálńıch symbol̊u E0L gramatiky nad volnou grupou byl redukován na
šest symbol̊u.

• Počet nonterminálńıch symbol̊u zásobńıkové abecedy rozš́ı̌reného oboustranného záso-
bńıkového automatu byl redukován na čtyři symboly.

Hlavńı konstrukce a méně známe pojmy jsou provázeny pro jejich lepš́ı pochopeńı po-
drobnými př́ıklady.
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1.3 Struktura disertačńı práce

Tato práce je rozdělena do následuj́ıćıch logických celk̊u:

• Prvńı kapitola obsahuje samotný úvod. Tato část čtenáře neformálně uvede do prob-
lematiky formálńıch model̊u nad volnými grupami.

• Ve druhé kapitole je čtenář seznámen se základńımi pojmy a definicemi z teorie
formálńıch jazyk̊u, které jsou dále použ́ıvány v ostatńıch kapitolách.

• Třet́ı kapitola čtenáře seznámı́ s vybranými formálńımi modely. Na základě těchto
model̊u budou definovány modely nové.

• Ve čtvrté kapitole je čtenář seznámen se základńımi pojmy a definicemi z oblasti
základńıch algebraických struktur, které jsou dále použ́ıvány v kapitolách o formálńıch
modelech nad volnou grupou.

• V páté kapitole je čtenář seznámen s definićı volného monoidu a volné grupy. Volná
grupa je hlavńım prvkem použ́ıvaným v následuj́ıćıch kapitolách. Tato kapitola je
posledńı, která rekapituluje zavedené pojmy. Následuj́ıćı kapitoly obsahuj́ı samotný
výzkum autora.

• Šestá kapitola zavád́ı nové formálńı modely nad volnou grupou, jedná se konkrétně o
bezkontextové gramatiky nad volnou grupou a E0L gramatiky nad volnou grupou. Je
zde dokázáno, že obě tyto gramatiky dosahuj́ı śıly Turingových stroj̊u (popisuj́ı gra-
matiky typu 0) a to pouze za použit́ı bezkontextových pravidel a s využit́ım vlastnost́ı
volné grupy.

• Sedmá kapitola se dále zabývá možnostmi redukce počtu nonterminálńıch symbol̊u
gramatik zavedenými v předchoźı kapitole. Jsou představeny odlǐsné konstrukce gra-
matik nad volnými grupami zaměřené na redukci počtu nonterminál̊u. Výsledky źıskané
v této kapitole byly prezentovány v časopisecké publikaci [6]. Jsou opět zkoumány
následuj́ıćı gramatiky

− Bezkontextové gramatiky nad volnými grupami s redukovaným počtem nonter-
minál̊u - v této podkapitole je představena pouze konstrukce, samotný d̊ukaz
lze naj́ıt v [2]. Dosaženým výsledkem je redukce počtu nonterminál̊u na osm
symbol̊u.

− E0L gramatiky nad volnými grupami s redukovaným počtem nonterminálńıch
symbol̊u - tato podkapitola zavád́ı novou definici E0L gramatik zaměřenou na
redukci počtu nonterminál̊u. Je zde dokázáno, že tato modifikace disponuje opět
silou Turingových stroj̊u a dále bylo dosaženo redukce počtu nonterminál̊u na
šest symbol̊u.

• Osmá kapitola je zaměřena na automaty, konkrétně se jedná o rozš́ıřené oboustranné
zásobńıkové automaty nad volnými grupami. Rozš́ı̌reńı spoč́ıvá ve schopnosti zásobńıko-
vého automatu č́ıst ze vstupńı pásky nejen symboly, ale i řetězce. Definice obous-
tranného zásobńıku nad volným monoidem je popsána v [2] a je zde také dokázáno,
že tyto automaty maj́ı śılu Turingových stroj̊u. Modifikaćı přidáńım volné grupy tedy
śılu již zvýšit nelze, ale dosáhneme redukce počtu pravidel a menš́ıch pamět’ových
nárok̊u.
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• V deváté kapitole je představena definice rozš́ıřených oboustranných zásobńıkových
automat̊u s redukovanou zásobńıkovou abecedou. Je dokázáno, že k popisu jazyka typu
0 stač́ı takovýto zásobńıkový automat s pouze čtyřmi symboly zásobńıkové abecedy.
Výsledky źıskané v této kapitole byly prezentovány v časopisecké publikaci [5].

• V desáté kapitole jsou uvedena možná praktická využit́ı zde navržených formálńıch
model̊u.

• Závěrečná kapitola shrnuje dosažené výsledky, publikace pojednávaj́ıćı o formálńıch
modelech nad volnými grupami a uvád́ı možné pokračováńı této práce.
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Kapitola 2

Základy teorie formálńıch jazyk̊u

Základńı pojmy pro vymezeńı jazyka jsou abeceda a řetězec.

2.1 Abeceda

Definice 2.1.1 Abecedou rozumı́me neprázdnou množinu prvk̊u. Tyto prvky nazýváme
symboly abecedy.

2.2 Řetězec nad abecedou

Definice 2.2.2 Řetězcem (nebo také větou či slovem) nad danou abecedou rozumı́me
každou konečnou posloupnost symbol̊u abecedy. Prázdnou posloupnost symbol̊u, tj. posloup-
nost, která neobsahuje žádný symbol, nazýváme prázdný řetězec. Prázdný řetězec budeme
zapisovat symbolem ε.

Definice 2.2.3 Necht’ x, y jsou řetězce nad abecedou Σ. Konkatenaćı (zřetězeńım) řetězce
x s řetězcem y vznikne řetězec xy. Operace konkatenace je asociativńı, tj. x(yz) = (xy)z,
neńı však komutativńı, xy 6= yx pro x 6= y.

Definice 2.2.4 Necht’ w je řetězec nad abecedou Σ. Řetězec z se nazývá podřetězcem
řetězce w, jestliže existuj́ı řetězce x a y takové, že w = xzy. Řetězec x1 se nazývá prefixem
(předponou) řetězce w, jestliže existuje řetězec y1 takový, že w = x1y1. Analogicky, řetězec
y2 se nazývá sufixem (př́ıponou) řetězce w, jestliže existuje řetězec x2 takový, že w = x2y2.
Je-li y1 6= ε, resp. x2 6= ε, pak x1 je vlastńı prefix, resp. x2 je vlastńı sufix řetězce w.

Definice 2.2.5 Délka řetězce je nezáporné celé č́ıslo, které udává počet symbol̊u řetězce.
Délku řetězce x znač́ıme |x|. Je-li x = a1a2 . . . an, ai ∈ Σ, 1 ≤ i ≤ n, pak |x| = n. Délka
prázdného řetězce je nulová, tj. |ε| = 0.

Konvence 2.2.1 Řetězec nebo podřetězec, stávaj́ıćı se právě z k výskyt̊u symbolu a,
budeme symbolicky značit ak. Např́ıklad:

a3 = aaa, b1 = b, c0 = ε
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Definice 2.2.6 Necht’ Σ je abeceda. Označme symbolem Σ∗ množinu všech řetězc̊u nad
abecedou Σ včetně řetězce prázdného, symbolem Σ+ všechny řetězce vyjma řetězce prázdného,
tj. Σ∗ = Σ+ ∪ {ε}. Množinu L, pro ńıž plat́ı L ⊆ Σ∗ (př́ıpadně L ⊆ Σ+ pokud ε /∈ L),
nazýváme jazykem L nad abecedou Σ. jazykem tedy může být libovolná podmnožina řetězc̊u
nad danou abecedou.

Označme symbolem |Σ| kardinalitu (počet prvk̊u) množiny Σ, plat́ı že |∅| = 0, |{a}| = 1,
|{a, b}| = 2 a podobně.

Konvence 2.2.2 Pro zápis terminálńıch a nonterminálńıch symbol̊u a řetězc̊u tvořených
těmito symboly budeme použ́ıvat této konvence:

(1) a, b, c, d, e reprezentuj́ı terminálńı symboly

(2) A,B, C, D, S, X, Y reprezentuj́ı nonterminálńı symboly, X a Y budou představovat
pomocné nonterminály

(3) U, V, Z reprezentuj́ı terminálńı nebo nonterminálńı symboly

(4) α, β, . . . , ω, x, y, z reprezentuj́ı řetězce terminálńıch a nonterminálńıch symbol̊u

(5) u, v reprezentuj́ı řetězce pouze terminálńıch symbol̊u

2.3 Gramatika

Nejznáměǰśım prostředkem pro popis jazyk̊u je gramatika. Gramatika splňuje základńı
požadavek na reprezentaci konečných i nekonečných jazyk̊u a požadavek konečnosti reprezen-
tace.

Gramatika použ́ıvá dvou disjunktńıch abeced:

(1) množiny N nonterminálńıch symbol̊u

(2) množiny Σ terminálńıch symbol̊u

Nonterminálńı symboly, krátce nonterminály, maj́ı roli pomocných proměnných, které
označuj́ı určité syntaktické celky (kategorie).

Množina terminálńıch symbol̊u, krátce terminál̊u, je identická s abecedou, nad ńıž je
definován jazyk. Sjednoceńı obou množin, tj. N ∪ Σ, nazýváme slovńıkem gramatiky nebo
také totálńı abecedou gramatiky.

Gramatika představuje generativńı systém, ve kterém lze z jistého vyznačeného nonter-
minálu generovat, aplikaćı tzv. přepisovaćıch pravidel, řetězce tvořené pouze terminálńımi
symboly. Takové řetězce reprezentuj́ı právě věty gramatikou definovaného jazyka.

Jádrem gramatiky je tak konečná množina přepisovaćıch pravidel. Každé přepisovaćı
pravidlo má tvar uspořádané dvojice řetězc̊u (α, β), stanovuje možnou substituci řetězce
β namı́sto řetězce α, který se vyskytuje jako podřetězec generovaného řetězce. Řetězec
α obsahuje alespoň jeden nonterminálńı symbol, řetězec β je prvkem množiny (N ∪ Σ)∗.
Formálně vyjádřeno, množina přepisovaćıch pravidel je podmnožinou kartézského součinu:

(N ∪ Σ)∗N(N ∪ Σ)∗ × (N ∪ Σ)∗.
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Definice 2.3.7 Gramatika G je čtveřice G = (N,Σ, P, S), kde

• N je konečná množina nonterminálńıch symbol̊u

• Σ je konečná množina terminálńıch symbol̊u, N ∩ Σ = ∅

• P je konečná podmnožina kartézského součinu (N ∪ Σ)∗N(N ∪ Σ)∗ × (N ∪ Σ)∗

• S ∈ N je počátečńı (také startovaćı) symbol gramatiky

V tomto textu se také setkáme s definićı gramatiky G = (V,Σ, P, S), kde V je totálńı
abecedou a plat́ı, že množina nonterminálńıch symbol̊u N je rovna V − Σ.

Prvek (α, β) množiny P nazýváme přepisovaćım pravidlem (krátce pravidlem) a budeme
jej zapisovat ve tvaru α → β. Řetězec α resp. β nazýváme levou resp. pravou stranou
přepisovaćıho pravidla.

Definice 2.3.8 Necht’ G = (N,Σ, P, S) je gramatika a necht’ λ a µ jsou řetězce z (N∪Σ)∗.
Mezi řetězci λ a µ plat́ı relace ⇒G, nazývaná př́ımá derivace, jestliže můžeme řetězce λ a
µ vyjádřit ve tvaru

λ = γαδ

µ = γβδ

γ a δ jsou libovolné řetězce z (N ∪ Σ)∗ a α → β je přepisovaćı pravidlo z P .

Plat́ı-li mezi řetězci λ a µ relace př́ımé derivace, pak ṕı̌seme λ ⇒G µ a ř́ıkáme, že řetězec
µ lze př́ımo generovat z řetězce λ v gramatice G. Je-li z kontextu zřejmé, že jde o derivaci
v gramatice G, pak nemuśıme specifikaci gramatiky pod symbolem ⇒ uvádět.

Definice 2.3.9 Necht’ G = (N,Σ, P, S) je gramatika a λ a µ jsou řetězce z (N ∪Σ)∗. Mezi
řetězci λ a µ plat́ı relace ⇒+ nazývaná derivace, jestliže existuje posloupnost př́ımých
derivaćı vi−1 ⇒ vi, 1 ≤ i ≤ n taková, že plat́ı:

λ = v0 ⇒ v1 ⇒ · · · ⇒ vn−1 ⇒ vn = µ.

Tuto posloupnost nazýváme derivaćı délky n. Plat́ı-li λ ⇒+ µ, pak ř́ıkáme, že řetězec µ
lze generovat z řetězce λ v gramatice G. Relace ⇒+ je tranzitivńım uzávěrem relace př́ımé
derivace ⇒. Symbolem ⇒n znač́ıme n-tou mocninu relace ⇒.

Definice 2.3.10 Jestliže v gramatice G plat́ı pro řetězce λ a µ relace λ ⇒+ µ nebo
identita λ = µ, pak ṕı̌seme λ ⇒∗ µ. Relace ⇒∗ je tranzitivńım a reflexivńım uzávěrem
relace př́ımé derivace ⇒.

Definice 2.3.11 Necht’ G = (N,Σ, P, S) je gramatika. Řetězec α ∈ (N ∪ Σ)∗ nazýváme
větnou formou, jestliže plat́ı S ⇒∗ α, tj. řetězec α je generovatelný ze startovaćıho symbolu
S. Větná forma, která obsahuje pouze terminálńı symboly, se nazývá věta. Jazyk L(G),
generovaný gramatikou G, je definován množinou všech vět

L(G) = {u|S ⇒∗ u, u ∈ Σ∗}.
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2.4 Chomského klasifikace gramatik

Chomského klasifikace gramatik (a jazyk̊u), známá také pod názvem Chomského hierar-
chie jazyk̊u, vymezuje čtyři typy gramatik podle tvaru přepisovaćıch pravidel, jež obsahuje
množina přepisovaćıch pravidel. Tyto typy se označuj́ı jako typ 0, typ 1, typ 2 a typ 3.

2.4.1 Typ 0

Gramatika typu 0 obsahuje pravidla v nejobecněǰśım tvaru:

α → β; α ∈ (N ∪ Σ)∗N(N ∪ Σ)∗, β ∈ (N ∪ Σ)∗

Tyto gramatiky se také nazývaj́ı gramatikami neomezenými. Jazyky definované těmito
gramatikami se nazývaj́ı rekurzivně vyč́ıslitelné a často se označuj́ı zkratkou RE (z angl.
recursively enumerable).

2.4.2 Typ 1

Gramatika typu 1 obsahuje pravidla tvaru:

αAβ → αγβ; A ∈ N αβ ∈ (N ∪ Σ)∗, γ ∈ (N ∪ Σ)+

nebo

S → ε.

Gramatiky typu 1 se nazývaj́ı také gramatikami kontextovými a to z toho d̊uvodu, že
tvar pravidla této gramatiky implikuje, že nonterminál A může být přepsán řetězcem γ
pouze tehdy, je-li jeho pravým kontextem řetězec β a levým kontextem řetězec α.

Jazyk generovaný gramatikou typu 1 se nazývá jazykem kontextovým a často se označuje
zkratkou CS (z angl. context-sensitive).

2.4.3 Typ 2

Gramatika typu 2 obsahuje pravidla tvaru:

A → γ; A ∈ N, γ ∈ (N ∪ Σ)∗.

Gramatiky typu 2 se nazývaj́ı bezkontextovými gramatikami, protože substituci levé
strany pravidla (γ) za nonterminál A lze provádět bez ohledu na kontext, ve kterém je
nonterminál A uložen. Na rozd́ıl od kontextových gramatik, bezkontextové gramatiky smı́
obsahovat pravidla tvaru A → ε.

Jazyk generovaný gramatikou typu 2 se nazývá jazykem bezkontextovým a často se
označuje zkratkou CF (z angl. context-free).

2.4.4 Typ 3

Gramatika typu 3 obsahuje pravidla tvaru:

A → γ; A ∈ N, γ ∈ Σ∗ ∪ Σ∗NΣ∗.

Gramatika s t́ımto tvarem pravidel se nazývá lineárńı gramatika. K takovéto gramatice
lze sestrojit ekvivalentńı speciálńı pravou lineárńı gramatiku.
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A → γ; A ∈ N, γ ∈ Σ∗ ∪ Σ∗N

nebo levou lineárńı gramatiku:

A → γ; A ∈ N, γ ∈ Σ∗ ∪NΣ∗

Názvy pravé a levé lineárńı gramatiky jsou odvozeny od pozice nonterminálu na pravé
straně pravidel. Pro tyto gramatiky je dále možné sestrojit ekvivalentńı gramatiky, které
se nazývaj́ı regulárńı. Opět podle pozice nonterminálu na pravé straně pravidel rozlǐsujeme
pravou regulárńı gramatiku:

A → γ, A ∈ N, γ ∈ Σ ∪ ΣN ∪ {ε}

a levou regulárńı gramatiku:

A → γ, A ∈ N, γ ∈ Σ ∪NΣ ∪ {ε}.

Gramatiky typu 3 se proto také nazývaj́ı regulárńımi gramatikami.

2.5 Kurodova normálńı forma

Pro popis jazyk̊u typu 0 lze použ́ıt některou z normálńıch forem. V tomto dokumentu pro
nás bude d̊uležitá Kurodova normálńı forma, viz [16].

Definice 2.5.12 Gramatika G = (N,Σ, P, S) je v Kurodově normálńı formě, pokud jej́ı
množina přepisovaćıch pravidel P obsahuje pouze pravidla tvaru:

• AB → CD,

• A → BC,

• A → a,

• A → ε

A,B, C, D ∈ N , a ∈ Σ, ε je prázdný řetězec.

Věta 2.5.1 Každou gramatiku G typu 0 je možné transformovat na ekvivalentńı gra-
matiku H v Kurodově normálńı formě takovou, že L(G) = L(H).
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Kapitola 3

Modely pro popis jazyk̊u

V této kapitole budou představeny formálńı modely potřebné pro budoućı konstrukce gra-
matik a zásobńık̊u nad volnou grupou. Bezkontextové gramatiky byly definovány výše,
seznamme se tedy s E0L gramatikou.

3.1 L systémy

L systémy poprvé představil Aristid Lindenmayer v roce 1968 [18]. Původně se jednalo o
paralelńı přepisovaćı systém modeluj́ıćı v́ıcebuněčné organismy. Základńı myšlenka těchto
systémů našla využit́ı i v teoretické informatice. Vznikaj́ı nové jazyky založené na 0L, D0L,
P0L, E0L a daľśıch gramatikách. Zvláštnost́ı většiny tř́ıd jazyk̊u, které jsou přij́ımány gra-
matikami založenými na 0L systémech, je jejich pozice v Chomského hierarchii - jednotlivé
tř́ıdy mohou překrývat a přitom žádnou z nich nepokrývaj́ı.

Nás bude zaj́ımat tř́ıda jazyk̊u přij́ımaná E0L gramatikami, která lež́ı nad tř́ıdou bezkon-
textových jazyk̊u, ale nepokrývá celou tř́ıdu jazyk̊u kontextových. Vhodnou modifikaćı,
která bude představena později, se pokuśıme śılu jazyk̊u E0L gramatik zvýšit na śılu
Turingových stroj̊u.

3.2 0L systém

0L systém, nebo také 0L gramatika, je trojice G = (Σ, P, w), kde

• Σ je konečná množina terminálńıch symbol̊u (abeceda)

• P je konečná množina pravidel tvaru a → x, a ∈ Σ, x ∈ Σ∗

• w ∈ Σ∗ je počátečńı (startovaćı) řetězec, označuje se také jako axiom gramatiky

3.3 D0L systém

Necht’ G = (Σ, P, w) je 0L systém. Pokud pro každé a ∈ Σ existuje právě jedno pravidlo
a → x ∈ P, x ∈ Σ∗. Potom G je D0L systém (D - ”deterministic”).
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3.4 P0L systém

Necht’ G = (Σ, P, w) je 0L systém. Pokud pro každé pravidlo a → x ∈ P plat́ı x 6= ε. Potom
G je P0L systém (P - ”propagating”).

Definice 3.4.1 Necht’ G = (Σ, P, w) je 0L systém a u, v jsou řetězce ze Σ∗. Mezi řetězci
u a v plat́ı relace ⇒G, nazývaná př́ımá derivace, jestliže můžeme řetězce u a v vyjádřit ve
tvaru:

u = a1a2 . . . an

v = b1b2 . . . bn

ai ∈ Σ, bi ∈ Σ∗ a ai → bi ∈ P pro 1 ≤ i ≤ n.

Plat́ı-li mezi řetězci u a v relace př́ımé derivace, pak ṕı̌seme u ⇒G v a ř́ıkáme, že řetězec v
lze př́ımo generovat z řetězce u v gramatice (systému) G. Je-li z kontextu zřejmé, že jde o
derivaci v gramatice G, pak nemuśıme specifikaci gramatiky (systému) pod symbolem ⇒
uvádět.

Definice 3.4.2 Necht’ G = (Σ, P, w) je 0L systém a u, v jsou řetězce ze Σ∗. Mezi řetězci
u a v plat́ı relace ⇒+ nazývaná derivace, jestliže existuje posloupnost př́ımých derivaćı
xi−1 ⇒ xi, 1 ≤ i ≤ n taková, že plat́ı:

u = x0 ⇒ x1 ⇒ · · · ⇒ xn−1 ⇒ xn = v.

Tuto posloupnost nazýváme derivaćı délky n. Plat́ı-li u ⇒+ v, pak ř́ıkáme, že řetězec v
lze generovat z řetězce u v systému G. Relace ⇒+ je tranzitivńım uzávěrem relace př́ımé
derivace ⇒. Symbolem ⇒n znač́ıme n-tou mocninu relace ⇒.

Definice 3.4.3 Jestliže v 0L systému G plat́ı pro řetězce u a v relace u ⇒+ v nebo identita
u = v, pak ṕı̌seme u ⇒∗ v. Relace ⇒∗ je tranzitivńım a reflexivńım uzávěrem relace př́ımé
derivace ⇒.

Definice 3.4.4 Necht’ G = (Σ, P, w) je 0L systém. Řetězec u ∈ Σ∗ nazýváme větnou for-
mou, jestliže plat́ı w ⇒∗ u, tj. řetězec u je generovatelný z axiomu w. V 0L systémech
se každá větná forma nazývá věta. Jazyk L(G), generovaný systémem G, je definován
množinou všech vět

L(G) = {u|w ⇒∗ u, u ∈ Σ∗}

Př́ıklad 3.4.1 Mějme 0L systém G = (Σ, P, aa), kde

• Σ = {a, b, c},

• P = {
p1: a → ac,
p2: a → bc,
p3: c → ε}

Derivace v této gramatice může být např́ıklad:

aa ⇒ acac[p1, p1] ⇒ bcac[p2, p3, p1, p3]
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Př́ıklad 3.4.2 Mějme D0L systém G = (Σ, P, ab), kde

• Σ = {a, b, c},

• P = {
p1: a → ac,
p2: b → bc,
p3: c → ε}

Derivace v této gramatice může být např́ıklad:

ab ⇒ acbc[p1, p2] ⇒ acbc[p1, p3, p2, p3]

Př́ıklad 3.4.3 Mějme P0L systém G = (Σ, P, ab), kde

• Σ = {a, b, c},

• P = {
p1: a → ac,
p2: b → bc,
p3: c → aa}

Derivace v této gramatice může být např́ıklad:

ab ⇒ acbc[p1, p2] ⇒ acaabcaa[p1, p3, p2, p3]

Př́ıklad 3.4.4 Mějme 0L systém G = ({a}, {a → aa}, a). Tento 0L systém je zároveň
PD0L systémem a přij́ımá jazyk L(G) = {a2n

: n ≥ 0}.

3.4.1 E0L systém

E0L systém, nebo také E0L gramatika, je čtveřice G = (V,Σ, P, w), kde

• V je konečná množina symbol̊u

• Σ ⊆ V je konečná podmnožina terminálńıch symbol̊u

• P je konečná množina pravidel tvaru a → x, a ∈ V, x ∈ V ∗

• w ∈ V ∗ je počátečńı (startovaćı) řetězec, označuje se také jako axiom gramatiky

Definice 3.4.1 Necht’ G = (V,Σ, P, w) je E0L systém a necht’ λ a µ jsou řetězce z V ∗.
Mezi řetězci λ a µ plat́ı relace ⇒G, nazývaná př́ımá derivace, jestliže můžeme řetězce λ a
µ vyjádřit ve tvaru

λ = x1x2 . . . xn

µ = y1y2 . . . yn

kde xi ∈ V, yi ∈ V ∗ a xi → yi ∈ P pro 1 ≤ i ≤ n.

Plat́ı-li mezi řetězci λ a µ relace př́ımé derivace, pak ṕı̌seme λ ⇒G µ a ř́ıkáme, že řetězec
µ lze př́ımo generovat z řetězce λ v systému G.
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Definice 3.4.2 Necht’ G = (N,Σ, P, w) je E0L systém a λ a µ jsou řetězce z V ∗. Mezi
řetězci λ a µ plat́ı relace ⇒+ nazývaná derivace, jestliže existuje posloupnost př́ımých
derivaćı vi−1 ⇒ vi 1 ≤ i ≤ n taková, že plat́ı:

λ = v0 ⇒ v1 ⇒ · · · ⇒ vn−1 ⇒ vn = µ.

Tuto posloupnost nazýváme derivaćı délky n. Plat́ı-li λ ⇒+ µ, pak ř́ıkáme, že řetězec µ
lze generovat z řetězce λ v systému G. Relace ⇒+ je tranzitivńım uzávěrem relace př́ımé
derivace ⇒. Symbolem ⇒n znač́ıme n-tou mocninu relace ⇒.

Definice 3.4.3 Jestliže v systému G plat́ı pro řetězce λ a µ relace λ ⇒+ µ nebo identita
λ = µ, pak ṕı̌seme λ ⇒∗ µ. Relace ⇒∗ je tranzitivńım a reflexivńım uzávěrem relace př́ımé
derivace ⇒.

Definice 3.4.4 Necht’ G = (V,Σ, P, w) je E0L systém. Řetězec α ∈ V ∗ nazýváme větnou
formou, jestliže plat́ı S ⇒∗ α, tj. řetězec α je generovatelný z axiomu w. Větná forma, která
obsahuje pouze terminálńı symboly, se nazývá věta. Jazyk L(G), generovaný systémem G,
je definován množinou všech vět

L(G) = {u|w ⇒∗ u, u ∈ Σ∗}.

E0L systémy jsou jednou z výjimek, které nelze zařadit do Chomského hierarchie.
E0L systémy svoj́ı vyjadřovaćı schopnost́ı přesahuj́ı množinu bezkontextových jazyk̊u, ale
zároveň nepopisuj́ı všechny kontextové jazyky.

Př́ıklad 3.4.5 Mějme E0L systém G = (V,Σ, P, aAa), kde

• V = {A},

• Σ = {a, b},

• P = {
p1: a → aa,
p2: A → bAb,
p3: b → b,
p4: A → ε}

Derivace v této gramatice může být např́ıklad:

aAa ⇒ aabAbaa[p1, p2, p1] ⇒ aaaabbaaaa[p1, p1, p3, p4, p3, p1, p1]

Poznámka: daľśı gramatiky založené na 0L systémech (ET0L, CT0L, FEP0L, atd.) a
vztahy mezi nimi lze naj́ıt v [28] a [25].

3.5 Frontové gramatiky

Na konci této práce budou představeny oboustranné zásobńıkové automaty nad volnou
grupou, k jejich konstrukci bude zapotřeb́ı definovat následuj́ıćı pojmy: zleva rozš́ı̌rená fron-
tová gramatika a rozš́ı̌rený zásobńıkový automat, o těchto formálńıch modelech pojednává
tato a následuj́ıćı podkapitola. Frontové gramatiky a zleva rozš́ı̌rené frontové gramatiky
popisuj́ı tř́ıdu rekurzivně vyč́ıslitelných jazyk̊u, v́ıce lze nalézt v [23].
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3.5.1 Frontová gramatika

Definice 3.5.5 Frontová gramatika (viz [15]) je šestice, Q = (V, T,W, F, s, P ), kde V a
W jsou totálńı abecedy takové, že V ∩ W = ∅, T ⊆ V , F ⊆ W , s ∈ (V − T )(W − F ) je
výchoźı (startovaćı) axiom a P ⊆ V × (W − F )× V ∗ ×W je konečná relace taková, že pro
každé a ∈ V existuje nějaký prvek (a, b, x, c) ∈ P .

Jestliže u, v ∈ V ∗W , u = arb, v = rxc, a ∈ V , r, x ∈ V ∗, b, c ∈ W a (a, b, x, c) ∈ P ,
potom u ⇒ v v Q. Symbolem ⇒ je označována relace př́ımé derivace v Q. Obvyklým
zp̊usobem jsou pak definovány relace ⇒n, ⇒+ a ⇒∗.

Jazyk generovaný frontovou gramatikou Q, L(Q), je definován jako

L(Q) = {w|s ⇒∗ wf, w ∈ T ∗, f ∈ F}.
Konstrukce oboustranného zásobńıkového automatu nad volnou grupou vycháźı z mod-

ifikace této frontové gramatiky, která byla představena v [23].

Označme tř́ıdu jazyk̊u generovaných frontovými gramatikami jako QG. Potom plat́ı
následuj́ıćı věta.

Věta 3.5.1 QG = RE. Důkaz je možné nalézt v [15].

Př́ıklad 3.5.6 Mějme frontovou gramatiku G = (V, T, W, F, s, P ), kde

• V = {S, A, a, b},

• T = {a, b},

• W = {Q, f},

• F = {f},

• s = SQ,

• P = {
p1: (S, Q, Aaa,Q),
p2: (A,Q, bb, f)}

Potom v této gramatice existuje posloupnost derivaćı:

s = SQ ⇒ AaaQ[p1] ⇒ aabbf [p2]

která generuje větu aabb.

3.5.2 Zleva rozš́ı̌rená frontová gramatika

Definice 3.5.6 Zleva rozš́ıřená frontová gramatika je šestice, Q = (V, T, W, F, s, P ), kde
V, T,W, F a s maj́ı stejný význam jako v př́ıpadě frontové gramatiky. Množina pravidel
P je definována jako konečná relace P ⊆ V × (W − F ) × V ∗ × W . Na rozd́ıl od frontové
gramatiky striktně nevyžaduje, aby pro každé a ∈ V existoval nějaký prvek (a, b, x, c) v P .

Předpokládejme dále, že # 6∈ V ∪ W . Jestliže u, v ∈ V ∗{#}V ∗W , kde u = w#arb,
v = wa#rxc, a ∈ V , r, x, w ∈ V ∗, b, c ∈ W a (a, b, x, c) ∈ P , potom u ⇒ v v Q. Standardńım
zp̊usobem jsou pak také definovány relace ⇒n, kde n ≥ 0, ⇒+ a ⇒∗.

Jazyk generovaný zleva rozš́ı̌renou frontovou gramatikou je definován jako

L(Q) = {v|#s ⇒∗ w#vf, w ∈ V ∗, v ∈ T ∗, f ∈ F}.
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Př́ıklad 3.5.7 Mějme zleva rozš́ı̌renou frontovou gramatiku G = (V, T, W, F, s, P ), kde

• V = {S, A, a, b},

• T = {a, b},

• W = {Q, f},

• F = {f},

• s = SQ,

• P = {
p1: (S, Q, Aaa,Q),
p2: (A,Q, bb, f)}

Potom v této gramatice existuje posloupnost derivaćı:

#s = #SQ ⇒ S#AaaQ[p1] ⇒ AS#aabbf [p2]

která generuje větu aabb.

Následuj́ıćı pomocná věta bude použita při konstrukci oboustranného zásobńıkového
automatu nad volnou grupou.

Lemma 3.1 Pro každý rekurzivně vyč́ıslitelný jazyk L existuje zleva rozš́ı̌rená frontová
gramatika Q taková, že L = L(Q) a pro každé pravidlo (a, b, x, c) ∈ P plat́ı a ∈ (V − T ),
b ∈ (W − F ), x ∈ ((V − T )∗ ∪ T ∗). Důkaz viz [21].

Důsledek 3.5.1 Necht’ G = (V, T,W, F, Sq0, P ) je zleva rozš́ı̌rená frontová gramatika
splňuj́ıćı vlastnosti popsané v lemma 3.1. Tato gramatika G generuje každou větu w ∈ L(G)
následuj́ıćım zp̊usobem

#Sq0

⇒ x1#y1q1 [p1]
⇒ x2#y2q2 [p2]

...
⇒ xk#ykqk [pk]
⇒ xk+1#yk+1z1qk+1 [pk+1]

...
⇒ xk+j−1#yk+j−1zj−1qk+j−1 [pk+j−1]
⇒ xk+j#yk+jzjqk+j [pk+j ]
⇒ xk+jyk+j#zj+1qk+j+1 [pk+j+1]

kde x1, . . . , xk+j ∈ (V − T )∗, y1, . . . , yk+j−1 ∈ (V − T )∗, yk+j ∈ (V − T ), z1, . . . , zj+1 ∈ T ∗,
zj+1 = w, q1, . . . , qk+j ∈ (W − F ), qk+j+1 ∈ F . p1, . . . , pk jsou tvaru (A, q, x, p), kde
A ∈ (V − T ), p, q ∈ (W − F ) and x ∈ (V − T )∗. pk+1, . . . , pk+j jsou tvaru (A, q, y, p), kde
A ∈ (V −T ), p, q ∈ (W−F ) a y ∈ T ∗. Posledńı použité pravidlo, pk+j+1, je tvaru (A, p, y, t),
kde A ∈ (V − T ), p ∈ (W − F ), y ∈ T ∗ a t ∈ F .
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Př́ıklad 3.5.8 Uvažujme zleva rozš́ı̌renou frontovou gramatiku splňuj́ıćı výše zavedené
lemma 3.1 G = (V, T, W, F, s, P ), kde

• V = {S, A,B, a, b},

• T = {a, b},

• W = {Q, f},

• F = {f},

• s = SQ,

• P = {
p1: (S, Q, AB, Q),
p2: (A,Q, aa,Q),
p3: (B,Q, bb, f)}

Potom v této gramatice G existuje posloupnost derivaćı:

#s = #SQ ⇒ S#ABQ[p1] ⇒ SA#BaaQ[p2] ⇒ SAB#aabbf [p3]

která generuje větu aabb. Všimněme si, že třet́ı komponenta pravidel je vždy řetězec pouze
nonterminálńıch symbol̊u nebo pouze řetězec terminálńıch symbol̊u.

3.6 Zásobńıkové automaty

Posledńı formálńı model, který v této práci bude modifikován je zásobńıkový automat, v
tomto př́ıpadě kromě přidáńı vlastnost́ı volné grupy se bude modifikace týkat i samotné
struktury modelu.

Bude změněn zásobńık a to tak, aby byl schopný vkládat symboly nebo řetězce vstupńı
abecedy z obou stran. Vznikne tak modifikace nazvaná oboustranný zásobńıkový automat
a rozš́ı̌rený oboustranný zásobńıkový automat. Pro účel konstrukce obou zmı́něných modi-
fikaćı uvád́ım pro úplnost definice nemodifikovaných verźı zásobńıkových automat̊u.

3.6.1 Zásobńıkový automat

Definice 3.6.7 Zásobńıkový automat je sedmice M = (Q,Σ,Γ, R, s, S, F ), kde

• Q je konečná množina stav̊u

• Σ je konečná vstupńı abeceda

• Γ je konečná zásobńıková abeceda

• R je konečná množina pravidel tvaru Apa → wq,
kde A ∈ Γ, p, q ∈ Q, a ∈ Σ ∪ {ε} a w ∈ Γ∗

• s ∈ Q je počátečńı stav

• S ∈ Γ je počátečńı symbol zásobńıku

• F ⊆ Q je množina koncových stav̊u
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Konfiguraćı zásobńıkového automatu M rozumı́me řetězec xpy, kde p, q ∈ Q, A ∈ Γ,
x, v, w ∈ Γ∗, a ∈ Σ a y ∈ Σ∗. Pokud xApay a xwqy jsou dvě konfigurace a Apa → wq ∈ R,
pak automat M provád́ı přechod z konfigurace xApay do konfigurace xwqy podle pravidla
Apa → wq a ṕı̌seme

xApay `M xwqy[Apa → wq]

nebo stručněji xApay ` xwqy. Symboly `n, `+ a `∗ označuj́ı postupně posloupnost přechod̊u
délky n, n ≥ 0, tranzitivńı uzávěr a reflexivńı-tranzitivńı uzávěr relace přechodu `.

Jazyk přij́ımaný automatem M může být definován třemi zp̊usoby:

1. přechodem do koncového stavu:

L(Mf ) = {w|w ∈ Σ∗ ∧ Ssw `∗ rf , kde f ∈ F, r ∈ Γ∗}

2. s vyprázdněńım zásobńıku:

L(Me) = {w|w ∈ Σ∗ ∧ Ssw `∗ p, kde p ∈ Q}

3. přechodem do koncového stavu a s vyprázdněńım zásobńıku:

L(Mfe) = {w|w ∈ Σ∗ ∧ Ssw `∗ f, kde f ∈ F}

Plat́ı, že všechny tři zp̊usoby přij́ımáńı zásobńıkového automatu jsou si ekvivalentńı a lze se-
strojit ke každému zásobńıkovému automatu všechny varianty: L(Mf ) = L(Me) = L(Mfe).

Zásobńıkové automaty popisuj́ı tř́ıdu bezkontextových jazyk̊u (dokázáno na straně 486 v
[19]).

Př́ıklad 3.6.9 Uvažujme zásobńıkový automat M = (Q,Σ,Γ, R, s, S, F ), který přij́ımá
přechodem do koncového stavu a s vyprázdněńım zásobńıku a kde

• Q = {s, p, q, f},

• Σ = {a, b},

• Γ = {a, S},

• R = {
p1: Ssa → Sap,
p2: apa → aap,
p3: apb → q,
p4: aqb → q,
p5: Sq → f},

• F = {f}

Přijet́ı věty aabb pak bude provedeno následovně:

Ssaabb ` Sapabb[p1] ` Saapbb[p2] ` Saqb[p3] ` Sq[p4] ` f [p5]

3.6.2 Rozš́ı̌rený zásobńıkový automat

Rozš́ı̌rený zásobńıkový automat se od klasického zásobńıkového automatu lǐśı t́ım, že ze
vstupńı pásky může č́ıst i řetězce.
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Definice 3.6.8 Rozš́ıřený zásobńıkový automat je sedmice N = (Q,Σ,Γ, R, s, S, F ), kde

• Q je konečná množina stav̊u

• Σ je konečná vstupńı abeceda

• Γ je konečná zásobńıková abeceda

• R je konečná množina pravidel tvaru vpa → wq,
kde p, q ∈ Q, a ∈ Σ ∪ {ε}, a v, w ∈ Γ∗

• s ∈ Q je počátečńı stav

• S ∈ Γ je počátečńı symbol zásobńıku

• F ⊆ Q je množina koncových stav̊u

Konfiguraćı zásobńıkového automatu N rozumı́me řetězec xpy, kde p, q ∈ Q, x, v, w ∈ Γ∗,
a ∈ Σ a y ∈ Σ∗. Pokud xvpay a xwqy jsou dvě konfigurace a vpa → wq ∈ R, pak automat
N provád́ı přechod z konfigurace xvpay do konfigurace xwqy podle pravidla vpa → wq a
ṕı̌seme

xvpay `N xwqy[vpa → wq]

nebo stručněji xvpay ` xwqy. Symboly `n, `+ a `∗ označuj́ı postupně posloupnost přechod̊u
délky n, n ≥ 0, tranzitivńı uzávěr a reflexivńı-tranzitivńı uzávěr relace přechodu `.

Jazyk přij́ımaný automatem N je definován třemi zp̊usoby stejně jako zásobńıkový au-
tomat M .

1. přechodem do koncového stavu: L(Mf ) = {w|w ∈ Σ∗∧Ssw `∗ rf, kde f ∈ F, r ∈ Γ∗}

2. s vyprázdněńım zásobńıku: L(Me) = {w|w ∈ Σ∗ ∧ Ssw `∗ p, kde p ∈ Q}

3. přechodem do koncového stavu a s vyprázdněńım zásobńıku: L(Mfe) = {w|w ∈ Σ∗ ∧
Ssw `∗ f, kde f ∈ F}

Plat́ı, že všechny tři zp̊usoby přij́ımáńı rozš́ı̌reného zásobńıkového automatu jsou si ekviva-
lentńı a lze sestrojit ke každému rozš́ı̌renému zásobńıkovému automatu všechny varianty:
L(Mf ) = L(Me) = L(Mfe).

Rozš́ı̌reńı tohoto zásobńıkového automatu spoč́ıvá ve schopnosti č́ıst ze vstupu nejen sym-
boly ale i řetězce.

Dále plat́ı, že každý rozš́ı̌rený zásobńıkový automat MEPDA lze převést na klasický zásobńı-
kový automat MPDA a opačně. Plat́ı tedy, že L(MEPDA) = L(MPDA), což bylo dokázáno
na straně 419 v [19].

Rozš́ı̌rené zásobńıkové automaty popisuj́ı tř́ıdu bezkontextových jazyk̊u (dokázáno na straně
486 v [19]).
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Př́ıklad 3.6.10 Uvažujme rozš́ı̌rený zásobńıkový automat M = (Q,Σ,Γ, R, s, S, F ), který
přij́ımá přechodem do koncového stavu a s vyprázdněńım zásobńıku a kde

• Q = {s, f},

• Σ = {a, b},

• Γ = {a, b, S, C},

• R = {
p1: sa → as,
p2: sb → bs,
p3: s → Cs,
p4: aCsa → Cs,
p5: bCsb → Cs,
p6: SCs → f},

• F = {f}

Přijet́ı věty abba pak bude provedeno následovně:

Ssabba ` Sasbba[p1] ` Sabsba[p2] ` SabCsba[p3] ` SaCsa[p5] ` SCs[p4] ` f [p6]
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Kapitola 4

Úvod do základńıch algebraických
struktur

Při definici pojmu E0L gramatika nad volnou grupou a bezkontextová gramatika nad volnou
grupou se neobejdeme bez znalosti základńıch algebraických struktur. Jedná se zejména o
binárńı operace, grupoidy, pologrupy, monoidy a grupy. Na konci této kapitoly uvedeme
definici volné grupy, kterou poté spoj́ıme s E0L gramatikou a gramatikou bezkontextovou.
U nově vzniklých struktur budeme zkoumat jejich schopnosti generovat jazyky.

Vı́ce ze základ̊u obecné algebry lze nalézt v [17] nebo [14].

4.1 Finitárńı algebraické operace

Základńım pojmem ve výše uvedených strukturách je pojem algebraické operace. Mějme
dáno celé nezáporné č́ıslo n a množinu M . Řekneme, že na množině M je definována n−árńı
algebraická operace ◦, když každé uspořádané n−tici prvk̊u a1, a2, . . . , an ∈ M je přǐrazen
jednoznačně určený prvek z M . Tento prvek nazveme výsledkem operace ◦ na dané prvky
a budeme jej označovat symbolem a1a2 . . . an◦. Č́ıslo n nazýváme aritou operace ◦.

Definice 4.1.1 Nulárńı operaćı na množině M nazýváme zobrazeńı ◦ : M0 → M , jehož
výsledkem je jeden z prvk̊u množiny M , který neńı závislý na volbě prvk̊u z M .

Tuto operaci můžeme chápat jako vyčleněńı jednoho význačného prvku z množiny M .

Definice 4.1.2 Unárńı operaćı na množině M nazýváme zobrazeńı ◦ : M → M , které
každému prvku a ∈ M přǐrazuje právě jeden prvek a◦ ∈ M .

Definice 4.1.3 Binárńı operaćı na množině M nazýváme zobrazeńı ◦ : M2 → M . Prvek
a ◦ b, kde a, b, a ◦ b ∈ M , nazýváme kompozićı prvk̊u a, b vzhledem k binárńı operaci na
množině M .

Podle základńıch požadavk̊u kladených na binárńı operace na dané množině dostáváme
objekty s r̊uznými algebraickými vlastnostmi. Tyto objekty nazýváme algebraické
struktury. Binárńı operace na určité množině, které splňuj́ı axiómy př́ıslušné algebraické
struktury, nazýváme operacemi této struktury.
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4.2 Axiomy binárńıch operaćı

Každý axiom budeme chápat jako požadavek, který na danou binárńı operaci klademe.
Uvažujme binárńı operaci ◦ a množinu M . Nyńı uved’me základńı axiomy, které nás budou
v souvislosti s naš́ı problematikou zaj́ımat.

A0 Uzavřenost operace: ke každé dvojici prvk̊u a, b ∈ M přǐrazujeme prvek c = a ◦ b.
Plat́ı c ∈ M .

A1 Asociativńı zákon: Operace ◦ splňuje asociativńı zákon, pokud (a ◦ b) ◦ c = a ◦ (b ◦ c),
kde a, b, c ∈ M .

A2 Existence neutrálńıho prvku: existuje takový prvek e ∈ M , pro který plat́ı e ◦ a =
a ◦ e = a pro všechna a ∈ M .

A3 Existence inverzńıho prvku: ke každému prvku a ∈ M existuje tzv. inverzńı prvek
a ∈ M takový, že plat́ı a ◦ a = a ◦ a = e, kde e ∈ M je neutrálńı prvek operace ◦ na
množině M podle axiomu A2.

Poznamenejme, že existuj́ı daľśı axiomy definuj́ıćı daľśı vlastnosti kladené a operace. My
si však v tomto textu vystač́ıme s výše uvedenými a daľśı proto nebudeme uvádět.

4.3 Grupoidy, pologrupy, monoidy a grupy

Než si definujeme volnou grupu, která nás jakožto algebraická struktura bude v tomto
výkladu předevš́ım zaj́ımat, muśıme si definovat i struktury, ze kterých bude definice volné
grupy vycházet.

Definice 4.3.4 Algebraická struktura (M, ◦) definována binárńı operaćı ◦ na množině M
se nazývá grupoid, pokud operace ◦ splňuje axiom A0 uzavřenosti operace.

Definice 4.3.5 Algebraická struktura (M, ◦) jej́ıž operace splňuje axiom A0 uzavřenosti
operace a asociativńı zákon podle axiomu A1 se nazývá pologrupa. Ekvivalentńı název je
též asociativńı grupoid.

Definice 4.3.6 Algebraická struktura (M, ◦, ε) jej́ıž operace splňuje axiomy A0, A1 a A2

se nazývá monoid s neutrálńım prvkem ε. Ekvivalentńı název je též pologrupa s neutrálńım
prvkem.

Výběr neutrálńıho prvku můžeme chápat jako definici určité nulárńı operace na množině
M , která dává jako sv̊uj výsledek právě prvek ε ∈ M .

Definice 4.3.7 Algebraická struktura (M, ◦, ε,−1 ), která splňuje axiomy A0, A1, A2 a
A3, se nazývá grupa.

Grupu můžeme chápat jako monoid obsahuj́ıćı ke každému prvku a ∈ M prvek inverzńı
a ∈ M , kde jeho přǐrazeńı každému prvku můžeme provést definićı unárńı operace
−1 : M → M .
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Poznamenejme, že existuj́ı daľśı algebraické struktury, které se lǐśı počtem binárńıch
operaćı, př́ıpadně daľśımi axiomy, které muśı jejich operace splňovat. Operace mohou být
v obecném př́ıpadě n−árńı a jejich arity mohou být navzájem r̊uzné. Tyto struktury však
nevyužijeme a proto je ani nebudeme uvádět.
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Kapitola 5

Volné grupy

Definujme si konečně strukturu volné grupy, která nás bude v souvislosti s našim výzkumem
zaj́ımat. Uved’me nejprve, jak je definována volná varianta struktury jednodušš́ı — tedy
monoidu.

5.1 Volný monoid

Volný monoid na množině V je monoid, jehož prvky jsou všechny konečné řetězce složené
z prvk̊u množiny V za pomoci binárńı operace konkatenace včetně prázdného řetězce ε,
který je neutrálńım prvkem. Tyto řetězce často nazýváme slova a množinu všech slov nad
množinou V znač́ıme V ∗.

Definujme nyńı výše uvedené formálně.

Definice 5.1.1 Množina V se nazývá volná báze monoidu G, jestliže V generuje G a
každé zobrazeńı f : V → H, kde H je monoid, lze rozš́ı̌rit na homomorfismus g : G → H.
Monoid G se nazývá volný, jestliže má alespoň jednu volnou bázi.

Volný monoid generovaný množinou generátor̊u V pomoćı operace konkatenace je v teorii
formálńıch jazyk̊u značen jednoduše symbolem V ∗.

Př́ıklad 5.1.1 Uvažujme množinu V = {a, b, c}. Potom prvky volného monoidu budou
všechny řetězce složené z prvk̊u množiny V . Např́ıklad abc, ε, abcc, a, cbcc ∈ V ∗.

5.2 Volná grupa

Podobně jako v př́ıpadě volného monoidu, definujme si pojem volné grupy nejprve ne-
formálně. Volná grupa na množině M je grupa, jej́ıž prvky jsou všechny konečné řetězce
složené z prvk̊u množiny M za pomoci binárńı operace konkatenace a to včetně prázdného
řetězce ε, který je neutrálńım prvkem. Připomeňme, že aby se jednalo o grupu, muśı množina
M ke každému svému prvku obsahovat prvek inverzńı (výjimku tvoř́ı pouze neutrálńı prvek,
který je inverzńı sám k sobě).

Uved’me si formálńı definici.
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Definice 5.2.2 Množina V se nazývá volná báze grupy G, jestliže V generuje G a každé
zobrazeńı f : V → H, kde H je grupa, lze rozš́ı̌rit na homomorfismus g : G → H. Grupa G
se nazývá volná, jestliže má (alespoň jednu) volnou bázi.

Aby nedošlo k záměně označeńı volného monoidu a volné grupy, stanovme si zde, že volnou
grupu generovanou množinou generátor̊u V pomoćı operace konkatenace budeme značit
jednoduše symbolem V ◦. Protože množina V obsahuje ke každému prvku i prvek inverzńı,
mohou se všechny prvky z V vyskytovat v jednotlivých slovech množiny V ◦. Každé slovo,
které obsahuje dvojice xx nebo xx, lze dále redukovat až k jejich úplnému odstraněńı. Slovo,
které neobsahuje žádné výše uvedené dvojice prvk̊u vzájemně inverzńıch, se potom nazývá
redukované. Lze dokázat, že každému slovu odpov́ıdá pouze jediné slovo redukované a to
bez ohledu na pořad́ı redukćı jednotlivých dvojic vzájemně inverzńıch symbol̊u. Důkaz je
možné naj́ıt např. v [12].

V pozděǰśım spojeńı gramatiky a volné grupy však budeme možnost redukce dvojic vzájemně
inverzńıch symbol̊u hojně využ́ıvat. Zvláště d̊uležitým prvkem se stane inverzńı řetězec.

Definice 5.2.3 Necht’ w = w1 . . . wn je řetězec z V ◦, kde w1, . . . wn ∈ V , n ≥ 0, potom
inverzńı řetězec k řetězci w je definován jako w = wn . . . w1, kde w1, . . . , wn ∈ V a tedy
w ∈ V ◦.

Př́ıklad 5.2.2 Uvažujme množinu V = {a, b, c, a, b, c}, potom inverzńı řetězec k řetězci
bcaa ∈ V ◦ je roven řetězci aacb ∈ V ◦. Protože aa = aa = ε, bb = bb = ε a cc = cc = ε, je
zřejmé, že spojeńım obou řetězc̊u źıskáme bcaaaacb = aacbbcaa = ε.

Definice 5.2.4 Necht’ w je řetězec z V ◦ a w je inverzńı řetězec k řetězci w. Při jejich
konkatenaci dojde k následnému vyrušeńı ww = ε a ww = ε, tento jev založený na konkate-
naci vzájemně inverzńıch symbol̊u budeme označovat jako redukci.

Př́ıklad 5.2.3 Uvažujme opět množinu V = {a, b, c, a, b, c}, kde inverzńı prvek ke každému
prvku x ∈ V je prvek x ∈ V . Každý prvek množiny V má tedy sv̊uj inverzńı protěǰsek a tak
lze množinu V použ́ıt jako generátor volné grupy V ◦. Prvky volné grupy V ◦ jsou všechny
řetězce složené z prvk̊u množiny V . Např́ıklad abc, ε, abc, abc, cacbcc ∈ V ◦.
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Kapitola 6

Gramatiky nad volnými grupami

V této kapitole budou představeny nové formálńı modely založené na gramatikách. Stan-
dardně jsou derivace v gramatikách definovány nad volným monoidem generovaným množi-
nami terminálńıch a nonterminálnich symbol̊u (totálńı abecedou) operaćı konkatenace. V
této práci provedeme modifikaci derivace a to tak, že ji budeme definovat nad volnou grupou.
Dále se budeme zabývat generativńı silou takto modifikovaných gramatik. Jako prvńı př́ıpad
prozkoumáme modifikaci bezkontextových gramatik. Budeme vycházet z gramatik typu 0,
popsaných Kurodovou normálńı formou, představ́ıme konstrukci, která danou gramatiku v
Kurodově normálńı formě transformuje na gramatiku bezkontextovou nad volnou grupou.
Podobně budeme transformovat i E0L gramatiky.

Tato kapitola byla ve velkém měř́ıtku inspirovaná [24].

6.1 Bezkontextové gramatiky nad volnými grupami

Výše jsme si uvedli matematické a algebraické základy formálně, zde zavedeme určité
zjednodušeńı. Uvažujme libovolnou abecedu V . Zd̊urazněme znovu, že symbolem V ◦ budeme
označovat volnou grupu generovanou množinou generátor̊u V operaćı konkatenace. Přitom
plat́ı, že pro každý symbol x ∈ V existuje právě jeden inverzńı symbol x ∈ V . Prázdný
řetězec ε ∈ V ◦ je neutrálńım prvkem.

Spojeńım bezkontextové gramatiky a volné grupy generované totálńı abecedou této gra-
matiky źıskáme bezkontextovou gramatiku nad volnou grupou, kterou si nyńı definujeme.

Tato problematika byla bĺıže popsána v [3].

Definice 6.1.1 Bezkontextová gramatika nad volnou grupou (zkráceně CF◦) je čtveřice
Γ = (V,Σ, P, S), kde V , Σ a S má stejný význam jako v gramatikách bezkontextových.
Dále P je konečná množina pravidel tvaru A → x, kde A ∈ V − Σ a x ∈ V ∗.

Nás bude zaj́ımat hlavně schopnost struktury generovat jazyky. Naš́ım ćılem je
samozřejmě co nejvyšš́ı śıla — ideálně schopnost generovat celou tř́ıdu jazyk̊u typu 0.

Ještě než začneme s podrobným pr̊uzkumem, muśıme si definovat relaci př́ımé derivace
⇒◦.

6.1.1 Derivace v bezkontextové gramatice nad volnou grupou

Definice 6.1.2 Necht’ Γ = (V,Σ, P, S) je bezkontextová gramatika nad volnou grupou.
Mezi řetězci λ a µ plat́ı relace ⇒◦ zvaná př́ımá derivace, pokud oba řetězce můžeme vyjádřit

27



ve tvaru
λ = αAβ

µ = αxβ

a zároveň p = A → x ∈ P , kde α, β, x ∈ V ∗. Potom ṕı̌seme λ ⇒◦
Γ µ [p] a ř́ıkáme, že řetězec

λ př́ımo derivuje řetězec µ podle pravidla p v bezkontextové gramatice nad volnou grupou Γ.

V př́ıpadě bezprostředńıho výskytu dvojice xx nebo xx, kde x, x ∈ V , ve větné formě
se tato okamžitě redukuje podle pravidel popsaných výše. Protože je výsledná redukovaná
větná forma nezávislá na pořad́ı př́ıpadných redukćı jednotlivých dvojic vzájemně inverzńıch
symbol̊u, nečińı tento jev žádné problémy při generováńı vět jazyka.

Poznámka Tranzitivńı uzávěr ⇒◦+
Γ , reflexivńı a tranzitivńı uzávěr ⇒◦∗

Γ a derivace délky
n ⇒◦n

Γ jsou definovány zcela přirozeně stejným zp̊usobem jako v př́ıpadě běžných gramatik.
Podobně symbol Γ jako dolńı index symbolu zavedené relace nebudeme uvádět, pokud je z
kontextu zřejmé, o kterou bezkontextovou gramatiku nad volnou grupou se jedná.

6.1.2 Jazyk generovaný bezkontextovou gramatikou nad volnou grupou

Definice 6.1.3 Necht’ Γ = (V,Σ, P, S) je bezkontextová gramatika nad volnou grupou.
Řetězec α ∈ V ◦ nazýváme větnou formou, jestliže plat́ı S ⇒◦∗ α, tj. řetězec α je gen-
erovatelný ze startovaćıho symbolu S. Větná forma, která obsahuje pouze terminálńı sym-
boly, se nazývá věta. Jazyk L(Γ), generovaný bezkontextovou gramatikou nad volnou grupou,
je definován množinou všech vět

L(Γ) = {w | S ⇒◦∗ w ∧ w ∈ Σ∗}

generovatelných z výchoźıho symbolu této gramatiky.

6.1.3 Generativńı schopnosti bezkontextových gramatik nad volnými gru-
pami

Nyńı se budeme zabývat generativńımi schopnostmi nově zavedené struktury. Naš́ım ćılem
je ukázat, že pro každou gramatiku H typu 0 existuje ekvivalentńı bezkontextová gramatika
nad volnou grupou Γ taková, že L(H) = L(Γ).

Je tedy nutné naj́ıt určitý algoritmus transformace gramatik typu 0 na bezkontextové gra-
matiky nad volnými grupami.

Pravidla tvaru A → ε, která mohou být aplikována kdekoliv, p̊usob́ı pot́ıže při práci s
volnou grupou (konkrétně se jedná o simulaci kontextových pravidel), proto bylo z [22]
převzato následuj́ıćı lemma. To zajist́ı převedeńı pravidel tvaru A → ε na pravidla tvaru
A → B. Ke gramatice je poté přidána určitá režie, která zajist́ı přij́ımáńı p̊uvodńıho jazyka.
V této režii se vyskytuje pouze jedno pravidlo tvaru A → ε, jeho použit́ı je snadné ošetřit
a ve výsledné gramatice nad volnou grupou nečińı jeho výskyt pot́ıže. Vı́ce podrobnost́ı lze
nalézt v př́ıkladu konstrukce bezkontextové gramatiky nad volnou grupou. Nyńı si uvedeme
zmı́něné lemma.
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Lemma 6.1 Pro každou gramatiku H = (N,Σ, P, SH) typu 0 existuje ekvivalentńı gra-
matika G = (N ∪ {X, Y },Σ, P, SG) typu 0, kde {X, Y, SG} ∩ {N ∪ Σ} = ∅ taková, že jej́ı
množina přepisovaćıch pravidel obsahuje pouze pravidla tvaru:

(1) AB → CD pro A,B, C, D ∈ N

(2) A → x pro A ∈ N a x ∈ N2 ∪ Σ

(3) AY → Y A pro A ∈ N

(4) SG → XSH

(5) XY → X

(6) X → ε

Je zřejmé, že nová gramatika je v Kurodově normálńı formě a tedy jej́ı generativńı śıla bude
odpov́ıdat jazyk̊um typu 0.

Důkaz 6.1.1 Z d̊ukazu si uvedeme pouze konstrukci, kterou je též možné naj́ıt v [22].
Uvažujme gramatiku H = (NH ,Σ, PH , SH). Bez ztráty na obecnosti můžeme předpokládat,
že H je v Kurodově normálńı formě, tedy množina přepisovaćıch pravidel PH obsahuje pouze
pravidla tvaru

• AB → CD

• A → BC

• A → a

• A → ε

A,B, C ∈ NH , a ∈ Σ.

Nav́ıc předpokládejme, že {SG, X, Y } ∩ (NH ∪ Σ) = ∅. Definujme novou gramatiku
G = (NG,Σ, PG, SG), kde množina NG = NH ∪ {X, Y }. Množinu přepisovaćıch pravidel
PG zkonstruujeme následovně:

(1) pokud A → x ∈ PH , kde A ∈ NH a x ∈ N2
H ∪ Σ, potom přidej A → x do PG

(2) pokud AB → CD ∈ PH , kde A,B, C, D ∈ NH , potom přidej AB → CD do PG

(3) pokud A → ε ∈ PH , kde A ∈ NH , potom přidej A → Y do PG

(4) pro každé A ∈ NH přidej AY → Y A do PG

(5) přidej SG → XSH , XY → X a X → ε do PG

T́ım je konstrukce hotova.

Transformaćı gramatiky H na gramatiku G zajist́ıme, že se v nové gramatice G bude
vyskytovat pouze jediné pravidlo typu A → ε a to právě pro A = X. Všechna pravidla z
gramatiky H tvaru A → ε jsou v nové gramatice G převedena na pravidla A → Y .
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V gramatice G pomoćı pravidel AY → Y A zajist́ıme postupné předáváńı nonterminálu
Y na začátek větné formy, respektive za nonterminál X. Po takovémto přesunu se uplatńı
pravidlo XY → X. T́ım je provedena simulace pravidel A → ε z p̊uvodńı gramatiky H.

Zbývá zavést na začátek každé větné formy nonterminál X. To zajist́ı pravidlo SG →
XSH . Po vymazáńı všech nonterminál̊u Y je zapotřeb́ı odstranit i pomocný nonterminál X,
k tomuto účelu slouž́ı pravidlo X → ε. Pro lepš́ı pochopeńı je uveden následuj́ıćı př́ıklad.

Př́ıklad 6.1.1 Uvažujme gramatiku G = {NG,Σ, PG, SG}, kde

• NG = {SG, A, B},

• Σ = {a},

• PG = {
p1: SG → AB,
p2: AB → SGSG,
p3: A → a,
p4: B → ε}

Generováńı věty aa, na které ukážeme jak obě gramatiky provád́ı derivace, může prob́ıhat
následovně:

SG ⇒ AB[p1] ⇒ SGSG[p2] ⇒ ABSG[p1] ⇒ ABAB[p1] ⇒

aBAB[p3] ⇒ aAB[p4] ⇒ aaB[p3] ⇒ aa[p4]

Gramatika G obsahuje pravidlo p4, které má na pravé straně ε, budeme tedy tuto
gramatiku upravovat podle lemma 6.1 na gramatiku H. Podle výše uvedené konstrukce
bude nová gramatika H = {NH ,Σ, PH , SH}, kde

• NH = NG ∪ {SG, X, Y },

• PH = {
p1: SH → XSG, podle kroku (5)
p2: SG → AB, podle kroku (1)
p3: AB → SGSG, podle kroku (2)
p4: SGY → Y SG, podle kroku (4)
p5: AY → Y A, podle kroku (4)
p6: BY → Y B, podle kroku (4)
p7: A → a, podle kroku (1)
p8: X → ε, podle kroku (5)
p9: XY → X, podle kroku (5)
p10: B → Y } podle kroku (3)

Konstrukci gramatiky H vycházej́ıćı z gramatiky G máme hotovou, v tomto okamžiku
prozkoumáme jak lze, ale také jak nelze, v nové gramatice H generovat větu aa.

V prvńım př́ıpadě budeme zkoumat, jak se bude derivace vyv́ıjet, pokud budeme předčasně
aplikovat pravidlo tvaru X → ε.

SH ⇒ XSG[p1] ⇒ SG[p8] ⇒ AB[p2] ⇒ SGSG[p3] ⇒ ABSG[p2] ⇒ ABAB[p2] ⇒ AY AB[p10] ⇒
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Y AAB[p5] ⇒ Y AAY [p10] ⇒ Y AY A[p5] ⇒ Y Y AA[p5] ⇒ Y Y aA[p7] ⇒ Y Y aa[p7]

Jak můžeme vidět, pokud aplikujeme pravidlo p8 : X → ε v okamžiku, kdy lze ve větné
formě źıskat nějaký nonterminál Y , derivace se zablokuje a nonterminál̊u Y se už nelze
zbavit.

V daľśım př́ıkladě prozkoumáme, co se v derivačńım procesu stane, pokud předčasně
aplikujeme pravidlo tvaru A → a.

SH ⇒ XSG[p1] ⇒ XAB[p2] ⇒ XSGSG[p3] ⇒ XABSG[p2] ⇒ XABAB[p2] ⇒ XaBAB[p7] ⇒

XaBaB[p7] ⇒ XaY aB[p10] ⇒ XaY aY [p10]

Opět je derivace zablokována. Je zřejmé, že abychom se dokázali zbavit nonterminál̊u
Y , muśıme tak učinit předt́ım, než ve větné formě začneme generovat terminálńı symboly.

V posledńım př́ıkladě si konečně ukážeme správnou posloupnost pravidel, pomoćı kterých
vygenerujeme větu aa.

SH ⇒ XSG[p1] ⇒ XAB[p2] ⇒ XSGSG[p3] ⇒ XABSG[p2] ⇒ XABAB[p2] ⇒

XAY AB[p10] ⇒ XY AAB[p5] ⇒ XAAB[p9] ⇒ XAAY [p10] ⇒ XAY A[p5] ⇒ XY AA[p5] ⇒

XAA[p9] ⇒ XAa[p7] ⇒ Xaa[p7] ⇒ aa[p8]

Poznámka Připomeňme, že podle zavedených konvenćı z teorie formálńıch jazyk̊u je tř́ıda
všech jazyk̊u typu 0 značena symbolem RE. Označme CF◦ tř́ıdu všech jazyk̊u generovaných
bezkontextovými gramatikami nad volnými grupami (ekvivalentńı název by taktéž mohl být
,,tř́ıda všech jazyk̊u generovaných gramatikami typu 2 nad volnými grupami”).

V tuto chv́ıli již máme definováno vše potřebné a můžeme si tedy vyslovit následuj́ıćı větu.

Věta 6.1.2 CF◦=RE

Jinými slovy tato věta ř́ıká, že pro každou gramatiku G typu 0 existuje ekvivalentńı
bezkontextová gramatika nad volnou grupou Γ taková, že L(G) = L(Γ).

Důkaz 6.1.2 Předpokládejme, že G = (NG,Σ, PG, S) je gramatika typu 0 podle lemma
6.1.

Bezkontextovou gramatiku nad volnou grupou Γ = (V,Σ, PΓ, S), kde NΓ = NG∪NCS ∪
NG, V = NΓ ∪ Σ sestroj́ıme následovně:

I pokud A → x ∈ PG,

kde x ∈ (N2
G ∪ {Y } ∪ Σ), A ∈ NG,

potom přidej A → x do PΓ

II pokud AB → CD ∈ PG,

kde A,B, C, D ∈ NG,

potom přidej A → C〈ABCD〉,
B → 〈ABCD〉D do PΓ

a 〈ABCD〉, 〈ABCD〉 přidej do NCS
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III pro XY → X ∈ PG

přidej X → X〈XY X〉,
Y → 〈XY X〉 do PΓ

a 〈XY X〉, 〈XY X〉 přidej do NCS

IV pro X → ε ∈ PG

přidej X → 〈X〉〈X〉 do PΓ

a 〈X〉, 〈X〉 přidej do NCS

V pro Z ∈ NG ∪ Σ

přidej Z do NG

T́ım je konstrukce Γ hotova.

Množina NG obsahuje inverzńı symboly k symbol̊um z množiny NG ∪ Σ, tzn. které ne-
jsou obsaženy v množině NCS . Tato množina inverzńıch symbol̊u pouze doplňuje V na
generátor volné grupy. Množina NCS obsahuje nezbytně nutné nonterminály a jejich in-
verzńı protěǰsky, které jsou potřeba pro daľśı kroky d̊ukazu a které se týkaj́ı kontextových
přepisovaćıch pravidel.

Hlavńı myšlenka d̊ukazu Gramatika nad volnou grupou Γ simuluje aplikace kontextových
pravidel tvaru AB → CD a to pomoćı dvou derivačńıch krok̊u, které zajist́ı pravidla
A → C〈ABCD〉 a B → 〈ABCD〉D (bod II). Následuj́ıćı větná forma bude mı́t tvar
αC〈ABCD〉〈ABCD〉Dβ. Pár 〈ABCD〉〈ABCD〉 je redukován pomoćı vlastnost́ı volné grupy,
tedy výsledná větná forma je αCDβ. Všimněme si, že symboly typu 〈ABCD〉 a 〈ABCD〉
mohou být odstraněny z větné formy jen a pouze pomoćı vlastnosti volné grupy, neexistuje
totiž žádné pravidlo, které by tyto nonterminálńı symboly přepsalo. Je tedy zřejmé, že v
př́ıpadě nekorektńıho pr̊uběhu simulace p̊uvodńı gramatiky źıskáme tyto symboly bez svých
inverzńıch protěǰsk̊u, nedokážeme je eliminovat a zablokuj́ı tak derivaci. Ostatńı pravidla,
která maj́ı tvar bezkontextových pravidel, jsou gramatikou Γ převzata.

Tento princip je stejný i u E0L gramatik nad volnými grupami.

Zbývá dokázat, že jsou obě gramatiky ekvivalentńı, tedy že plat́ı rovnost L(G) = L(Γ).
Nutně potom také L(G) ⊆ L(Γ) ∧ L(Γ) ⊆ L(G).

Dokažme nejprve prvńı inkluzi, tedy L(G) ⊆ L(Γ). Důkaz provedeme matematickou indukćı
pro nějaké i ≥ 0 na tvrzeńı S ⇒i w v G implikuje S ⇒◦∗ w v Γ pro každé w ∈ (NG ∪ Σ)∗.

Necht’ i = 0. Potom w = S a tedy S ⇒0 S v G. Jistě také S ⇒◦0 S v Γ.

Formulujme nyńı indukčńı hypotézu. Předpokládejme, že výše uvedená implikace plat́ı
pro všechna i ≤ l, kde l je nezáporné celé č́ıslo.

Indukčńı krok bude následuj́ıćı: Uvažujme derivace tvaru S ⇒l+1 β, kde β ∈ (NG∪Σ)∗.
Přesněji si vyjádř́ıme S ⇒l+1 β jako S ⇒l α ⇒ β, kde α ∈ (NG ∪ Σ)∗. Podle indukčńı
hypotézy muśı platit S ⇒◦∗ α v Γ. Existuj́ı následuj́ıćı možnosti provedeńı derivačńıho
kroku α ⇒ β v G.
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(1) Necht’ A → z ∈ PG, kde A ∈ NG, z ∈ Σ ∪ {Y }. Potom α = xAy ⇒ xzy = β v G, kde
x, y ∈ (NG ∪ Σ)∗. Podle I taktéž A → z ∈ PΓ a tedy α ⇒◦ β v Γ. Potom jistě také
plat́ı S ⇒◦∗ α ⇒◦ β v Γ.

(2) Necht’ A → BC ∈ PG, kde A,B, C ∈ NG, α = xAy ⇒ xBCy = β v G, kde x, y ∈
(NG ∪Σ)∗. Podle I taktéž A → BC ∈ PΓ a tedy α ⇒◦ β v Γ. Potom určitě také plat́ı
S ⇒◦∗ α ⇒◦ β v Γ.

(3) Necht’ AB → CD ∈ PG, kde A,B, C, D ∈ NG. Potom α = xABy ⇒ xCDy = β v G,
kde x, y ∈ (NG ∪ Σ)∗. Podle II obsahuje PΓ dvojici pravidel A → C〈ABCD〉 a B →
〈ABCD〉D. Jejich aplikaćı źıskáme v Γ derivaci α = xABy ⇒◦ xC〈ABCD〉By ⇒◦

xC〈ABCD〉〈ABCD〉Dy = xCDy = β. Z toho je zřejmé, že také plat́ı S ⇒◦∗ α ⇒◦ β
v Γ.

(4) Necht’ XY → X ∈ PG, α = XY w ⇒ Xw = β v G, kde w ∈ (NG ∪ Σ)∗. Podle III
obsahuje PΓ dvojici pravidel X → X〈XY X〉 a Y → 〈XY X〉. Jejich aplikaćı źıskáme
v Γ derivaci α = XY w ⇒◦ X〈XY X〉Y w ⇒◦ X〈XY X〉〈XY X〉w = Xw = β. Z toho
je též zřejmé, že plat́ı S ⇒◦∗ α ⇒◦ β v Γ.

(5) Necht’ X → ε ∈ PG, α = Xw ⇒ w = β v G, kde w ∈ (NG∪Σ)∗. Podle IV obsahuje PΓ

pravidlo X → 〈X〉〈X〉. Jehož aplikaćı źıskáme v Γ derivaci α = Xw ⇒◦ 〈X〉〈X〉w =
w = β. I z tohoto je zřejmé, že plat́ı S ⇒◦∗ α ⇒◦ β v Γ.

Výše uvedené body (1) až (5) dokazuj́ı, že L(G) ⊆ L(Γ). �

Zbývá dokázat obrácenou inkluzi, tedy L(Γ) ⊆ L(G). Důkaz provedeme opět indukćı pro
nějaké i ≥ 0. Tvrzeńı, které nyńı muśı platit je v tomto př́ıpadě následuj́ıćı: S ⇒◦i w v Γ
implikuje S ⇒j w v G, kde i ≥ j a w ∈ (NG ∪NCS ∪ Σ)∗.

Jako základ uvažujme i = 0. Potom w = S a S ⇒◦0 S v Γ. Jistě také S ⇒0 S v G a
tvrzeńı tedy plat́ı.

Formulujme nyńı indukčńı hypotézu. Předpokládejme, že výše uvedená implikace plat́ı pro
nějaké i ≤ k, kde k je nezáporné celé č́ıslo.

Indukčńı krok vyjádř́ıme derivaćı S ⇒◦k α ⇒◦+ β ⇒◦∗ γ. Muśıme uvažovat všechny
možné varianty jak v Γ realizovat derivačńı krok α ⇒◦+ γ. Kde α, γ ∈ (NG ∪ Σ)∗ a
β ∈ (NG ∪NCS ∪ Σ)∗.

(1) Necht’ A → z ∈ PΓ, kde A ∈ NG a z ∈ Σ ∪ {Y }. Pak α = xAy ⇒◦ xzy = β v Γ, kde
x, y ∈ (NG ∪NCS ∪ Σ)∗. Podle I také A → z ∈ PG a tedy α ⇒ β = γ v G. Celkově
potom S ⇒◦∗ β = γ v Γ i v G a tvrzeńı tedy plat́ı.

(2) Necht’ A → BC ∈ PΓ, kde A,B, C ∈ NG. Pak α = xAy ⇒◦ xBCy = β v Γ, kde
x, y ∈ (NG ∪NCS ∪Σ)∗. Podle I také A → BC ∈ PG a tedy α ⇒ β = γ v G. Celkově
opět dostáváme S ⇒◦∗ β = γ v Γ i v G a tvrzeńı v tomto př́ıpadě plat́ı také.

(3) Necht’ A → C〈ABCD〉 ∈ PΓ, A,C ∈ NG a 〈ABCD〉 ∈ NCS . Potom α = xAy ⇒◦

xC〈ABCD〉y = β, kde x, y ∈ (NG ∪ NCS ∪ Σ)∗. Protože se nonterminál 〈ABCD〉
nevyskytuje na pravé straně žádného přepisovaćıho pravidla v PΓ a dokonce 〈ABCD〉 6∈
NG gramatiky G, nevznikne t́ımto derivačńım krokem ani v jedné z gramatik věta
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tvořená pouze terminálńımi symboly. Nav́ıc nonterminál 〈ABCD〉 může být z větné
formy odstraněn pouze vygenerováńım jeho inverzńıho protěǰsku bud’ zleva nebo
zprava. Pokud by měl být generován zleva, muśı být generován nonterminálem C. Po-
dle II žádné pravidlo s nonterminálem C na levé straně a s nonterminálem 〈ABCD〉
jako nejpravěǰśım symbolem na pravé straně v množině pravidel PΓ neexistuje. T́ımto
zp̊usobem tedy pokračovat nelze. Uvažujme variantu, že řetězec x je tvaru x =
w〈ABCD〉, kde w ∈ (NG∪NCS∪Σ)∗. Větná forma potom bude mı́t tvar w〈ABCD〉C
〈ABCD〉y. Pro odstraněńı nonterminál̊u 〈ABCD〉 a 〈ABCD〉 muśıme odstranit non-
terminál C, tedy muselo by platit, že C ⇒◦∗ ε. V tomto př́ıpadě muśı podle lemma
6.1 existovat derivace C ⇒◦∗ Y n. Derivace v naš́ı větné formě by tedy měla tento
tvar w〈ABCD〉C〈ABCD〉y ⇒◦∗ w〈ABCD〉Y n〈ABCD〉y, kde n ≥ 1. Podle II v
kombinaci s lemma 6.1 existuje pro každý nonterminál A ∈ NG dvojice pravidel
A → Y 〈AY Y A〉 a Y → 〈AY Y A〉A, pomoćı které zaměńıme pozici symbolu A se
symbolem Y . V tomto př́ıpadě je ale A = 〈ABCD〉. Z konstrukce však vyplývá, že
nonterminály z NCS se nevyskytuj́ı na levé straně žádného přepisovaćıho pravidla,
tedy i tato derivace by nikdy nevedla k řetězci nonterminál̊u.

Uvažujme, že y = u〈ABCD〉v, kde u, v ∈ (NG ∪NCS ∪Σ)∗. Potom nastává obdobná
situace jako v předchoźım odstavci tohoto bodu, tedy muśı platit u ⇒◦∗ ε. Pak u ⇒◦∗

Y n, kde n ≥ 1 a odstraněńı symbol̊u Y je opět nerealizovatelné. Ani tento př́ıpad
nevede k platné větě. Jedinou možnost́ı jak vygenerovat inverzńı symbol 〈ABCD〉
je bezprostředně vpravo od symbolu 〈ABCD〉. Jediné pravidlo, které to zajist́ı, je
podle II B → 〈ABCD〉D ∈ PΓ. Pak nutně muśı platit, že y = Bu, kde u ∈ (NG ∪
NCS ∪ Σ)∗. Źıskáme posloupnost derivaćı α = xABu ⇒◦ xC〈ABCD〉Bu = β ⇒◦

xC〈ABCD〉〈ABCD〉Du = xCDu = γ v Γ. Podle II obsahuje G pravidlo AB →
CD ∈ PG a tedy také α ⇒◦+ γ v Γ a zároveň i S ⇒+ γ v G. I v tomto př́ıpadě naše
tvrzeńı plat́ı.

(4) Necht’ B → 〈ABCD〉D ∈ PΓ, B,D ∈ NG a 〈ABCD〉 ∈ NCS . Potom α = xBy ⇒◦

x〈ABCD〉Dy = β, kde x, y ∈ (NG ∪ NCS ∪ Σ)∗. Situace je analogická jako v bodu
(3). Jediný zp̊usob jak odstranit nonterminál 〈ABCD〉 je vygenerovat odpov́ıdaj́ıćı
inverzńı protěǰsek, v tomto př́ıpadě tedy 〈ABCD〉, jako bezprostředńıho souseda.
Zprava to zde nebude možné, protože nám v tom bráńı nonterminál D, ze kterého
podle II nonterminál 〈ABCD〉 vygenerovat nelze. Ze stejného d̊uvodu jako v bodu
(3) by nebylo možné uplatnit vygenerováńı prázdného řetězce z D, nebot’ by se
derivace zablokovala na nonterminálu Y . Jedinou možnost́ı je vygenerovat nonter-
minál 〈ABCD〉 zleva. Podle II ho lze vygenerovat pouze pomoćı pravidla A →
C〈ABCD〉 ∈ PΓ. Potom muśı být x = uA, kde u ∈ (NG∪NCS∪Σ)∗. Źıskáme posloup-
nost derivaćı α = uABy ⇒◦ uA〈ABCD〉Dy = β ⇒◦ uC〈ABCD〉〈ABCD〉Dy =
uCDy = γ v Γ. Podle II obsahuje G pravidlo AB → CD a tedy α ⇒+ γ v G.
Shrnut́ım do derivace určité délky źıskáváme S ⇒◦+ γ v Γ a také S ⇒+ γ v G.
Platnost tvrzeńı nebyla ani v tomto př́ıpadě porušena.

(5) Necht’ X → X〈XY X〉 ∈ PΓ. Pokud se X vyskytuje v dané větné formě, je vždy
prvńım symbolem této větné formy (viz lemma 6.1). Potom α = Xy ⇒◦ X〈XY X〉y =
β v Γ, kde y ∈ (NG ∪NCS ∪Σ)∗. Opět jako v předchoźıch bodech, jediným zp̊usobem
jak odstranit nonterminál 〈XY X〉 ∈ NCS je vygenerovat jeho inverzńı protěǰsek, tedy
〈XY X〉. V tomto př́ıpadě je jediná možnost vygenerovat jej zprava, protože podle
III ho derivuje jediné pravidlo Y → 〈XY X〉. Nutně tedy muśı být y = Y w, kde
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w ∈ (NG ∪NCS ∪ Σ)∗. Źıskáme posloupnost derivaćı α = XY w ⇒◦ X〈XY X〉Y w =
β ⇒◦ X〈XY X〉〈XY X〉w = Xw = γ v Γ. Podle III plat́ı XY → X ∈ PG a tedy
α ⇒+ γ v Γ zároveň S ⇒◦+ γ v G a tvrzeńı opět plat́ı.

(6) Necht’ Y → 〈XY X〉 ∈ PΓ. Dále α = xY y ⇒◦ x〈XY X〉y = β v Γ, kde x, y ∈
(NG ∪NCS ∪ Σ)∗. Opět jako v předchoźıch bodech, jediným zp̊usobem jak odstranit
nonterminál 〈XY X〉 ∈ NCS je vygenerovat jeho inverzńı protěǰsek, tedy 〈XY X〉. V
tomto př́ıpadě je jediná možnost vygenerovat jej zleva, protože podle III ho derivuje
jediné pravidlo X → X〈XY X〉. Nutně tedy muśı být x = wX, kde w ∈ (NG ∪
NCS ∪ Σ)∗. Źıskáme posloupnost derivaćı α = wXY y ⇒◦ wX〈XY X〉y = β ⇒◦

wX〈XY X〉〈XY X〉y = wXy = γ v Γ. Podle III plat́ı XY → X ∈ PG a tedy α ⇒+ γ
v G. Tvrzeńı opět plat́ı.

(7) Necht’ X → 〈X〉〈X〉 ∈ PΓ. Pak α = xXy ⇒◦ xy = β v Γ, kde x, y ∈ (NG∪NCS ∪Σ)∗.
Podle IV také X → ε ∈ PG a tedy α ⇒+ β = γ v G. Celkově potom S ⇒◦+ β = γ v
Γ i v G a tvrzeńı tedy plat́ı.

Body (1) až (7) dokazuj́ı, že L(Γ) ⊆ L(G). �

Dohromady tedy skutečně L(G) = L(Γ). �

6.1.4 Př́ıklad konstrukce bezkontextové gramatiky nad volnou grupou

Pro lepš́ı pochopeńı této kapitoly si uved’me př́ıklad, ve kterém bude ukázána konstrukce
CF◦ gramatiky vycházej́ıćı z gramatiky typu 0, G = {NG,Σ, PG, SG}, splňuj́ıćı lemma 6.1,
kde

• NG = {SG, S,A, B, X, Y },

• Σ = {a},

• PG = {
p1: SG → XS,
p2: S → AB,
p3: AB → SS,
p4: SY → Y S,
p5: AY → Y A,
p6: BY → Y B,
p7: A → a,
p8: X → ε,
p9: XY → X,
p10: B → Y }

Generováńı věty aa v této gramatice G může prob́ıhat následovně:

SG ⇒ XS[p1] ⇒ XAB[p2] ⇒ XSS[p3] ⇒ XABS[p2] ⇒ XABAB[p2] ⇒

XAY AB[p10] ⇒ XY AAB[p5] ⇒ XAAB[p9] ⇒ XAAY [p10] ⇒ XAY A[p5] ⇒

XY AA[p5] ⇒ XAA[p9] ⇒ XaA[p7] ⇒ Xaa[p7] ⇒ aa[p8]
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Konstrukce bezkontextové gramatiky nad volnou grupou Γ podle gramatiky typu 0, G,
je následuj́ıćı:

Γ = {V,Σ, PΓ, SG}, V = NG ∪NCS ∪NG ∪ Σ, kde

• NG = {SG, S,A,B,X, Y , a},

• NCS = {
〈ABSS〉, 〈ABSS〉, 〈AY Y A〉, 〈AY Y A〉,
〈BY Y B〉, 〈BY Y B〉, 〈SY Y S〉, 〈SY Y S〉,
〈XY X〉, 〈XY X〉, 〈X〉, 〈X〉},

• PΓ = {
p1: SG → XS, podle kroku I
p2: S → AB, podle kroku I
p3: B → Y , podle kroku I
p4: A → S〈ABSS〉, podle kroku II - pravidlo AB → SS

p5: B → 〈ABSS〉S, podle kroku II - pravidlo AB → SS
p6: A → Y 〈AY Y A〉, podle kroku II - pravidlo AY → Y A

p7: Y → 〈AY Y A〉A, podle kroku II - pravidlo AY → Y A
p8: B → Y 〈BY Y B〉, podle kroku II - pravidlo BY → Y B

p9: Y → 〈BY Y B〉B, podle kroku II - pravidlo BY → Y B
p10: S → Y 〈SY Y S〉, podle kroku II - pravidlo SY → Y S

p11: Y → 〈SY Y S〉S, podle kroku II - pravidlo SY → Y S
p12: X → X〈XY X〉, podle kroku III - pravidlo XY → X

p13: Y → 〈XY X〉, podle kroku III - pravidlo XY → X

p14: X → 〈X〉〈X〉, podle kroku VI - pravidlo X → ε
p15: A → a} podle kroku I

Konstrukce Γ je kompletńı, zbývá ukázat přijet́ı věty aa:

SG ⇒◦ XS[p1] ⇒◦ XAB[p2] ⇒◦ XS〈ABSS〉B[p4] ⇒◦ XS〈ABSS〉〈ABSS〉S[p5] = XSS ⇒◦

XABS[p2] ⇒◦ XABAB[p2] ⇒◦ XAY AB[p3] ⇒◦ XY 〈AY Y A〉Y AB[p6] ⇒◦

XY 〈AY Y A〉〈AY Y A〉AAB[p7] = XY AAB ⇒◦

X〈XY X〉Y AAB[p12] ⇒◦ X〈XY X〉〈XY X〉AAB[p13] = XAAB ⇒◦

XAAY [p3] ⇒◦ XAY 〈AY Y A〉Y [p6] ⇒◦ XAY 〈AY Y A〉〈AY Y A〉A[p7] = XAY A ⇒◦

XY 〈AY Y A〉Y A[p6] ⇒◦ XY 〈AY Y A〉〈AY Y A〉AA[p7] = XY AA ⇒◦

X〈XY X〉Y AA[p12] ⇒◦ X〈XY X〉〈XY X〉AA[p13] = XAA ⇒◦

XAa[p15] ⇒◦ Xaa[p15] ⇒◦ 〈X〉〈X〉aa[p14] = aa

Všimněme si, že pokud aplikujeme pouze jedno z pravidel simuluj́ıćı pravidla tvaru
AB → CD bez toho, aniž bychom k této aplikaci připojili druhé pravidlo potřebné k
simulaci, derivace se zablokuje. Tento stav znázorňuje následuj́ıćı př́ıklad:

SG ⇒◦ XS[p1] ⇒◦ XAB[p2] ⇒◦ XS〈ABSS〉B[p4] ⇒◦ XS〈ABSS〉Y [p3] ⇒◦
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〈X〉〈X〉S〈ABSS〉Y [p14] = S〈ABSS〉Y
Nonterminálu 〈ABSS〉 se již nelze zbavit. Derivace je zablokována, protože pro nonter-

minály z množiny NCS neexistuj́ı žádná přepisovaćı pravidla, tyto nonterminály lze elimi-
novat pouze za využit́ı vlastnost́ı volné grupy.

Na závěr ještě uved’me situaci, ve které si objasńıme proč vlastně muśı originálńı gramatika,
podle které se provád́ı konstrukce, splňovat podmı́nky popsané v lemma 6.1. Toto lemma
nám zajist́ı, aby se obě pravidla simuluj́ıćı pravidlo tvaru AB → CD provedla ve správném
pořad́ı. Pokud by byla pravidla tvaru A → ε povolena, mohlo by doj́ıt k následuj́ıćı situaci:

Uvažujme CF◦ gramatiku, obsahuj́ıćı pravidla
p1: A → C〈ABCD〉,
p2: B → 〈ABCD〉D,
p3: C → ε
p4: D → ε

Pravidla p1 a p2 simuluj́ı pravidlo AB → CD.

BA ⇒◦ BC〈ABCD〉[p1] ⇒◦ 〈ABCD〉DC〈ABCD〉[p2] ⇒◦

〈ABCD〉D〈ABCD〉[p3] ⇒◦ 〈ABCD〉〈ABCD〉[p4] = ε

Jak můžeme vidět, pravidla tvaru A → ε odstrańı nonterminály, které odděluj́ı vzájemně
inverzńı symboly. Nahrazeńım pravidel A → ε pravidly tvaru A → Y se tomuto problému
snadno vyhneme.

6.2 E0L gramatiky nad volnými grupami

Druhá modifikace se bude týkat E0L gramatik. Konstrukce bude velmi podobná, proto bude
popsána stručněji. Důvodem proč byly zvoleny E0L gramatiky, je jejich paralelńı př́ıstup k
derivováńı větných forem a dále jsme jejich pomoćı źıskali lepš́ı výsledky v oblasti redukce
nonterminál̊u.

Spojeńım E0L gramatiky a volné grupy generované totálńı abecedou této gramatiky
źıskáme E0L gramatiku nad volnou grupou, kterou si nyńı definujeme.

Tato problematika byla bĺıže popsána v [8].

Definice 6.2.4 E0L gramatika nad volnou grupou (zkráceně E0L◦) je čtveřice Γ =
(V,Σ, P, w), kde V a Σ má stejný význam jako v E0L gramatikách. Dále w ∈ V ◦ a P
je konečná množina pravidel tvaru X → x, kde X ∈ V a x ∈ V ∗.

Pro úplnost definujeme relaci př́ımé derivace ⇒◦
Γ.

6.2.1 Derivace v E0L gramatice nad volnou grupou

Definice 6.2.5 Necht’ Γ = (V,Σ, P, w) je E0L gramatika nad volnou grupou, kde V =
N ∪ Σ. Necht’ λ a µ jsou řetězce z V ◦. Mezi řetězci λ a µ plat́ı relace ⇒◦

Γ, nazývaná př́ımá
derivace, jestliže můžeme řetězce λ a µ vyjádřit ve tvaru:

λ = x1x2 . . . xn

µ = y1y2 . . . yn
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xi ∈ V, yi ∈ V ◦ a xi → yi ∈ P pro 1 ≤ i ≤ n.

Plat́ı-li mezi řetězci λ a µ relace př́ımé derivace, pak ṕı̌seme λ ⇒◦
Γ µ a ř́ıkáme, že řetězec µ

lze př́ımo generovat z řetězce λ v E0L gramatice nad volnou grupou Γ.

Poznámka Tranzitivńı uzávěr ⇒◦+
Γ , reflexivńı a tranzitivńı uzávěr ⇒◦∗

Γ a derivace délky
n ⇒◦n

Γ jsou definovány zcela přirozeně stejným zp̊usobem jako v př́ıpadě E0L gramatik.

6.2.2 Jazyk generovaný E0L gramatikou nad volnou grupou

Definice 6.2.6 Necht’ Γ = (V,Σ, P, w) je E0L gramatika nad volnou grupou, kde V =
N ∪ Σ. Řetězec α ∈ V ◦ nazýváme větnou formou, jestliže plat́ı w ⇒◦∗ α, tj. řetězec α
je generovatelný z výchoźıho řetězce w. Větná forma, která obsahuje pouze terminálńı
symboly, se nazývá věta. Jazyk L(Γ), generovaný E0L gramatikou nad volnou grupou, je
definován množinou všech vět

L(Γ) = {u | w ⇒◦∗ u, u ∈ Σ∗}

generovatelných z výchoźıho řetězce této gramatiky.

6.2.3 Generativńı schopnosti E0L gramatik nad volnými grupami

Nyńı se budeme zabývat generativńı schopnost́ı nově zavedené struktury. Ćılem je dokázat,
že pro každou gramatiku H typu 0 existuje ekvivalentńı E0L gramatika nad volnou grupou
Γ taková, že L(H) = L(Γ).

Je tedy nutné opět sestrojit algoritmus transformace gramatik typu 0 na E0L gramatiky
nad volnými grupami.

Poznámka Připomeňme, že podle zavedených konvenćı z teorie formálńıch jazyk̊u je
tř́ıda všech jazyk̊u typu 0 značena symbolem RE. Označme E0L◦ tř́ıdu všech jazyk̊u gen-
erovaných E0L gramatikami nad volnými grupami.

V tuto chv́ıli již máme definováno vše potřebné a můžeme si tedy vyslovit následuj́ıćı větu.

Věta 6.2.3 E0L◦=RE

Jinými slovy tato věta ř́ıká, že pro každou gramatiku G typu 0 existuje ekvivalentńı E0L
gramatika nad volnou grupou Γ taková, že L(G) = L(Γ).

Důkaz 6.2.3 Předpokládejme, že G = (NG,Σ, PG, S) je gramatika typu 0 podle lemma
6.1.

E0L gramatiku nad volnou grupou Γ = (V,Σ, PΓ, wΓ), kde V = Σ ∪ NΓ, NΓ = NG ∪
NCS ∪NG a wΓ = S sestroj́ıme následovně:

I pokud A → x ∈ PG,

kde x ∈ (N2
G ∪ {Y } ∪ Σ), A ∈ NG,

potom přidej A → x do PΓ
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II pokud AB → CD ∈ P ,

kde A,B, C, D ∈ NG,

potom přidej A → C〈ABCD〉,
B → 〈ABCD〉D do PΓ

a 〈ABCD〉, 〈ABCD〉 přidej do NCS

III pro XY → X ∈ PG

přidej X → X〈XY X〉,
Y → 〈XY X〉 do PΓ

a 〈XY X〉, 〈XY X〉 přidej do NCS

IV pro X → ε ∈ PG

přidej X → 〈X〉〈X〉 do PΓ

a 〈X〉, 〈X〉 přidej do NCS

V pro Z ∈ NG ∪ Σ

přidej Z do NG

VI pro každé z ∈ V

přidej z → z do PΓ

T́ım je konstrukce Γ hotova.

Množina NG obsahuje inverzńı symboly k symbol̊um z množiny NG ∪ Σ, tzn. které ne-
jsou obsaženy v množině NCS . Tato množina inverzńıch symbol̊u pouze doplňuje V na
generátor volné grupy. Množina NCS obsahuje nezbytně nutné nonterminály a jejich in-
verzńı protěǰsky, které jsou potřeba pro daľśı kroky d̊ukazu a které se týkaj́ı kontextových
přepisovaćıch pravidel.

Zbývá dokázat, že jsou obě gramatiky ekvivalentńı, tedy že plat́ı rovnost L(G) = L(Γ).
Nutně potom také L(G) ⊆ L(Γ) ∧ L(Γ) ⊆ L(G).

Dokažme nejprve prvńı inkluzi, tedy L(G) ⊆ L(Γ). Důkaz provedeme matematickou
indukćı pro nějaké i ≥ 0 na tvrzeńı S ⇒i w v G implikuje S ⇒◦∗ w v Γ pro každé
w ∈ (NG ∪ Σ)∗.

Necht’ i = 0. Potom w = S a tedy S ⇒0 S v G. Jistě také S ⇒◦0 S v Γ.

Indukčńı hypotéza: Předpokládejme, že výše uvedená implikace plat́ı pro všechna i ≤ l,
kde l je nezáporné celé č́ıslo.

Indukčńı krok : Uvažujme derivace tvaru S ⇒l+1 β, kde β ∈ (NG ∪ Σ)∗. Přesněji si
vyjádř́ıme S ⇒l+1 β jako S ⇒l α ⇒ β, kde α ∈ (NG ∪ Σ)∗. Podle indukčńı hypotézy muśı
platit S ⇒◦∗ α v Γ. Existuj́ı následuj́ıćı možnosti provedeńı derivačńıho kroku α ⇒ β v G.
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(1) Necht’ α = xuy ⇒ xvy = β v G, kde x, y ∈ (NG∪Σ)∗ a u → v ∈ PG. Předpokládejme,
že plat́ı u ⇒ v v G a u ⇒◦ v v Γ - bude dokázáno v kroćıch (2) až (5).
Zaměřme se na části věty x a y, které se během derivačńıho kroku α ⇒ β neměńı.
V E0L◦ gramatice se muśı v každém derivačńım kroku přepsat každý symbol větné
formy. Nezměněnost část́ı x a y v derivaci xuv ⇒◦ xvy zajist́ı pravidla tvaru z → z,
|z| = 1, sestrojená v kroku VI.

(2) Necht’ A → z ∈ PG, α = xAy, β = xzy, x, y ∈ (NG ∪ Σ)∗, z ∈ (N2
G ∪ {Y } ∪ Σ),

A ∈ NG. Podle I, také A → z ∈ PΓ. Je zřejmé, že plat́ı S ⇒◦∗ α ⇒◦ β také v Γ.

(3) Necht’ AB → CD ∈ PG, α = xABy, β = xCDy, x, y ∈ (NG ∪ Σ)∗, A,B, C, D ∈ NG.
Podle II jsou pro pravidla typu AB → CD vytvořena dvě pravidla A → C〈ABCD〉 a
B → 〈ABCD〉D. Potom xABy ⇒◦ xC〈ABCD〉By ⇒◦ xC〈ABCD〉〈ABCD〉Dy ⇒◦

xCDy. Tedy plat́ı také S ⇒◦∗ α ⇒◦ β v Γ.

(4) Necht’ XY → X ∈ PG, α = XY y, β = Xy, y ∈ (NG ∪ Σ)∗. Podle III je pro
pravidlo XY → X vytvořena skupina pravidel X → X〈XY X〉 a Y → 〈XY X〉. Potom
XY y ⇒◦ X〈XY X〉Y y ⇒◦ X〈XY X〉〈XY X〉y ⇒◦ Xy. Zřejmě též plat́ı S ⇒◦∗ α ⇒◦

β v Γ.

(5) Necht’ X → ε ∈ PG, α = Xy, β = y, y ∈ (NG ∪Σ)∗. Podle IV je pro pravidlo X → ε
vytvořeno pravidlo X → 〈X〉〈X〉. Potom Xy ⇒◦ 〈X〉〈X〉y ⇒◦ y. A tedy plat́ı také
S ⇒◦∗ α ⇒◦ β v Γ.

Výše uvedené body (1) až (5) dokazuj́ı, že L(G) ⊆ L(Γ). �

Zbývá dokázat obrácenou inkluzi L(Γ) ⊆ L(G). Důkaz provedeme opět indukćı pro nějaké
i ≥ 0. Tvrzeńı, které nyńı muśı platit je v tomto př́ıpadě následuj́ıćı: S ⇒◦i w v Γ
implikuje S ⇒j v G, kde i ≥ j a w ∈ (NΓ ∪ Σ)∗.

Necht’ i = 0. Potom w = S a S ⇒◦0 S v Γ a stejně tak S ⇒0 S v G.

Indukčńı hypotéza: Pro S ⇒◦i w předpokládejme, že i ≤ k, kde k je celé nezáporné č́ıslo.

Indukčńı krok : Vyjádř́ıme derivaćı S ⇒◦k α ⇒◦+ β ⇒◦∗ γ. Muśıme uvažovat všechny
možné varianty jak v Γ realizovat derivačńı krok α ⇒◦+ γ. Kde α, γ ∈ (NG ∪NCS ∪ Σ)∗ a
β ∈ (NG ∪ Σ)∗.

(1) Necht’ z → z ∈ PΓ (vytvořené podle kroku VI), z ∈ (NG ∪ Σ), α = xzy, β = xzy,
x, y ∈ (NG ∪ NCS ∪ Σ)∗ a α ⇒◦ β v Γ. V gramatice G tomuto derivačńımu kroku
odpov́ıdá krok xzy ⇒0 xzy. Tedy α ⇒ β také v G.

(2) Necht’ A → z ∈ PΓ, α = xAy, β = xzy, x, y ∈ (NG ∪NCS ∪Σ)∗, z ∈ (N2
G ∪ {Y } ∪Σ),

A ∈ NG. Také A → z ∈ PG a tedy také plat́ı S ⇒∗ α ⇒ β = γ v G.

(3) Necht’ A → C〈ABCD〉 ∈ PΓ, α = xAy, β = xC〈ABCD〉y, x, y ∈ (NG ∪NCS ∪ Σ)∗,
〈ABCD〉 ∈ NCS , A,C ∈ NG. Zaměřme se na nonterminál 〈ABCD〉, nevyskytuje se na
žádné levé straně přepisovaćıho pravidla z PΓ. Abychom dosáhli věty jazyka, muśıme
ho eliminovat. Zde se využije vlastnost́ı volné grupy. Konkatenaćı s inverzńım sym-
bolem 〈ABCD〉 źıskáme neutrálńı symbol ε. Přesněji 〈ABCD〉〈ABCD〉 = 〈ABCD〉
〈ABCD〉 = ε. Muśıme tedy jako souseda k 〈ABCD〉 z levé nebo pravé strany
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źıskat nonterminál 〈ABCD〉. Nonterminál 〈ABCD〉 se vyskytuje pouze v jediném
přepisovaćım pravidle a to B → 〈ABCD〉D ∈ PΓ (viz. konstrukce gramatiky Γ krok
II). Uvažujme, že C = B a provedeme následuj́ıćı sled derivaćı xAy ⇒◦ xC〈ABCD〉y ⇒◦

x〈ABCD〉D〈ABCD〉y. Mezi nonterminály 〈ABCD〉 a 〈ABCD〉 je jediný nonterminál
D, který potřebujeme odstranit. K tomuto účelu můžeme použit pouze pravidla typu
A → Y, A ∈ NG simuluj́ıćı pravidla tvaru A → ε. Źıskáme tedy mı́sto nonter-
minálu D nonterminál Y a větná forma je x〈ABCD〉Y 〈ABCD〉y. Nonterminál Y
můžeme přesunout na začátek větné formy a tam ho přepsat na ε (viz. II a III). K
přesunut́ı Y lze použit pouze pravidel tvaru A → Y 〈AY Y A〉, Y → 〈AY Y A〉A kde
A ∈ NG. V našem př́ıpadě by nonterminálem A byl nonterminál 〈ABCD〉, ten ovšem
nenálež́ı do NG, ale do NCS a proto pro něj nejsou pravidla tvaru A → Y 〈AY Y A〉,
Y → 〈AY Y A〉A definována. V tomto př́ıpadě nedokážeme pomoćı vlastnost́ı volné
grupy eliminovat nonterminál 〈ABCD〉. Pokud vygenerujeme inverzńı nonterminál
〈ABCD〉 na libovolné pozici v x, dojde k podobné situaci (mezi 〈ABCD〉 a 〈ABCD〉
bude v́ıce než jeden symbol).

Nyńı se zaměřme na pravou stranu y. Necht’ y = Zw, Z ∈ (NG ∪ NCS ∪ Σ), w ∈
(NG∪NCS ∪Σ)∗. Předpokládejme, že inverzńı symbol 〈ABCD〉 bude vygenerován na
libovolném mı́stě v řetězci w. Vždy bude mezi 〈ABCD〉 a 〈ABCD〉 symbol Z, který
opět nelze odstranit (viz. výše).

Zbývá tedy jediná možnost, vygenerovat 〈ABCD〉 ze symbolu Z (tedy Z = B ∈ NG).
Źıskáme xC〈ABCD〉〈ABCD〉Dw ⇒◦ xCDw. Tedy α = xABw ⇒◦ xC〈ABCD〉Bw =
β ⇒◦ xC〈ABCD〉〈ABCD〉Dw ⇒◦ xCDw = γ. V gramatice G podle II existuje
pravidlo AB → CD, pomoćı kterého plat́ı také S ⇒∗ α = xABw ⇒ xCDw = γ v G.

(4) Necht’ B → 〈ABCD〉D ∈ PΓ, α = xBy, β = x〈ABCD〉Dy, x, y ∈ (NG ∪NCS ∪ Σ)∗,
〈ABCD〉 ∈ NCS , B,D ∈ NG. Situace je analogická s př́ıpadem (2). Opět podle II
muśı existovat pravidlo A → C〈ABCD〉 ∈ PΓ s inverzńım nonterminálem 〈ABCD〉 ∈
NCS . Jediná možnost jak eliminovat 〈ABCD〉 je vygenerováńı 〈ABCD〉 na posledńı
pozici v řetězci x. Necht’ x = wZ, w ∈ (NG ∪ NCS ∪ Σ)∗ a Z = A ∈ NG, potom
α = wABy ⇒◦ wA〈ABCD〉Dy = β ⇒◦ wC〈ABCD〉〈ABCD〉Dy ⇒◦ wCDy = γ.
V gramatice G podle II existuje pravidlo AB → CD, pomoćı kterého také plat́ı
S ⇒∗ α = wABy ⇒ wCDy = γ.

(5) Necht’ X → X〈XY X〉 ∈ PΓ, α = Xy, β = X〈XY X〉y, y ∈ (NG ∪ NCS ∪ Σ)∗,
〈XY X〉 ∈ NCS . Abychom opět eliminovali nonterminál 〈XY X〉, který se nenacháźı
na žádné levé straně přepisovaćıho pravidla z PΓ, muśıme využ́ıt vlastnosti volné
grupy. Z konstrukce Γ (krok III) v́ıme, že jediný výskyt inverzńıho nonterminálu
〈XY X〉 ∈ NCS nalezneme v pravidle Y → 〈XY X〉. Tento inverzńı symbol je možné
vygenerovat pouze na nějaké pozici v y. Necht’ y = Zw,Z ∈ (NG ∪ NCS ∪ Σ), w ∈
(NG ∪NCS ∪ Σ)∗. Předpokládejme, že 〈XY X〉 źıskáme na libovolné pozici v řetězci
w. Potom mezi 〈XY X〉 a 〈XY X〉 bude minimálně jeden symbol Z. Necht’ Z = Y ,
pak existuj́ı pravidla typu A → Y 〈AY Y A〉, Y → 〈AY Y A〉A,A ∈ NG, která nám
přesunou Y o jednu pozici doleva. K přesunu je zapotřeb́ı, aby levým sousedem Y
byl nonterminál A ∈ NG. Ve zkoumané větné formě ovšem máme X〈XY X〉Y w.
Nonterminál 〈XY X〉 nenálež́ı do NG, ale do NCS a proto pro něj nejsou pravidla
tvaru A → Y 〈AY Y A〉, Y → 〈AY Y A〉A definována a nonterminál 〈XY X〉 nelze
odstranit.

Zbývá jediná možnost, vygenerovat 〈XY X〉 ze symbolu Z (tedy Z = Y ). Źıskáme
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X〈XY X〉〈XY X〉w ⇒◦ Xw. Tedy α = XY w ⇒◦ X〈XY X〉Y w = β ⇒◦

X〈XY X〉〈XY X〉w ⇒◦ Xw = γ. V gramatice G existuje pravidlo XY → X, pomoćı
kterého plat́ı také S ⇒∗ α = XY w ⇒ Xw = γ v G.

(6) Necht’ Y → 〈XY X〉 ∈ PΓ, α = xY y, β = x〈XY X〉y, x, y ∈ (NG ∪ NCS ∪ Σ)∗,
〈XY X〉 ∈ NCS . Situace je analogická s př́ıpadem (4). Opět podle III muśı existovat
pravidlo X → X〈XY X〉 ∈ PΓ s inverzńım nonterminálem 〈XY X〉 ∈ NCS . Jediná
možnost jak eliminovat 〈XY X〉 je vygenerováńı 〈XY X〉 na posledńı pozici v řetězci
x. Necht’ x = wZ, Z ∈ (NG ∪NCS ∪ Σ), w ∈ (NG ∪NCS ∪ Σ)∗ a Z = X potom α =
wXY y ⇒◦ wX〈XY X〉y = β ⇒◦ wX〈XY X〉〈XY X〉Xy ⇒◦ wXy = γ. V gramatice
G existuje pravidlo XY → X, pomoćı kterého plat́ı také S ⇒∗ α = wXY y ⇒ wXy =
γ v G.

(7) Necht’ X → 〈X〉〈X〉 ∈ PΓ, α = xXy, β = xy, x, y ∈ (NG ∪ NCS ∪ Σ)∗, A ∈ NG,
〈X〉, 〈X〉 ∈ NCS . Potom X → ε ∈ PG a tedy plat́ı S ⇒∗ α ⇒ β = γ i v G.

Body (1) až (7) dokazuj́ı, že L(Γ) ⊆ L(G). �

Dohromady tedy skutečně L(G) = L(Γ). �

Obě konstrukce jsou si velmi podobné (stejné až na bod VI a definici startovaćıho
řetězce/nonterminálu), přesto se oba modely značně lǐśı a to v definici př́ımé derivace.
Bezkontextové gramatiky nad volnou grupou pracuj́ı sekvenčně a E0L gramatiky nad volnou
grupou přepisuj́ı v každém kroku všechny symboly větné formy.

6.2.4 Př́ıklad konstrukce E0L gramatiky nad volnou grupou

Pro lepš́ı pochopeńı i této kapitoly si uved’me také př́ıklad, ve kterém bude ukázána kon-
strukce E0L◦ gramatiky vycházej́ıćı z gramatiky typu 0, G = {NG,Σ, PG, SG}, představené
již v předchoźı kapitole a splňuj́ıćı lemma 6.1, kde

• NG = {SG, S,A, B, X, Y },

• Σ = {a},

• PG = {
p1: SG → XS,
p2: S → AB,
p3: AB → SS,
p4: SY → Y S,
p5: AY → Y A,
p6: BY → Y B,
p7: A → a,
p8: X → ε,
p9: XY → X,
p10: B → Y }

Generováńı věty aa v této gramatice G může prob́ıhat opět následovně:

SG ⇒ XS[p1] ⇒ XAB[p2] ⇒ XSS[p3] ⇒ XABS[p2] ⇒ XABAB[p2] ⇒
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XAY AB[p10] ⇒ XY AAB[p5] ⇒ XAAB[p9] ⇒ XAAY [p10] ⇒ XAY A[p5] ⇒

XY AA[p5] ⇒ XAA[p9] ⇒ XaA[p7] ⇒ Xaa[p7] ⇒ aa[p8]

Konstrukce E0L gramatiky nad volnou grupou Γ podle gramatiky typu 0, G, je následuj́ıćı:

Γ = {V,Σ, PΓ, wΓ}, V = NG ∪NCS ∪NG ∪ Σ, kde

• wΓ = SG

• NG = {SG, S,A,B,X, Y , a},

• NCS = {
〈ABSS〉, 〈ABSS〉, 〈AY Y A〉, 〈AY Y A〉,
〈BY Y B〉, 〈BY Y B〉, 〈SY Y S〉, 〈SY Y S〉,
〈XY X〉, 〈XY X〉, 〈X〉, 〈X〉},

• PΓ = {
p1: SG → XS, podle kroku I
p2: S → AB, podle kroku I
p3: B → Y , podle kroku I
p4: A → S〈ABSS〉, podle kroku II - pravidlo AB → SS

p5: B → 〈ABSS〉S, podle kroku II - pravidlo AB → SS
p6: A → Y 〈AY Y A〉, podle kroku II - pravidlo AY → Y A

p7: Y → 〈AY Y A〉A, podle kroku II - pravidlo AY → Y A
p8: B → Y 〈BY Y B〉, podle kroku II - pravidlo BY → Y B

p9: Y → 〈BY Y B〉B, podle kroku II - pravidlo BY → Y B
p10: S → Y 〈SY Y S〉, podle kroku II - pravidlo SY → Y S

p11: Y → 〈SY Y S〉S, podle kroku II - pravidlo SY → Y S
p12: X → X〈XY X〉, podle kroku III - pravidlo XY → X

p13: Y → 〈XY X〉, podle kroku III - pravidlo XY → X

p14: X → 〈X〉〈X〉, podle kroku VI - pravidlo X → ε
p15: A → a, podle kroku I
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p16: a → a, podle kroku VI
p17: a → a, podle kroku VI
p18: A → A, podle kroku VI
p19: A → A, podle kroku VI
p20: B → B, podle kroku VI
p21: B → B, podle kroku VI
p22: S → S, podle kroku VI
p23: S → S, podle kroku VI
p24: SG → SG, podle kroku VI
p25: SG → SG, podle kroku VI
p26: X → X, podle kroku VI
p27: X → X, podle kroku VI
p28: Y → Y , podle kroku VI
p29: Y → Y , podle kroku VI
p30: 〈X〉 → 〈X〉, podle kroku VI
p31: 〈X〉 → 〈X〉, podle kroku VI
p32: 〈ABSS〉 → 〈ABSS〉, podle kroku VI
p33: 〈ABSS〉 → 〈ABSS〉, podle kroku VI
p34: 〈AY Y A〉 → 〈AY Y A〉, podle kroku VI
p35: 〈AY Y A〉 → 〈AY Y A〉, podle kroku VI
p36: 〈BY Y B〉 → 〈BY Y B〉, podle kroku VI
p37: 〈BY Y B〉 → 〈BY Y B〉, podle kroku VI
p38: 〈SY Y S〉 → 〈SY Y S〉, podle kroku VI
p39: 〈SY Y S〉 → 〈SY Y S〉, podle kroku VI
p40: 〈XY X〉 → 〈XY X〉, podle kroku VI
p41: 〈XY X〉 → 〈XY X〉} podle kroku VI

Konstrukce Γ je kompletńı, zbývá ukázat přijet́ı věty aa:

wΓ = SG ⇒◦ XS[p1] ⇒◦ XAB[p26, p2] ⇒◦ XS〈ABSS〉〈ABSS〉S[p26, p4, p5] = XSS ⇒◦

XABAB[p26, p2, p2] ⇒◦ XAY AY [p26, p18, p3, p18, p3] ⇒◦

XY 〈AY Y A〉〈AY Y A〉AY 〈AY Y A〉〈AY Y A〉A[p26, p6, p7, p6, p7] = XY AY A ⇒◦

X〈XY X〉〈XY X〉Y 〈AY Y A〉〈AY Y A〉Aa[p12, p13, p6, p7, p15] = XY Aa ⇒◦

X〈XY X〉〈XY X〉aa[p12, p13, p15, p16] = Xaa ⇒◦ 〈X〉〈X〉aa[p14, p16, p16] = aa

Důvody použit́ı lemma 6.1 a vlastnosti derivačńıho procesu v těchto E0L gramatikách
nad volnou grupou jsou stejné jako v př́ıpadě bezkontextových gramatik nad volnou grupou.
Jediným podstatným rozd́ılem je možnost aplikovat pravidla pro každý symbol větné formy
paralelně.
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Kapitola 7

Gramatiky nad volnými grupami s
redukovaným počtem nonterminál̊u

Při simulaci každého pravidla tvaru AB → CD vznikaj́ı jak v bezkontextových tak E0L
gramatikách nad volnou grupou dva nové nonterminálńı symboly. Z tohoto d̊uvodu se tato
práce dále zaj́ımá o redukci počtu nonterminálńıch symbol̊u v bezkontextových a E0L gra-
matikách nad volnou grupou.

7.1 Bezkontextové gramatiky nad volnými grupami s reduko-
vaným počtem nonterminál̊u

V př́ıpadě bezkontextových gramatik nad volnou grupou se podařilo dosáhnout redukce
počtu nonterminálńıch symbol̊u na osm, jmenovitě to jsou, 0, 0, 1, 1, 2, 2, S a S, přičemž
nonterminálńı symbol S je zde z d̊uvod̊u korektńı definice volné grupy, nevyskytuje se v
žádném z pravidel a tud́ıž ani v žádné větné formě. Śıla těchto gramatik z̊ustává nezměněna
a nadále popisuj́ı tř́ıdu jazyk̊u typu 0.

V konstrukci budeme vycházet z upravené Kurodovy normálńı formy. Tuto úpravu defin-
uje následuj́ıćı pomocná věta. Důvod použit́ı této modifikace je bĺıže objasněn v př́ıkladu
konstrukce bezkontextové gramatiky nad volnou grupou s redukovaným počtem nonter-
minál̊u.

Tato problematika byla bĺıže popsána v [4].

Lemma 7.1 Pro každou gramatiku typu 0, H = (V, T, P, S), V = N ∪ T , existuje ekvi-
valentńı gramatika typu 0, G = (VG, T, PG, S), VG = NG ∪ T , taková, že každé pravidlo z
PG je ve tvaru:

(1) AB → CD, kde A 6= C a A,B, C, D ∈ NG

(2) A → BC, kde A 6= B a A,B, C ∈ NG

(3) A → x, kde A ∈ NG, x ∈ T ∪ {ε}

Důkaz 7.1.1 Necht’ H = (V, T, P, S) je gramatika. Bez ztráty na obecnosti
předpokládejme, že gramatika H je v Kurodově normálńı formě.

Definujeme gramatiku G = (VG, T, PG, S), VG = NG ∪ T , kde PG je vytvořena následovně:
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(1) pro každé AB → AD ∈ P přidej AB → A′D′, A′D′ → AD do PG a A′, D′ do NG,
kde A′ a D′ jsou dva nové nonterminály

(2) pro každé A → AB ∈ P přidej A → A′B′, A′B′ → AB do PG a A′, B′ do NG,
kde A′ a B′ jsou dva nové nonterminály

(3) přidej všechna zbývaj́ıćı pravidla z P do PG

Formálńı d̊ukaz, že H a G jsou ekvivalentńı, je snadný a proto je ponechán na čtenáři.

Př́ıklad 7.1.1 Uvažujme gramatiku H = {VH , T, PH , S}, VH = NH ∪ T , kde

• NH = {A,B, S},

• T = {a},

• PH = {
p1: S → AB,
p2: AB → AS,
p3: A → a,
p4: B → ε}

Generováńı věty aa v této gramatice je následuj́ıćı:

S ⇒ AB[p1] ⇒ AS[p2] ⇒ AAB[p1] ⇒

aAB[p3] ⇒ aaB[p3] ⇒ aa[p4]

Gramatika H obsahuje pravidlo p2, které zač́ıná na obou stranách nonterminálńım sym-
bolem A. Budeme tedy tuto gramatiku upravovat podle lemma 7.1 na gramatiku G. Podle
výše uvedené konstrukce bude nová gramatika G = {VG, T, PG, S}, VG = NG ∪ T , kde

• NG = {A,B, S,A′, S′},

• PG = {
p1: S → AB, podle kroku (3)
p2: AB → A′S′, podle kroku (1)
p3: A′S′ → AS, podle kroku (1)
p4: A → a, podle kroku (3)
p5: B → ε} podle kroku (3)

Přijet́ı věty aa v této gramatice G bude prob́ıhat následovně:

S ⇒ AB[p1] ⇒ A′S′[p2] ⇒ AS[p3] ⇒ AAB[p1] ⇒

aAB[p4] ⇒ aaB[p4] ⇒ aa[p5]

Poznámka Připomeňme, že pro tř́ıdu jazyk̊u popsaných bezkontextovými gramatikami
nad volnou grupou jsme si zavedli označeńı CF◦. Tř́ıdu jazyk̊u popsaných bezkontex-
tovými gramatikami nad volnými grupami s redukovaným počtem nonterminál̊u budeme
tedy označovat pomoćı CF◦R.

V tuto chv́ıli již máme definováno vše potřebné a můžeme si tedy vyslovit následuj́ıćı větu.
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Věta 7.1.1 CF◦R=RE

Důkaz 7.1.2 Uvažujme gramatiku typu 0, G = (V, T, P, S), V = N ∪ T . Bez ztráty na
obecnosti lze předpokládat, že gramatika G splňuje vlastnosti popsané v lemma 7.1.

CF◦R gramatiku, Γ = (VΓ, T, PΓ, SΓ), kde VΓ = NΓ ∪ T ∪ T , NΓ = {0, 0, 1, 1, 2, 2, SΓ, SΓ}
sestroj́ıme následovně.

Připrav́ıme si injekce h : N → {0, 1}2∗n a h : N → {0, 1}2∗n, kde n = dlog2 |N |e a pro
které plat́ı, že h(A) = xy a h(A) = h(A), kde |x| = |y| = n, x = x1 . . . xn, y = xn . . . x1,
x1, . . . , xn ∈ {0, 1} pro každé A ∈ N .

Poznamenejme, že inverzńı symboly k 0, 1, 2 a SΓ ∈ NΓ jsou 0, 1, 2 a SΓ ∈ NΓ. Po-
moćı symbol̊u 0, 1, 0 a 1 budeme kódovat nonterminály z p̊uvodńı množiny nonterminálńıch
symbol̊u N a symboly 2, 2 budou sloužit jako oddělovače kód̊u nonterminál̊u.

Vrat’me se zpět ke konstrukci, nyńı zbývá definovat množinu pravidel PΓ:

I přidej SΓ → h(S)2 do PΓ

II pro každé AB → CD ∈ P přidej 2 → h(B)2h(A)22h(C)2h(D)2 do PΓ

III pro každé A → BC ∈ P přidej 2 → h(A)22h(B)2h(C)2 do PΓ

IV pro každé A → x ∈ P přidej 2 → h(A)x do PΓ

V pro každé a ∈ T přidej a do T

kde A,B, C, D ∈ N a x ∈ T ∪ {ε}. Posledńı bod V je nutný k doplněńı množiny V
na generátor volné grupy, abeceda terminálńıch symbol̊u T se při generováńı vět jazyka
nevyužije.

Konstrukce Γ je kompletńı.

Hlavńı myšlenka d̊ukazu Gramatika nad volnou grupou Γ binárně kóduje nonterminály
p̊uvodńı gramatiky G a simuluje aplikaci pravidel z p̊uvodńı gramatiky. Bezkontextové
pravidla tvaru A → BC (bod III) jsou nahrazena pravidlem h(A)22h(B)2h(C)2. Kde 2 je
jediný nonterminál, který lze přepsat, tedy symbol 2 je přepsán a pokud se před ńım nacháźı
nonterminál A je vše korektńı, protože tento symbol je odstraněn pomoćı vlastnost́ı volné
grupy a z aplikovaného pravidla tedy zbude pouze h(B)2h(C)2. Tento řetězec odpov́ıdá
BC. Na podobném zp̊usobu je postavena simulace i ostatńıch pravidel. Vždy tedy plat́ı, že
se přepisuje pouze symbol 2, pokud tedy dojde k aplikaci nějakého pravidla na nesprávném
mı́stě, derivace se zablokuje, protože se neodstrańı všechny nonterminálńı symboly.

Podobným zp̊usobem lze popsat simulaci pomoćı E0L gramatik nad volnou grupou s
redukovaným počtem nonterminálńıch symbol̊u.

Zbývá dokázat, že obě gramatiky jsou ekvivalentńı, tedy že plat́ı rovnost L(G) = L(Γ).
Nutně potom také L(G) ⊆ L(Γ) a L(Γ) ⊆ L(G). Tato rovnost je dokázána v [2].

Důsledek 7.1.1 CF◦=CF◦R

Na závěr této podkapitoly poznamenejme, že zp̊usob redukce využ́ıvaj́ıćı vlastnost́ı volných
grup nikterak nezvýš́ı počet pravidel vzhledem k p̊uvodńı gramatice v upravené Kurodově
normálńı formě.
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7.1.1 Př́ıklad konstrukce bezkontextové gramatiky nad volnou grupou s
redukovaným počtem nonterminál̊u

Nyńı si ukážeme př́ıklad, ve kterém bude demonstrována konstrukce CF◦R gramatiky
vycházej́ıćı z gramatiky typu 0, G = {VG, T, PG, S}, VG = NG ∪ T představené již výše a
splňuj́ıćı lemma 7.1, kde

• NG = {A,B, S,A′, S′},

• T = {a},

• PG = {
p1: S → AB,
p2: AB → A′S′,
p3: A′S′ → AS,
p4: A → a,
p5: B → ε}

Pro porovnáńı si ukážeme přijet́ı věty aa, které v gramatice G bude prob́ıhat následovně:

S ⇒ AB[p1] ⇒ A′S′[p2] ⇒ AS[p3] ⇒ AAB[p1] ⇒

aAB[p4] ⇒ aaB[p4] ⇒ aa[p5]

Konstrukce bezkontextové gramatiky nad volnou grupou s redukovaným počtem non-
terminál̊u Γ podle gramatiky typu 0, G, je následuj́ıćı:

Γ = {VΓ, T, PΓ, S}, VΓ = NΓ ∪ T ∪ T , kde

• NΓ = {0, 0, 1, 1, 2, 2, S, S},

• T = {a},

• T = {a},

• PΓ = {
p1: S → h(S)2, podle kroku I
p2: 2 → h(B)2h(A)22h(A′)2h(S′)2, podle kroku II a pravidla AB → A′S′

p3: 2 → h(S′)2h(A′)22h(A)2h(S)2, podle kroku II a pravidla A′S′ → AS

p4: 2 → h(S)22h(A)2h(B)2, podle kroku III a pravidla S → AB

p5: 2 → h(A)a, podle kroku IV a pravidla A → a

p6: 2 → h(B)} podle kroku IV a pravidla B → ε

Dále si zavedeme injekce h() a h():

h(): h(A) = 00011000,
h(B) = 00100100,
h(S) = 01000010,
h(A′) = 01011010,
h(S′) = 10011001

h(): h(A) = 00011000,
h(B) = 00100100,
h(S) = 01000010,
h(A′) = 01011010,
h(S′) = 10011001
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Nyńı si ukážeme jak tato gramatika Γ generuje větu aa:

S ⇒◦ h(S)2[p1] ⇒◦ h(S)h(S)22h(A)2h(B)2[p4] = h(A)2h(B)2 ⇒◦

h(A)2h(B)2h(B)2h(A)22h(A′)2h(S′)2[p2] = h(A′)2h(S′)2 ⇒◦

h(A′)2h(S′)h(S′)2h(A′)22h(A)2h(S)2[p3] = h(A)2h(S)2 ⇒◦

h(A)2h(S)h(S)22h(A)2h(B)2[p4] = h(A)2h(A)2h(B)2 ⇒◦

h(A)h(A)ah(A)2h(B)2[p5] = ah(A)2h(B)2 ⇒◦

ah(A)h(A)ah(B)2[p5] = aah(B)2 ⇒◦

aah(B)h(B)[p6] = aa

Na závěr tohoto př́ıkladu objasńıme, proč je nutné, aby originálńı gramatika splňovala
lemma 7.1. Uvažujme pravidlo AB → AC, podle kroku konstrukce II bude toto pravidlo
převedeno na pravidlo 2 → h(B)2h(A)22h(A)2h(C)2. Dı́ky vlastnostem volné grupy je
toto pravidlo 2 → h(B)2h(A)22h(A)2h(C)2 rovno 2 → h(B)h(C)2 a toto pravidlo by v
originálńı gramatice odpov́ıdalo pravidlu B → C, které rozhodně neńı stejné jako pravidlo
AB → AC.

Podobný problém vznikne s pravidly tvaru A → AB, k tomuto pravidlu by podle
kroku konstrukce III odpov́ıdalo pravidlo 2 → h(A)22h(A)2h(B)2. Opět dojde k redukci z
2 → h(A)22h(A)2h(B)2 na 2 → 2h(B)2. Toto pravidlo by v originálńı gramatice odpov́ıdalo
pravidlu ε → B. Těmto problémům předejdeme zavedeńım výše zmı́něného lemma 7.1.

7.2 E0L gramatiky nad volnými grupami s redukovaným
počtem nonterminál̊u

V této podkapitole poṕı̌seme mechanismus převodu gramatiky typu 0 splňuj́ıćı výše pop-
sané lemma 7.1 na E0L gramatiku nad volnou grupou s redukovaným počtem nonter-
minál̊u. Protože u E0L gramatik použ́ıváme mı́sto startovaćıho symbolu startovaćı řetězec,
dosáhneme tak lepš́ıho výsledku než v př́ıpadě bezkontextových gramatik nad volnou grupou.
Výsledkem tedy je, že pro každou gramatiku typu 0 existuje E0L gramatika nad volnou
grupou s pouze šesti nonterminálńımi symboly.

Konstrukce je opět velmi podobná, ale zp̊usob prováděńı derivaćı je paralelńı, narozd́ıl
od bezkontextových gramatik nad volnou grupou, kde derivace prob́ıhá sekvenčně.

Tato problematika byla bĺıže popsána v [10].

Poznámka Připomeňme, že pro tř́ıdu jazyk̊u popsaných E0L gramatikami nad volnou
grupou jsme si zavedli označeńı E0L◦. Tř́ıdu jazyk̊u popsaných E0L gramatikami nad
volnými grupami s redukovaným počtem nonterminál̊u budeme tedy označovat pomoćı
E0L◦R.

Věta 7.2.2 E0L◦R=RE
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Důkaz 7.2.3 Uvažujme gramatiku typu 0, G = (V, T, P, S), V = N ∪ T . Bez ztráty na
obecnosti lze předpokládat, že gramatika G splňuje vlastnosti popsané v lemma 7.1.

E0L◦R gramatiku, Γ = (VΓ, T, PΓ, sΓ), kde VΓ = NΓ ∪ T ∪ T , NΓ = {0, 0, 1, 1, 2, 2} se-
stroj́ıme následovně.

Připrav́ıme si opět injekce h : N → {0, 1}2∗n a h : N → {0, 1}2∗n, kde n = dlog2 |N |e a
pro které plat́ı, že h(A) = xy a h(A) = h(A), kde |x| = |y| = n, x = x1 . . . xn, y = xn . . . x1,
x1, . . . , xn ∈ {0, 1} pro každé A ∈ N .

Uved’me si pro lepš́ı pochopeńı zp̊usobu kódováńı malý př́ıklad. Uvažujme n = 3 a např́ıklad
h(A) = xy = 001100, tedy x = 001, x1 = 0, x2 = 0 a x3 = 1, podle definice injekce h muśı
být y = x3x2x1 a tedy y = 100. Uvedený kód tedy splňuje požadované podmı́nky, podle
kterých jsme tento kód nazvali zrcadlový.

Inverzńı kód k h(A) je následuj́ıćı, podle definice 5.3 inverzńıho řetězce se muśı řetězec
reverzovat (otočit) a každý symbol z řetězce je nahrazen svým inverzńım protěǰskem. Kód
h(A) = h(A) = 001100. Otočeńı se zde vzhledem k vlastnostem kódu žádným zp̊usobem
neprojevilo.

Poznámka: Aby následuj́ıćı text byl srozumitelněǰśı, vyznač́ıme vybrané (deľśı) celky, které
jsou vzájemně inverzńı a jejiž výsledkem je prázdný řetězec ε, podtržeńım. Např́ıklad výraz
h(xk+1)h(xk+1)h(xk+1)h(xk+1) je roven h(xk+1)h(xk+1), tedy část zvýrazněná podtržeńım
h(xk+1)h(xk+1) = ε.

Startovaćı řetězec sΓ polož́ıme rovno h(S)2. Nyńı zbývá definovat množinu pravidel PΓ:

I pro každé z ∈ NΓ ∪ T přidej z → z do PΓ

II pro každé AB → CD ∈ P přidej 2 → h(B)2h(A)22h(C)2h(D)2 do PΓ

III pro každé A → BC ∈ P přidej 2 → h(A)22h(B)2h(C)2 do PΓ

IV pro každé A → x ∈ P přidej 2 → h(A)x do PΓ

V pro každé a ∈ T přidej a do T

kde A,B, C, D ∈ N a x ∈ T ∪ {ε}.

Konstrukce Γ je kompletńı.

Hlavńı myšlenka d̊ukazu Princip simulace gramatiky typu 0 pomoćı nově definované
E0L gramatiky nad volnou grupou s redukovaným počtem nonterminál̊u je velice podobný
simulaci pomoćı CF◦R gramatik, tento princip byl popsán v předchoźı kapitole. Hlavńım
rozd́ılem oproti CF◦R gramatikám je zp̊usob prováděńı derivaćı. Rysem E0L◦R gramatik
je paralelńı zp̊usob prováděńı derivaćı. Ale z d̊uvodu lepš́ıho pochopeńı d̊ukazu zavád́ıme
v konstrukci pravidla tvaru z → z, kde z ∈ VΓ. Tento druh pravidel nám zajist́ı možnost
uvažovat derivace v E0L◦R gramatikách jako sekvenčńı. Přibĺıž́ıme se tedy velice bĺızko
CF◦R gramatikám.

Dokážeme, že obě gramatiky jsou ekvivalentńı, tedy že plat́ı rovnost L(G) = L(Γ). Nutně
potom také L(G) ⊆ L(Γ) a L(Γ) ⊆ L(G).
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Předpokládejme bez ztráty na obecnosti, že každá věta w ∈ L(G) je generována derivaćı
tvaru S ⇒∗ w′ ⇒∗ w, kde větná forma w′ je generována ze startovaćıho nonterminálu S a
to pouze za použit́ı pravidel tvaru AiAj → ArAs, Ai → ArAs a Ai → ε. V momentě, kdy
již tyto pravidla nelze aplikovat, přecháźı w′ za pomoćı pravidel tvaru Ai → a na w. Přitom
Ai, Aj , Ar, As ∈ N , i, j, r, s ∈ {1, . . . , n}, a ∈ T a w′ ∈ N∗, w ∈ T ∗.

Pomoćı matematické indukce pro i ≥ 0 dokážeme inkluzi L(G) ⊆ L(Γ), ustanov́ıme
tvrzeńı A a B.

Tvrzeńı A S ⇒i y1y2 . . . ym v G implikuje sΓ ⇒◦i h(y1)2h(y2)2 . . . h(ym)2 v Γ, kde
y1, . . . , ym ∈ V − T , m ≥ 0.

Necht’ i = 0. Potom S ⇒0 S v G. Podle konstrukce je zřejmé, že sΓ = h(S)2 ∈ PΓ a tedy
také SΓ ⇒◦0 h(S)2 v Γ.

Indukčńı hypotéza: Předpokládejme, že výše uvedená implikace tvrzeńı A plat́ı pro
všechna i ≤ l, kde l je nezáporné celé č́ıslo.

Indukčńı krok: Uvažujme derivace tvaru S ⇒l+1 β, kde β ∈ N∗. Přesněji si vyjádř́ıme
S ⇒l+1 β jako S ⇒l α ⇒ β, kde α ∈ N∗.

Vyjádřeme si β jako β = x1x2 . . . xk, kde x1, . . . , xk ∈ V − T , k ≥ 0. Podle indukčńı
hypotézy muśı platit sΓ ⇒◦i+1 h(x1)2h(x2)2 . . . h(xk)2 = βΓ v Γ. Existuj́ı následuj́ıćı
možnosti provedeńı derivačńıho kroku α ⇒ β v G.

(1) Necht’ α = uxv ⇒ uyv = β v G, kde u, v ∈ N∗ a x → y ∈ PG. Předpokládejme, že
plat́ı u ⇒ v v G a u ⇒◦ v v Γ - bude dokázáno později.
Zaměřme se na části věty u a v, které se během derivačńıho kroku α ⇒ β neměńı.
V E0L◦ gramatice se muśı v každém derivačńım kroku přepsat každý symbol větné
formy. Stálost část́ı u a v v derivaci uxv ⇒◦ uyv zajist́ı pravidla tvaru z → z, |z| = 1,
sestrojená v kroku I.

(2) Necht’ AiAj → ArAs ∈ P , kde Ai, Aj , Ar, As ∈ N . Potom α = uAiAjv ⇒ uArAsv = β

v G, kde u, v ∈ N∗. Vyjádřeme si řetězce u a v jako u = x1 . . . xk a v = y1 . . . yl

Podle II, 2 → h(Aj)2h(Ai)22h(Ar)2h(As)2 ∈ PΓ

a αΓ = h(x1)2 . . . h(xk)2h(Ai)2h(Aj)2h(y1)2 . . . h(yl)2 ⇒◦

h(x1)2 . . . h(xk)2h(Ai)2h(Aj)h(Aj)2h(Ai)22h(Ar)2h(As)2h(y1)2 . . . h(yl)2 =
h(x1)2 . . . h(xk)2h(Ar)2h(As)2h(y1)2 . . . h(yl)2 = βΓ v Γ. Tedy S ⇒i+1 β jak v G tak
i plat́ı sΓ ⇒◦i+1 βΓ v Γ.

(3) Necht’ Ai → ArAs ∈ P , kde Ai, Ar, As ∈ N . Potom α = uAiv ⇒ uArAsv = β v G,
kde u, v ∈ N∗. Vyjádřeme si řetězce u a v jako u = x1 . . . xk a v = y1 . . . yl.
Podle III, 2 → h(Ai)22h(Ar)2h(As)2 ∈ PΓ

a αΓ = h(x1)2 . . . h(xk)2h(Ai)2h(y1)2 . . . h(yl)2 ⇒◦

h(x1)2 . . . h(xk)2h(Ai)h(Ai)22h(Ar)2h(As)2h(y1)2 . . . h(yl)2 =
h(x1)2 . . . h(xk)2h(Ar)2h(As)2h(y1)2 . . . h(yl)2 = βΓ v Γ. Je zřejmé, že S ⇒i+1 β v G

a stejně tak sΓ ⇒◦i+1 βΓ v Γ.

51



(4) Necht’ Ai → ε ∈ P , kde Ai ∈ N . Potom α = uAiv ⇒ uv = β v G, kde u, v ∈ N∗.
Vyjádřeme si řetězce u a v jako u = x1 . . . xk a v = y1 . . . yl. Podle IV, 2 → h(Ai) ∈ PΓ

a αΓ = h(x1)2h(xk)2h(Ai)2h(y1)2 . . . h(yl)2 ⇒◦

h(x1)2 . . . h(xk)2h(Ai)h(Ai)22h(y1)2 . . . h(yl)2 =
h(x1)2 . . . h(xk)2h(y1)2 . . . h(yl)2 = βΓ v Γ. Je opět zřejmé,že S ⇒i+1 β v G a stejně
tak sΓ ⇒◦i+1 βΓ v Γ.

Výše uvedené body (1) až (4) dokazuj́ı, že tvrzeńı A plat́ı. Nyńı zavedeme tvrzeńı B.�

Tvrzeńı B x1 . . . xk ⇒k w v G pouze za použit́ı pravidel tvaru Ai → a ∈ P implikuje
h(x1)2 . . . h(xk)2 ⇒◦k w v Γ, kde Ai, xj ∈ N pro i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . k, 1 ≤ k ≤ n a
a ∈ T . Bez ztráty na obecnosti můžeme předpokládat, že výsledná věta je źıskána pomoćı
nejlevěǰśıch derivaćı.

Necht’ k = 0. Potom ε ⇒0 ε v G. Jistě také ε ⇒◦0 ε v Γ.

Indukčńı hypotéza: Předpokládejme, že výše uvedená implikace tvrzeńı B plat́ı pro
všechna k ≤ l, kde l je celé nezáporné č́ıslo.

Indukčńı krok: Uvažujme větné formy x1x2 . . . xkxk+1, kde xi ∈ N pro i = 1, 2, . . . k + 1.
Vyjádřeme si derivace jako x1x2 . . . xkxk+1 ⇒k wxk+1 ⇒ wa, kde w ∈ T ∗, a ∈ T .

Necht’ xk+1 → a ∈ P , kde xk+1 ∈ N a a ∈ T . Potom xk+1 ⇒ a v G.
Podle IV, 2 → h(xk+1)a ∈ PΓ, tedy h(xk+1)2 ⇒◦ h(xk+1)h(xk+1)a = a v Γ. Je zřejmé, že
h(x1)2h(x2)2 . . . h(xk)2h(xk+1)2 ⇒◦k+1 wa plat́ı také v Γ.

Indukčńı krok je kompletńı a tvrzeńı B plat́ı. Pomoćı tvrzeńı A a B jsme dokázali platnost
prvńı část d̊ukazu. Inkluze L(G) ⊆ L(Γ) je dokázána. �

Dále se budeme zabývat platnost́ı druhé inkluze L(Γ) ⊆ L(G). Podobně jako v
předcházej́ıćı části předpokládejme, že každé w ∈ L(Γ) źıskáme pomoćı následuj́ıćı
posloupnosti derivaćı sΓ ⇒◦∗ w′ ⇒◦∗ w, kde w′ je generováno z sΓ pouze za použit́ı
pravidel tvaru 2 → h(Aj)2h(Ai)22h(Ar)2h(As)2, 2 → h(Ai)22h(Ar)2h(As)2, 2 → h(Ai)
Ai → Ai. Věta w je źıskána z větné formy w′ za použit́ı pravidel tvaru 2 → h(Ai)a a
a → a, kde Ai, Aj , Ar, As ∈ V − T , pro i, j, r, s ∈ {1, 2, . . . , n}, a ∈ T . Důkaz provedeme
matematickou indukćı pro nějaké i ≥ 0.Ustanov́ıme tvrzeńı C.

Tvrzeńı C sΓ ⇒◦i h(y1)2h(y2)2 . . . h(ym)2 v Γ implikuje S ⇒∗ y1y2 . . . ym v G, kde
yj ∈ V − T , 1 ≤ j ≤ m a m ≥ 0.

Necht’ i = 0. Potom m = 1, h(y1)2 = sΓ a SΓ ⇒◦0 SΓ v Γ. Tedy y1 = S a plat́ı S ⇒0 S
také v G.

Indukčńı hypotéza: Předpokládejme, že výše uvedená implikace pro tvrzeńı C plat́ı pro
všechna i ≤ k, kde k je celé nezáporné č́ıslo.

Indukčńı krok: Uvažujme derivace tvaru sΓ ⇒◦k α ⇒◦ β, kde α, β ∈ V ◦
Γ .

Podle indukčńı hypotézy muśı platit β = h(x1)2h(x2) . . . h(xk)2 a S ⇒∗ x1x2 . . . xk = βG v
G. Existuj́ı následuj́ıćı možnosti provedeńı derivačńıho kroku α ⇒◦ β v Γ.
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(1) Necht’ z → z ∈ PΓ (vytvořené podle kroku I), z ∈ (N ∪ T ), α = uzv, β = uzv,
u, v ∈ (N ∪ T )∗ a α ⇒◦ β v Γ. V gramatice G tomuto derivačńımu kroku odpov́ıdá
krok uzv ⇒0 uzv. Tedy α ⇒ β také v G.

(2) Necht’ 2 → h(Aj)2h(Ai)22h(Ar)2h(As)2 ∈ PΓ, kde Ai, Aj , Ar, As ∈ N . Dále necht’

potom α = uh(X)2h(Y )2v ⇒◦ uh(X)2h(Y )h(Aj)2h(Ai)22h(Ar)2h(As)2v, kde prefix
u a sufix v jsou tvaru u = h(x1)2 . . . h(xk)2 a v = h(y1)2 . . . h(yl)2,
x1, . . . , xk, y1, . . . , yl ∈ N .

Předpokládejme, že Y 6= Aj a vyjádřeme řetězec h(Y )h(Aj) jako B1 . . . BnBn . . . B1

A1 . . . AnAn . . . A1, kde B1, . . . , Bn ∈ {0, 1} a A1, . . . , An ∈ {0, 1}.
Necht’ B1 = A1, . . . , Bm = Am, kde 0 ≤ m < n. Potom je řetězec redukován na
B1 . . . BnBn . . . Bn−mAn−m . . . AnAn . . . A1 a výsledná větná forma má tvar
uh(X)2B1 . . . BnBn . . . Bn−mAn−m . . . AnAn . . . A12h(Ai)22h(Ar)2h(As)2v.
Pokud A1, . . . , An ∈ {0, 1}, podle konstrukce zde nejsou žádná pravidla přepisuj́ıćı 0 a
1. Tyto symboly můžeme odstranit jen a pouze pomoćı vlastnost́ı volné grupy, to zna-
mená konkatenaćı s inverzńım protěǰskem. Kromě toho, řetězce An−m . . . AnAn . . . A1

a B1 . . . BnBn . . . Bn−m maj́ı délku 2n − m. Podle konstrukce je každý nonterminál
kódován binárńı sekvenćı konstantńı délky 2n. Z tohoto shrnut́ı nám vyplývá, že
uvažované řetězce nereprezentuj́ı korektńı nonterminálńı symboly a neńı tedy možné
jejich odebráńı a vytvořeńı věty jazyka.

Budeme-li uvažovat př́ıpad, kdy Y = Aj a X 6= Ai, nastane analogická situace, ve
které bude daľśı derivace blokována.

Jediný správný zp̊usob aplikace uvažovaného pravidla je dosažen v př́ıpadě, kdy Y =
Aj a X = Ai. Źıskáme derivaci α = h(x1)2 . . . . . . h(xk)2h(X)2h(Y )2h(y1)2 . . . h(yl)2 ⇒◦

h(x1)2 . . . h(xk)2h(X)2h(Y )h(Aj)2h(Ai)22h(Ar)2h(As)2h(y1)2 . . . h(yl)2 =
h(x1)2 . . . h(xk)2h(Ar)2h(As)2h(y1)2 . . . h(yl)2 = β v Γ. Podle II, muśı existovat
AiAj → ArAs ∈ P . V G také plat́ı αG = x1 . . . xkAiAjy1 . . . yl ⇒ x1 . . . xkArAsy1 . . . yl =
βG (připomeňme, že X = Ai a Y = Aj).

(3) 2 → h(Ai)22h(Ar)2h(As)2 ∈ PΓ, α = uh(Ai)2v, β = uh(Ar)2h(As)2v, kde u, v ∈ V ◦
Γ ,

u = h(x1)2 . . . h(xk)2, v = h(y1)2 . . . h(yl)2, Ai, Ar, As ∈ N . Podle III muśı existovat
Ai → ArAs ∈ P .

Jejich aplikaćı źıskáme αG = x1 . . . xkAiy1 . . . yl ⇒ x1 . . . xkArAsy1 . . . yl = βG. Plat-
nost je tedy i v G.

(4) 2 → h(Ai)22z ∈ PΓ, α = uh(Ai)2v, β = uzv, kde u, v ∈ V ◦
Γ , u = h(x1)2 . . . h(xk)2,

v = h(y1)2 . . . h(yl)2, Ai ∈ N . Podle IV muśı existovat Ai → z ∈ P .

Jejich aplikaćı źıskáme α = x1 . . . xkAiy1 . . . yl ⇒ x1 . . . xkzy1 . . . yl = βG. Platnost je
tedy i v G.

Výše uvedené body (1) až (4) dokazuj́ı, že tvrzeńı C plat́ı. Nyńı zavedeme tvrzeńı D.�
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Tvrzeńı D h(x1)2 . . . h(xk)2 ⇒◦k w v Γ za použit́ı pravidel tvaru 2 → h(Ai)a implikuje
x1 . . . xk ⇒k w v G, kde Ai, xj ∈ N pro i = 1, 2, . . . n− 1, j = 1, 2, . . . k, k ≥ 0 a a ∈ T . Bez
ztráty na obecnosti předpokládejme, že věta je źıskána posloupnost́ı nejlevěǰśıch derivaćı.

Necht’ k = 0. Potom ε ⇒0◦ ε v Γ. Jistě také ε ⇒0 ε v G.

Indukčńı hypotéza: Předpokládejme, že výše uvedená implikace tvrzeńı D plat́ı pro
všechna k ≤ l, kde l je celé nezáporné č́ıslo.

Indukčńı krok: Uvažujme derivace tvaru h(x1)2h(x2)2 . . . h(xk)2h(xk+1)2, kde xi ∈ N
pro i = 1, 2, . . . k + 1. Derivaci si přesněji vyjádř́ıme jako
h(x1)2h(x2)2 . . . h(xk)2h(xk+1)2 ⇒◦k wh(xk+1)2 ⇒◦ wa, kde w ∈ T ∗, a ∈ T .

Necht’ 2 → h(xk+1)a, kde xk+1 ∈ N a a ∈ T . Potom h(xk+1)2 ⇒◦ h(xk+1)h(xk+1)a = a v
Γ. Podle IV muśı existovat xk+1 → a ∈ P . Tedy xk+1 ⇒ a v G. Je zřejmé, že
x1x2 . . . xkxk+1 ⇒k+1 wa plat́ı také v G.

Tvrzeńı C a D jsou nyńı dokázána. Platnost druhé inkluze L(Γ) ⊆ L(G) je potvrzena. �

A celková platnost všech tvrzeńı A, B, C a D nám podává d̊ukaz, že plat́ı i L(Γ) = L(G).�

Důsledek 7.2.1 E0L◦=E0L◦R

Poznamenejme, že počet pravidel je shodný s počtem pravidel gramatiky typu 0, ze které
tato konstrukce vycháźı.

7.2.1 Př́ıklad konstrukce E0L gramatiky nad volnou grupou s reduko-
vaným počtem nonterminál̊u

Nyńı si opět ukážeme př́ıklad, ve kterém bude demonstrována konstrukce E0L◦R gramatiky
vycházej́ıćı z gramatiky typu 0, G = {VG, T, PG, S}, VG = NG∪T prezentované již několikrát
a splňuj́ıćı lemma 7.1, kde

• NG = {A,B, S,A′, S′},

• T = {a},

• PG = {
p1: S → AB,
p2: AB → A′S′,
p3: A′S′ → AS,
p4: A → a,
p5: B → ε}

Pro porovnáńı si opět připomeneme přijet́ı věty aa, které je v gramatice G následuj́ıćı:

S ⇒ AB[p1] ⇒ A′S′[p2] ⇒ AS[p3] ⇒ AAB[p1] ⇒

aAB[p4] ⇒ aaB[p4] ⇒ aa[p5]

Konstrukce E0L gramatiky nad volnou grupou s redukovaným počtem nonterminál̊u Γ
podle gramatiky typu 0, G, je následuj́ıćı:

Γ = {VΓ, T, PΓ, sΓ}, VΓ = NΓ ∪ T ∪ T , kde
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• NΓ = {0, 0, 1, 1, 2, 2},

• T = {a},

• T = {a},

• PΓ = {
p1: 2 → h(B)2h(A)22h(A′)2h(S′)2, podle kroku II a pravidla AB → A′S′

p2: 2 → h(S′)2h(A′)22h(A)2h(S)2, podle kroku II a pravidla A′S′ → AS

p3: 2 → h(S)22h(A)2h(B)2, podle kroku III a pravidla S → AB

p4: 2 → h(A)a, podle kroku IV a pravidla A → a

p5: 2 → h(B), podle kroku IV a pravidla B → ε
p6: 0 → 0, podle kroku I
p7: 0 → 0, podle kroku I
p8: 1 → 1, podle kroku I
p9: 1 → 1, podle kroku I
p10: 2 → 2, podle kroku I
p11: 2 → 2, podle kroku I
p12: a → a}, podle kroku I

• sΓ = h(S)2

Dále si zavedeme injekce h() a h():

h(): h(A) = 00011000,
h(B) = 00100100,
h(S) = 01000010,
h(A′) = 01011010,
h(S′) = 10011001

h(): h(A) = 00011000,
h(B) = 00100100,
h(S) = 01000010,
h(A′) = 01011010,
h(S′) = 10011001

Nyńı si ukážeme jak tato gramatika Γ generuje větu aa:

aΓ = h(S)2 ⇒◦ h(S)h(S)22h(A)2h(B)2[p6, p8, p3] = h(A)2h(B)2 ⇒◦

h(A)2h(B)2h(B)2h(A)22h(A′)2h(S′)2[p6, p8, p10, p1] = h(A′)2h(S′)2 ⇒◦

h(A′)2h(S′)h(S′)2h(A′)22h(A)2h(S)2[p6, p8, p10, p2] = h(A)2h(S)2 ⇒◦

h(A)h(A)ah(S)h(S)22h(A)2h(B)2[p6, p8, p4, p3] = ah(A)2h(B)2 ⇒◦

ah(A)h(A)ah(B)h(B)[p6, p8, p4, p5] = aa
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Kapitola 8

Rozš́ı̌rené oboustranné zásobńıkové
automaty nad volnými grupami

Posledńı modifikovaný model je zásobńıkový automat. Pomoćı vlastnost́ı volné grupy se
bude redukovat obsah zásobńıku. Avšak výsledky źıskané přidáńım volné grupy nikterak
nezvýš́ı generativńı śılu samotných rozš́ı̌rených oboustranných zásobńıkových automat̊u
nad volným monoidem, proč tomu tak je, bude ukázáno později. Samotné oboustranné
zásobńıkové automaty jsou definované v [2].

Tyto automaty se nazývaj́ı rozš́ı̌rené, protože maj́ı schopnost č́ıst v jednom kroku ze
vstupńı pásky řetězce vstupńı abecedy, - nerozš́ı̌rené oboustranné zásobńıkové automaty
mohou č́ıst v jednom kroku ze vstupńı pásky pouze jeden vstupńı symbol.

Nutno ještě poznamenat, že modifikaćı zásobńıkových automat̊u, které přij́ımaj́ı tř́ıdu
rekurzivně vyč́ıslitelných jazyk̊u je nemalé množstv́ı, model který se nejv́ıce bĺıž́ı modifikaci
uvedené v této práci je tzv. Flip Pushdown Automaton, který je v podstatě také obous-
tranný, ale v jednom kroku lze pracovat vždy jen s jedńım vrcholem (formálńı definici lze
nalézt v [29]). U oboustranných zásobńıkových automat̊u ale nejlépe využijeme vlastnost́ı
volné grupy k redukci počtu pravidel a obsahu zásobńıku.

Na začátek si zavedeme následuj́ıćı značeńı. Tř́ıdu všech jazyk̊u přij́ımaných rozš́ı̌renými
oboustrannými zásobńıkovými automaty nad volnými grupami označ́ıme E2PDA◦.

Tato kapitola byla ve velkém měř́ıtku inspirovaná [21].

Definice 8.0.1 Rozš́ıřený oboustranný zásobńıkový automat nad volnou grupou je n-tice
M = (Q,Σ,Γ, R, z, ZL, ZR, F ), Q ∩ (Σ ∪ Γ) = ∅, kde

• Q je konečná množina stav̊u

• Σ je konečná vstupńı abeceda

• Γ je konečná zásobńıková abeceda

• R je konečná množina pravidel tvaru u1|u2pw → v1|v2q,
kde u1, u2 ∈ Γ, v1, v2 ∈ Γ∗, p, q ∈ Q a w ∈ Σ∗

• z ∈ Q je počátečńı stav

• ZL ∈ Γ je počátečńı symbol levé strany zásobńıku

• ZR ∈ Γ je počátečńı symbol pravé strany zásobńıku
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• F ⊆ Q je množina koncových stav̊u

8.1 Přechody v rozš́ı̌reném oboustranném zásobńıkovém au-
tomatu nad volnou grupou

Definice 8.1.2 Konfiguraćı rozš́ı̌reného oboustranného zásobńıku nad volnou grupou
rozumı́me řetězec vqy, kde v ∈ Γ◦, y ∈ Σ∗, and q ∈ Q.

Definice 8.1.3 Pokud u1|u2qw → v1|v2p ∈ R, y = u1hu2qwz a x = v1hv2pz jsou dvě
konfigurace automatu M , kde u1, u2 ∈ Γ, x, y ∈ Γ◦, q, p ∈ Q a w, z ∈ Σ∗, potom automat
M provád́ı přechod z konfigurace y do konfigurace x podle pravidla u1|u2qw → v1|v2p a
ṕı̌seme

y `◦M x[u1|u2qw → v1|v2q]

nebo jednoduše

y `◦ x

Relace `◦n, `◦+ a `◦∗ označuj́ıćı posloupnost délky n, pro n ≥ 0, tranzitivńı a reflexivńı-
tranzitivńı uzávěr relace `◦ v tomto pořad́ı jsou definovány obvyklým zp̊usobem.

8.2 Jazyk generovaný rozš́ı̌reným oboustranným
zásobńıkovým automatem nad volnou grupou

Definice 8.2.3 Jazyk přij́ımaný rozš́ı̌reným zásobńıkovým automatem nad volnou grupou
je definován jako

L(M) = {w|w ∈ Σ∗, ZLZRzw `◦∗ εf, f ∈ F}.

Poznamenejme, že řetězce vyskytuj́ıćı se na oboustranném zásobńıku jsou tvořeny volnou
grupou generovanou zásobńıkovou abecedou Γ operaćı konkatenace. Řetězec ω je auto-
matem M přijat pouze tehdy, pokud je celý přečten, zásobńık je prázdný a automat M se
nacháźı v některém z koncových stav̊u.

8.3 Generativńı schopnosti rozš́ı̌rených oboustranných
zásobńıkových automat̊u nad volnou grupou

Nyńı se budeme zabývat generativńı schopnost́ı nově zavedené struktury. Ćılem je dokázat,
že pro každou zleva rozš́ı̌renou gramatiku G existuje rozš́ı̌rený oboustranný zásobńıkový
automat nad volnou grupou M přij́ımaj́ıćı stejný jazyk, L(G) = L(M).

Věta 8.3.1 E2PDA◦=RE
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Důkaz 8.3.1 Je dokázáno, že tř́ıda jazyk̊u generovaných zleva rozš́ı̌renými frontovými gra-
matikami (viz kapitola 3.2) je totožná s tř́ıdou rekurzivně vyč́ıslitelných jazyk̊u. Postačuje
tedy dokázat, že pro každou zleva rozš́ı̌renou frontovou gramatiku G = (V, T,W, F, Sq0, P )
existuje rozš́ı̌rený oboustranný zásobńıkový automat nad volnou grupou M = (Q,T,Γ, R, z,
ZL, ZR, F ) takový, že L(G) = L(M). Bez ztráty na obecnosti předpokládejme, že gramatika
G splňuje podmı́nky popsané v lemma 3.1.

Konstrukci rozš́ı̌reného oboustranného zásobńıkového automatu nad volnou grupou M ,
která byla prezentována v [9], provedeme aplikaćı následuj́ıćıch krok̊u:

• Q = {f, z} ∪ {〈q, 1〉, 〈q, 2〉|q ∈ W}

• Γ = {ZL, ZR, ZL, ZR} ∪ (V − T ) ∪N , kde N = {x|x ∈ (V − T )}

• FM = {f}

Množina pravidel R je vytvořena následovně:

I pro startovaćı axiom Sq0 gramatiky G, kde S ∈ (V − T ), q0 ∈ (W − F )
přidej ZL|ZRz → ZL|SZR〈q0, 1〉 do R

II pro každé (A, p, x, q) ∈ P , kde A ∈ (V − T ), p, q ∈ (W − F ), x ∈ (V − T )∗

přidej ZL|ZR〈p, 1〉 → ZLA|xZR〈q, 1〉 do R

III pro každé p ∈ W
přidej ZL|ZR〈p, 1〉 → ZL|ZR〈p, 2〉 do R

IV pro každé (A, p, y, q) ∈ P , kde A ∈ (V − T ), p, q ∈ (W − F ), y ∈ T ∗

přidej ZL|ZR〈p, 2〉y → ZLA|ZR〈q, 2〉 do R

V pro každé (A, p, y, t) ∈ P , kde A ∈ (V − T ), p ∈ (W − F ), y ∈ T ∗, t ∈ FM

přidej ZL|ZR〈p, 2〉y → A|εf do R

Konstrukce M je kompletńı. Pro daľśı části d̊ukazu si zavedeme následuj́ıćı notaci.
Pokud 〈q, 1〉 je aktuálńı stav automatu M , ř́ıkáme, že M je v nonterminal-generating módu.
Podobně, když je aktuálńım stavem 〈q, 2〉 automatu M , ř́ıkáme, že M je v terminal-reading
módu, kde q ∈ W .

Hlavńı myšlenka d̊ukazu Automat M bude simulovat derivace v zleva rozš́ı̌rené frontové
gramatice G a ukládá na oboustranný zásobńık nonterminálńı symboly z V −T . Uvažujme
jako aktuálńı větnou formu w#Avp gramatiky G, kde w, v ∈ (V − T )∗, A ∈ (V − T ),
a p ∈ (W − F ). Potom odpov́ıdaj́ıćı konfigurace automatu M bude ZLwwAvZR〈p, 1〉ω,
kde ω ∈ T ∗. Předpokládejme existenci pravidla (A, p, x, q) ∈ P , kde x ∈ (V − T )∗, po-
tom w#Avp ⇒ wA#vxq v G. V takovém př́ıpadě, automat M muśı být v nonterminal-
generating módu a podle konstrukce obsahuje pravidlo ZL|ZR〈p, 1〉 → ZLA|xZR〈q, 1〉 ∈ R.
Použit́ım tohoto pravidla přejde automat M do nové konfigurace ZLAwwAvxZR〈q, 1〉ω.
Všimněme si, že symbol A je uložen ve své inverzńı podobě jako A a je vložen z levé strany
oboustranného zásobńıku. Dále je řetězec x vložen do oboustranného zásobńıku z pravé
strany.

Dále uvažujme jako aktuálńı větnou formu w#Avup gramatiky G, kde u ∈ T ∗ a
(A, p, y, q) ∈ P , y ∈ T ∗. Potom lze provést w#Avup ⇒ wA#vuyq. Podle konstrukce muśı
existovat v automatu M pravidlo ZL|ZR〈p, 2〉y → ZLA|ZR〈q, 2〉 ∈ R a automat M může
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provést přechod ZLwwAvZR〈p, 2〉yω′ `◦ ZLAwwAvZR〈q, 2〉ω′, kde ω′ ∈ T ∗. Poznamene-
jme, že v tomto př́ıpadě automat M muśı být v módu terminal-reading. V tomto režimu jsou
pouze ukládány inverzńı protěǰsky symbolu A na levou stranu oboustranného zásobńıku.

Jinými slovy, každý symbol A ∈ (V − T ), který je generován za # v gramatice G,
je do oboustranného zásobńıku vložen z pravé strany jako A. Všimněme si, že každý
takovýto symbol ve frontové gramatice G splňuj́ıćı lemma 3.1 je přesunut před #. Z to-
hoto d̊uvodu ukládá automat M inverzńı protěǰsky těchto symbol̊u na levou stranu obous-
tranného zásobńıku. Pokud se všechny přechody provedou korektně, oboustranný zásobńık
se pomoćı vlastnost́ı volné grupy automaticky redukuje.

Dokazujeme L(G) = L(M), tedy muśı platit L(G) ⊆ L(M) a L(M) ⊆ L(G). V prvńı
části ustanov́ıme tvrzeńı A, B a C pomoćı kterých dokážeme, že L(G) ⊆ L(M).

Tvrzeńı A. Pokud A1 . . . An#B1 . . . Bmu ⇒i A1 . . . AnB1 . . . Bi#Bi+1 . . . Bmx1 . . . xip v
G, potom ZLAn . . . A1A1 . . . AnB1 . . . BmZR〈u, 1〉ω `◦i
ZLBi . . . B1An . . . A1A1 . . . AnB1 . . . Bmx1 . . . xiZR〈p, 1〉ω v M ,
kde A1, . . . , An, B1, . . . , Bm ∈ (V −T ), x1, . . . , xi ∈ (V −T )∗, u, p ∈ (W −F ), m ≥ 1, n ≥ 0,
ω ∈ T ∗, i < m.

Necht’ i = 0. Potom A1 . . . An#B1 . . . Bmu ⇒0 A1 . . . An#B1 . . . Bmu v G. Zajisté také
ZLAn . . . A1A1 . . . AnB1 . . . BmZR〈u, 1〉ω `◦0 ZLAn . . . A1A1 . . . AnB1 . . . BmZR〈u, 1〉ω v M .

Indukčńı hypotéza: Předpokládejme, že tvrzeńı A plat́ı pro všechna i ≤ l, kde l je celé
nezáporné č́ıslo.

Indukčńı krok: Uvažujme derivaci tvaru A1 . . . An#B1 . . . Bmu ⇒l+1

A1 . . . AnB1 . . . BlBl+1#Bl+2 . . . Bmx1 . . . xlxl+1q. Derivaci si přesněji vyjádř́ıme jako
A1 . . . An#B1 . . . Bmu ⇒l A1 . . . AnB1 . . . Bl#Bl+1 . . . Bmx1 . . . xlp ⇒
A1 . . . AnB1 . . . BlBl+1#Bl+2 . . . Bmx1 . . . xlxl+1q v G, kde l + 2 ≤ m, q ∈ (W − F ).

Podle indukčńı hypotézy
ZLAn . . . A1A1 . . . AnB1 . . . BmZR〈u, 1〉ω `◦l
ZLBl . . . B1An . . . A1A1 . . . AnB1 . . . Bmx1 . . . xlZR〈p, 1〉ω `◦
ZLBl+1Bl . . . B1An . . . A1A1 . . . AnB1 . . . Bmx1 . . . xlxl+1ZR〈q, 1〉ω v M . Jediný typ pravidla
z P , pomoćı kterého lze derivaci A1 . . . AnB1 . . . Bl#Bl+1 . . . Bmx1 . . . xl

p ⇒ A1 . . . AnB1 . . . BlBl+1#Bl+2 . . . Bmx1 . . . xlxl+1q v G provést je (Bl+1, p, xl+1, q) ∈ P ,
kde Bl+1 ∈ (V − T ), p, q ∈ (W − F ) a xl+1 ∈ (V − T )∗. Všimněte si, že podle konstrukce ,
bod II, existuje pravidlo ZL|ZR〈p, 1〉 → ZLBl+1|xl+1ZR〈q, 1〉 v R, tedy
ZLBl . . . B1An . . . A1A1 . . . AnB1 . . . Bmx1 . . . xlZR〈p, 1〉ω `◦
ZLBl+1Bl . . . B1An . . . A1A1 . . . AnB1 . . . Bmx1 . . . xlxl+1ZR〈q, 1〉ω v M a
tvrzeńı A plat́ı. �

Tvrzeńı B. Pokud A1 . . . An#B1 . . . Bma1 . . . aku
⇒i A1 . . . AnB1 . . . Bi#Bi+1 . . . Bma1 . . . akb1 . . . bip v G, potom
ZLAn . . . A1A1 . . . AnB1 . . . BmZR〈u, 2〉b1 . . . bj `◦i
ZLBi . . . B1An . . . A1A1 . . . AnB1 . . . BiBi+1 . . . BmZR〈p, 2〉bi+1 . . . bj v M ,
kde A1, . . . , An, B1, . . . , Bm ∈ (V − T ), a1, . . . , ak, b1, . . . , bj ∈ T ∗, u, p ∈ (W − F ), i < m,
i < j, k ≥ 0, j ≥ 0.
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Necht’ i = 0. Potom A1 . . . An#B1 . . . Bma1 . . . aku ⇒0 A1 . . . An#B1 . . . Bma1 . . . aku v G.
Jistě tedy i ZLAn . . . A1A1 . . . AnB1 . . . BmZR〈u, 2〉b1 . . . bj `◦0
ZLAn . . . A1A1 . . . AnB1 . . . BmZR〈u, 2〉b1 . . . bj v M .

Indukčńı hypotéza: Předpokládejme, že tvrzeńı B plat́ı pro každé i ≤ l, kde l je celé
nezáporné č́ıslo.

Indukčńı krok: Uvažujme derivaci tvaru A1 . . . An#B1 . . . Bma1 . . . aku ⇒l+1

A1 . . . AnB1 . . . BlBl+1#Bl+2 . . . Bma1 . . . akb1 . . . blbl+1q a derivaci si přesněji vyjádř́ıme jako
A1 . . . An#B1 . . . Bma1 . . . aku ⇒l A1 . . . AnB1 . . . Bl#Bl+1 . . . Bma1 . . . akb1 . . . blp ⇒
A1 . . . AnB1 . . . BlBl+1#Bl+2 . . . Bma1 . . . akb1 . . . blbl+1q v G, kde l + 2 ≤ m, k ≥ 0, i < j,
l + 2 ≤ j, q ∈ (W − F ).

Podle indukčńı hypotézy ZLAn . . . A1A1 . . . AnB1 . . . BmZR〈u, 2〉b1 . . . bj `◦l
ZLBl . . . B1An . . . A1A1 . . . AnB1 . . . BmZR〈p, 2〉bl+1 . . . bj `◦
ZLBl+1Bl . . . B1An . . . A1A1 . . . AnB1 . . . BmZR〈q, 2〉bl+2 . . . bj v M .

V tomto př́ıpadě, máme jedinou možnost jak může G provést derivaci
A1 . . . AnB1 . . . Bl#Bl+1 . . . Bma1 . . . akb1 . . . blp ⇒
A1 . . . AnB1 . . . BlBl+1#Bl+2 . . . Bma1 . . . akb1 . . . blbl+1q. Všimněme si, že toto nám zajist́ı
pravidlo tvaru (Bl+1, p, bl+1, q) ∈ P , kde Bl+1 ∈ (V − T ), p, q ∈ (W − F ), bl+1 ∈ T ∗. Po-
dle bodu IV z konstrukce existuje pravidlo ZL|ZR〈p, 2〉bl+1 → ZLBl+1|ZR〈q, 2〉 v R, tedy
ZLBl . . . B1An . . . A1A1 . . . AnB1 . . . BmZR〈p, 2〉bl+1 . . . bj `◦
ZLBl+1Bl . . . B1An . . . A1A1 . . . AnB1 . . . BmZR〈q, 2〉bl+2 . . . bj v M a tvrzeńı B plat́ı. �

Tvrzeńı C. Pokud A1 . . . An−1#Anyq ⇒ A1 . . . An−1An#yzt v G, kde A1, . . . , An ∈
(V − T ), y, z ∈ T ∗, q ∈ (W − F ), t ∈ F , potom ZLAn−1 . . . A1A1 . . . AnZR〈q, 2〉z `◦
An . . . A1A1 . . . Anf = εf v M , kde f ∈ FM .

Gramatika G provede zmı́něnou derivaci pomoćı pravidla tvaru (An, q, z, t) ∈ P , kde
An ∈ (V − T ), z ∈ T ∗, q ∈ (W − F ), t ∈ F . Podle bodu V z konstrukce existuje pravidlo
ZL|ZR〈q, 2〉z → An|εf z R, tedy odpov́ıdaj́ıćı výpočetńı krok popsaný v tvrzeńı C se také
nacháźı v automatu M . Tvrzeńı C plat́ı. �

Platnost tvrzeńı A, B a C dokazuje, že plat́ı také L(G) ⊆ L(M). V daľśım kroku us-
tanov́ıme tvrzeńı D, E a F, které dokáž́ı platnost L(M) ⊆ L(G).

Tvrzeńı D. Automat M přij́ımá každou větu w ∈ L(M) následuj́ıćım zp̊usobem

ZLZRzw1w2 . . . wr `◦
ZLSZR〈q0, 1〉w1w2 . . . wr `◦
ZLSSX1

1X1
2 . . . X1

n1
ZR〈q1, 1〉w1w2 . . . wr `◦

ZLX1
1SSX1

1X1
2 . . . X1

n1
X2

1X2
2 . . . X2

n2
ZR〈q2, 1〉w1w2 . . . wr `◦

ZLX1
2X1

1SSX1
1X1

2 . . . X1
n1

X2
1X2

2 . . . X2
n2

X3
1X3

2 . . . X3
n3

ZR〈q3, 1〉w1w2 . . . wr `◦

. . .
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ZLXk
j . . . X1

2X1
1SSX1

1X1
2 . . . X1

n1
X2

1X2
2 . . . X2

n2
X3

1X3
2 . . . X3

n3
. . .

. . . Xm
1 Xm

2 . . . Xm
nm

ZR〈qm, 1〉w1w2 . . . wr `◦

ZLXk
j . . . X1

2X1
1SSX1

1X1
2 . . . X1

n1
X2

1X2
2 . . . X2

n2
X3

1X3
2 . . . X3

n3
. . .

. . . Xm
1 Xm

2 . . . Xm
nm

ZR〈qm, 2〉w1w2 . . . wr `◦

ZLXk
j+1X

k
j . . . X1

2X1
1SSX1

1X1
2 . . . X1

n1
X2

1X2
2 . . . X2

n2
X3

1X3
2 . . . X3

n3
. . .

. . . Xm
1 Xm

2 . . . Xm
nm

ZR〈qm+1, 2〉w2 . . . wr `◦

ZLXk
j+2X

k
j+1X

k
j . . . X1

2X1
1SSX1

1X1
2 . . . X1

n1
X2

1X2
2 . . . X2

n2
X3

1X3
2 . . . X3

n3
. . .

. . . Xm
1 Xm

2 . . . Xm
nm

ZR〈qm+2, 2〉w3 . . . wr `◦

. . .

ZLXm
nm−1 . . . . . . Xk

j+2X
k
j+1X

k
j . . . X1

2X1
1SSX1

1X1
2 . . . X1

n1
X2

1X2
2 . . . X2

n2
X3

1X3
2 . . . X3

n3
. . .

. . . Xm
1 Xm

2 . . . Xm
nm

ZR〈qm+r−1, 2〉wr `◦

Xm
nm

Xm
nm−1 . . . . . . Xk

j+2X
k
j+1X

k
j . . . X1

2X1
1SSX1

1X1
2 . . . X1

n1
X2

1X2
2 . . . X2

n2
X3

1X3
2 . . . X3

n3
. . .

. . . Xm
1 Xm

2 . . . Xm
nm

f = εf

v M , kde w = w1w2 . . . wr, r ≥ 1, w1, . . . , wr ∈ T ∗, q0, q1, . . . , qm+r−1 ∈ (W − F ),
X1

1 , . . . , X1
n1

, X2
1 , . . . , X2

n2
, . . . , Xm

1 , . . . , Xm
nm

∈ (V −T ), n1, n2, . . . , nm ≥ 0, m ≥ 1, 0 ≤ k ≤
m.

D̊ukaz tvrzeńı D. Podrobně prozkoumáme kroky I až V konstrukce množiny pravidel
R.
V prvńım výpočetńım kroku automat M aplikuje pravidlo ZL|ZRz → ZL|SZR〈q0, 1〉 zave-
dené v bodě I, kde Sq0 je startovaćı axiom gramatiky G. Je to jediný zp̊usob, jak může
automat M přej́ıt do daľśı konfigurace ZLZRzw1w2 . . . wr `◦ ZLSZR〈q0, 1〉w1w2 . . . wr.
Všimněme si, že toto pravidlo je použito pouze jednou v pr̊uběhu celého úspěšného výpočtu
automatu M . T́ımto krokem se automat M přeṕıná do nonterminal-generating módu.
Tato část výpočtu zajist́ı uložeńı startovaćıho symbolu S simulované gramatiky G na pravou
stranu rozš́ı̌reného oboustranného zásobńıkového automatu M . Automat dále přecháźı do
stavu 〈q0, 1〉 a výsledná konfigurace ZLSZR〈q0, 1〉w1w2 . . . wr odpov́ıdá větné formě #Sq0

simulované gramatiky G.

V daľśı části výpočtu

ZLSZR〈q0, 1〉w1w2 . . . wr `◦∗

ZLXk
j . . . X1

2X1
1SSX1

1X1
2 . . . X1

n1
X2

1X2
2 . . . X2

n2
X3

1X3
2 . . . X3

n3
. . .

. . . Xm
1 Xm

2 . . . Xm
nm

ZR〈qm, 1〉w1w2 . . . wr

automat M použ́ıvá pravidla typu ZL|ZR〈q, 1〉 → ZLA|xZR〈p, 1〉 vytvořených v bodě II,
kde A ∈ (V − T ), x ∈ (V − T )∗, p, q ∈ (W −F ). Tato část výpočtu je charakteristická t́ım,
že stavy automatu M jsou tvaru 〈q, 1〉, q ∈ (W − F ). Vı́ce do detail̊u je tato část popsána
v tvrzeńı E.
Zde automat M simuluje aplikaci pravidel tvaru (A, q, x, p) gramatiky G, kde A ∈ V − T ,
p, q ∈ W − F , x ∈ (V − T )∗. Tyto pravidla generuj́ı větné formy tvaru z1#z2q v G, kde
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z1, z2 ∈ (V −T )∗, q ∈ W −F . Zd̊urazněme, že během této části výpočtu nejsou automatem
M přečteny žádné vstupńı symboly, podobně jako simulovaná gramatika by v tomto mo-
mentě negenerovala žádné terminály. Simulace prob́ıhá tak, že automat M na svoji pravou
stranu ukládá nonterminálńı symboly, které by p̊uvodńı gramatika G vygenerovala. Později
se dozv́ıme, že na stranu levou automat M určitým zp̊usobem ukládá inverzńı protěǰsky
nonterminál̊u A ze simulovaných pravidel (A, q, x, p). Podrobněji je tato část samostatně
popsána tvrzeńı E.

V daľśım výpočetńım kroku

ZLXk
j . . . X1

2X1
1SSX1

1X1
2 . . . X1

n1
X2

1X2
2 . . . X2

n2
X3

1X3
2 . . . X3

n3
. . .

. . . Xm
1 Xm

2 . . . Xm
nm

ZR〈qm, 1〉w1w2 . . . wr `◦

ZLXk
j . . . X1

2X1
1SSX1

1X1
2 . . . X1

n1
X2

1X2
2 . . . X2

n2
X3

1X3
2 . . . X3

n3
. . .

. . . Xm
1 Xm

2 . . . Xm
nm

ZR〈qm, 2〉w1w2 . . . wr

se automat M přeṕıná do terminal-reading módu. Zajist́ı to pravidlo tvaru ZL|ZR〈q, 1〉 →
ZL|ZR〈q, 2〉 źıskané konstrukćı v bodě III. Opět si všimněme, že takovéto pravidlo je použito
jen a pouze jednou v pr̊uběhu celého úspěšného výpočtu automatu M . Jakmile se změńı
stav automatu M z 〈q, 1〉 na stav 〈q, 2〉, q ∈ (W −F ), automat M už nemá možnost použ́ıt
pravidla sestrojená v bodech I až III. Dále také poznamenejme, že tento krok neodpov́ıdá
žádné derivaci v p̊uvodńı gramatice G.

V daľśı části výpočtu

ZLXk
j . . . X1

2X1
1SSX1

1X1
2 . . . X1

n1
X2

1X2
2 . . . X2

n2
X3

1X3
2 . . . X3

n3
. . .

. . . Xm
1 Xm

2 . . . Xm
nm

ZR〈qm, 2〉w1w2 . . . wr `◦∗

ZLXm
nm−1 . . . Xk

j+2X
k
j+1X

k
j . . . X1

2X1
1SSX1

1X1
2 . . . X1

n1
X2

1X2
2 . . . X2

n2
X3

1X3
2 . . . X3

n3
. . .

. . . Xm
1 Xm

2 . . . Xm
nm

ZR〈qm+r−1, 2〉wr

automat M použ́ıvá pravidla podle bodu IV a čte vstupńı řetězce terminálńıch symbol̊u.
Provád́ı se tedy simulace pravidel tvaru (A, q, w, p) p̊uvodńı gramatiky G, kde A ∈ V − T ,
p, q ∈ W − F a w ∈ T ∗. Automat M na levou stranu oboustranného zásobńıku ukládá
inverzńı protěǰsky symbol̊u A a zároveň ze vstupńı pásky čte odpov́ıdaj́ıćı řetězce w. Proces,
který odpov́ıdá p̊uvodńı gramatice G, generuje větné formy tvaru z1#z2yq, kde z1, z2 ∈
(V − T )∗, y ∈ T ∗. Podrobněji je tato část výpočtu samostatně popsána v tvrzeńı F.

Posledńı výpočetńı krok zajist́ı přechod automatu M do koncového stavu. To je zajǐstěno
pravidlem typu ZL|ZR〈q, 2〉y → A|εf , které jsme sestrojili v bodě V, kde q ∈ (W − T ),
y ∈ T ∗, A ∈ (V − T ) a f ∈ FM . V př́ıpadě, že automat M přejde do tohoto stavu a
pomoćı vlastnost́ı volné grupy je oboustranný zásobńık prázdný a samozřejmě je přečtena
celá vstupńı páska, lze prohlásit, že automat M přij́ımá vstupńı řetězec. V jiném př́ıpadě
je řetězec automatem M nepřijatý. V p̊uvodńı gramatice G odpov́ıdá tomuto přechodu
derivace pomoćı pravidla tvaru (A, q, y, t), kde A ∈ (V − T ), q ∈ W − F , y ∈ T ∗ a t ∈ F .
Tvrzeńı D tedy můžeme prohlásit za dokázané. �

Tvrzeńı E. Pokud ZLAn . . . A1A1 . . . AnB1 . . . BmZR〈u, 1〉ω `◦i
ZLBi . . . B1An . . . A1A1 . . . AnB1 . . . Bmx1 . . . xiZR〈p, 1〉ω v M ,
potom A1 . . . An#B1 . . . Bmu ⇒i A1 . . . AnB1 . . . Bi#Bi+1 . . . Bmx1 . . . xip v G,
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kde A1, . . . , An, B1, . . . , Bm ∈ (V − T ), x1, . . . , xi ∈ (V − T )∗, u, p ∈ (W − F ), i < m.

Necht’ i = 0. Potom ZLAn . . . A1A1 . . . AnB1 . . . BmZR〈u, 1〉ω `◦0
ZLAn . . . A1A1 . . . AnB1 . . . BmZR〈u, 1〉ω v M . Je zřejmé, že také A1 . . . An#B1 . . . Bmu ⇒0

A1 . . . An#B1 . . . Bmu v G.

Indukčńı hypotéza: Předpokládejme, že tvrzeńı E plat́ı pro všechna i ≤ l, kde l je celé
nezáporné č́ıslo.

Indukčńı krok: Předpokládejme výpočet automatu M , který je typu
ZLAn . . . A1A1 . . . AnB1 . . . BmZR〈u, 1〉ω `◦l+1

ZLBl+1Bl . . . B1An . . . A1A1 . . . AnB1 . . . Bmx1 . . . xlxl+1ZR〈q, 1〉ω
rozepǐsme si předchoźı podrobněji jako ZLAn . . . A1A1 . . . AnB1 . . . BmZR〈u, 1〉ω `◦l
ZLBl . . . B1An . . . A1A1 . . . AnB1 . . . Bmx1 . . . xlZR〈p, 1〉ω `◦
ZLBl+1Bl . . . B1An . . . A1A1 . . . AnB1 . . . Bmx1 . . . xlxl+1ZR〈q, 1〉ω v M ,
kde q ∈ (W − F ), l + 2 ≤ m.

Podle indukčńı hypotézy A1 . . . An#B1 . . . Bmu ⇒l

A1 . . . AnB1 . . . Bl#Bl+1 . . . Bmx1 . . . xlp ⇒
A1 . . . AnB1 . . . BlBl+1#Bl+2 . . . Bmx1 . . . xlxl+1q v G. V množině pravidel R je pouze jediný
typ pravidla, který zajist́ı takovýto přechod
ZLBl . . . B1An . . . A1A1 . . . AnB1 . . . Bmx1 . . . xlZR〈p, 1〉ω `◦
ZLBl+1Bl . . . B1An . . . A1A1 . . . AnB1 . . . Bmx1 . . . xlxl+1ZR〈q, 1〉ω v M , jmenovitě pravidlo
tvaru ZL|ZR〈p, 1〉 → ZLBl+1|xl+1ZR〈q, 1〉 ∈ R. Všimněme si, že podle konstrukce muśı
existovat pravidlo (Bl+1, p, xl+1, q) v P , so A1 . . . An#B1 . . . Bmu ⇒l

A1 . . . AnB1 . . . Bl#Bl+1 . . . Bmx1 . . . xlp ⇒
A1 . . . AnB1 . . . BlBl+1#Bl+2 . . . Bmx1 . . . xlxl+1q v G a tvrzeńı E je platné. �

Tvrzeńı F. Pokud ZLAn . . . A1A1 . . . AnB1 . . . BmZR〈u, 2〉b1 . . . bj `◦i
ZLBi . . . B1An . . . A1A1 . . . AnB1 . . . BiBi+1 . . . BmZR〈p, 2〉bi+1 . . . bj v M ,
potom A1 . . . An#B1 . . . Bma1 . . . aku ⇒i

A1 . . . AnB1 . . . Bi#Bi+1 . . . Bma1 . . . akb1 . . . bip v G,
kde A1, . . . , An, B1, . . . , Bm ∈ V − T , a1, . . . , ak, b1, . . . , bj ∈ T ∗ a p, u ∈ W − F , i < m.

Necht’ i = 0. Potom ZLAn . . . A1A1 . . . AnB1 . . . BmZR〈u, 2〉b1 . . . bj `◦0
ZLAn . . . A1A1 . . . AnB1 . . . BmZR〈u, 2〉b1 . . . bj v M .
Je zřejmé, že také plat́ı A1 . . . An#B1 . . . Bma1 . . . aku ⇒0 A1 . . . An#B1 . . . Bma1 . . . aku v
G.

Indukčńı hypotéza: Předpokládejme, že tvrzeńı F plat́ı pro všechna i ≤ l, kde l je celé
nezáporné č́ıslo.

Indukčńı krok: Uvažujme výpočet automatu M typu
ZLAn . . . A1A1 . . . AnB1 . . . BmZR〈u, 2〉b1 . . . bj `◦l+1

ZLBl+1Bl . . . B1An . . . A1A1 . . . AnB1 . . . BmZR〈q, 2〉bl+2 . . . bj podrobněji vyjádřeno
ZLAn . . . A1A1 . . . AnB1 . . . BmZR〈u, 2〉b1 . . . bj `◦l
ZLBl . . . B1An . . . A1A1 . . . AnB1 . . . BmZR〈p, 2〉bl+1 . . . bj `◦
ZLBl+1Bl . . . B1An . . . A1A1 . . . AnB1 . . . BmZR〈q, 2〉bl+2 . . . bj v M , kde l + 2 ≤ j, q ∈
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(W − F ).

Podle indukčńı hypotézy A1 . . . An#B1 . . . Bma1 . . . aku ⇒l

A1 . . . AnB1 . . . Bl#Bl+1 . . . Bma1 . . . akb1 . . . blp ⇒
A1 . . . AnB1 . . . BlBl+1#Bl+2 . . . Bma1 . . . akb1 . . . blbl+1q v G, kde l + 2 ≤ m.

V tomto př́ıpadě je jediný zp̊usob, kterým může automat M uskutečnit přechod, následuj́ıćı
ZLBl . . . B1An . . . A1A1 . . . AnB1 . . . BmZR〈p, 2〉bl+1 . . . bj `◦
ZLBl+1Bl . . . B1An . . . A1A1 . . . AnB1 . . . BmZR〈q, 2〉bl+2 . . . bj . Všimněme si, že k tomuto je
použito pravidlo tvaru ZL|ZR〈p, 2〉bl+1 → ZLBl+1|ZR〈q, 2〉 ∈ R. Podle konstrukce muśı ex-
istovat pravidlo typu (Bl+1, p, bl+1, q) ∈ P , kde Bl+1 ∈ (V − T ), p, q ∈ (W − F ), bl+1 ∈ T ∗,
tedy A1 . . . AnB1 . . . Bl#Bl+1 . . . Bma1 . . . akb1 . . . blp ⇒
A1 . . . AnB1 . . . BlBl+1#Bl+2 . . . Bma1 . . . akb1 . . . blbl+1q v G a tvrzeńı F plat́ı. �

Platnost́ı tvrzeńı D, E a F jsme dokázali že plat́ı i L(M) ⊆ L(G). Celkově s tvrzeńımi
A, B a C jsme dokázali, že L(G) = L(M). �

Pokud si uvědomı́me jakým zp̊usobem se využ́ıvá vlastnost́ı volné grupy - redukuj́ı se
dvojice nonterminál̊u AA, dokud zásobńık neńı prázdný - lze tento mechanismus nahradit
pravidly tvaru A′|Ap → ε|εq, tyto pravidla budou aplikována po načteńı celého vstupńıho
řetězce. Budou pravděpodobně vyžadovat daľśı zásobńıkový stav. Takto upravená verze bez
volné grupy bude mı́t stejnou vyjadřovaćı schopnost jako výše definovaná verze využ́ıvaj́ıćı
volnou grupu.

V tomto př́ıpadě výhodu použit́ı volných grup lze spatřit v redukci počtu pravidel,
stav̊u a automatického mazáńı symbol̊u uvnitř zásobńıku, č́ımž se šetř́ı pamět’ové nároky v
př́ıpadě dynamické alokace.

8.4 Př́ıklad konstrukce rozš́ı̌reného oboustranného
zásobńıkového automatu nad volnou grupou

Pro lepš́ı pochopeńı a ilustraci celého d̊ukazu z této kapitoly si uved’me krátký př́ıklad, ve
kterém bude ukázána konstrukce E2PDA◦ vycházej́ıćı z zleva rozš́ı̌rené frontové gramatiky
G, která již splňuje lemma 3.1.

Uvažujme tedy zleva rozš́ı̌renou frontovou gramatiku splňuj́ıćı lemma 3.1,
G = (V, T,W, F, s, P ), kde

• V = {S, A,B, a, b},

• T = {a, b},

• W = {Q, f},

• F = {f},

• s = SQ,

• P = {
p1: (S, Q, AB, Q),
p2: (A,Q, aa,Q),
p3: (B,Q, bb, f)}
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Tato gramatika G generuje větu aabb následuj́ıćım zp̊usobem

#s = #SQ ⇒ S#ABQ[p1] ⇒ SA#BaaQ[p2] ⇒ SAB#aabbf [p3]

Nyńı přistouṕıme ke konstrukci rozš́ı̌reného oboustranného zásobńıkového automatu
nad volnou grupou M = (Q,T, Z,R, z, ZL, ZR, FM ), kde

• Q = {z, f, 〈Q, 1〉 〈Q, 2〉},

• T = {a, b},

• Z = {ZL, ZL, ZR, ZR, S, S,A, A,B, B},

• R = {
p1: ZL|ZRz → ZL|SZR〈Q, 1〉 podle počátečńıho řetězce s = SQ,
p2: ZL|ZR〈Q,ZL〉 → ZRS|ABZR〈Q, 1〉 podle (S, Q, AB, Q) ∈ P ,
p3: ZL|ZR〈Q,ZL〉 → ZL|ZR〈Q, 2〉 podle Q ∈ W ,
p4: ZL|ZR〈Q, 2〉aa → ZLA|ZR〈Q, 2〉 podle (A,Q, aa,Q) ∈ P ,
p5: ZL|ZR〈Q, 2〉bb → B|εf podle (B,Q, bb, f) ∈ P},

• FM = {f}

Konstrukce automatu M je kompletńı. Nyńı zbývá ukázat jakým zp̊usobem automat M
přij́ımá obsah na vstupńı pásce. Abychom mohli tento zp̊usob přijet́ı věty jazyka srovnat
s generováńım stejné věty v p̊uvodńı gramatice G, tak jako obsah vstupńı pásky zvoĺıme
větu aabb, pro kterou již zde máme př́ıklad v gramatice G.

oboustranný zásobńık stav vstupńı páska pravidlo
ZLZR z aabb
ZLSZR 〈Q, 1〉 aabb p1

ZLSSABZR 〈Q, 1〉 aabb p2

ZLABZR 〈Q, 1〉 aabb redukce obsahu zásobńıku
ZLABZR 〈Q, 2〉 aabb p3

ZLAABZR 〈Q, 2〉 bb p4

ZLBZR 〈Q, 2〉 bb redukce obsahu zásobńıku
BB f ε p5

ε f ε redukce obsahu zásobńıku

Obsah oboustranného zásobńıku je prázdný a aktuálńı stav automatu M je konečný stav
f . Věta aabb je tedy automatem M korektně přijata.
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Kapitola 9

Rozš́ı̌rené oboustranné zásobńıkové
automaty nad volnými grupami s
redukovanou zásobńıkovou
abecedou

Zp̊usob kódováńı nonterminálńıch symbol̊u, který jsme zavedli při redukci nonterminálńı
abecedy bezkontextových gramatik a E0L gramatik, lze využ́ıt i v př́ıpadě kódováńı zásobńı-
kové abecedy oboustranných zásobńıkových automat̊u. Dosáhneme tak velice dobrého výsle-
dku a to redukci zásobńıkové abecedy přesně na čtyři symboly, konkrétně se jedná o symboly
0, 0, 1 a 1.

Než přistouṕıme k samotnému d̊ukazu generativńı śıly těchto automat̊u, zavedeme si
následuj́ıćı značeńı. Rozš́ı̌rené zásobńıkové automaty nad volnou grupou s redukovanou
zásobńıkovou abecedou bude značit jako E2PDA◦R.

Věta 9.0.1 E2PDA◦R=RE

Důkaz 9.0.1 Je dokázáno, že tř́ıda jazyk̊u generovaných zleva rozš́ı̌renými frontovými gra-
matikami (viz kapitola 3.2) je totožná s tř́ıdou rekurzivně vyč́ıslitelných jazyk̊u. Postačuje
tedy dokázat, že pro každou zleva rozš́ı̌renou frontovou gramatiku G = (V, T,W, F, Sq0, P )
existuje rozš́ı̌rený oboustranný zásobńıkový automat nad volnou grupou M = (Q,T, Z,R, z,
1, 1, FM ) takový, že L(G) = L(M). Bez ztráty na obecnosti předpokládejme, že gramatika
G splňuje podmı́nky popsané v lemma 3.1.

Konstrukce rozš́ı̌reného zásobńıkového automatu nad volnou grupou s redukovanou zásobńı-
kovou abecedou je následuj́ıćı.

Zavedeme injekce h : (V −T ) → {0, 1}n+2 a h : (V −T ) → {0, 1}n+2, kde n = dlog2(card(V −
T ))e, takové že pro každé A ∈ (V − T ), h(A) = {0}{0, 1}n{0} a h(A) = h(A). Rozš́ı̌ŕıme
doménu h na (V −T )∗. Nyńı je h injektivńı homomorfismus z (V −T )∗ na ({0}{0, 1}n{0})∗.
Poznamenejme, že inverzńı symboly k 0 a 1 ∈ V − T jsou 0 a 1 ∈ V − T .

• Q = {f, z} ∪ {〈q, 1〉, 〈q, 2〉|q ∈ W}

• Z = {0, 0, 1, 1}
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• FM = {f}

Množina pravidel R je vytvořena následovně:

I pro startovaćı axiom Sq0 gramatiky G, kde S ∈ (V − T ), q0 ∈ (W − F )
přidej 1|1z → 1|h(S)1〈q0, 1〉 do R

II pro každé (A, q, x, p) ∈ P , kde A ∈ (V − T ), p, q ∈ (W − F ), x ∈ (V − T )∗

přidej 1|1〈q, 1〉 → 1h(A)|h(x)1〈p, 1〉 do R

III pro každé q ∈ W
přidej 1|1〈q, 1〉 → 1|1〈q, 2〉 do R

IV pro každé (A, q, y, p) ∈ P , kde A ∈ (V − T ), p, q ∈ (W − F ), y ∈ T ∗

přidej 1|1〈q, 2〉y → 1h(A)|1〈p, 2〉 do R

V pro každé (A, q, y, t) ∈ P , kde A ∈ (V − T ), q ∈ (W − F ), y ∈ T ∗, t ∈ F
přidej 1|1〈q, 2〉y → h(A)|εf do R

Konstrukce automatu M je kompletńı. Pro daľśı části d̊ukazu si zavedeme stejnou no-
taci jako v předchoźı kapitole. Pokud 〈q, 1〉 je aktuálńı stav automatu M , ř́ıkáme, že M je
v nonterminal-generating módu. Podobně, když je aktuálńım stavem 〈q, 2〉 automatu M ,
ř́ıkáme, že M je v terminal-reading módu, kde q ∈ W .

Hlavńı myšlenka d̊ukazu Automat M simuluje derivace v zleva rozš́ı̌rené frontové gra-
matice G a ukládá na zásobńık binárně kódované symboly z V −T . Uvažujme jako aktuálńı
větnou formu w#Avp gramatiky G, kde w, v ∈ (V −T )∗, A ∈ (V −T ), a p ∈ (W−F ). Potom
odpov́ıdaj́ıćı konfigurace automatu M je 1h(w)h(w)h(A)h(v)1〈p, 1〉ω, kde ω ∈ T ∗. Necht’
existuje nějaké pravidlo (A, p, x, q) ∈ P , kde x ∈ (V − T )∗, potom w#Avp ⇒ wA#vxq
v G. V takovém př́ıpadě, automat M muśı být v nonterminal-generating módu a podle
konstrukce obsahuje pravidlo 1|1〈p, 1〉 → 1h(A)|h(x)1〈q, 1〉 ∈ R. Použit́ım tohoto pravidla
přecháźı automat M do nové konfigurace 1h(A)h(w)h(w)h(A)h(v)h(x)1〈q, 1〉ω. Všimněme
si, že symbol A je kódován jako h(A) a výsledný binárńı kód tohoto symbolu je vložen z levé
strany oboustranného zásobńıku. Dále je řetězec x kódován pomoćı injekce h a výsledný
binárńı kód je vložen do oboustranného zásobńıku z pravé strany.

Dále uvažujme jako aktuálńı větnou formu w#Avup gramatiky G, kde u ∈ T ∗ a
(A, p, y, q) ∈ P , y ∈ T ∗. Potom lze provést w#Avup ⇒ wA#vuyq. Podle konstrukce muśı
existovat v automatu M pravidlo 1|1〈p, 2〉y → 1h(A)|1〈q, 2〉 ∈ R a automat M může provést
přechod 1h(w)h(w)h(A)h(v)1〈p, 2〉yω′ `◦ 1h(A)h(w)h(w)h(A)h(v)1〈q, 2〉ω′, kde ω′ ∈ T ∗.
Poznamenejme, že v tomto př́ıpadě automat M muśı být v módu terminal-reading. V tomto
režimu jsou binárně kódovány pouze symboly A. Na levou stranu oboustranného zásobńıku
se tedy vkládá binárńı řetězec h(A).

Jinými slovy, každý symbol A ∈ (V − T ), který je generován za # v gramatice G,
je do oboustranného zásobńıku vložen z pravé strany jako h(A). Všimněme si, že každý
takovýto symbol ve frontové gramatice G splňuj́ıćı lemma 3.1 je přesunut před #. Z to-
hoto d̊uvodu ukládá automat M inverzńı protěǰsky těchto symbol̊u na levou stranu obous-
tranného zásobńıku. Pokud se všechny přechody provedou korektně, oboustranný zásobńık
se pomoćı vlastnost́ı volné grupy sám vyprázdńı.

Nyńı dokážeme, že L(G) = L(M), tedy L(G) ⊆ L(M) a L(M) ⊆ L(G). V prvńı části
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ustanov́ıme tvrzeńı A, B a C, abychom dokázali platnost prvńı inkluze L(G) ⊆ L(M).

Tvrzeńı A. Pokud A1 . . . An#B1 . . . Bmu ⇒i A1 . . . AnB1 . . . Bi#Bi+1 . . . Bmx1 . . . xip v
G, potom 1h(An) . . . h(A1)h(A1) . . . h(An)h(B1) . . . h(Bm)1〈u, 1〉ω `◦i
1h(Bi) . . . h(B1)h(An) . . . h(A1)h(A1) . . . h(An)h(B1) . . . h(Bm)h(x1) . . . h(xi)1〈p, 1〉ω v M ,
kde A1, . . . , An, B1, . . . , Bm ∈ (V − T ), x1, . . . , xi ∈ (V − T )∗, u, p ∈ (W − F ), n ≥ 0,
ω ∈ T ∗, 0 ≤ i ≤ m.

Necht’ i = 0. Potom A1 . . . An#B1 . . . Bmu ⇒0 A1 . . . An#B1 . . . Bmu v G. Je zřejmé, že
1h(An) . . . h(A1)h(A1) . . . h(An)h(B1) . . . h(Bm)1〈u, 1〉ω `◦0
1h(An) . . . h(A1)h(A1) . . . h(An)h(B1) . . . h(Bm)1〈u, 1〉ω v M .

Indukčńı hypotéza: Předpokládejme, že tvrzeńı A plat́ı pro každé i ≤ l, kde l je nezáporné
celé č́ıslo.

Indukčńı krok: Uvažujme derivaci tvaru A1 . . . An#B1 . . . Bmu ⇒l+1

A1 . . . AnB1 . . . BlBl+1#Bl+2 . . . Bmx1 . . . xlxl+1q. Vyjádřeme si tuto derivaci podrobněji
jako
A1 . . . An#B1 . . . Bmu ⇒l A1 . . . AnB1 . . . Bl#Bl+1 . . . Bmx1 . . . xlp ⇒
A1 . . . AnB1 . . . BlBl+1#Bl+2 . . . Bmx1 . . . xlxl+1q v G, kde 0 ≤ l ≤ m, q ∈ (W − F ).

Podle indukčńı hypotézy 1h(An) . . . h(A1)h(A1) . . . h(An)h(B1) . . . h(Bm)1〈u, 1〉ω `◦l
1h(Bl) . . . h(B1)h(An) . . . h(A1)h(A1) . . . h(An)h(B1) . . . h(Bm)h(x1) . . . h(xl)1〈p, 1〉ω `◦
1h(Bl+1)h(Bl) . . . h(B1)h(An) . . . h(A1)h(A1) . . . h(An)h(B1) . . . h(Bm)
h(x1) . . . h(xl)h(xl+1)1〈q, 1〉ω v M . Existuje pouze jediný typ pravidla v množině P , pomoćı
kterého lze provést derivaci A1 . . . AnB1 . . . Bl#Bl+1 . . . Bmx1 . . . xlp ⇒
A1 . . . AnB1 . . . BlBl+1#Bl+2 . . . Bmx1 . . . xlxl+1q v G, toto pravidlo má tvar (Bl+1, p, xl+1, q) ∈
P , kde Bl+1 ∈ (V −T ), p, q ∈ (W −F ) a xl+1 ∈ (V −T )∗. Podle konstrukce bod II existuje
pravidlo 1|1〈p, 1〉 → 1h(Bl+1)|h(xl+1)1〈q, 1〉 v R, tedy
1h(Bl) . . . h(B1)h(An) . . . h(A1)h(A1) . . . h(An)h(B1) . . . h(Bm)h(x1) . . . h(xl)1〈p, 1〉ω `◦
1h(Bl+1)h(Bl) . . . h(B1)h(An) . . . h(A1)h(A1) . . . h(An)h(B1) . . . h(Bm)
h(x1) . . . h(xl)h(xl+1)1〈q, 1〉ω také v M a tvrzeńı A je platné. �

Tvrzeńı B. Pokud A1 . . . An#B1 . . . Bma1 . . . aku ⇒i A1 . . . AnB1 . . . Bi#Bi+1 . . . Bm

a1 . . . akb1 . . . bip v G, potom 1h(An) . . . h(A1)h(A1) . . . h(An)h(B1) . . . h(Bm)1〈u, 2〉
b1 . . . bj `◦i 1h(Bi) . . . h(B1)h(An) . . . h(A1)h(A1) . . . h(An)h(B1) . . . h(Bi)h(Bi+1)
. . . h(Bm)1〈p, 2〉bi+1 . . . bj v M , kde A1, . . . , An, B1, . . . , Bm ∈ (V − T ), a1, . . . , ak,
b1, . . . , bj ∈ T ∗, u, p ∈ (W − F ), 0 ≤ k, 0 ≤ i ≤ j ≤ m.

Necht’ i = 0. Potom A1 . . . An#B1 . . . Bma1 . . . aku ⇒0 A1 . . . An#B1 . . . Bma1 . . . aku v G.
Zajisté také plat́ı 1h(An) . . . h(A1)h(A1) . . . h(An)h(B1) . . . h(Bm)1〈u, 2〉b1 . . . bj `◦0
1h(An) . . . h(A1)h(A1) . . . h(An)h(B1) . . . h(Bm)1〈u, 2〉b1 . . . bj v M .

Indukčńı hypotéza: Předpokládejme, že tvrzeńı B plat́ı pro každé i ≤ l, kde l je celé
nezáporné č́ıslo.

Indukčńı krok: Uvažujme derivaci typu A1 . . . An#B1 . . . Bma1 . . . aku ⇒l+1

A1 . . . AnB1 . . . BlBl+1#Bl+2 . . . Bma1 . . . akb1 . . . blbl+1q vyjádřeme si tuto derivaci přesněji
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jako A1 . . . An#B1 . . . Bma1 . . . aku ⇒l A1 . . . AnB1 . . . Bl#Bl+1 . . . Bma1 . . . akb1 . . . blp ⇒
A1 . . . AnB1 . . . BlBl+1#Bl+2 . . . Bma1 . . . akb1 . . . blbl+1q v G, kde 0 ≤ k, 0 ≤ l ≤ m,
q ∈ (W − F ).

Podle indukčńı hypotézy 1h(An) . . . h(A1)h(A1) . . . h(An)h(B1) . . . h(Bm)1〈u, 2〉b1 . . . bj `◦l
1h(Bl) . . . h(B1)h(An) . . . h(A1)h(A1) . . . h(An)h(B1) . . . h(Bm)1〈p, 2〉bl+1 . . . bj `◦
1h(Bl+1)h(Bl) . . . h(B1)h(An) . . . h(A1)h(A1) . . . h(An)h(B1) . . . h(Bm)1〈q, 2〉bl+2 . . . bj v M .

V tomto př́ıpadě máme jedinou možnost jak gramatika G může provést derivaci
A1 . . . AnB1 . . . Bl#Bl+1 . . . Bma1 . . . akb1 . . . blp ⇒ A1 . . . AnB1 . . . BlBl+1

#Bl+2 . . . Bma1 . . . akb1 . . . blbl+1q. Všimněme si, že derivace byla provedena pomoćı pravidla
tvaru (Bl+1, p, bl+1, q) ∈ P , kde Bl+1 ∈ (V − T ), p, q ∈ (W −F ), bl+1 ∈ T ∗. Podle bodu IV
muśı existovat také pravidlo 1|1〈p, 2〉bl+1 → 1h(Bl+1)|1〈q, 2〉 v R, tedy
1h(Bl) . . . h(B1)h(An) . . . h(A1)h(A1) . . . h(An)h(B1) . . . h(Bm)1〈p, 2〉bl+1 . . . bj `◦
1h(Bl+1)h(Bl) . . . h(B1)h(An) . . . h(A1)h(A1) . . . h(An)h(B1) . . . h(Bm)1〈q, 2〉bl+2 . . . bj v au-
tomatu M a tvrzeńı B je platné. �

Tvrzeńı C. Pokud A1 . . . An−1#Anyq ⇒ A1 . . . An−1An#yzt v G, kde A1, . . . , An ∈
(V −T ), y, z ∈ T ∗, q ∈ (W −F ), t ∈ F , potom 1h(An−1) . . . h(A1)h(A1) . . . h(An)1〈q, 2〉z `◦
h(An) . . . h(A1)h(A1) . . . h(An)f = εf v M , kde f ∈ FM .

Gramatika G provád́ı uvedené derivace pomoćı pravidel typu
(An, q, z, t) ∈ P , kde An ∈ (V − T ), z ∈ T ∗, q ∈ (W − F ), t ∈ F . Podle bodu V existuje
pravidlo 1|1〈q, 2〉z → h(An)|εf v R, tedy odpov́ıdaj́ıćı výpočetńı krok lze provést i v au-
tomatu M , z čehož plyne, že tvrzeńı C je platné. �

Výše popsané tvrzeńı A, B a C dokazuj́ı, že L(G) ⊆ L(M). Zbývá dokázat druhou inkluzi
L(M) ⊆ L(G), k tomuto účelu ustanovme tvrzeńı D, E a F.

Tvrzeńı D. Automat M přij́ımá vstup w ∈ L(M) pouze následuj́ıćım zp̊usobem

11zw1w2 . . . wr `◦
1h(S)1〈q0, 1〉w1w2 . . . wr `◦
1h(S)h(S)h(X1

1 )h(X1
2 ) . . . h(X1

n1
)1〈q1, 1〉w1w2 . . . wr `◦

1h(X1
1 )h(S)h(S)h(X1

1 )h(X1
2 ) . . . h(X1

n1
)h(X2

1 )h(X2
2 ) . . . h(X2

n2
)1〈q2, 1〉w1w2 . . . wr `◦

1h(X1
2 )h(X1

1 )h(S)h(S)h(X1
1 )h(X1

2 ) . . . h(X1
n1

)h(X2
1 )h(X2

2 ) . . . h(X2
n2

)h(X3
1 )h(X3

2 ) . . .
h(X3

n3
)1〈q3, 1〉w1w2 . . . wr `◦

. . .

1h(Xk
j ) . . . h(X1

2 )h(X1
1 )h(S)h(S)h(X1

1 )h(X1
2 ) . . . h(X1

n1
)h(X2

1 )h(X2
2 ) . . . h(X2

n2
)

h(X3
1 )h(X3

2 ) . . . h(X3
n3

) . . . h(Xm
1 )h(Xm

2 ) . . . h(Xm
nm

)1〈qm, 1〉w1w2 . . . wr `◦

1h(Xk
j ) . . . h(X1

2 )h(X1
1 )h(S)h(S)h(X1

1 )h(X1
2 ) . . . h(X1

n1
)h(X2

1 )h(X2
2 ) . . . h(X2

n2
)

h(X3
1 )h(X3

2 ) . . . h(X3
n3

) . . . h(Xm
1 )h(Xm

2 ) . . . h(Xm
nm

)1〈qm, 2〉w1w2 . . . wr `◦

1h(Xk
j+1)h(Xk

j ) . . . h(X1
2 )h(X1

1 )h(S)h(S)h(X1
1 )h(X1

2 ) . . . h(X1
n1

)h(X2
1 )h(X2

2 ) . . .

h(X2
n2

)h(X3
1 )h(X3

2 ) . . . h(X3
n3

) . . . h(Xm
1 )h(Xm

2 ) . . . h(Xm
nm

)1〈qm+1, 2〉w2 . . . wr `◦
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1h(Xk
j+2)h(Xk

j+1)h(Xk
j ) . . . h(X1

2 )h(X1
1 )h(S)h(S)h(X1

1 )h(X1
2 ) . . . h(X1

n1
)h(X2

1 )h(X2
2 )

. . . h(X2
n2

)h(X3
1 )h(X3

2 ) . . . h(X3
n3

) . . . h(Xm
1 )h(Xm

2 ) . . . h(Xm
nm

)1〈qm+2, 2〉w3 . . . wr `◦

. . .

1h(Xm
nm−1) . . . h(Xk

j+2)h(Xk
j+1)h(Xk

j ) . . . h(X1
2 )h(X1

1 )h(S)h(S)h(X1
1 )h(X1

2 ) . . .

h(X1
n1

)h(X2
1 )h(X2

2 ) . . . h(X2
n2

)h(X3
1 )h(X3

2 ) . . . h(X3
n3

) . . .
. . . h(Xm

1 )h(Xm
2 ) . . . h(Xm

nm
)1〈qm+r−1, 2〉wr `◦

h(Xm
nm

)h(Xm
nm−1) . . . h(Xk

j+2)h(Xk
j+1)h(Xk

j ) . . . h(X1
2 )h(X1

1 )h(S)h(S)h(X1
1 )h(X1

2 ) . . .

h(X1
n1

)h(X2
1 )h(X2

2 ) . . . h(X2
n2

)h(X3
1 )h(X3

2 ) . . . h(X3
n3

) . . .
. . . h(Xm

1 )h(Xm
2 ) . . . h(Xm

nm
)f = εf

kde w = w1w2 . . . wr, r ≥ 1, w1, . . . , wr ∈ T ∗, q0, q1, . . . , qm+r−1 ∈ (W − F ),
X1

1 , . . . , X1
n1

, X2
1 , . . . , X2

n2
, . . . , Xm

1 , . . . , Xm
nm

∈ (V − T ), n1, n2, . . . , nm ≥ 0, 0 ≤ k ≤ m.

D̊ukaz tvrzeńı D. Prozkoumejme body konstrukce I až V.
V prvńım výpočetńım kroku automatu M je použito pravidlo 1|1z → 1|h(S)1〈q0, 1〉

zavedené v bodě I, kde Sq0 je startovaćı axiom p̊uvodńı gramatiky G. Toto je jediný zp̊usob,
jak automat M může přej́ıt do daľśı konfigurace 11zw1w2 . . . wr `◦ 1h(S)1〈q0, 1〉w1w2 . . . wr.
Poznamenejme, že toto pravidlo je v pr̊uběhu úspěšného výpočtu automatu M použito
pouze jednou. Provedeńım tohoto přechodu se automat M přeṕıná do nonterminal-generating
módu.

Tento výpočetńı krok ukládá binárńı kód symbolu S na pravou stranu oboustranného
zásobńıkového automatu a přecháźı se do stavu 〈q0, 1〉. Výsledná konfigurace
1h(S)1〈q0, 1〉w1w2 . . . wr automatu M odpov́ıdá větné formě #Sq0 p̊uvodńı gramatiky G.

V daľśı části výpočtu

1h(S)1〈q0, 1〉w1w2 . . . wr `◦∗
1h(Xk

j ) . . . h(X1
2 )h(X1

1 )h(S)h(S)h(X1
1 )h(X1

2 ) . . . h(X1
n1

)h(X2
1 )h(X2

2 ) . . . h(X2
n2

)
h(X3

1 )h(X3
2 ) . . . h(X3

n3
) . . . h(Xm

1 )h(Xm
2 ) . . . h(Xm

nm
)1〈qm, 1〉w1w2 . . . wr

automat M použ́ıvá pravidla tvaru 1|1〈q, 1〉 → 1h(A)|h(x)1〈p, 1〉 sestavená v bodě II, kde
A ∈ (V − T ), x ∈ (V − T )∗, p, q ∈ (W − F ). Tato část výpočtu je charakteristická, t́ım že
se automat M nacháźı ve stavu tvaru 〈q, 1〉, q ∈ (W − F ). Automat M simuluje aplikaci
pravidel typu (A, q, x, p) z G, kde A ∈ V − T , p, q ∈ W − F , x ∈ (V − T )∗. Tyto pravidla
generuj́ı větné formy z1#z2q v G, kde z1, z2 ∈ (V − T )∗, q ∈ W − F . Poznamenejme, že
během této části výpočtu nejsou automatem M přečteny žádné terminálńı symboly. Stejně
tak nejsou v p̊uvodńı gramatice generovány žádné terminálńı symboly. V gramatice G se
generuj́ı pouze nonterminálńı symboly, ty jsou při simulaci automatem M ukládány z pravé
strany do oboustranného zásobńıku. Z druhé strany oboustranného zásobńıku jsou vkládány
inverzńı protěǰsky binárńıch kód̊u symbol̊u A z pravidel (A, q, x, p). Tato část je podrobněji
popsaná v tvrzeńı E.

V daľśım výpočetńım kroku

1h(Xk
j ) . . . h(X1

2 )h(X1
1 )h(S)h(S)h(X1

1 )h(X1
2 ) . . . h(X1

n1
)h(X2

1 )h(X2
2 ) . . . h(X2

n2
)

h(X3
1 )h(X3

2 ) . . . h(X3
n3

) . . . h(Xm
1 )h(Xm

2 ) . . . h(Xm
nm

)1〈qm, 1〉w1w2 . . . wr `◦
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1h(Xk
j ) . . . h(X1

2 )h(X1
1 )h(S)h(S)h(X1

1 )h(X1
2 ) . . . h(X1

n1
)h(X2

1 )h(X2
2 ) . . . h(X2

n2
)

h(X3
1 )h(X3

2 ) . . . h(X3
n3

) . . . h(Xm
1 )h(Xm

2 ) . . . h(Xm
nm

)1〈qm, 2〉w1w2 . . . wr

se automat M přeṕıná do terminal-reading režimu a to za pomoćı pravidla tvaru 1|1〈q, 1〉 →
1|1〈q, 2〉 sestaveného v bodě III. Toto pravidlo je v pr̊uběhu úspěšného výpočtu použito jen
a pouze jednou. Jakmile se změńı stav automatu M ze stavu tvaru 〈q, 1〉 na stav typu 〈q, 2〉,
q ∈ (W −F ) neńı žádná možnost jak použ́ıt pravidla automatu M sestavená v bodech I až
III. Poznamenejme, že tento krok neodpov́ıdá žádné derivaci v p̊uvodńı gramatice G.

V daľśı části výpočtu

1h(Xk
j ) . . . h(X1

2 )h(X1
1 )h(S)h(S)h(X1

1 )h(X1
2 ) . . . h(X1

n1
)h(X2

1 )h(X2
2 ) . . . h(X2

n2
)

h(X3
1 )h(X3

2 ) . . . h(X3
n3

) . . . h(Xm
1 )h(Xm

2 ) . . . h(Xm
nm

)1〈qm, 2〉w1w2 . . . wr `◦∗

1h(Xm
nm−1) . . . h(Xk

j+2)h(Xk
j+1)h(Xk

j ) . . . h(X1
2 )h(X1

1 )h(S)h(S)h(X1
1 )h(X1

2 ) . . .

h(X1
n1

)h(X2
1 )h(X2

2 ) . . . h(X2
n2

)h(X3
1 )h(X3

2 ) . . . h(X3
n3

) . . .
. . . h(Xm

1 )h(Xm
2 ) . . . h(Xm

nm
)1〈qm+r−1, 2〉wr

automat M použ́ıvá pravidla podle kroku IV a čte vstupńı řetězce terminálńıch sym-
bol̊u. Automat M simuluje použit́ı pravidel tvaru (A, q, w, p) p̊uvodńı gramatiky G, kde
A ∈ V − T , p, q ∈ W − F , w ∈ T ∗. Automat zaznamenává kódy inverzńıch symbol̊u A na
levou stranu oboustranného zásobńıku a čte přitom ze vstupu řetězce w. V gramatice G
jsou tyto terminálńı řetězce generovány. Tato část je podrobněji popsána v tvrzeńı F.

V posledńım výpočetńım kroku přecháźı automat M do koncového stavu. Tento přechod
zajist́ı pravidlo tvaru 1|1〈q, 2〉y → h(A)|εf definované v bodě V, kde q ∈ (W − T ), y ∈ T ∗,
A ∈ (V − T ) a f ∈ FM . Pokud dosáhne automat tohoto koncového stavu, oboustranný
zásobńık je prázdný a vstupńı páska je přečtená, můžeme prohlásit výpočet za úspěšný -
věta je automatem M akceptována. V jiném př́ıpadě automat M větu neakceptuje. Poz-
namenejme, že oboustranný zásobńık je vyprázdněn pouze pomoćı vlastnost́ı volné grupy
a posledńı část vstupu je přečtena výše uvedeným pravidlem, které v p̊uvodńı gramatice G
odpov́ıdá pravidlu (A, q, y, t), kde A ∈ (V − T ), q ∈ W − F , y ∈ T ∗ a t ∈ F . �

Tvrzeńı E. Pokud 1h(An) . . . h(A1)h(A1) . . . h(An)h(B1) . . . h(Bm)1〈u, 1〉ω `◦i
1h(Bi) . . . h(B1)h(An) . . . h(A1)h(A1) . . . h(An)h(B1) . . . h(Bm)h(x1) . . . h(xi)1〈p, 1〉ω v M ,
potom A1 . . . An#B1 . . . Bmu ⇒i A1 . . . AnB1 . . . Bi#Bi+1 . . . Bmx1 . . . xip v G,
kde A1, . . . , An, B1, . . . , Bm ∈ (V − T ), x1, . . . , xi ∈ (V − T )∗, u, p ∈ (W − F ), 0 ≤ i ≤ m.

Necht’ i = 0. Potom 1h(An) . . . h(A1)h(A1) . . . h(An)h(B1) . . . h(Bm)1〈u, 1〉ω `◦0
1h(An) . . . h(A1)h(A1) . . . h(An)h(B1) . . . h(Bm)1〈u, 1〉ω v M . Je zřejmé, že také plat́ı
A1 . . . An#B1 . . . Bmu ⇒0 A1 . . . An#B1 . . . Bmu v G.

Indukčńı hypotéza: Předpokládejme, že tvrzeńı E plat́ı pro každé i ≤ l, kde l je celé
nezáporné č́ıslo.

Indukčńı krok: Uvažujme výpočetńı krok tvaru
1h(An) . . . h(A1)h(A1) . . . h(An)h(B1) . . . h(Bm)1〈u, 1〉ω `◦l+1

1h(Bl+1)h(Bl) . . . h(B1)h(An) . . . h(A1)h(A1) . . . h(An)h(B1) . . . h(Bm)h(x1) . . .
h(xl)h(xl+1)1〈q, 1〉ω vyjádřeme si tento krok jako 1h(An) . . . h(A1)h(A1) . . . h(An)
h(B1) . . . h(Bm)1〈u, 1〉ω `◦l 1h(Bl) . . . h(B1)h(An) . . . h(A1)h(A1) . . . h(An)h(B1) . . .
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h(Bm)h(x1) . . . h(xl)1〈p, 1〉ω `◦ 1h(Bl+1)h(Bl) . . . h(B1)h(An) . . . h(A1)h(A1) . . .
h(An)h(B1) . . . h(Bm)h(x1) . . . h(xl)h(xl+1)1〈q, 1〉ω v M , kde q ∈ (W − F ), 0 ≤ l ≤ m.

Podle indukčńı hypotézy A1 . . . An#B1 . . . Bmu ⇒l A1 . . . AnB1 . . . Bl#
Bl+1 . . . Bmx1 . . . xlp ⇒ A1 . . . AnB1 . . . BlBl+1#Bl+2 . . . Bmx1 . . . xlxl+1q v G. Existuje pouze
jediný typ pravidla v R, který zajist́ı výpočet 1h(Bl) . . . h(B1)h(An) . . . h(A1)h(A1) . . . h(An)
h(B1) . . . h(Bm)h(x1) . . . h(xl)1〈p, 1〉ω `◦ 1h(Bl+1)h(Bl) . . . h(B1)
h(An) . . . h(A1)h(A1) . . . h(An)h(B1) . . . h(Bm)h(x1) . . . h(xl)h(xl+1)1〈q, 1〉ω v M , přesněji
se jedná o pravidlo 1|1〈p, 1〉 → 1h(Bl+1)|h(xl+1)1〈q, 1〉 ∈ R. Podle konstrukce muśı existo-
vat pravidlo (Bl+1, p, xl+1, q) v P , tedy A1 . . . An#B1 . . . Bmu ⇒l

A1 . . . AnB1 . . . Bl#Bl+1 . . . Bmx1 . . . xlp ⇒
A1 . . . AnB1 . . . BlBl+1#Bl+2 . . . Bmx1 . . . xlxl+1q také v G a tvrzeńı E je platné. �

Tvrzeńı F. Pokud 1h(An) . . . h(A1)h(A1) . . . h(An)h(B1) . . . h(Bm)1〈u, 2〉b1 . . . bj `◦i
1h(Bi) . . . h(B1)h(An) . . . h(A1)h(A1) . . . h(An)h(B1) . . . h(Bi)h(Bi+1) . . . h(Bm)1
〈p, 2〉bi+1 . . . bj v M , potom A1 . . . An#B1 . . . Bma1 . . . aku ⇒i A1 . . . AnB1 . . . Bi#
Bi+1 . . . Bma1 . . . akb1 . . . bip v G, kde A1, . . . , An, B1, . . . , Bm ∈ V − T , a1, . . . , ak,
b1, . . . , bj ∈ T ∗ and p, u ∈ W − F , 0 ≤ i ≤ m.

Necht’ i = 0. Potom 1h(An) . . . h(A1)h(A1) . . . h(An)h(B1) . . . h(Bm)1〈u, 2〉b1 . . . bj `◦0
1h(An) . . . h(A1)h(A1) . . . h(An)h(B1) . . . h(Bm)1〈u, 2〉b1 . . . bj v M .
Je zřejmé, že také A1 . . . An#B1 . . . Bma1 . . . aku ⇒0 A1 . . . An#B1 . . . Bma1 . . . aku plat́ı v
G.

Indukčńı hypotéza: Předpokládejme, že tvrzeńı F plat́ı pro všechna i ≤ l, kde l je celé
nezáporné č́ıslo.

Indukčńı krok: Uvažujme výpočetńı krok tvaru
1h(An) . . . h(A1)h(A1) . . . h(An)h(B1) . . . h(Bm)1〈u, 2〉b1 . . . bj `◦l+1

1h(Bl+1)h(Bl) . . . h(B1)h(An) . . . h(A1)h(A1) . . . h(An)h(B1) . . . h(Bm)1〈q, 2〉bl+2 . . . bj přesněji
si vyjádř́ıme výpočet jako 1h(An) . . . h(A1)h(A1) . . . h(An)h(B1) . . . h(Bm)1〈u, 2〉b1 . . . bj `◦l
1h(Bl) . . . h(B1)h(An) . . . h(A1)h(A1) . . . h(An)h(B1) . . . h(Bm)1〈p, 2〉bl+1 . . . bj `◦
1h(Bl+1)h(Bl) . . . h(B1)h(An) . . . h(A1)h(A1) . . . h(An)h(B1) . . . h(Bm)1〈q, 2〉bl+2 . . . bj v M ,
kde 0 ≤ l ≤ j ≤ m, q ∈ (W − F ).

Podle indukčńı hypotézy A1 . . . An#B1 . . . Bma1 . . . aku ⇒l

A1 . . . AnB1 . . . Bl#Bl+1 . . . Bma1 . . . akb1 . . . blp ⇒
A1 . . . AnB1 . . . BlBl+1#Bl+2 . . . Bma1 . . . akb1 . . . blbl+1q v G, kde 0 ≤ l ≤ m.

V tomto př́ıpadě existuje jediný zp̊usob, kterým může automat M uskutečnit tento výpočet
1h(Bl) . . . h(B1)h(An) . . . h(A1)h(A1) . . . h(An)h(B1) . . . h(Bm)1〈p, 2〉bl+1 . . . bj `◦
1h(Bl+1)h(Bl) . . . h(B1)h(An) . . . h(A1)h(A1) . . . h(An)h(B1) . . . h(Bm)1〈q, 2〉
bl+2 . . . bj . Tento výpočet proběhl za použit́ı pravidla tvaru 1|1〈p, 2〉bl+1

→ 1h(Bl+1)|1〈q, 2〉 ∈ R. Podle bodu IV muśı také existovat pravidlo
(Bl+1, p, bl+1, q) ∈ P kde Bl+1 ∈ (V − T ), p, q ∈ (W − F ), bl+1 ∈ T ∗, tedy
A1 . . . AnB1 . . . Bl#Bl+1 . . . Bma1 . . . akb1 . . . blp ⇒ A1 . . . AnB1 . . . BlBl+1#
Bl+2 . . . Bma1 . . . akb1 . . . blbl+1q v p̊uvodńı gramatice G a tvrzeńı F je platné. �
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Pomoćı dokázaných tvrzeńı D, E a F jsme potvrdili platnost inkluze L(M) ⊆ L(G).
Výsledkem tedy je celková platnost L(G) = L(M). �

9.1 Př́ıklad konstrukce rozš́ı̌reného oboustranného
zásobńıkového automatu nad volnou grupou s reduko-
vanou zásobńıkovou abecedou

Pro lepš́ı pochopeńı této kapitoly si uved’me př́ıklad, ve kterém bude ukázána konstrukce
E2PDA◦R vycházej́ıćı z zleva rozš́ı̌rené frontové gramatiky G.

Uvažujme tedy zleva rozš́ı̌renou frontovou gramatiku splňuj́ıćı lemma 3.1,
G = (V, T,W, F, s, P ), kde

• V = {S, A,B, a, b},

• T = {a, b},

• W = {Q, f},

• F = {f},

• s = SQ,

• P = {
p1: (S, Q, AB, Q),
p2: (A,Q, aa,Q),
p3: (B,Q, bb, f)}

Tato gramatika G generuje větu aabb následuj́ıćım zp̊usobem

#s = #SQ ⇒ S#ABQ[p1] ⇒ SA#BaaQ[p2] ⇒ SAB#aabbf [p3]

Nyńı přistouṕıme ke konstrukci rozš́ı̌reného oboustranného zásobńıkového automatu nad
volnou grupou s redukovanou zásobńıkovou abecedou M = (Q,T, Z,R, z, 1, 1, FM ), kde

• Q = {z, f, 〈Q, 1〉 〈Q, 2〉},

• T = {a, b},

• Z = {0, 0, 1, 1},

• R = {
p1: 1|1z → 1|h(S)1〈Q, 1〉 podle počátečńıho řetězce s = SQ,
p2: 1|1〈Q, 1〉 → 1h(S)|h(AB)1〈Q, 1〉 podle (S, Q, AB, Q) ∈ P ,
p3: 1|1〈Q, 1〉 → 1|1〈Q, 2〉 podle Q ∈ W ,
p4: 1|1〈Q, 2〉aa → 1h(A)|1〈Q, 2〉 podle (A,Q, aa,Q) ∈ P ,
p5: 1|1〈Q, 2〉bb → h(B)|εf podle (B,Q, bb, f) ∈ P},

• FM = {f}
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Zavedeme kódováńı symbol̊u z (V − T ):

h(S) = 00010, h(S) = 01000,
h(A) = 00110, h(A) = 01100,
h(B) = 01000, h(B) = 00010

Konstrukce automatu M je kompletńı. Zbývá ukázat jakým zp̊usobem automat M přij́ımá
obsah vstupńı pásky. Abychom mohli proces přijet́ı věty jazyka srovnat s generováńım stejné
věty v gramatice G, tak jako obsah vstupńı pásky zvoĺıme aabb.

oboustranný zásobńık stav vstupńı páska pravidlo
11 z aabb
1h(S)1 〈Q, 1〉 aabb p1

1h(S)h(S)h(AB)1 〈Q, 1〉 aabb p2

1h(A)h(B)1 〈Q, 1〉 aabb redukce obsahu zásobńıku
1h(A)h(B)1 〈Q, 2〉 aabb p3

1h(A)h(A)h(B)1 〈Q, 2〉 bb p4

1h(B)1 〈Q, 2〉 bb redukce obsahu zásobńıku
h(B)h(B) f ε p5

ε f ε redukce obsahu zásobńıku

Obsah oboustranného zásobńıku je prázdný, aktuálńı stav automatu M je f . Věta aabb
je automatem M korektně přijata.
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Kapitola 10

Praktické využit́ı

Přestože tato práce přináš́ı nové výsledky na poli teoretické informatiky, pokuśıme se nyńı
nast́ınit možné využit́ı jejich výsledk̊u i v praktické oblasti.

10.1 Překladače

Hlavńı oblast́ı využit́ı formálńıch model̊u nad volnými grupami by se měla stát oblast
překladač̊u. Většina současných překladač̊u je založena na bezkontextových gramatikách
popisuj́ıćıch bezkontextový jazyk. Bezkontextová gramatika nad volnou grupou zachovává
tvar bezkontextových pravidel, ale dokáže popsat o dvě tř́ıdy vyšš́ı jazyk — rekurzivně
vyč́ıslitelný jazyk, může se tedy stát zaj́ımavým řešeńım pro syntaktický analyzátor pracuj́ıćı
shora dol̊u.

Kromě gramatiky lze pro kompilátor použ́ıt také zásobńıkový automat, který je vhodný
pro syntaktický analyzátor pracuj́ıćı metodou zdola nahoru. Jednou ze studíı, jak využ́ıt
některý zde nově zavedený formálńı model nad volnou grupou, je diplomová práce [1], ve
které je navržen a implementován překladač založený na zásobńıkovém automatu nad vol-
nou grupou. Navržený zásobńıkový automat je ale nedeterministický a časově tedy značně
náročný. Tento aspekt je jednou z nevýhod syntaktické analýzy pracuj́ıćı zdola nahoru, je
to zp̊usobeno t́ım, že prázdný řetězec může být kdekoliv a kdykoliv rozš́ı̌ren na řetězec
složený ze vzájemně inverzńıch nonterminálńıch symbol̊u. Praktické využit́ı pro překladače
založené na syntaktické analýze zdola nahoru by tedy znamenalo přidáńı nějaké daľśı režie
pro lepš́ı predikci kdy a kde rozš́ı̌rit prázdný řetězec.

10.2 Bezpečnostńı kód

V této práci definovaný ”zrcadlový kód” by mohl nalézt využit́ı i v jiných oblastech in-
formačńıch technologíı. Např́ıklad by se mohlo jednat o chybu-detekuj́ıćı kód. Jednalo by
se o kód, který se dá nejlépe přirovnat k tzv. zdvojenému kódu.

Zdvojený kód využ́ıvá k detekci chyby zdvojeńı, což znamená, že každý bit je reprezen-
tován dvěma stejnými bity, např́ıklad pro kód . . . 101 . . . by byl zdvojený kód . . . 110011 . . . .
V př́ıpadě chyby . . . 100011 . . . je kód detekován jako poškozený. Podobně by se pro kód
. . . 101 . . . vytvořil zrcadlový kód . . . 101101 . . . a v př́ıpadě chyby . . . 001101 je kód opět
detekován jako chybný.

Pokud budeme uvažovat možnost, že v kódu může doj́ıt ke ztrátě informace, jeden
nebo v́ıce bit̊u je při přenosu ztraceno, zdvojený kód je schopen detekovat takovouto
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chybu pouze při ztrátě lichého počtu bit̊u. Např́ıklad z . . . 110011 . . . na . . . 11011 . . . je
chyba rozpoznána. V př́ıpadě přenosu . . . 110011 . . . na . . . 1100 . . . došlo ke ztrátě 11,
ale zdvojený kód tuto chybu nedetekuje. Zrcadlový kód dokáže zjistit chybu zp̊usobenou
ztrátou informace lépe. Kontroluje se zda je každé slovo vnitřně reverzńı, tzn. že je tvaru
a1a2 . . . anan . . . a2a1 a má definovanou délku n. Zrcadlový kód tedy v tomto př́ıpadě má
lepš́ı vlastnosti než kód zdvojený.

10.3 Expertńı simulace

Samotný proces zkracováńı řetězc̊u pomoćı volné grupy by mohl naj́ıt uplatněńı ve vy-
braných situaćıch, kde při sloučeńı, spojeńı nebo nalezeńı určitých prvk̊u dojde k jejich
neutralizaci nebo eliminaci. Přitom nezálež́ı na jejich pořad́ı. To znamená, že pokud bude
např́ıklad připojen řetězec x k řetězci x v nějaké situaci popsané jako přechod z . . . xA . . .
na . . . xx · · · = . . . ε . . . , tak stejný výsledek bude mı́t situace při přechodu z . . . xA . . . na
. . . xx · · · = . . . ε . . . .

Konkrétńım př́ıkladem může být zavedeńı volné grupy do speciálńıch L-systémů prezen-
tovaných v [25]. V této publikaci jsou představeny nové L-systémy rozš́ı̌rené o ř́ızeńı pomoćı
zakazuj́ıćıch nebo povoluj́ıćıch podmı́nek. Aplikace těchto systémů pak může být v biologii,
kde jsou tyto systémy schopny popisovat např́ıklad situaci napadeńı organické buňky virem,
jej́ı r̊ust, uzdraveńı nebo i smrt. Logickým rozš́ı̌reńım těchto systémů mohou být E0L gra-
matiky nad volnými grupami, které by mohli lépe popsat proces léčeńı, kdy organická
buňka źıská určitou léčebnou látku, která s reakćı prvku představuj́ıćıho onemocněńı zmiźı
i s t́ımto prvkem. Buňka pak tedy přijde o stejný počet léčebných látek tak i stejný počet
prvk̊u představuj́ıćıch onemocněńı, jej́ı výsledný stav bude záviset na tom, jaké prvky v
buňce zbyly. Tento př́ıklad je pouze hrubý náčrt, při praktickém využit́ı by celý proces
závisel na konkrétńım organismu a možném onemocněńı.
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Kapitola 11

Závěr

V tomto dokumentu byly modifikovány některé vybrané v́ıce či méně známé formálńı mod-
ely. Tyto modifikace převážně spoč́ıvaly v zavedeńı relace př́ımé derivace nad volnými gru-
pami mı́sto nad volnými monoidy, jak je to v teoretické informatice běžné. Motivaćı pro tuto
změnu je snaha o zvýšeńı vyjadřovaćı śıly takto upravených formálńıch model̊u. V př́ıpadě
model̊u založených na gramatikách se podařilo dokázat, že touto modifikaćı opravdu vy-
jadřovaćı śılu zvýš́ıme a přitom zachováme tvar přepisovaćıch pravidel, který je definovaný
v originálńıch gramatikách. Źıskali jsme tedy nové formálńı modely CF◦, E0L◦, CF◦R a
E0L◦R, které využ́ıvaj́ı pouze bezkontextových přepisovaćıch pravidel (tzn. přepisovaćıch
pravidel, která maj́ı na levé straně pouze jediný symbol) a popisuj́ı tak tř́ıdu rekurzivně
vyč́ıslitelných jazyk̊u.

Neméně významnou část́ı je také snaha o redukci počtu nonterminálńıch symbol̊u v
těchto nově zavedených formálńıch modelech, přičemž samozřejmě zachováváme tvar přepi-
sovaćıch pravidel i vyjadřovaćı śılu tohoto modelu. Tato problematika byla např́ıklad velice
dobře popsána v [13] a bylo zde dosaženo i velice dobrých výsledk̊u (množina nonter-
minálńıch symbol̊u byla redukována pouze na dva páry závorek, ale k jejich odstraněńı
je zapotřeb́ı kontextových pravidel). V této práci je představena E0L◦R gramatika, která k
popisu rekurzivně vyč́ıslitelného jazyka potřebuje pouze šest nonterminálńıch symbol̊u, nebo
v př́ıpadě automat̊u byl představen E2PDA◦R automat, který dokáže přij́ımat rekurzivně
vyč́ıslitelný jazyk pouze za pomoci čtyř nonterminálńıch symbol̊u, které tvoř́ı celou zásobńı-
kovou abecedu.

Tato práce je pouze prvńım krokem v oblasti formálńıch model̊u nad volnými gru-
pami, jej́ı pokračováńı by se mělo převážně zabývat studíı o časové a pamět’ové náročnosti
a porovnat ji s již známými formálńımi modely. Důležitou část́ı budoućıho výzkumu se
může stát i studie zaměřená na deterministické verze zde nově popsaných gramatik a au-
tomat̊u, zvláště otevřený problém je, zda bude zachována śıla odpov́ıdaj́ıćı nedetermin-
istickým verźım. Pokud výsledky v těchto oblastech budou př́ıznivé, měli by být velmi
dobrou motivaćı pro nalezeńı praktického využit́ı těchto nových formálńıch model̊u, které
jsou v tomto okamžiku výborným výsledkem převážně v oblasti teoretické.

Nyńı si provedeme zběžnou rekapitulaci dosažených výsledk̊u této práce. V př́ıpadě gra-
matik byly zkoumány dva pohledy vzhledem k derivaćım:

• Sekvenčńı př́ıstup: byla definována bezkontextová gramatika nad volnou grupou, která
v každém derivačńım kroku přepisuje pouze jediný nonterminálńı symbol, derivace
jsou tedy prováděny sekvenčně. Bylo dokázáno, že tento nově zavedený formálńı model
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má stejnou śılu jako Turing̊uv stroj a popisuje tedy tř́ıdu rekurzivně vyč́ıslitelných
jazyk̊u, CF◦ = RE. Požadavky na gramatiku typu 0, podle které lze CF◦ gramatiku
sestrojit i samotná konstrukce je ukázána na př́ıkladě.

Dále byla zkoumána možnost redukce počtu nonterminálńıch symbol̊u a źıskali jsme
jako výsledek, že každý rekurzivně vyč́ıslitelný jazyk lze popsat pomoćı bezkontextové
gramatiky nad volnou grupou pouze s osmi nonterminálńımi symboly, CF◦R = RE,
přičemž při všech možných derivačńıch kroćıch se využije pouze sedm nonterminálńıch
symbol̊u, jeden z nich muśı být zadefinován pouze z d̊uvodu, aby totálńı abeceda této
gramatiky mohla být použita jako generátor volné grupy. Konstrukce této redukované
verze je opět ilustrována na př́ıkladě.

• Paralelńı př́ıstup: jako daľśı formálńı model vybraný k modifikaci byla zvolena E0L
gramatika, jej́ı pravidla jsou podobná bezkontextové gramatice, ale derivace lze prová-
dět paralelně, to znamená, že v každém derivačńım kroku se muśı přepsat všechny
nonterminálńı symboly v dané větné formě. Připomeňme si, že pokud jeden nebo v́ıce
symbol̊u nelze přepsat a větná forma je složena pouze z terminál̊u, derivace je korektně
ukončena. Pokud nelze provést derivaci u jednoho nebo v́ıce symbol̊u a větná forma
obsahuje jeden nebo v́ıce nonterminálńıch symbol̊u derivace je zablokována.

Byla definována E0L gramatika nad volnou grupou a bylo dokázáno, že tato gramatika
má stejnou vyjadřovaćı schopnost jako Turing̊uv stroj, stejně jako CF◦ tedy tato
gramatika popisuje tř́ıdu rekurzivně vyč́ıslitelných jazyk̊u, E0L◦ = RE.

Stejně jako u bezkontextových gramatik nad volnou grupou tak i v tomto př́ıpadě
se práce zabývá redukćı počtu nonterminálńıch symbol̊u. Bylo dokázáno, že každý
rekurzivně vyč́ıslitelný jazyk lze popsat pomoćı E0L gramatiky nad volnou grupou,
která má pouze šest nonterminálńıch symbol̊u, E0L◦R = RE. Obě konstrukce jsou
pro lepš́ı pochopeńı opět doprovázeny př́ıklady.

Pokud uváž́ıme r̊uzné generativńı śıly tř́ıd bezkontextových a E0L gramatik, CF ⊂ E0L,
je také zaj́ımavým výsledkem stejná śıla gramatik bezkontextových nad volnou grupou a
E0L gramatik nad volnou grupou, CF◦ = E0L◦.

Tato tématika byla publikována v časopisecké publikaci [6], na několika mezinárodńıch
konferenćıch [7], [3] a [8] a dále také na národńıch konferenćıch [4], [10].

Zbylá část této práce se zabývá využit́ım volných grup u zásobńıkového automatu. Byly defi-
novány rozš́ı̌rené oboustranné zásobńıkové automaty nad volnou grupou. Tato modifikace
nepřináš́ı zvýšeńı śıly, protože už samotné rozš́ı̌rené oboustranné zásobńıkové automaty nad
volným monoidem maj́ı śılu Turingových stroj̊u, což bylo dokázáno v [2].

Běžný rozš́ı̌rený zásobńıkový automat byl modifikován tak, aby bylo možné vkládat a
odeb́ırat symboly z obou jeho stran, tato konstrukce dovoluje i v́ıce transformaćı. Např́ıklad
pokud povoĺıme vkládáńı symbol̊u jen z jedné strany a odeb́ıráńı ze strany druhé, źıskáme
tak frontu. Dále pak v tomto př́ıpadě záměna volného monoidu za volnou grupu přináš́ı re-
dukci počtu pravidel. Nejsou totiž potřeba žádná odeb́ıraćı pravidla. Při správném výpočtu
se oboustranný zásobńık pomoćı vlastnost́ı volné grupy sám zkracuje v pr̊uběhu své činnosti,
je tedy dosaženo menš́ı pamět’ové náročnosti v porovnáńı s oboustranným rozš́ı̌reným
zásobńıkovým automatem nad volným monoidem popsaném v [2]. Bylo tedy dokázáno, že
śıla rozš́ı̌reného oboustranného zásobńıkového automatu nad volnou grupou z̊ustává rovna
śıle Turingova stroje, E2PDA◦ = RE.
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I v př́ıpadě zásobńıkových automat̊u se tato práce zabývala redukćı počtu nonter-
minálńıch symbol̊u, konkrétně se jednalo o redukci počtu nonterminálńıch symbol̊u zásobńı-
kové abecedy. Bylo dokázáno, že k popisu každého rekurzivně vyč́ıslitelného jazyka postačuje
oboustranný rozš́ı̌rený zásobńıkový automat nad volnou grupou pouze se čtyřmi symboly
zásobńıkové abecedy, E2PDA◦R = RE.

Tato problematika byla publikována v časopisecké publikaci [5], na mezinárodńı konfer-
enci [7] a dále také na národńı konferenci [9].

Zhodnoceńı výše uvedených výsledk̊u můžeme rozdělit do dvou skupin:

• Teoretický př́ınos: je zřejmý, v př́ıpadě gramatik nad volnými grupami jsme źıskali
formálńı modely, které použ́ıvaj́ı pouze pravidla bezkontextového tvaru, A → x, ale
jejich vyjadřovaćı śıla odpov́ıdá śıle Turingova stroje, nav́ıc je této śıly u gramatik
dosaženo i s redukovaným počtem nonterminálńıch symbol̊u nebo u oboustranného
automatu s redukovanou zásobńıkovou abecedou. Tento teoretický př́ınos byl také
potvrzen přijet́ım dvou článk̊u, které pojednávaj́ı o CF◦R, E0L◦R a E2PDA◦R, do
mezinárodńıch časopis̊u, konkrétně se jedná o [6] a [5].

• Praktický př́ınos: byla zkoumána možnost použit některý z navržených model̊u pro
syntaktický analyzátor. V diplomové práci Ing. Michala Berky, [1], byl úspěšně im-
plementován syntaktický analyzátor založený na zásobńıkovém automatu nad volnou
grupou. V této práci byl zaveden pojem expanze, který na libovolném mı́stě rozšǐruje
ε na xx nebo xx, kde x může být terminálńı symbol, nonterminálńı symbol nebo i
řetězec.
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[25] Meduna, A., Švec, M.: Grammars with Context Conditions and Their Applications,
Wiley, Hoboken, New Jersey, 2005.

[26] Mitrana, V., Stiebe, R.: The Accepting Power of Finite Automata Over Groups. TUCS
Technical report 70, 1996.

[27] Penttonen, M.: One-Sided and Two-Sided Context in Formal Grammars. Inf. Control
25, pp. 371-392, 1974.

[28] EDs.: Rozenberg, G., Saloma, A.: Hangbook of Formal Languages, Vol. 1, Springer,
1997.

[29] Sarkar, P.: Pushdown Automaton with Ability to Flip its Stack. ECCC, No. 81, 2001,
p. 1-6.

81



Seznam symbol̊u a zkratek

� konec části d̊ukazu
� konec d̊ukazu
∅ prázdná množina
∪ sjednoceńı množin
∩ pr̊unik množin
× kartézský součin
∈ náležej́ıćı; je prvkem množiny
6∈ nenáležej́ıćı; neńı prvkem množiny
⊂ je vlastńı podmnožinou
⊆ je podmnožinou
ε řecké ṕısmeno ε, symbol prázdného řetězce
⇒ symbol relace př́ımé derivace; derivuje
⇒n reflexivńı a tranzitivńı uzávěr relace ⇒;

derivuje přesně v n kroćıch
⇒∗ reflexivńı a tranzitivńı uzávěr relace ⇒;

derivuje v nula nebo v́ıce kroćıch
⇒+ tranzitivńı uzávěr relace ⇒;

derivuje v jednom nebo v́ıce kroćıch
⇒◦ symbol relace př́ımé derivace nad volnou grupou;

derivuje nad volnou grupou
⇒◦n reflexivńı a tranzitivńı uzávěr relace ⇒◦;

derivuje přesně v n kroćıch
⇒◦∗ reflexivńı a tranzitivńı uzávěr relace ⇒◦;

derivuje v nula nebo v́ıce kroćıch nad volnou grupou
⇒◦+ tranzitivńı uzávěr relace ⇒◦;

derivuje v jednom nebo v́ıce kroćıch nad volnou grupou
` symbol relace přechodu; přecháźı do
`n reflexivńı a tranzitivńı uzávěr relace `;

přecháźı přesně v n kroćıch
`∗ reflexivńı a tranzitivńı uzávěr relace `;

přecháźı v nula nebo v́ıce kroćıch do
`+ tranzitivńı uzávěr relace `;

přecháźı v jednom nebo v́ıce kroćıch do
` ◦ symbol relace přechodu v automatu

nad volnou grupou; přecháźı do
`◦n reflexivńı a tranzitivńı uzávěr relace `

v automatu nad volnou grupou;
přecháźı přesně v n kroćıch

`◦∗ reflexivńı a tranzitivńı uzávěr relace `
v automatu nad volnou grupou;
přecháźı v nula nebo v́ıce kroćıch do

`◦+ tranzitivńı uzávěr relace ` v automatu
nad volnou grupou;
přecháźı v jednom nebo v́ıce kroćıch do

→ symbol přepsáńı/přechodu; přepǐs na/přejdi do
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= symbol rovnosti; je rovno
≤ menš́ı nebo rovno
≥ větš́ı nebo rovno
· spojeńı, konkatenace
− minus; záporné znaménko; operátor opačné hodnoty
x nad volnou grupou znač́ı inverzńı symbol k symbolu x
dne n zaokrouhleno na nejbližš́ı vyšš́ı č́ıslo
| oddělovač
|w| délka řetězce w
Σ řecké ṕısmeno Sigma; označeńı abecedy
◦ symbol volné grupy, neńı-li v kontextu uvedeno jinak
∗ symbol volného monoidu, neńı-li v kontextu uvedeno jinak;

iterace
+ pozitivńı iterace, neńı-li v kontextu uvedeno jinak
∼ symbol ekvivalence; je ekvivalentńı s

E2PDA tř́ıda jazyk̊u přij́ımaných rozš́ı̌renými oboustrannými
zásobńıkovými automaty

E2PDA◦ tř́ıda jazyk̊u přij́ımaných oboustrannými
zásobńıkovými automaty nad volnou grupou;
zkratka pro označeńı těchto automat̊u

E2PDA◦R tř́ıda jazyk̊u přij́ımaných rozš́ı̌renými oboustrannými
zásobńıkovými automaty nad volnou grupou
s redukovaným počtem symbol̊u zásobńıkové abecedy;
zkratka pro označeńı těchto automat̊u

CF tř́ıda bezkontextových jazyk̊u
CF◦ tř́ıda jazyk̊u generovaných bezkontextovými gramatikami

nad volnými grupami;
zkratka pro označeńı těchto gramatik

CF◦R tř́ıda jazyk̊u generovaných bezkontextovými gramatikami
nad volnými grupami s redukovaným počtem nonterminál̊u;
zkratka pro označeńı těchto gramatik

D0L tř́ıda jazyk̊u generovaných pomoćı D0L gramatik (systémů);
zkratka pro označeńı těchto gramatik (systémů)

P0L tř́ıda jazyk̊u generovaných pomoćı P0L gramatik (systémů);
zkratka pro označeńı těchto gramatik (systémů)

E0L tř́ıda jazyk̊u generovaných pomoćı E0L gramatik;
zkratka pro označeńı těchto gramatik

E0L◦ tř́ıda jazyk̊u generovaných pomoćı E0L gramatik
nad volnou grupou;
zkratka pro označeńı těchto gramatik

E0L◦R tř́ıda jazyk̊u generovaných pomoćı E0L gramatik
nad volnou grupou s redukovaným počtem nonterminál̊u;
zkratka pro označeńı těchto gramatik

CS tř́ıda kontextových jazyk̊u
QG tř́ıda jazyk̊u generovaných frontovými gramatikami
RE tř́ıda rekurźıvně vyč́ıslitelných jazyk̊u
REG tř́ıda regulárńıch jazyk̊u
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