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Abstrakt

Tato prace se zabyva popisem vyvoje nastroje pro vypocet Nashova ekvilibria v nekoope-
rativnich hrach s nenulovym souc¢tem. Definuje zékladni pojmy v teorii nekooperativnich
her. Popisuje vhodné algoritmy pro vypocet ryziho a smiseného Nashova ekvilibria podle
poc¢tu hracia dané hry. Prace prezentuje implementaci vysledné aplikace a experimenty na
ni provedené.

Abstract

This thesis deals with development of tool for computing Nash equilibrium in non-zero-sum
non-cooperative games. It defines basic terms in non-cooperative game theory. It describes
suitable algorithms for computation pure and mixed Nash equilibrium according to num-
ber of players. Thesis presents implementation of resulting application and experiments
conducted on it.
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Kapitola 1

Uvod

V této praci se budu zabyvat teorii her a hlavné jeji podkapitolou nekooperativni hry v nor-
malni formé. Pomoci teorie her lze matematickym aparatem popsat racionalni chovani lidi
v situaci, kdy se navzajem ovliviiuji svymi rozhodnutimi. Samotnéa teorie her je multidisci-
plindrni védou, nejvice ovliviiuje védecké odvétvi jako matematika, ekonomie, politologie a
sociologie. Vlastni teorie je aplikovatelna na kazdodenni rozhodovani.

Za prvni dilo, jez se vénuje popisu teorie her je povazovana kniha Theory of games
and economic behavior od Johna von Neumanna [19]. Pro tuto praci je vSak dulezit&jsi
¢lanek Johna Nashe Non-Cooperative Games [13]. Nash definoval hry nekooperativni pro
vice hraci, zatimco ve von Neumannové praci byla rozebrana pouze teorie dvouhracovych
her s nulovym souctem a vicehrac¢ové kooperativni hry. Nash ve svém c¢lanku fesi hry pomoci
ekvilibria neboli rovnovahy ve hie. Rovnovahu si vysvétlujeme tak, ze zadny hrac hrajici hru
nebude mit tendenci ménit svou strategii, a tim ménit i strategie protihract, protoze kazdy
svou volbou odpovida na akce protivniki. Na pocest Nashova objevu byla tato rovnovaha
nazvana Nashovym ekvilibriem (angl. Nash equilibrium).

Tato prace se zabyva vyvojem nastroje pro vypocet Nashova ekvilibria, ktery ma nalézt
vSechna ryzi Nashova ekvilibria, vSechna smisena Nashova ekvilibria v dvouhracovych hrach
a alespon jedno smisené Nashovo ekvilibrium ve hrach vicehracovych.

V kapitole Teorie her (2) bude popsana teorie her s ohledem na nekooperativni hry
v rozsahu potfebném pro tuto praci. Kapitola Algoritmy pro vgpocet Nashova ekvilibria (3)
popisuje pouzité algoritmy pro nalezeni tohoto rovnovazného bodu ve hie. Nasledujici kapi-
tola Implementace (4) nAm umozni predstavu o implementaci nastroje pro vypocet Nashova
ekvilibria. Posledni kapitola Experimenty (5) ukazuje pouziti vytvofeného nastroje v praxi
pfi pocitani s hrami o rtizné narocnosti a srovnani algoritmu s konkurenénimi prostiedky.

Bakalarska prace navazuje na vysledky semestralniho projektu z pfedmétu ISP. V tomto
projektu jsem splnil prvni dva body zadéani, tzn. nastudoval jsem teorii her se zamérenim
na nekooperativni hry, provedl prvni nivrh programu a stanovil algoritmy pro vypocet
Nashova ekvilibria.



Kapitola 2

Teorie her

V nésledujicich sekcich zaméfenych na samotnou teorii jsem vychézel predevsim z publikaci

Doprovodné texty ke kurzu Teorie her od Martina Hrubého [6], Course in game theory
od autort Martin J. Osborne a Ariel Rubinstein [17] a Algorithmic game theory, kterou
z editoval Noam Nisan [14]. Notace je plné pfevzata z [0].

2.1 Nekooperativni hra

Nekooperativni hru si lze pfedstavit jako interaktivni strategickou situaci dvou a vice pro-
tihract, kdy kazdy hrac sleduje pouze své vlastni cile a projevuje tak tzv. individualni
racionalitu. Teoreticky model u hra¢tu predpokladé nésledujici vlastnosti[17, str. 1]:

e Jsou racionalni, tedy chovaji se jen podle vlastnich zajm.
e Ocekavaji racionalni hru svych protihraci.

Hraci maji moznost vybirat z urcitych akci nebo strategii a jsou si védomi disledki, pokud
budou hrat tyto strategie. Tyto dusledky jsou nazyvany wuZzitky. Pravé védomi si svych
strategii, strategii protihract a vsech uzitkd je jednim ze zékladnich kamentd her a nazyva
se spolecnd znalost (angl. common knowledge).

Hra je potom hréna jako jedna ojedinéld a neopakujici se udalost. Kazdy hrac¢ se roz-
hodne pro urcitou strategii bez znalosti zvolenych strategii ostatnich hrac¢t. Samoziejmé
takovy hrac ocekava, ze i ostatni hraci jsou racionélni, a proto muze predpokladat akce
protihract. Hrac¢im je sdélen vysledek hry, a tedy i jejich uzitek. Hra timto konéi.

Nyni muzeme pristoupit k matematické definici nekooperativni hry a vseho, co je k ni
potteba.

Definice 1. Strategickd nekooperativni hra N hraca je (2N + 1)-tice
I'=(Q;51,52,...,5v;U1,Us,...,Un)
kde:
e )=1,2,..., N je kone¢nd mnozina hract ve hie.
e S;,i € @ jsou (koneéné) mnoziny ryzich strategii hrac¢u i € Q.

o U;: 51 xSy x...x Sy — U jsou funkce uzitku hracu.



Oborem hodnot uzitkovych funkci je obecné univerzum U. Prakticky se vsak vétsinou
za toto univerzum berou realné ¢isla U = R.
Kartézsky soucin mnozin strategii hract je nazyvan mnozinou strategickych profili hry:

S 251X52X...XSN:H51'
1€Q
Tato mnozina je tedy mnozinou vSech moznych vystupt, které mohou hraci hrat. Prvky
se nazyvaji strategické profily s € S.
MnozZina sub-profilti hrace i je kartézsky soucin vSech mnozin strategii kromé mnoziny
hracovy:

S_;i =51 X8 x...x8_1xX841 X...x Sy = H S
jeQ\{i}
SloZeni strategie s; € S; a kontextu protihraca s_; € S_; znac¢ime nasledujicim zpuso-
bem: (s;,s5-;) € S.
Pocet strategii hrace ¢ budeme znacit:

m; = |S;]

Pocet vSech strategii vSech hraci pak mtzeme vyjadrit pomoci:

m:Zmi (2.1)

2.1.1 Best response

Nyni si definujeme pojem nejlepsi odpovédi na protihracovi akce. Predpokladejme, Ze pro-
tihraci zvoli strategicky sub-profil s_;, potom se hrac i snazi vybrat ze svych strategii akci,
kterd bude pro ného nejpiinosnéjsi. Mnozina strategii, jejiz prvky jsou nejlepsi moznou
odpovédi na akce protihraci, se nazyva best response.

Definice 2. Méjme hru I' = (Q; {Si}icq; {Ui}ticq), hrace i € @Q a strategicky subprofil
s_; € S_;. Best response hrace i potom je nasledujici korespondence:

BR;i(s—;) = arg gneax[Ui(si, S—i)]
7 definice (2) plyne, Ze oborem hodnot BR; je 2% \ {0}.
Zde je dilezité upozornit, Ze raciondlni hrac si vzdy vybere strategii z mnoziny BR;. To
je samoziejmé nutné brat v avahu jako protihrac¢. Zaroven je také indiferentni mezi vsemi
strategiemi v mnoziné BR;.

2.1.2 Dominance mezi strategiemi

Na druhou stranu, pokud mé nékteré strategie vzdy mensi uzitek nez ostatni, nebude tuto
strategii hra¢ nikdy hrat a nemusi ji tedy ani uvazovat. Protihraci jsou si védomi toho, ze
tato strategie nikdy hrana nebude, a proto ji také neuvazuji. Takova strategie je nazyvana
dominovana (angl. dominated).



Definice 3. M&me hru I' = (Q; {S;}ico; {Ui}icq), strategie s} € S; striktn& dominuje
nad strategii s7 € S;, pokud:

Vs_; €85 ,;: Ui(S%,S_i) > Ui(S?,S_Z')
Existuje jesté druhy koncept dominance mezi strategiemi, a to slabad dominance.

Definice 4. Méjme hru I' = (Q; {Si}ico; {Uiticq), strategie s! € S; slab& dominuje nad
strategif s? € S;, pokud:

Vs_; € S_i : Ui(S%,S_i) > Ui(S?,S_Z')

A soucasné
3, €8 :Ui(st,s) > Usi(s?,s;)

7

Pokud budeme dominanci strategie zkoumat oproti vSsem ostatnim hracovym strategiim,
zjistime, zda je strategie celkové dominujici/dominovana.

Definice 5. Méjme hru I' = (Q;{Si}icq; {Ui}ticq). Strategie s} hrace i je ve hie striktng
dominované, pokud existuje jedna strategie 322 €S\ {811} takova, ze s? striktné dominuje
nad s;.

Definice 6. Méjme hru I' = (Q; {Si}ico; {Ui}ticq)- Strategie s} hrace i je ve hie striktng
dominujici, pokud pro vsechny strategie s? € S; \ {s!} plati, ze s} striktné dominuje nad
2

S5

Pokud méa kazdy hrac ze hry mezi svymi strategiemi jednu strategii striktné dominujici
nade vSemi, ziskdvame prvni mozné feseni nekooperativnich her: feSeni v dominujicich stra-
tegiich (angl. dominant strategy solution [14, str. 10] / dominant strategy equilibrium [17,
str. 181])).

Definice 7. Mé&jme hru I' = (Q;{S;}icq; {Ui}icg). Strategicky profil s* € S je feSenim
ve striktné dominantnich strategiich, pokud plati:

Vi € Q, S; €5 \ {8*} : Ui(S?,S_i) > Ui(SZ',S_Z‘)

Existuje jesté pojem dominance smiSené strategie nad ryzi strategii. Tuto vSak pro
vysokou vypocetni naro¢nost nebudeme uvazovat.

2.2 Ryzi Nashovo ekvilibrium

Ekvilibrium neboli rovnovaha znac¢i ve hrach rovnovazny stav. Tento bod by mél popiso-
vat situaci hry, kterad je tinosna pro vsSechny hrace a predevsim, Ze racionalni hrac¢i svym
uvazovanim do tohoto bodu sami dospé&ji. Tuto skutecnost také do jisté miry dokazuji ex-
perimentalni studie s chovanim lidi v redlnych situacich jako napiiklad chovani tenist na
Wimbledonu od Marka Walkera [20] a chovani fotbalisti a brankaiu pfi kopani penalty, jak
vysledoval Piere-André Chiappori [2].

Tato prace se bude zabyvat vyhradné Nashovym ekvilibriem. Ekvilibrium mitizeme po-
vazovat za urcité feseni hry. Je to informace, jejiz znalost mize byt velmi dilezita, ale na
druhou stranu jeji ziskani patfi mezi obtizné vypocetni tikony, jak je popsano v ¢lanku The
Complezity of Computing a Nash Equilibrium [3].



Definice 8. Mé&jme hru I' = (Q;{S;}icq; {Ui}icq). Strategicky profil s* € S je ryzim
Nashovym ekvilibriem (angl. pure Nash equilibrium), pokud plati:

Vi € Q, VSZ' (S SZ : Ui(s;‘,s*_i) > Ui(si,s’ii)

V literatufe se tato definice interpretuje tak, ze zadny z hra¢ nemiize zménit svoji ryzi
strategii, a tim si zvysit uzitek ze hry [17, 14]. Z definic (8) a (7) vyplyva, Ze pokud ma
hra feseni ve striktné dominantnich strategiich je toto feseni zaroven unikétnim Nashovym
ekvilibriem.

2.3 Nekooperativni hra se smisenymi strategiemi

Jak ndm ukazuji hry Matching pennies (A.1) nebo Kamen-nizky-papir (A.2), ne vSechny
hry maji ryzi Nashovo ekvilibrium. Znamena to, Zze hra nema ryzi Nashovo ekvilibrium,
ale ze kazdy hrac¢ hraje nedeterministicky, tedy s uréitym vlivem pravdépodobnosti. Takové
hracovo chovani se nazyva smisenou strategii. Existence smisenych strategii u hry nazyvame
smisenym rozsirenim [17, str. 32] nekooperativni hry.

Definice 9. Méjme hru I' = (Q; {Si}ic; {Uiticg). Hru I'™ = (Q; {Ai}icq; {miticg) na-
zveme smisenym rozsitenim hry I', pokud Vi € Q:

e A; je mnozina smiSenych strategii hrdce i s prvky o; € A;. Cislo 0;(s;) oznacuje
pravdépodobnost pfifazenou ryzi strategii s; € .5; ve smiSené strategii o;. Mnozinu
vSech mnozin smiSenych strategii zna¢ime A =[], A,.

Aj=10i€(0,1)™] ) (05 =0i(s))) =1 (2.2)

Sj €S;

e Vyplatni funkce hréci / o¢ekavany uzitek (angl. expected payoff) je v kazdém smise-
ném profilu o € A:

(o) =Y Ui(s) - | [] oi(s:)

SES 1€Q

V dalsim textu budeme potiebovat slozeni ryzi strategie se strategii smisenou. To bu-
deme pro jednoduchost znacit (s;,0_;), kde i € @, s; € S; a 0_; € A_;. Tento zapis
znamena, ze smisend strategie se sklddéa ze strategii protihraca a jedné ryzi strategie hrace .

2.3.1 SmiSené Nashovo ekvilibrium

Ve smiseném rozsifeni nekooperativni hry samoziejmé existuje také koncept Nashova ekvi-
libria. Ukazuje nam stabilni rozlozeni pravdépodobnosti pres hracovy strategie po dosahnuti
stavu, kdy zadny z hraci nema zajem tuto smiSenou strategii ménit. Musime vsak stale mit
na paméti, ze nekooperativni hra je neopakovatelnou a neopakovanou udalosti a cely proces
hledani ekvilibria probiha pfed vlastnim rozhodnutim o hrané strategii. Smisené Nashovo
ekvilibrium je moZno vysledovat na velkém vzorku nezavislych pokusu [2, 20].

Definice 10. Mé&jme hru I'" = (Q; {Ai}icq; {mi}icg). SmiSeny profil o* € A nazveme
smiSené Nashovo ekvilibrium ve hie I'"*, pokud plati:

Vie @, Vo, € A; - mi(0¥) > mi(o4,0%;)



Podobné jako u ryziho Nashova ekvilibria si tento vzorec mtézeme vylozit tak, ze zadny
hrac¢ nemé tendenci zmeénit svoji smisenou strategii.

Dulezity pojem, ktery vystava u otazky smiseného Nashova ekvilibria a smisenych stra-
tegil obecné, je indiference. Hra¢, ktery hraje smiSenou strategii, musi mit stejny uzitek
z kazdé jednotlivé ryzi strategie v doméné (2.3.3) této strategie, tedy z kazdé ryzi strategie
hrané s nenulovou pravdépodobnosti [17, str. 33]. To je samoziejmé, kdyby mél z jedné
strategie uzitek vétsi nez ze druhé, tak to je jeho best response a druhou strategii nebude
vibec hrat.

2.3.2 Existence smiSeného Nashova ekvilibria

John Nash ve svém ¢élanku Non-cooperative games [13] vyslovil nasledujici vétu:
Véta 1. KaZda konecnd nekooperativni hra md Nashovo equilibrium.

Dukaz této véty je mozno nalézt v [13, str. 5]. Véta 1 ndm ukazuje, Ze v kazdé hie, se
kterou se budeme v této praci zabyvat, bude minimélné jedno Nashovo ekvilibrium, at uz
ryzi nebo smiSené. Tim méame vymezen teoreticky zaklad pro hledani Nashovych ekvilibrii
v nekooperativnich hrach.

Dalsim zajimavou vlastnosti nekooperativnich her je pocet ekvilibrii.

Véta 2. Kazdd koneénd nedegenerovand hra md vzdy lichy pocet ekvilibrii [1., str. 62].

2.3.3 Doména smiSené strategie

Doména smisené strategie (angl. support) je pojem, diky kterému se ndm bude lépe pra-
covat se smiSenymi strategiemi pfi hledani smiSseného Nashova ekvilibria. Také je diky ni
definovana degenerovanost hry (kapitola 2.3.4).

Definice 11. Méjme hru I = (Q; {Ai }icq; {mi}icq) a smiSenou strategii o; € A; hrace i.
Doménu smiSené strategie hrace i definujeme takto:

suppi(0;) = {s; € Si|oi(si) > 0}
Doména smisené strategie obsahuje vsechny ryzi strategie hrané s nenulovou pravdépo-
dobnosti ve smiSené strategii o;.

2.3.4 Degenerovana hra

U her je zavedeny i dalsi pojem degenerovanost, ktery ndm déva urcitou informaci o smise-
nych Nashovych ekvilibriich.

Definice 12. Dvouhracova hra je nedegenerovand (angl. nondegenerate), pokud zadna
smiSend strategie s doménou velikosti k£ nemé vice nez k ryzich best response strategii.

Jednoduchym testem na degenerovanost hry je vypocet ryzich best-response na vSechny
ryzi strategie protihrace. Pokud hra¢ na jednu ryzi strategii protihrace nalezne vice nez
jednu best response, je tato hra degenerovana [14, str. 56]. Z této nutné rovnosti poétu best
response nam vyplyva nasledujici véta:

Véta 3. V jakémkoli Nashovu ekvilibriu nedegenerované dvouhrdcové hry maji smisené
strategie toho ekvilibria domény stejné délky. [1/, str. 56/



Dulezitou vlastnosti degenerovanych her je, ze mohou mit nekoneéné mnoho feseni
ve smiSenych strategiich [14, str. 66].

Za priklad si mizeme vzit degenerovanou hru z ptilohy (A.3). Zde je vidét, ze na strategii
0 fadkového hrace ma sloupcovy hrac¢ hned dvé ryzi best response: 0 a 1. Tyto strategie
jsou zaroven doménami ve smiseném Nashovu ekvilibriu. Tedy Ffadkovy hrac¢ hraje strategii
0 s pravdépodobnosti 1,0 a sloupcovy hra¢ ma libovolny vybér rozlozeni pravdépodobnosti
pfres jeho jediné dvé strategie 0 a 1.



Kapitola 3

Algoritmy pro vypocet Nashova
ekvilibria

V této kapitole si definujeme a popiseme algoritmy pro nalezeni Nashova ekvilibria. Nej-
prve si predstavime algoritmus pro hledani ryzich Nashovych ekvilibrii hrubou silou, poté
algoritmus pro nalezeni smiseného Nashova ekvilibria ve dvouhracovych hrach a nakonec
algoritmus pro nalezeni smiSeného Nashova ekvilibria ve hrach vicehracovych.

Prehled jednotlivych algoritmii a pfistuptd k feseni nekooperativnich her lze nalézt
v Computation of equilibria in finite games [11]. V této praci jsou popséany algoritmy pro
feSeni dvouhrécovych a vicehracovych her. Za zakladni algoritmy se tu povazuji algorit-
mus Lemke-Howson [9] pro dvouhracové hry a Simplical subdivision pro hry vicehracové.
Také je predstavena metoda minimalizace funce Lyapunovy funkce [10], kterd bude pouzita
jako stézejni algoritmus této prace spolu s metodou minimalizace funkce Covariance Matrix
Adaptation - Evolution Strategy [7].

3.1 Nalezeni ryziho Nashova ekvilibria hrubou silou

Pokud si za kol stanovime nalezeni pouze ryziho Nashova ekvilibria v obecné n-hracové hre,
budeme vychézet z definic best response (2) a ryziho Nashova ekvilibria (8). Pozadavkem
pro existenci Nashova ekvilibria je, aby zadny hra¢ nemél nutkani ménit svou ryzi strategii
na strategii jinou. Jinymi slovy si kazdy hrac¢ vybira nejlepsi moznou strategii s ohledem na
akce souperu. To je vSak definice best response. Mtzeme tedy fici, ze Nashovo ekvilibrium
je takovym strategickym profilem, kde vSichni hraéi hraji svoji best response [17, str. 15].
Zapsano algoritmem:

Algoritmus 1 Nalezeni Nashova ekvilibria hrubou silou
Input: I' = (Q;{Si}ticq; {Uitic)
for all i € Q do
for all s_; € S_; do
BRpne; < (BR;(s—;),5-;)
end for
end for
PNE «+ (\;cq BRpne;
Output: PNE > ryzi Nashova ekvilibria




Algoritmus tedy zjisti best response vSech hrac¢t na vSechny moZné sub-profily proti-
hract. Kazdy hra¢ ma potom mmnozinu strategickych profilii, kde jeho akce je jeho best
response. Vytvorenim priniku téchto mnozin dostaneme mnozinu profild, které jsou ryzimi
Nashovymi ekvilibrii.

3.2 Iterativni eliminace dominovanych strategii

V sekei (2.1.2) jsme si predstavili feSeni v dominujicich strategiich. Tato feSeni vsak jsou
vzacna. Co ale pii feseni vypoctu Nashova ekvilibria pouzit mtizeme je znalost, Ze racionalni
hraci nebudou nikdy hrat striktné dominované strategie. Pokud vSechny takové strategie ze
hry vyfadime, hra bude ekvivalentni (vSichni racionalni hraéi projevuji stejné strategické
chovani) a zaroven zjednodusime slozitost dané hry. Také je moznost, ze danou hru zjedno-
dusime az na stav, kdy kazdy hra¢ ma jen jednu nedominovanou strategii a tim nalezneme
i unikatni Nashovo ekvilibrium.

Algoritmus nejdiive zjisti, zda hra obsahuje striktné dominované strategie. Pokud ano,
eliminuje je ze hry. MiiZe se stat, ze odstranénim strategie jednoho hrace se stane domi-
novanou strategii strategie hrace druhého, proto tento algoritmus stale testuje, zda hra
neobsahuje striktné dominované strategie, a pokud ano, tak je odstranuje.

Algoritmus 2 Iterativni eliminace dominovanych strategii
Input: I' = (Q; {Si}icq; {Uiticq)
dominatedStrategies < get DominatedStrategies()
while dominatedStrategies # () do
Smaz dominované strategie ze hry
dominatedStrategies <— get DominatedStrategies()
end while
Output: I' = (Q; {S] C Si}ic: {Ui}ticq) > hra bez striktné dominovanych strategii

Funkce getDominatedStrategies() vraci striktné dominované strategie podle defi-
nice (5).
Tento algoritmus vede k nalezeni Nashova ekvilibria napiiklad u hry Vézriovo dilema (A.4).

3.3 Algoritmus vypoc¢tu smiseného Nashova ekvilibria ve dvou-
hracovych hrach

Pfi hledéni smiseného Nashova ekvilibria uz nevystacime s algoritmem (1). Zde je potieba
vypocitat rozlozeni pravdépodobnosti pres hracovy strategie. Pro hry o dvou hracich vsak
muizeme pouzit algoritmus Vycisleni domén (angl. Support enumeration [14, str. 56]). Tento
algoritmus pocita pouze s nedegenerovanymi dvouhracovymi hrami.

V algoritmu vy¢isleni domén se vychazi z nasledujicich predpokladii:

e Vstupni hra je nedegenerované.
e Hledané Nashovo ekvilibrium bude mit domény stejné délky (véta 3).

e Hrac¢ musi byt mezi vSemi svymi strategiemi v doméné indiferentni, tedy musi z nich
mit stejny uzitek.
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e Kazda smisend strategie musi byt best response na smiSeny sub-profil protivnikd.
Pokud by toto neplatilo, mohlo by se stat, ze nalezneme feseni, ale to bude platit jen
pro pravé pocitané strategie a ne pro celou hru.

Algoritmus 3 Vy¢isleni domén
Input: I'" = (Q; {Ai}ticq; {mitic), N = |Q| = 2,m; = |5
for k£ =1,...,min(m, my) do
for all (I,J):1 CS1,JC S, |I|=1|J|=kdo
Yicr iUa(si,85) = v, for j € J
Dier i =1
ZjGJ ij1<Si, Sj) =uforiel
ZjeJ yj =1
if x > 0 and y > 0 and x je best response pro y and y je best reponse pro x then
MNE < (z,y) > X a y je v kontextu ostatnich nulovych strategii
end if
end for
end for
Output: MNE C A > smiSend Nashova ekvilibria

V pfipadé, Ze linedrni rovnice v tomto algoritmu nemaji feseni, neni hledané Nashovo
ekvilibrium v podmnoziné strategii, a musi se proto hledat dal. Vystupem algoritmu jsou
vSechna Nashova ekvilibria této hry.

Pro odvozeni vypocetni slozitosti algoritmu Vyéisleni domén (3) vyjdeme z élanku Com-
puting equilibria in bimatriz games by parallel support enumeration [21]. Za predpokladu,
Zze my1 > mao, tedy Ze pocet ryzich strategii hrace prvniho je vétsi nez pocet strategii hréace
druhého, budeme muset vypocitat (mlnfmz) — 1 soustav rovnic. Vypocetni slozitost reseni
systému linearnich rovnic je O((my + ms)3). Vypodetni slozitost algoritmu Vy¢isleni do-

mén (3) je
0] <(m1 + mg)3 (m1 * m2>> (3.1)

m2

3.4 Algoritmus pro nalezeni NE ve vicehracovych hrach

Hlavnim a nejslozitéjSim ukolem této prace je nalézt alespon jedno Nashovo ekvilibrium
ve vicehracovych nekooperativnich hrach (t.j. N > 2). Tady uz nelze jednoduse pouzit
algoritmus Vy¢isleni domén (3), protoze by bylo nutno poé¢itat soustavy nelinedrnich rovnic

Jak uz bylo zminéno: za standard se pri vypoctu Nashovych ekvilibrii ve vicehrac¢ovych
hrach povazuje algoritmus Simplicial subdivision. V této praci byla vSak pouzita vice expe-
rimentalni metoda, a to minimalizace Lyapunovy funkce (kapitola 3.4.1). Pro lepsi kontrolu
béhu programu a pro experimentalni Gcely je tato funkce minimalizovana pomoci evoluc-
niho algoritmu Adaptace kovarianéni matice - evoluéni strategie (angl. Covariance Matrix
Adaptation - Evolution Strategy, CMA-ES, kapitola 3.4.2).

Pokud budeme brat pocet vypocti Lyapunovy funkce za parametr rozhodujici o na-
ro¢nosti algoritmu, pak byla metoda CMA-ES mezi dalsimi inteligentnimi metodami (op-
timalizace hejnem ¢astic - angl. particle swarm optimization, diferencidlni evoluce - angl.
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differential evolution) vyhodnocena jako nejSetrnéjsi v testu v élanku Computing Nash equi-
libria through computational intelligence methods [18]. V této praci ji budeme porovnavat
s jinymi minimaliza¢nimi metodami.

Na CMA-ES také stale probiha aktivni vyvoj a jeji autor, Nikolaus Hansen, ji stale
zpresnuje a pridava nové vlastnosti. Je také autorem prepist této metody do mnoha pro-
gramovacich jazykt. Metoda CMA-ES se prokazuje byt velice ispéSnou pro tzv. black-bozx
optimalizaci, navic pres svou relativni novost byla jiz mnohokrat aplikovana ve védeckém
vyzkumu [4].

3.4.1 Lyapunova funkce

Lyapunova funkce se pouziva pro prokazani stability ekvilibria obycejnych diferencialnich
rovnic. V této praci ji pouzijeme jako objektivni funkci, jejiz optimalizaci ziskdme smisené
Nashovo ekvilibrium. Pfi jeji definici budeme vychazet z ¢lanku A Laipunov Function for
Nash Equilibria* od Richarda D. McKelveyho [10].

Definice 13. Méjme hru I' = (Q; {As}ieq; {miticg) a smiSenou strategii o € A. Lyapu-
nova funkce v : A — R je definovéana jako:

v(o) = > {max [Ui(si, o) — Ui(0),0)]}° (3.2)
1€Q s;ES;

Interpretovat tuto funkci Ize takto: pokud existuje néjaka ryzi strategie, kterou hrac 4
dosédhne lepsiho uzitku nez z vlastniho strategického subprofilu o, je funkce nenulova. Pokud
pro vsSechny hrace zadna takova ryzi strategie neexistuje funkce se rovna nule. Lyapunovy
funkce jsou tridou funkci splnujici uréité podminky. Pro ucely zjednoduseni budu nadale
v textu oznacovat jako Lyapunovu funkci pouze funkci v z definice (13).

Lyapunova funkce neni linearni, ale pro tcely numerického vypoctu je postacujici.

Véta 4. Méjme hru I' = (Q; {Ai}icg; {mi}icg) a smisenou strategii o € A. Pokud plati
v(o) =0, je o smisenym Nashovym ekvilibriem [10, str. 2].

Dtikaz této véty muzeme najit v McKelveyho ¢lanku [10, str. 3].

Zde je tfeba upozornit, Zze obecnd Lyapunova funkce je definovana na R™. My vSak
hleddme bod z prostoru A C R™. Mimo tento prostor nejsou operace se hrou definovany,
napiiklad nemizeme spocitat uzitek ze hry hrace i, pokud strategicky profil obsahuje za-
pornou pravdépodobnost hrani ryzi strategie o;(s;) < 0 pro o; € A; a sj € S;.

Pro vétsi explicitnost si tedy definujeme vektor p, € R™, pro kazdého hrace ¢, jehoz
prvky muzeme zapsat jako p; = (pi1,pi2,--.,Pim;). Vektor p je potom definovan takto
P = (P1,P2,---,Pn)-

Abychom zajistili, Ze p bude patfit do A, opatiime Lyapunovu funkci jesté penalizaci
(rovnice 3.3), pro body, které jsou mimo prostor A. Tento piistup je ostatné popséan i
v tutoridlu pro metodu CMA-ES [5, str. 29].2

2

w(p) = v(p) + Z Z {min[p;;, 0] + max[p;, 1] — 1} + Z 1-— Z Dij (3.3)

1€Q SjESi 1€Q SjESZ'

Vgeobecné prevlada nazev Lyapunov function namisto Laipunov function, proto budeme i my pouzivat
vyrazu Lyapunova funkce.

*V  ¢&anku A Laipunov  Function for Nash Equilibria [10] je prvni &len roven
pouzeZiEQ Zj@ni{min[aij,O]}Q, neni tedy udévana penalizace za ¢islo, které prekroéi 1,0, ja jsem
tuto penalizaci pfidal pro vétsi explicitnost.
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Prvni ¢len po vlastni Lyapunové funkci zajistuje penalizaci bodi mimo interval (0, 1).
Me¢jme hrace 7 € () a strategii s; € S;. Pokud je p;; mensi nez 0 nebo vétsi nez 1, je k vy-
sledku Lyapunovy funkce pfidana tato odchylka umocnénd na druhou. Druhy ¢len penali-
zuje takové body, které odpovidaji celému pravdépodobnostnimu rozlozeni pfes smisenou
strategii hrace ¢, které se nerovnaji 1, tyto odchylky jsou potom secteny a umocnény na
druhou. Touto tpravou zajistime, ze lokalni minimum bude vzdycky lezet jen v prostoru A
a minimaliza¢ni metoda nebude mit tendenci tento prostor opoustét.

Jako alternativni feSeni je ve ¢lanku stavicim na Lyapunové funkci Computing Nash
equilibria through computational intelligence methods [18] pouzita jen Lyapunova funkce
funkce v a pro zajisténi rovnice (2.2) je pouzita normalizace (rovnice 3.4) pfes hodnoty

zkoumaného bodu.

il
252 il

Pricemz normalizace probihd pouze pro vypocet hodnoty funkce, puvodni zkoumany
strategicky profil je zachovan a nenahrazen opravenym profilem, jinak by byla pouzita
metoda minimalizace vyrazné degradovana [18, str. 123].

V mych experimentech se normalizace bodu ukéazala byt jako rychlejsim a zaroven ro-
bustnéjsim resenim nez penalizace, proto bude v programu pouzita jako vychozi. Zaroven
je vsak ve vysledném programu moznost pouzit i metodu penalizace.

VieQ:ph = (3.4)

3.4.2 Covariance Matrix Adaptation - Evolution Strategy

CMA-ES je stochastickd metoda pro optimalizaci nelinearnich, nekonvexnich funkci s real-
nymi parametry (se spojitou doménou). Pracuje na principu adaptace kovarianéni matice
pro pouziti s wvicerozmérnym normalnim rozdélenim (angl. mutlivariate normal distribu-
tion), kterym se vzorkuji nové hledané body. Tato metoda zde bude pouzita pro jednokri-
teterialni optimalizaci (angl. single-objective optimization) Lyapunovy funkce 13. Pracuje
pouze s objektivni funkci, jedna se tedy o takzvanou black-box optimalizaci. Metoda CMA-
ES zde bude pfedstavena jen v takové mire, jaka je dilezita pro tuto praci tzn. prehledove,
pro hlubsi pochopeni souvislosti je tfeba prostudovat citované materidly. V nésledujicich
sekcich budu vychdzet z CMA tutoridlu [5].*> Také bude pouzita notace z [5], vektory tedy
budu znacit malym tué¢nym pismenem, matice velkym tuénym pismenem.

Vicerozmérné normalni rozloZeni

Vicerozmérné normalni rozdéleni je zobecnénim normaéalniho rozdéleni pro vicerozmérnou
nadhodnou veli¢inu. Je znadeno N (m,C), kde m € R" je stfedni hodnota rozlozeni, C €
R™ ™ je symetrickd pozitivné definitivni kovarianéni matice, n je pocet proménnych objek-
tivni funkce, v pfipadé minimalizace Lyapunovy funkce je n = m, kde m je suma strategii
(2.1).

Kovarianéni matice maji pro potfeby této metody pfijemnou geometrickou interpre-
taci: mohou byt povazovany za hyperelipsoid {x c R"xTC'x = 1} (Obréazek 3.1). Hlavni
osy tohoto elipsoidu odpovidaji vlastnim vektorim (angl. eigenvector) této matice. Od-
mocnéné délky téchto os odpovidaji vlastnim ¢islim matice (angl. eigenvalue). Rozklad
na vlastni ¢isla a vektory (angl. eigendecomposition) je mozno zapsat jako C = B(D)QBT.

3Nékteré vzorce odvozené v pribéhu vykladu metody v CMA tutoridlu [5] nejsou shodné se vzorci
uvedenymi v zavérecném shrnuti, v této praci byly tyto vzorce opraveny podle zavérec¢ného shrnuti, aby
byla celd metoda konzistentni.
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Obrazek 3.1: Prehled elipsoidi, kde tlusta ¢ara znaci stejnou hustotu dvourozmérného nor-
malniho rozlozeni. Vlevo je normalni dvourozmérné rozlozeni N'(0,0°I), kde o € Ry je
velikost kroku nebo také velikost prohleddvané oblasti, I je jednotkova matice. Uprostied
je dvourozmérné normélni rozlozeni A’(0, D?), kde D je diagonalni matice s odmocnéngmi
vlastnimi ¢isly matice C. Vpravo je dvourozmérné normélni rozlozeni N (0, C), kde C je sy-
metrickd pozitivné definitivni matice. VSechny pojmy budou vysvétleny dale v textu. Tenké
linky znaé¢i vrstevnice objektivni funkce. [5, str. 6]

Kde B € R™*"™ je ortogonalni matice se sloupci odpovidajicim vlastnim vektortim matice C.
D € R™ " je diagonélni matice, kde odmocnéné diagonalni prvky jsou vlastnimi ¢isly matice
C.

Vzorkovani dalsi generace

CMA-ES je metodou evoluéni, budeme tedy pracovat s pojmy jako jedinec, generace, po-
pulace, rodi¢ a potomek. Znalost téchto pojmt se pfedpoklada.

Nova generace je v CMA-ES vytvofena pomoci vzorkovani vicerozmérného normélniho
rozlozeni.

x,(f“) N/\/(m(g),cr(g”c(g)), Eo=1,...,\
kde:
e ~ je stejnd distribuce

e g je Cislo generace

2 . , v , 1.2 ~ ,
N (m(g), ol9) C(g)) je vicerozmérné normalni rozlozeni

(

kg T e je je k-ty potomek nové generace

X

m() e R je stiedni hodnota normalniho rozlozeni

e 09 e R, je velikost kroku

C9) € R"*" je kovarianéni matice

A > 2 je velikost populace, poc¢et potomki
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V okamziku, kdy mame populaci vzorkt x;, k = 1,..., A, je kazdy tento jedinec pouzit
jako argument objektivni funkce f. Vysledek této funkce bude ohodnoceni kazdého jedince
Xi a jejich sefazeni do x;.), kde 7 : A znaci ¢ nejlepsiho jedince. Pomoci této a dalsich in-
formaci bude navzorkovana nova generace. Jejich odvozeni si ukazeme v dalsich kapitoléach.
Pokud néktery jedinec splnuje ukoncovaci kritérium, tj. jedince lze oznacit za minimum
funkce s urcitou presnosti, algoritmus je tspésné dokoncen.

Vypocdet stfedni hodnoty nové generace

Kazdou generaci se prepocitava stfedni hodnota vicerozmérného rozlozeni. Tento bod by
se mél kazdou generaci blizit k hledanému minimu. Rovnice (3.5) vyjadfuje rekombinaci
stfedni hodnoty a zaroven je v ni provedena selekce nejlepSich bodii.

m(g+1 sz 9+1 (35)

Jednotlivé vahy w; potom maji nasledujici vlastnosti:
wy > we > - > wy, >0, Zwizl (3.6)

kde:
e 1 < )\ je velikost populace rodi¢l nové generace.

o wi—1., € Ry jsou kladné vdhové koeficienty pro rekombinaci stfedni hodnoty nor-
malniho rozdéleni

(9+ ) g+1 (g+1)

je i nejlepsi jedinec z (xl ,...xg\gﬂ)). Pro index 7 : A plati f(x;7, /) >
+1 (g+1)
f<x§% N2z ).

e f je funkce urcena k optimalizaci, objektivni funkce.

.X

Funkce f je v algoritmu CMA-ES pouzivana pouze ve vypoctu ohodnoceni jedincii pro
vektor vektord x;.y.

Koeficient kvality rozlozeni vah

Koeficient kvality rozloZeni vah pesy € R4 (angl. variance effective selection mass). Tato
mira bude pozd€ji vyuzivana pro vypocet kovariancni matice.

4 1
Heff = (Z w?)
=1

Ze znalosti rovnice 3.6 vyplyva, ze 1 < perp < p. Dale pak perr = p, pokud w; = %,i =
1,...,pu. Podle CMA tutoridlu [5, str. 10] naznacuje fiefs ~ % dobré rozdéleni vah.
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Vzorkovani Selekce Nové rozlozeni

Obrazek 3.2: Ukazka pribéhu prvniho kroku CMA-ES pro funkci s dvéma proménnymi. Mi-
nimum funkce je v pravém hornim rohu. Vzorkovdni: na pocatku jsou navzorkovany body
vicerozmérnym normalnim rozlozenim s jednotkovou matici. Selekce: Je vybrano p rodici,
ktefi budou vzorkovat dalsi generaci. Nov€ rozloZeni: kovarianéni matice se prizpusobi vy-
sledkiim minulého vyhledédvani (rovnice 3.8), stfedni hodnota se rekombinuje z nejlepsich
rodi¢i pomoci rovnice (3.5) [5, str. 12]

Evoluéni cesta kovarianéni matice

Evolu¢ni cesta (angl. evolution path) je pouzivana pro zachovani tspésné provedenych
krokt, a tim zajistuje rychlejsi uceni, a tedy rychlejsi konvergenci metody. Pouzitim kumu-
lace Gspésnych krok® nam dovoluje snizit populaci. Evoluc¢ni cesta slouzi pro dale zminovany
rank-one update.

gg_‘—l) = (1 - Cc)pgg) + hg Cc(2 - Cc)lu’eff<Y>w (37)
kde:

° p£9 ) eR? je evoluc¢ni cesta generace g

e ¢. < 1 je mira uceni (angl. learning rate) z predchozi evolu¢ni cesty, pokud ¢, = 1
vytvali se nova evoluéni cesta pouze z rozdilu stfednich hodnot, pokud ¢, = 0 je nova
evoluéni cesta rovna cesté z predchozi generace

o /co(2 —cc)tess je normalizacni konstanta

1 pokud——Rel __ ~ (1.4 + -2)E|N(0,I
o h, = V1-(1-co)2g+D) ( ) EIV (0. D] jednotkovy skok (angl. Hea-
0 jinak

viside step function) zpomalujici rist p, pokud je p, pfilis velké.
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Adaptace kovarian¢ni matice

Kovarianéni matice urcuje tvar vicerozmérného normélniho rozlozeni. Jak mutzeme vidét
na Obréazku (3.2), matice méni tvar podle rodi¢u dalsi populace. Dalo by se Fict, Ze se
"natahuje” po mistu, kde ocekava lepsi vysledek, po mistu s nejrychlejsi zménou. Pro tcely
rychlejsi konvergence k hledanému optimu jsou predstaveny dvé techniky: rank-u update a
rank-one update. Pomoci téchto technik mozno snizit velikost populace, a tim zvétsit pocet
iteraci, a tedy urychlit adaptaci kovarianéni matice. Rank-y update slouzi pro zpfesnéni
vysledkti malych populaci. Rank-one update je pouzit pro limitni pfipad, kdy je vytvafen
pouze jediny potomek a pomoci ného aktualizovana kovariancéni matice.

CUth = (1—¢ — C“)C(g)

+a (I)Eg“)pﬁg+1

)T

+ 5(hU)C>

rank-one update
o)) ()T
+Cuzwiyi§q,\ (yz'?q,\ ) (3-8)
=1

rank-p update

kde:

e ¢ ~ 2/n? je mira uceni pro rank-one update

Heff
n2

® ¢, ~ min ( 1-— cl) je mira uceni pro rank-u update

(g+1)  xFV_m | s e 1o . 1 -
® yin = —#—5— jerozdil nejlepsich jedincii od stfedni hodnoty minulé generace

e 0(hy) = (1 — hy)ce(2 — ¢c), d(hy) < 1 nahrazuje druhy ¢élen v rovnici (3.7) pokud
he =0

Obrazek 3.3: TTi evolu¢ni cesty pro rizné problémy. Tyto cesty maji stejnou velikost kroku.
Z obrazku je vidét, ze délka evolucni cesty (suma krokt) je natolik odlisna, ze potieba
kontroly velikosti kroku je nutné. [5, str. 18]

17



Evoluéni cesta velikosti kroku

Tato evolu¢ni cesta slouzi pro dynamickou zménu délky kroku. Evolucni cesta je vlastné
kumulaci poslednich tspésnych krokii. Jak si miizeme v§imnout na obrazku (3.3), je mozno
rozdélit optimalizaci na 3 pripady z hlediska velikosti kroku:

e Pokud je evoluc¢ni cesta kratka, kroky se vzajemné vyrusi (Obréazek 3.3 vlevo). Délka
kroku by tedy méla byt snizena.

e Pokud jsou jednotlivé kroky na sebe ptiblizné kolmé, délka kroku by se ménit neméla
(Obrézek 3.3 uprostied).

e Pokud je evolucni cesta dlouhd, lezi kroky stejnym smérem.

e 1 je pocet proménnych objektivni funkceDélka kroku by méla byt prodlouzena (Ob-
razek 3.3 vpravo).

Spravna reakce na tyto situace je tkolem pravé kontroly délky kroku. Evolucni cesta
pro délku kroku je definovana takto:
kde:

_1
p((Tngl) = (1 - Ca)pc(rg) + \/ CO’(2 - CU):U’effC(g) ’ <Y>w
(9)

e ps’ € R” je evolucni cesta velikosti kroku generace g

® ¢, < 1 je mira uceni z pfedchozi evolucni cesty

® /cs(2 — co)piess je normalizacni konstanta

_1 _
e C9 ? —BlDW B zajistuje, ze oc¢ekavanda délka pgﬁl) je nezavisld na sméru
kroku

o (Y)w =Y i, wiy;. je krok stfedni hodnoty rozlozeni, nezavisly na délce kroku o

Kontrola délky kroku

Pii vypocdtu nového kroku je porovnéna délka evolu¢ni cesty Hp((,gH)H s jeji o¢ekavanou

délkou E[|A(0,T)||

ﬂf ntl 1 1
EIN(0,1)] = F(()) S FUTR -
2

I" je rozsiteni funkce faktoridlu s argumentem snizenym o 1. Matematickym pfepisem
I'(n)=(n-1).

Pokud je délka evoluéni cesty delsi nez ocekdvana délka, je krok prodlouzen. Pokud byl
odhad spravny, krok se neméni. Pokud je délka evoluc¢ni cesty kratsi nez ocekdvana délka,

je krok zkracen.
(g+1)
(9+1) — 5(9) [ 2 1
o = o9 exp
(da (EHN(O,I)H

e d, ~ 1 damping parametr, uréuje zménu o9

)

kde:

18



Kritéria ukondeni

Algoritmus ma nékolik kritérii, pfi kterych se ukon¢i. Pokud nebylo dosaZeno hledaného
minima, je moznost algoritmus restartovat, jak je popsano v nasledujici kapitole. VSechny
podminky jsou popsany v CMA tutoridlu [5, str. 28]. Kromé prvni znaéi vSechny ukonc¢ovaci
podminky netspéch:

e Nalezeni minima. Funkéni hodnota nejlepsiho bodu je mensi nez 10~1°. Algoritmus
nasel minimum s pozadovanou piesnosti.

o Neefektivni osy. Pfidani 0.1 smérodatné odchylky k jakékoliv hlavni ose C nezméni
m. Formalné m = m + 0.10d;;b;,i = (¢ mod n) + 1.

e Neefektivni soufadnice. Pfidani 0.2 smérodatné odchylky k jakékoli soutfadnici ne-
zméni m. Vi € Q) : m; = m; + 0.20¢;;.

e Shodné funkéni hodnoty. Pokud je rozsah funkénich hodnot nejlepsich jedinct posled-
nich 10 + [@1 generaci roven 0.

e Stagnace. Zkoumame median funkéni hodnoty 20% poslednich g generaci 120+30% <
g < 20000. Skon¢ime pokud neni medidn poslednich 30% zaznami lepsi nez median
prvnich 30% zéznami.*

e Podminénost matice. Pokud podminénost matice (angl. condition number) pfesdhne
104,

e Horni tolerance (v originale TolXUp). Pokud o x max(diag(D)) pieséhne 10%. Tato
podminka naznacuje piili§ malé poc¢ateéni o nebo divergentni chovani metody.

e Tolerance funkéich hodnot (v origindle TolFun). Pokud je rozsah funkénich hodnot
nejlepsich jedinct poslednich 10+ [@W mensi nez 102 a zaroveti pokud jsou vSechny

funkéni hodnoty posledni generace pod touto hodnotou.

e Tolerance kovarian¢ni matice (v origindle TolX). Pokud je op, < TolX a zaroven
oV/C < TolX. TolX = ¢(©10712

e Stejné funkéni hodnoty (v origindle flat fitness). Pokud je funkéni hodnota nékolika
jedinct posledni generace shodna.

Restart algoritmu se zvétSenou populaci

Béhem testovani se ukézalo, ze algoritmus nékdy uvazne v lokdlnim minimu. Problém lokal-
nich minim Lyapunovy funkce je ostatné popsan i v McKelveyho ¢lanku Laipunov function
for Nash Equilibria [10, str. 6]. Metoda samotna by méla do uréité miry tyto lokalni minima
prekonavat, avsak ve vétsich hrach se to nemusi podafit. Tento problém byl fesen na za-
kladé élanku A restart CMA evolution strategy with increasing population size [1]. Vychazi
se z predpokladu, ze vétsi populace povede ke globalnimu vysledku s vétsi pravdépodob-
nosti. Pokud se stane, ze algoritmus uvazne v lokdlnim minimu, je zastaven ukoncovacimi
kritérii z predchozi kapitoly a je proveden restart celé metody, tentokrat vsak s populaci
navysenou dvojnasobné oproti minulému pokusu.

4Toto ukonéovaci kritérium jsem v programu nepouzil, &asto ukonéovalo algoritmus v momenté, kdy uz
chybélo jen par iteraci k dosazeni pozadované presnosti.
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Piehled pouzZitych parametri

Metoda CMA-ES pouziva celou fadu parametri, jejichz hodnot bylo experimentalné doci-
leno jejim autorem, Nikolausem Hansenem. Tyto hodnoty byly pfevzaty z CMA tutoridlu [5,
str. 27].

Selekce a rekombinace:

A=44+[3+Inn|, p= {;\J

/
wz /

w; = wi=In(y' +0.5) —Ini fori=1,...,pu

Kontrola délky kroku:

2 -1
02%7 dJ:1+2max O’W_l +CO'
n+ feffr+9 n+1

Adaptace kovarian¢ni matice:
Heff
4+ =

2pe
n+44 =L
2
(n+1.3)2 + pess

Ce =

Ccl =

feff — 2+
Cp = min [ 1— ¢, 2 Fef
(n+2)2+ perf
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Celkovy algoritmus

Zde je predstaven cely algoritmus metody CMA-ES. Je v ném zahrnuto i restartovani se
zvétsenou populaci. Vyznam proménnych a hodnoty parametra byly objasnény v predcha-
zejicich kapitolach.

Algoritmus 4 Covariance Matrix Adaptation - Evolution Strategies
Input: Objektivni funkce f
while nenalezeno minimum do
Nastav parametry A, g, wi=1, .. u, Co,do, Ce, C1,Cy
Inicializuj p, = p. =0,C =1,9g =0, vyber m € R" a ¢ € R podle feSené tulohy
while neni splnéna ukoncovaci podminka do
Vzorkovani potomkti

Zp ~ N(O, I)
yi = BDz; ~ N(0,C)
X, = m+ oy, ~ N(m,c%C)

Selekce a rekombinace
w
m < E WX\
i=1

Kontrola délky kroku

_1
P, < (1 - Ca)pa + \/ Ca(2 - Co)”effc 2 <Y>w

o (bl
"H“Xp<dg<aw<o,l>n 1))

Adaptace kovarianéni matice
Pe < (1 —ce)Pe + hoy/ce(2 = co)pes £ (Y)w

o
C+—(1-c1—c,)C+a (pcpCT + 6(ho)C) + ¢y Z Wiy 2y iy
i=1

end while
if nenalezeno minimum then
A 2)
end if
end while
Output: xi.y, f(x1.\) < 10710
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Kapitola 4

Implementace

V této kapitole budou popsény implementacni detaily nastroje pro vypocet Nashova ekvi-
libria, ktery byl pracovné pojmenovan NenG (Nash Equilibria Non-cooperative Games).
Vystupem této prace je aplikace pracujici v prikazovém tadku, kterd na vstupu ocekava
hru ve formétu .nfg, ktery je standardem pro program Gambit [12], ktery Fesi stejnou
problematiku jako tato prace. Podle zvolenych dalSich pfepina¢t popsanych v uzivatelském
manuélu podé na vystup zpravu o vysledku vypoctu.

Jako implementacni jazyk byl zvolen Python ve verzi 2.7. Pro volbu tohoto jazyka byly
nasledujici dtivody:

e Diky kvalitnim knihovnédm NumPy [16] a SciPy [8] jsou v Pythonu vSechny potfebné
matematické operace snadno dostupné a efektivni. V Pythonu se také nabizi také
rozsahlou knihovnu pro tvorbu grafi Matplotlib [7].

e Jazyk Python je prehledny, kod tak mutze 1épe slouzit jako ucebni pomucka.

e Nabizi nastroje pro snadnou spravu projektu jako je debugger pdb, interaktivni od-
chytavani vyjimek pomoci programu IPython, profiler profile, line-profiler.

4.1 Implementacni detaily

Program se sklada ze t¥i t¥id, které zajistuji veskeré funkce potfebné pro splnéni zadéni.
Implementace metod je programovym prepisem matematickych postupi a definic z kapi-
toly (3).

Tiida Game obaluje celou hru, zpracovava vstup, vypracovava vystup, provadi zakladni
analyzu hry (napf. zda je hra degenerovand), provadi iterativni eliminaci striktné domi-
novanych strategii Game.IESDS() (algoritmus 2), po¢ita ryzi Nashovo ekvilibrium hrubou
silou Game . getPNE() (algoritmus 1), provadi test, zda nalezeny strategicky profil je opravdu
Nashovo ekvilibrium Game.checkNE() (kapitola 4.1.1), nabizi také rozcestnik pro vSechny
metody nalezeni Nashova ekvilibria Game . findEquilibria().

Ve tf¥idé SupportEnumeration je implementovan algoritmus Vy¢isleni domén (3). Ob-
sahuje funkci SupportEnumeration.getEquationSet () pro vygenerovani soustavy rovnic,
ktera se pouziva v hlavni funkci SupportEnumeration.supportEnumeration(), ktera pro-
vede vypocet vSech smisenych Nashovych ekvilibrii ve dvouhracové hre.

Trida CMAES implementuje cely algoritmus 4. Implementace tohoto algoritmu vychazi
z CMA tutoridlu [5], kde je zdkladni algoritmus pfedstaven v jazyce Matlab. Tfida Game
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pracuje po jednotlivych iteracich. Na pocatku jsou inicializovany proménné tiidy v kon-
struktoru, pomoci funkce CMAES. init_variables() jsou inicializovany proménné zavislé na
parametru A\ (velikost populace), to ndm davad moznost provadét restart celé metody. Déle
uz algoritmus probiha v iteracich, kdy je nejdfive volana metoda CMAES.new_generation()
pro navzorkovani novych jedinct. Ti jsou posléze ohodnoceni objektivni funkci a je volana
metoda CMAES.update () pro aktualizaci vSech proménnych na zakladé nové generace. V ka-
7dé iteraci se pomoci CMAES. check_stop() kontroluje, zda byla splnéna nékterd z ukonco-
vacich podminek. Pokud byl algoritmus ukoncen tspésné, je vracen vysledek a algoritmus
konéi. Pokud v8ak skonéil chybou, je metoda restartovana se zdvojnasobenou populaci (ka-
pitola 3.4.2) a cely algoritmus za¢ind znovu.

SupportEnumeration Game CMAES
game METHODS status
- array generation
getEquationSet() name xmean
supportEnumeration() num_players arx
$~~\\ shape sigma
“~~{brs lamda
deleted_strategies mu
deltaAssuranceMethod weights
bestResponse()  [TTT0--- > g;
getPNE() C
getDominatedStrategies() B
IESDS() D
LyapunovFunction()
payoff() initVariables()
findEquilibria() newGeneration()
read() update()
fmin()
restart()
checkStop()
result()

Obrazek 4.1: UML diagram tiid programu NenG

4.1.1 Test Nashova ekvilibria

Pro provedeni kontroly, zda nalezeny strategicky profil je opravdu Nashovo ekvilibrium,
byl implementovan test zkoumajici, jestli jeden z hract bude mit tendence zménit svou
strategii, a tak si zvysit uzitek ze hry. Tento test probiha nasledujicim zptsobem: nejdiive
je prozkoumano, zda ma hrac lepsi uzitek z jakékoliv ryzi strategie, kterou mtize hrat. Pokud
zadnd takova strategie neni, zacne hrac¢ ¢ ndhodné generovat strategie z mnoziny A;. Tuto
strategii si pak zvoli za vlastni a zkoumé, zda méa s ndhodnou strategii uzitek vétsi nez
se zkoumanym potencidlnim Nashovym ekvilibriem. Jako maximalni hodnota, o kterou se
miize uzitek zvysit, byla experimentalné zvolena 10~4. Testi s ndhodnym generovanim je
provedeno 1000 pro kazdého hrace. Pokud zkoumany strategicky profil obstoji v kazdém
testu, je test Nashova ekvilibria Gspésny uspésny a strategicky profil prohlasen za Nashovo
ekvilibrium.
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Algoritmus 5 Test Nashova ekvilibria
Input: ¢* C A > zkoumany strategicky profil
for all i € ) do
for all s; € S; do
if Ui(Sj, U*—z) — UZ(O'*) > 0,0001 then
return False > strategicky profil neobstal test
end if
end for
for : =1 — 1000 do
randomStrategy < random(A;)
if U;(randomStrategy) — U;(c*) > 0,0001 then

return False > strategicky profil neobstal test
end if
end for
end for
return True > strategicky profil je Nashovo ekvilibrium

Output: True, pokud o* je smisené Nashovo ekvilibrium, False jinak

Funkce random(A;) generuje ndhodné vektory z prostoru A;.

4.2 Optimalizace

Profilace a optimalizace probéhla v zavérecné fazi vyvoje NenG. K funkéni profilaci byl pouzit
profiler v programu IPython. Profilovanim standardniho pribéhu pifi vypoctu smiseného
Nashova ekvilibria metodou CMA-ES se ukézala tizké hrdla aplikace. Jak lze pfedpokladat
je to Lyapunova funkce Game . LyapunovFunction() a z ni volana funkce pro zjisténi uzitku
daného strategické profilu Game.payoff (). Na tyto funkce byl pouzit 1ine profiler, diky
tomu byl napiiklad ¢as vypoctu smiseného Nashova ekvilibria metodou CMA-ES ve hie
2x2x2x2x2.nfg sniZen na polovinu.
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Kapitola 5

Experimenty

V této casti se budeme zabyvat experimenty nad programem NenG. Bude prozkoumana
hlavné doba béhu programu, a spravnost vypoctu. Vysledky budou porovnany s vhodnjmi
konkurenty. Nejdiive bude prozkoumana naroc¢nost implementace algoritmu pro vypocet ry-
ziho Nashova ekvilibria hrubou silou (1) a bude porovnana s programem gambit-enumpure.
Daéle bude prozkoumén algoritmus Vy¢isleni domén (3), za konkurenta jsem v této tloze
zvolil program gambit-enummixed. Posledni experiment se zabyva minimalizaci Lyapunovy
funkce (definice 13) pomoci metody CMA-ES (kapitola 3.4.2), kterd je implementovéna
v programu NenG, a v porovnani s dalsimi metodami L-BFGS-B a SLSQP, které pochéazi
z baliku scipy.optimize.

Experimenty jsou k nalezeni na piilozeném CD v souboru performance_tests.py'. Pro
kazdy experiment je pripravena sada her s riiznou obtiznosti. Nashovo ekvilibrium v kazdé
hte je vypocitano danym programem a metodou, je zapsano trvani vypoctu. Pokud nebylo
Nashovo ekvilibrium nalezeno, neni tento ¢as pouzit (vyjimka je u vypoctu ryziho Na-
shova ekvilibria, zde nenalezeni ryziho ekvilibria neznamené chybu programu, ale vlastnost
hry). Déle je pouzit test Nashova ekvilibria, ktery je pfedveden v kapitole (4.1.1). Pokud
ekvilibrium timto testem neprojde, je trvani tohoto vypoctu také zahozeno. Po dokonceni
zvolenych experimentd jsou soubory s ¢asy zalohovany a vytvoreny grafy pomoci knihovny
matplotlib.

5.1 Ryzi Nashovo ekvilibrium

Pro tcéely testovani funkénosti vypoétu vsech ryzich Nashovych ekvilibrii hrubou silou (algo-
ritmus 1) byly vygenerovany hry pomoci programu Gamut [15], ktery generuje rizné t¥idy
nekooperativnich her. Pro generovani byl pouzit ndhodny vybér, do které tfidy mé hra
spadat, pro ucely experimentovani byly vygenerovany o 2 az 7 hracich a riznych poctech
strategii.

Jako protivnika mého algoritmu jsem vybral program gambit-enumpure z baliku gambit.
Tento program provadi vypocet vSech ryzich Nashovych ekvilibrii ve vicehrac¢ovych hréach,
tedy provadi presné to, co metoda Game.getPNE() z mého programu.

V téchto experimentech byla zjisténa 100 % spravnost nalezenych vysledki. V kazdé
zkoumané hte, v kazdém opakovani, byly nalezeny vsechna ryzi Nashova ekvilibria dané
hry, af uz mym programem NenG nebo programem gambit-enumpure.

ITento skript sloui &isté jen pro &ely provedeni experimentti. Nebyl nijak odladén ani pfi jeho psani
nebyl bran zfetel na vykon. Je pfiloZzen pouze k predvedeni metodiky experimentovani.
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Obrazek 5.1: Ukazka jednoho experimentu. Zavislost doby béhu programu na poctu strategii
pro hry o trech hrécich.

7 experimentu 5.1 mlZeme pozorovat, ze ¢asovy vyvoj vypoctu je exponencidlni, coz
splnilo ocekavani. Dale si lze vSimnout, Ze program gambit-enumpure je rychlejsi nez
milj program NenG s metodou vypoctu pne. To by se dalo vysvétlit tim, Ze program
gambit-enumpure je napsan v jazyce C++, a tudiz tedy kompilovany, naproti tomu NenG je
napsan ve skriptovaci jazyce Python, ktery je z podstaty pomalejsi. Také byl balik Gambit
vyvijen mnohem delsi dobu, jeho pocatky se datuji do 80. let 20. stoleti.

Dalsim dilezitym c¢initelem v dobé trvani celého skriptu je parsovani vstupniho souboru
do vnitini struktury Game. V nasledujici tabulce médme vypsanu ¢asovou narocnost cteni
vstupni hry vzhledem k vypoctu celého algoritmu:

Hra Velikost sou- | Cas ¢teni | Cas vypocétu | Celkovy ¢&as | Cas ¢teni /
boru [MB] [s] [s] [s] celkovy ¢as
p4ab.nfg 0,012 0,024 0,845 0,869 0,027
pdalOnfg | 0,172 0,293 1,019 1,312 0,223
pdalbnfg | 0,872 1,494 1,152 2,646 0.565
p4a20.nfg 2,7 4,774 1,573 6,347 0,752
p4a25.nfg 6,6 11,709 2,229 13,938 0,840
p4a30.nfg 14 24,409 3,270 27,679 0,881
p4a35.nfg 26 45,502 5,000 50,502 0,901

Tabulka 5.1: Tabulka ukazuje vzristajici pomér mezi ¢asem pro ¢teni hry a celkovym ¢asem
vypoctu se vzrastajici velikosti hry. Pro velké hry dosahuje parsovani vstupniho souboru
90% celkového casu.
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Z tabulky (5.1) vyplyva, ze u velkych her se dostava doba vypoétu ryziho ekvilibria do
pozadi a velkou roli na celkovém c¢ase hraje ¢teni vstupniho souboru.

Pro zmirnéni tohoto problému byl vytvoren parser pomoci knihovny pyparsing, ten lze
nalézt na prilozeném CD v souboru nfgparser.py. Tento postup jsem prozkoumal a ukézal
se byt jesté pomalejsi nez ptivodni feSeni, proto jsem ziistal u ruéniho parsovani vstupniho
souboru.

5.2 Smisené Nashovo ekvilibrium ve dvouhracovych hrach

V tomto experimentu budeme zkoumat dobu béhu programu a spravnost vypoctu vsech
smisenych Nashovych ekvilibrii ve dvouhracovych hrach pomoci algoritmu Vy¢isleni do-
mén (3).

Pro tento experiment byl pouzit také program Gamut [15] generujici nekooperativni hry.
Stejné jako v minulém experimentu byly generovany hry z nahodné tiidy s nahodnymi
uzitky. Byly vygenerovany hry v rozsahu strategii 2 az 13 pro kazdého hrace.

Jako protivnik mé aplikaci byl zvolen program gambit-enummixed. Ten hleda vsechny
smisené Nashovy ekvilibria ve dvouhracovych hrach metodou Vy¢isleni extrémniho bodu.
To je stejnd uloha jako fesi muj program pomoci metody Vycisleni domén. Algoritmus
Vycisleni domén je implementovin v programu gambit-enumpoly ten vsSak nemohl byt
pouzit, protoze na nékterych hrach nebyl schopen dokoncéit vypocet.

Nasledujici graf je graf zavislosti dobé trvani vypoctu na poctu strategii pro oba hrace.

Smgsene Nashovo ekV|I|br|um metodou VyC|sIen| domen

S == gamblt enummlxed ]
107 o o NenG: support enumeration (BP) *
107 o . R R i
| R .
_ 10% Froeeeecbereeen S SRR g---/--c-/----'--/ --------- E
2 5 5 R
% 107 e """""" DT 2 "/‘ """""" E
o 0 : : o s
10 F /.,/ """ ./ """""""""""" E
. - - /
B -0 -0 &
101 | '-'_ ...................... ../. .................................. ]
[ . Ve
1072 k- [VERER SRR SR i e
-3 ] ] ] ] ] ] ]
107, 2 4 6 8 10 12 14

Pocet strateqii hrace

Obrézek 5.2: Graf ¢asové naro¢nosti (v logaritmickém méritku) vypoctu smiseného Nashova
ekvilibria pomoci metody vy¢isleni domén v porovnani s programem gambit-enummixed

V tomto experimentu byly v kazdé hfe nalezena vSechna smiSend Nashova ekvilibria.
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Bylo toho dosazeno i mou aplikaci NenG i programem gambit-enummixed.

Z grafu lze vycist, Ze je program gambit-enummixed rychlejsi pro zobrazeny pocet stra-
tegii. Za predpokladu, Ze by byla zachovana stejnd tendence rtistu obou funkci, je mozno
predpovidat, ze by mtj program NenG program gambit-enummixed piedcil v jeSté naroc-
néjsich hrach. Zistava ovsem otazkou, zda je tak dlouho trvajici viypocet jesté rentabilni.

5.3 SmisSené Nashovo ekvilibrium ve vicehracovych hrach

Experiment zkoumajici nejdtlezitéjsi ¢ast mého programu, tedy minimalizaci Lyapunovy
funkce (13), byl provadén hned se tfemi metodami pro minimalizaci funkce: CMA-ES (4),
ktera je implementovana v NenG, L-BFGS-B a SLSQP, které byly prejaty z baliku scipy.optimize.
Ptvodnim zédmérem bylo pouZit vice metod z tohoto baliku ? , zadna dalsi z nich vSak
nezvladla alespon ¢aste¢né spolehlivé dokonvergovat k vysledku s dostate¢nou presnosti.
Podobny problém nastal i pii testovani programu gambit-liap, ktery také implementuje
hledani Nashova algoritmu pomoci minimalizaci Lyapunovy funkce. Tento program skoné¢i
bez vysledku s jakymkoli nastavenim, proto nebyl do experimentu zahrnut.

Testovaci skupina her byla prevzata z nastroje Gambit, jedna se o stejné hry, které
byly pouzity v ¢lanku [18] a byly také vygenerovany dvé hry vétsi. VSechny tyto hry jsou
k nalezeni na prilozeném CD:

coord333 tiihracova hra s tfemi strategiemi pro kazdého hrace. Tato hra méa celkem 13
Nashovych ekvilibrii.

coord4 dvouhracova hra se ¢tyfmi strategiemi pro oba hrace. Tato hra ma celkem 15
Nashovych ekvilibrii.

2x2x2 tfihracova hra se dvéma strategiemi pro kazdého hrace. M4 celkem 9 Nashovych
ekvilibrii.

2x2x2x2 C¢tythracova hra se dvéma strategiemi pro kazdého hrace. Tato hra je fesitelna 3
Nashovymi ekvilibrii.

2x2x2x2x2 pétihracova hra se dvéma strategiemi pro kazdého hrace. Tato hra je charak-
terizovana 5 Nashovymi ekvilibrii.

5x5x5 tfihracova hra s péti strategiemi pro kazdého hrace. Tuto hru lze vyiesit 5 Nasho-
vymi ekvilibrii.

Tx7x7 tfihracova hra se sedmi strategiemi pro kazdého hrace. Tato hra ma 3 feSeni v Na-
shovych ekvilibriich.

Tabulka (5.2) ndm ukazuje, ze hledéni smiSenych Nashovych ekvilibrii funguje spolehlivé
predevsim u malych her. U her, pfevzatych z nastroje Gambit, bylo metodou CMA-ES
nalezeno smisené Nashovo ekvilibrium pokazdé. Pro mnou generované vétsi hry uz tispésnost
klesa.

Dalsim zajimavym vysledkem tohoto experimentu je charakter Nashovych ekvilibrii.
Metoda pfevazné konverguje k malé podmnoziné ekvilibrii, u nékterych her dokonce opa-
kované vraci jediné ekvilibrium, i kdyz jich hra ma nékolik. Tato vlastnost se projevuje

2Pro prehled téchto metod navstivte http://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.
optimize.minimize.html
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Metoda L-BFGS-B SLSQP CMA-ES
Hra uspésnost [%] | Cas [s] | uspésnost [%] | Cas [s] | uspésnost [%] | cas [s]

coord333 100 0.289 100 0.417 100 1.168

coord4 100 0.357 80 0.353 100 0.880

2x2x2 100 0.258 100 0.256 100 0.859

2x2x2x2 100 0.599 100 0.457 100 1.915
2x2x2x2x2 60 1.403 80 0.908 100 4.227

5xHxXd 20 5.135 80 3.046 40 27.162

TXTXT 20 39.353 20 11.441 20 154.264

Tabulka 5.2: Tabulka tspésnosti a primérné doby nalezeni smiSeného Nashova ekvilibria
pouzitych metod u kazdé z testovanych her.

v ruzné mire v zavislosti na pocitané hre. Lze si to vysvétlit tim, Ze tvar Lyapunovy funkce
urcitym zpiisobem zvyhodnuje nékteré body pfi minimalizaci.

V tabulce 5.2 mizZeme vidét ¢asovou naroc¢nost jednotlivych metod, které fesi popsané
hry. Metoda CMA-ES je pomalejsi nez metody SLSQP a L-BFGS-B, ale zvl4ast u mensich
her neni rozdil nijak markantni a mtzeme tak o ni prohlésit, Ze je srovnatelné naro¢na. Jeji
horsi vysledky si mizeme vysvétlit riznou implementaci téchto metod. Metody SLSQP a
L-BFGS-B jsou soucasti knihovny SciPy, ta je cela napsana v jazyce C a Fortran pro vétsi
efektivitu a v jazyce Python je jen abstraktni vrstva pro volani téchto funkci.

Také je tieba podotknout, ze metoda CMA-ES je 100 % tuspésnd ve vice hrach nez
metody L-BFGS-B a SLSQP, jak mtZeme vidét v tabulce (5.2).

29



5.3.1 Ukazka vypoc¢tu smiseného Nashova ekvilibria metodou CMA-ES

V této kapitole si pfedstavime pribéh vypoctu smiseného Nashova ekvilibria pomoci mini-
malizace Lyapunovy funkce metodou CMA-ES. Za piiklad ndm poslouzi hra 2x2x2 pfedsta-
vena v minulé kapitole. Pro zajisténi charakteru rozlozeni pravdépodobnosti pres jednotlivé
body, pouzijeme metodu penalizace, diky které uvidime skutec¢ny bod, ke kterému algorit-
mus konverguje, lépe nez pfi pouziti metody normalizace.

Generace o Ohodnoceni Nejlepsi jedinec
nejlepsiho
1 2.70e-01 | 3.08e+00 [-0.0866531, 0.22215836, 1.04637156,
0.05893053, -0.14015331, 0.63243666]
5 2.28e-01 | 1.56e+00 [0.06754021, 0.20152466, 0.29852439,
0.39390428, -0.17319681, 0.38299942]
10 1.42e-01 | 9.95e-01 [0.26475969, 0.27146635, 0.24076801,
0.3769357, -0.06037462, 0.71678507]
20 1.39e-01 | 6.96e-02 [0.37722237, 0.58319589, 0.58449225,
0.62847485, 0.03075299, 0.97571681]
60 2.24e-02 | 3.10e-03 [0.43387958, 0.56860606, 0.50901505,
0.52251524, 0.21664792, 0.81257705]
100 6.09e-03 | 2.79e-05 [0.40503743, 0.59800664, 0.49408558,
0.50928612, 0.33934125, 0.66004809]
140 1.18e-03 | 8.54e-08 [0.39959055, 0.60046442, 0.49993324,
0.50018775, 0.33363872, 0.66660178|
180 2.29¢-04 | 1.38e-09 [0.39997612, 0.60003517, 0.50004305,
0.49998747, 0.33332453, 0.66669253]
196 8.67e-05 | 5.35e-11 [0.39999035, 0.60001066, 0.50000507,
0.49999827, 0.33333369, 0.66667255]

Tabulka 5.3: Prubézné vysledky metody CMA-ES pfi feSeni hry 2x2x2.nfg s metodou
penalizace.

V tabulce (5.3) mizeme vidét Ze po uvodnim bouflivém zac¢atku, kdy nékteré hodnoty
jsou jesté dokonce zaporné, nastava zprestiovani nalezeného bodu az bod v generaci 196
piekrod¢i hranici pro tspésné zakondeni algoritmu (1071). V tabulce si taky miizeme vsim-
nout jak se zmensuje délka kroku o a tim se zmensuje mozny prostor, ze kterého se mohou
vzorkovat dalsi jedinci.
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Kapitola 6
Zaver

V této praci jsem popsal teorii her pro nekooperativni hry. Byly vymezeny zakladni definice
jednotlivych entit a definovany vztahy mezi nimi. Provedl jsem prizkum mozZnych feseni
vypoctu Nashova ekvilibria a pro kazdy jednotlivy pfipad jsem vybral vhodny algoritmus.
ria ve vicehracovych hrach, je relativné nova metoda pro minimalizaci funkce Covariance
Matrix Adaptation - Evolution Strategy (CMA-ES). Pfedstavil jsem svou implementaci vy-
tvofeného nastroje pro vypocet Nashova ekvilibria - NenG (Nash Equilibria Noncooperative
Games). Sesbiral a vygeneroval jsem mnozstvi her, které jsem pouzil pro otestovani mého
programu. NenG prosel testy tspésné a nalezl Nashova ekvilibria v rozsahu stanoveném v za-
déni. Ukéazal se byt konkurenceschopny mnohem starSimu programu Gambit. Béhem psani
programu jsem také bral ohledy na srozumitelnost kédu, aby mohl byt pouzit jako ucebni
pomticka.
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Priloha A

Hry v normalni formé

Tabulka A.1: Matching pennies

A / B | heads | tails
heads | 1,-1 |-1,1
tails -1,1 1 1,-1

Tabulka A.2: Kdémen-nuzky-papir

A / B | kdmen | nizky | papir
Kémen | 0,0 | 1,-1 | -1,1
nizky | -1,1 | 0,0 | 1,-1
papir 1, -1 -1, 1 0,0

Tabulka A.3: Degenerovana hra

A/Bl o0 [ 1
0 1,111
1 0,203
2 10,220

Tabulka A.4: Véziiovo dilema

A/B

priznat

se | zatloukat

priznat se

-10,-10 | 0, 20

zatloukat

-20,

0 1,-1
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