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Abstrakt

Tento ¢lanek pojednéva o testovani ekvivalence stromovych automati (TA). Prindsi novy
algoritmus vychéazejici z algoritmu Bonchiho a Pouse pro slovni automaty. Tento novy al-
goritmus spojuje bisimulaci s determinizaci za béhu. Pomoci optimalizace zaloZené na kon-
gruenc¢nim uzavéru se snazi vyhybat extrémnimu zvétsovani stavového prostoru. Z tohoto
hlediska je lepsi nez jiné metody pro tento problém.

Abstract

This thesis discusses testing of tree automata (TA) equivalence. We propose a new algori-
thm based on Bonchi Pouse’s algorithm of word automata. The new algortihm combines
bisimulation and determinization on the fly. Using an optimalization based on congruence
closure, we try to avoid extreme expansion of state space. From this point of view, the new
algorithm is better than others.
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Kapitola 1

Uvod

Stromové automaty jsou rozsifenim slovnich automatt, které ptijimaji stromy namisto slov.
D4 se Tici, ze slovo je strom, jehoz kazdy uzel ma pouze jednoho potomka. Jsou uzivané v
mnoha odvétvich poéitacovych véd: databdze a XML [12], zpracovani prirozenych jazyki,
model checking [7], formdlni verifikace systému [10]. D4 se Fici, Ze stromové automaty jsou
vyuzitelné vsude tam, kde se zpracovavaji regularni mnoziny stromu. Tato prace se vénuje
problému zjisténi ekvivalence dvou jazyki definovanych stromovymi automaty. Protoze jsou
stromové automaty zobecnénim slovnich, budeme vychézet z algoritmu pro slovni automaty.

Zjisténi ekvivalence dvou slovnich automatu je PSPACE-uplny problém [16]. Pro tento
problém existuje nékolik algoritmiti. Nejzakladnéjsi z nich vychazi z komplementace. Pro tu
je potreba konstrukce podmnozinové determinizace, priniku a testu prazdnosti. Zejména
kvtli determinizaci se projevuje velkd teoreticka slozitost problému. V posledni dobé byly
vyvinuty algoritmy, které se snazi vyhnout velké teoretické slozitosti nejhorsich piipadi.
Tyto techniky determinizuji automaty za béhu zaroven s testem prazdnosti. Pfi tom se vy-
hybaji vytvareni stavi, které nejsou pro vysledek testu ekvivalence relevantni. Prvni z nich

je zalozena na protifetézcich [3]. Ty vyuzivaji subsumpce stavi produktového automatu.
Stavy, které maji vétsi jazyk nez jiné dostupné stavy, neni potieba zkoumat [9]. Pozdéji

byly vyvinuty algoritmy zalozené na kongruenci, kterym se v této praci budeme vénovat.
Ty intuitivné soubézné simuluji priuchod automaty a sleduji, zda se shoduji. Pfi tom mo-
hou vynechat ty pary stavi, které se zcela jisté musi shodovat, jestlize se shodovali vsechny
drive navstivené pary. Toho se dosahuje vypoctem kongruencéniho uzavéru. Prikladem této
metody je algoritmus Hopcrofta a Karpa (déle jen HK) [5] pro deterministické automaty a
algoritmus Bonchiho a Pouse (déle jen BP) [5], ktery tento algoritmus spojil s determini-
zaci za béhu a rozsitil jeho pouziti na nedeterministické slovni automaty. Ukazalo se, Ze pro
nékteré automaty funguji kongruencni algoritmy 1épe nez protiretézcové. Jde predevsim o
automaty, které sdileji ¢ast stavového prostoru [6].

Stromové automaty jsou principidlné velmi podobné slovnim automatium. Rozdilem je,
ze na vstup dostavaji stromy namisto slov. Protoze ve stromové struktufe maji jednotlivé
uzly nékolik potomk, prechody stromového automatu definuji prechod mezi jednim stavem
a usporadanou n-tici stavi, reprezentujici pravé rodicovsky uzel a jeho potomky. Slovo pak
muze byt prezentovano jako undrni strom. Proto jsou stromové automaty zobecnénim slov-
nich automatu. Algoritmy, které pouzivaji, jsou vétSinou pomérné primocarym rozsitenim
algoritmu pro slovni automaty, ale jejich slozitost je ¢asto vétsi. Ekvivalence stromovych
automatl je EXPTIME-tuplny problém. Naivni algoritmus zalozeny na komplementu a al-
goritmus protifetézcu jiz existuje [3]. Cilem této préce je zobecnit kongruenéni algoritmus
na stromové automaty. Pro slovni automaty v nékterych pripadech fungoval 1épe nez pro-



tifetézcovy algoritmus [5]. Na stromovych automatech by tedy také mohl piindset lepsi
vysledky.

Nase préace prinasi novy algoritmus testu ekvivalence nedeterministickych stromovych
automatii, definuje relaci bisimulace na stromovych automatech, ze které tento algoritmus
vychéazi. Algoritmus provadi determinizaci za béhu spolu s testem prazdnosti priniku ja-
zykt dvou stromovych automati. Navic pocita optimalizaci kongruenc¢nim uzivérem. Tyto
techniky zna¢né pomahaji redukovat stavovy prostor vznikajici pfi naivnim pristupu. Na-
konec je tento algoritmus porovnan se zbylymi jmenovanymi piistupy a ukazuje se, ze i
pro stromové automaty je v nékterych piipadech vyhodnéjsi nez algoritmus zalozeny na
protifetézcich [0].

V druhé kapitole se podrobnéji podivime na slovni automaty. Definujeme je, ukdzeme
rozdil mezi deterministickym a nedeterministickym automatem a predvedeme algoritmus
determinizace nazyvany podmnozinova konstrukce. Dale se podivime na algoritmus zalo-
zeny na komplementaci a na algoritmy Hopcrofta a Karpa a Bonchiho a Pouse. V tfeti
kapitole se budeme vénovat stromovym automatim, definujeme je a opét ukazeme deter-
minizaci podmnozinovou konstrukei. Ctvrta kapitola je pak o samotném algoritmu testu
ekvivalence jazyku stromovych automattu zalozeném na kongruenci. Zde je definovana bisi-
mulace na stromovych automatech a popsian novy algoritmus pro deterministické stromové
automaty. Poté je tento algoritmus spojen s determinizaci za béhu pro nedeterministické
stromové automaty. V paté kapitole jsou pak popsany konkrétni zptusoby implementace a
moznosti optimalizace této implementace. A nakonec, Sesté kapitola shrnuje vysledky prace,
porovnava novy algortimus s ostatnimi ptistupy a prinasi rozhodnuti, zda a kdy je lepsi dat
prednost tomuto novému algoritmu pred ostatnimi.



Kapitola 2

Slovni automaty

Abychom spravné porozuméli novému algoritmu, zaéneme nejprve od zakladi. Rekneme,
co je to abeceda a slovo, nasledné definujeme koneény automat a jazyk prijimany timto
automatem. Vysvétlime rozdily mezi deterministickym a nedeterministickym koneé¢nym au-
tomatem a ukazeme, jak je mezi sebou prevadét. Podivime se na rizné zptsoby porovnani
jazykt definovanych automaty, mezi které patii zejména algoritmy HK a BP, ze kterych
budeme v dalsich kapitolach vychazet.

2.1 Abeceda, slovo, jazyk

Definice 2.1.1. [I5] Abeceda je jakakoliv neprdzdnd konecnd mnozina. Prvkum této
mnoziny se rika symboly.

Definice 2.1.2. [15] Necht ¥ je abeceda. Slovo nad abecedou ¥ je koneénéd posloupnost
symboll z této abecedy. Prazdné posloupnost se nazyva préazdné slovo a oznacuje se €.

Definice 2.1.3. [17] Necht ¥* je mnozina vsech slov nad abecedou ¥. Formélni jazyk L
je mnozina slov, pro kterou plati L C ¥*.

Jako priklad miuzeme uvést abecedu ¥ = {a, b}. Slova nad touto abecedou jsou napiiklad
“aab” nebo “baba”. Mezi symboly ve slové se z praktickych diuvodu nepiSe ¢arka. Jazyk pak
muzeme definovat vyctem vsSech jeho slov (L = {a, b, aba, bbaa, abbaaaab}) nebo slovné (L je
jazyk obsahujici vSechna slova nad abecedou X, kterd maji stejny pocet symbolu a a b).

I presto, ze se jazyk sklada pouze z konec¢nych slov, sdm o sobé koneény byt nemusi.
Definovat jej vyctem vsech jeho slov tedy neni vzdy mozné a slovni popis je mnohdy velmi
slozity a nejednoznac¢ny. Pro definici takového jazyka se proto pouzivd gramatika [17] nebo
automat. A pravé automaty se budeme zabyvat dale.

2.2 Konecény automat

Koneény automat (definice 2.2.1) je matematicky model jednoduchého pocitace zpraco-
vavajiciho Fetézce symbolu vstupni abecedy (slova). Slova jsou automatem bud pfijiména
nebo ne. Mnozina prijimanych slov se nazyvd jazyk prijimany automatem. Zékladni typ
automatu je nedeterministicky koneény automat (dale jen NFA).



Definice 2.2.1. [17] Nedeterministicky koneény automat je pétice M = (Q, 3, 0, qo, F),
kde

- @ je kone¢na mnozina stav,

- X je koneénd mnozina vstupnich symboli,
- 0:Q xX: — P(Q) je prechodova funkee,
- qo € QQ je pocatecni stav a

- F C @ je mnozina koncovych stavi.

V definici pouzité P (Q) znaci potenéni mnozinu mnoziny (). Tedy mnozinu vSech jejich
podmnozin. . ozna¢uje mnozinu symboli doplnénou o prazdny retézec. Formélné ¥ U {e}.
Pouziti € v prechodu na misté vstupniho symbolu znamend, ze automat muze prejit do
nasledujicitho stavu bez precteni vstupniho symbolu. Tyto pfechody budeme nazyvat e-
prechody.

Pro rozhodnuti, zda jsou slova automatem pfijimana, je spustén takzvany béh auto-
matu nad danym slovem (definice 2.2.2). Ten probiha nésledovné: Na zacatku je automat v
pocateénim stavu qg. Nésledné c¢te postupné symboly vstupniho slova. Pti prec¢teni prvniho
symbolu a; prejde do stavu ¢q; podle pravidla ¢; € d(qo,a1). Tak postupuje dale, dokud
neprecte vsechny symboly vstupniho slova. Nyni se automat nachéazi ve stavu ¢, Jestlize
je stav g, koncovy, tedy ¢, € F, pak je slovo automatem prijato. V opac¢ném piipadé, kdy
qn ¢ F, slovo pfijimano neni. Mnozina vSech slov pfijimanych automatem se nazyva jazyk
(definice 2.2.3) definovany timto automatem.

Definice 2.2.2. [17] B&h automatu M nad slovem w = ajas...a, € ¥* je posloupnost
stavl qg, q1, ... qn, kde go je pocateéni stav automatu M a Vq; € Q, kde 0 < i < n, plati,
ze ¢; € 0 (gi—1, ai).

Definice 2.2.3. [15] Jazyk definovany automatem M je oznacen L(M) a definovan:
L je mnozina slov ajas ... a,, takovych, ze existuji stavy qi, ..., g,, takové, Ze pro
1 < i < nplatig € d(gi—1,a;) a g, € F.

Dalsim typem automatu je deterministicky koneény automat (déle jen DFA, definice 2.2.4).
DFA je vlastné pouze specialni pripad NFA. Prace s NFA je slozita, avsak jsou prehlednéjsi
a nékdy lze diky nim uSetfit prostor i ¢as. Kazdy NFA lze prevést na ekvivalentni DFA a
obracené. To 1ze dokazat napriklad algoritmem nazvanym determinizace.

Definice 2.2.4. [17] Deterministicky kone¢ny automat je koneény automat M =
(Qv 2757 qan), takOV}’f ze:

Vg € Q aVa € X plati, ze [0 (¢,a)| < 1.

Priklad 2.2.1. Na ukdzku uvedeme DFA a NFA definujici stejny jazyk L = {aa, aaa, acaaa}.
Samozrejmé existuje vice automati, ktery tento jazyk definuji. Uvedeme piiklad nedeter-
ministického automatu My a deterministického Mp.



My =(Q,%,0,q, F), kde
Q ={q,q1, g2},
¥ ={a},
6={
(90,a) = {q1},
(q1,a) = {q0,92}},
q0,
F= {Q2})

Mp = (Q,%,6,q0, F), kde
Q = {90, 01, @2},
¥ ={a},
6={
(q0,a) — qu1,
(q1,a) — g2,
(q2,a) = qo},
q0,

F= {QQ})

2.3 Determinizace

Nékteré operace nad automaty nejsou pro NFA mozné, je potfeba je determinizovat. K
témto operacim patii i test ekvivalence. VSechny algoritmy testu ekvivalence jazyka dvou
automatli néjakym zptisobem determinizaci provadi. Nékteré determinizuji automat pred
samotnym testovanim, jiné zapoji determinizaci pifimo do algoritmu a snazi se tak zmensit
stavovy prostor timto procesem generovany. Z definice DFA (2.2.4) vy¢teme, ze u DFA na
rozdil od NFA, existuje nejvyse jeden stav, do kterého se dostaneme z daného stavu a pri
daném symbolu na vstupu. A pravé proto jsou DFA jednodussi na praci s nimi.

P1i béhu NFA nad slovem pfechézi automat z jednoho stavu do mnoziny nékolika stavi.
Pti zpracovani dalstho symbolu ze slova pak pouzije prechody ze vSech téchto aktualnich
stavi. Nasledujici mnozinu stavi ziskd sjednocenim vsech mmnozin stavi, do kterych se
pomoci téchto pouzitych prechodt dostane. Aby bylo slovo nedeterministickym automatem
prijimano, staci aby alespon jeden stav z mnoziny stavi, ve kterych automat skonci, byl
koncovy.

Po pochopeni rozdilu mezi NFA a DFA se mtzeme pustit do problému, jak determini-
zovat NFA. Popiseme Algoritmus 2.3.1 nazyvany podmnozinova konstrukce.

Algoritmus 2.3.1. [17] Méjme nedeterministicky koneény automat M = (Q, %, 9, qo, F)
prijimajici néjaky jazyk L, sestrojime deterministicky koneény automat M’ = (Q', %', ¢, ¢, F”)
prijimajici stejny jazyk L.

1. ¥ =% Q =P(Q). Q je tedy mnozina vSech podmnozin mnoziny Q.
2. 0'(R,a)={qeQ|VreR:qe E(0(r,a))} kde ReQ',ae¥.

3. 40 = {ao}-
4. F' ={R € Q' | R obsahuje q € F}.

Dodate¢né musime nadefinovat e-uzavér E(R), ktery jsme pouzili v algoritmu 2.3.1. Je
to mnozina vsech stavi dosazitelnych ze stavu R bez pre¢teni vstupniho symbolu. Toto
je mozné pomoci e-prechodu popsanych vyse. Formédlné F(R) = {q | ¢ je dosazitelné z R
pouzitim 0 nebo vice e-pfechodu}. Do této mnoziny patii tedy i samotny stav R.

Poznamka. Vsimnéme si, ze stavy puvodniho nedeterministického automatu jsou znaceny
malymi pismeny (g, r, ...), zatimco stavy determinizovaného automatu pismeny velkymi
(R, S, ...). Je to proto, ze determinizované stavy jsou mnoziny puvodnich stavu (R =

{ri,r2,...}).



Nové vznikly DFA obsahuje 2" stavi, oproti n staviim puvodniho NFA. Mohli bychom
DFA jesté minimalizovat odstranénim stavi nedostupnych z poc¢atecniho stavu, odstrané-
nim stavi nadbytec¢nych, tedy téch, ze kterych nelze prejit do zadného z koncovych stavi
pouzitim libovolného poctu prechodu a odstranénim stavu ekvivalentnich.

Priklad 2.3.1. Jako ptiklad determinizujeme automat My z prikladu 2.2.1. Vytvorime
automat My podle Algoritmu 2.3.1. Jak jsme naznacili, vznikly automat lze minimalizovat.
Potom bychom ziskali automat shodny s automatem Mp z prikladu 2.2.1. Minimalizace je
ovsem dalsi ndro¢ny algoritmus, a i potom muze byt vysledny automat o mnoho vétsi, nez
automat pavodni.

Md = (Q, 2,5, qO,F), kde
Q= ‘%@}{qo}, {an} {2} {90, a1} {20, @2}, {q1, @2}, {0, a1, @2} },
Y ={a},
6={
(0,a) — 0,
({a0},a) = {ar},
({1}, @) = {q0, a2},
({a2},a) = 0,
({q0, a1}, @) = {qo0, a1, 2},
({90, 2}, a) = {a1},
({a1, a2}, a) = {qo, 2},
({90, 1, a2}, a) = {qo0, 91, g2} },
{0},
F= {{QQ}7 {QOy Q2}7 {(h) QQ}’ {QO7 q1, Q2}})

2.4 Porovnani jazykt konec¢nych automata

Zékladni algoritmus pro porovnani dvou jazykt se poc¢ita jako inkluze jazykti obéma sméry:
L(A) =L(B) <= L(A) C L(B) AN L(B) C L(A). Test inkluze je zalozen na implementaci
jazykovych operaci komplementace a pruniku nad automaty. Pokud tento prinik bude
prazdnd mnozina, jazyky inkluduji. Jinak popséno L(A) C L(B) < L(A)NL(B) = 0.

P1i aplikaci tohoto algoritmu na NFA musime tento automat prvné determinizovat.
Poté jej miizeme komplementovat vyménou koncovych stavii za nekoncové a obracené. Z
automatu M = (Q, %, 0, qo, F) vytvorime automat M’ = (Q, X, 6, qo, F') tak, ze F/ = Q\ F.
Stejné tak i konstrukce paralelniho synchronniho produktu dvou jazykt automati je pro
DFA realizovana jednoduchym algoritmem (2.4.1).

Algoritmus 2.4.1. [17] Méjme dva konecné automaty My = (Qa, X, d4, qao, Fa) a
Mp = (Qp, %, B, qpo, FB) vytvoiime automat N = (Q, %, 0, qo, F), takovy ze L(Ma) N
L(Mp) = L(N) nasledovné:

L. Q=Qax @, q = (q40,9B0),
2. 6((r,8),a) ={(r,s") € Q|1 €da(r,a), s € dp(s,a)}, kde (r,s) € Q, a € %,
3. F={(r,s) € Q|re FaNsc Fp}.

Tato metoda testu ekvivalence vsak vytvari mnohem vice stavil, nez méli puvodni au-
tomaty. Méjme automaty M s m stavy a automat N s n stavy. V konstrukci priniku



automatu M s automatem N vznikd automat s m - n stavy, jde tedy o kvadraticky nartst.
Pti determinizaci automatu N vznikne automat s 2™ stavy. V tomto ptipadé jde dokonce
o exponencidlni nartst stavového prostoru. Pokud pouzijeme naivni implementaci této me-
tody bez optimalizaci, celkem vznikne 2" -2" stavl z ptivodnich m +n stavi. Asymptoticka
slozitost tohoto algoritmu je tedy O(2™ - 2™). Proto se pokracovalo v hledani efektivnéjsich
zpusobt testu ekvivalence. Algoritmy vyuzivajici protiretézce nebo kongruenci se tento pro-
blém snazi vyfesit mimo jiné determinizaci béhem testu ekvivalence a tim vytvari pouze
stavy nezbytné pro tento test.

2.5 Algoritmus Hopcrofta a Karpa

Jednim ze zpusobi je algoritmus Hopcrofta a Karpa [5]. Ten je zalozen na bisimulaci dvou
stavu (definice 2.5.1).

Definice 2.5.1. [(] Je ddn koneény automat M = (Q, %, d, qo, F'). Bisimulace je bindrni
relace R na Q takova, ze pro kazdou dvojici prvka p, ¢ € @ plati, ze jestlize (p,q) € R, pak:

iVa € X aVp € Q plati: jestlize p' € d(p,a) pak 3¢’ € Q takové, Ze ¢’ € (q,a) a
(r',d) € R.

ii Va € ¥ a V¢ € Q plati: jestlize ¢ € §(q,a) pak Ip' € Q takové, ze p' € 4(p,a) a
(¥'.d) € R.

ilige ' < peF

Jinymi slovy, jsou-li dva stavy bisimilarni, pak jsou oba koncové nebo oba nekoncové a
dokazi dorovnat svoje tahy. To znamen4, Ze i vSechny dvojice stavi, do kterych lze z této
dvojice prejit jsou bisimilarni. Maximalni bisimulaci nazyvame bisimilarita a znac¢ime ~.
Je to relace ekvivalence. Tyto znalosti mizeme pouzit v testu inkluze dvou jazyku tak, ze
provedeme test bisimilarity po¢ateénich stavu jejich automatt (Teorém 2.5.2).

Teorém 2.5.2. [5] Méjme dva DFA A = (Qa, X, 04, qa0, Fa) a B = (@B, X, dB, 980,
Fp). Jestlize plati gao ~ ¢po, pak L(A) = L(B).

Nyni se dostavame k algoritmu 2.5.1, ktery pocita bisimulaci (a tedy i ekvivalenci) dvou
DFA. Na vstup dostane dva stavy x,y € @, jejichz bisimularitu testuje [5]. Aby platilo, ze je
tato dvojice bisimildrni, musi byt bisimilarni i dvojice stavii, do kterych mohou automaty
z této dvojice prejit. Pro nové vygenerované stavy pak plati totéz. Timto zpusobem se
prochéazi automatem tak dlouho, dokud se nenajde protipriklad, nebo nejsou zkontrolovany
vSechny dvojice stavi.

Protoze je bisimulace relaci ekvivalence, muzeme algoritmus optimalizovat pouzitim
ekvivalen¢niho uzévéru e(R) relace R. Pro ten plati, ze je zaroven reflexivnim, symetrickym
a tranzitivnim uzavérem R. MiZeme ho popsat nasledujicimi pravidly, kde x,y, z € Q:

identita: (z,y) € R = (x,y) € e(R),
reflexivita: (z,z) € e(R),
symetrie: (z,y) € e(R) = (y,x) € e(R),

tranzitivita: (z,y) € e(R) A (y,2) € e(R) = (z,2) € e(R).



Identita 11k, ze stavy, které jsou bisimilarni patii i do relace e(R). Tedy pokud (x,y) €
ekvivalentni sim se sebou. Symetrie ika, ze nezalezi, jestli poc¢itame bisimulaci dvou stavii
x a y nebo y a x. Jestlize plati jedno, druhé plati také. Posledni tranzitivita znamena, ze
pokud je bisimilarni x s y a zaroven y se z, potom je x se z také bisimilarni.

Algoritmus 2.5.1: HK(x,y) [7]
1 R=1;
2 todo = {(z, )}
3 while todo # ) do
4 todo = todo \ {(2/,y')};

5 if («/,y') € e(R) then

6 continue;

7 else

8 if 2/ € F < 3y € F then
9 return false;

10 else
11 foreach a € ¥ do todo =todoU{(r,s) |r€d(2';a),s€d(y,a)};
12 R=RU{(",¢)};

13 end

14 end

15 end

16 return true;

2.6 Algoritmus Bonchiho a Pouse

F. Bonchi a D. Pous tento algoritmus jesté upravili pro NFA (algoritmus 2.6.1). Jejich
algoritmus ve skutecnosti testuje ekvivalenci determinizovanych NFA | jejichz determinizaci
pocitd za béhu. To probihd tak, ze vytvari vzdy pouze ty stavy, do kterych algoritmus
béhem bisimulace prechazi. Timto zptsobem redukuje mnozstvi vygenerovanych stavii. Ve
svém navrhu oznadili velkymi pismeny X a Y stavy determinizovaného NFA. F’ je potom
mnozina koncovych stavii determinizovaného automatu a ¢’ je funkce determinizovanych
prechodu (jako v algoritmu 2.3.1 determinizace). Dale pouzili kongruenéni uzavér c(R)
relace R [5], kterym déle redukuji pocet generovanych dvojic stavi.

2.6.1 Kongruenc¢ni uzaver

Bonchi a Pous ve svém ¢lanku [5] vyuzivaji fakt, Ze relace bisimulace je kongruenci (de-
finice 2.6.1). Protoze je bisimulace kongruenci muzeme spocitat jeji kongruencéni uzavér.
Potom vime, ze vSechny dvojice, které jsou v tomto uzavéru jsou také bisimilarni. Kdyby
nebyly, muselo by pro nékteré dvojice z ptvodni relace také platit, ze bisimilarni nejsou.
V algoritmu testu ekvivalence tedy miizeme tento kongruenéni uzavér pocitat z mnoziny R
jiz zkontrolovanych dvojic stavi. Kdyz priddvame novou dvojici, podivame se, zda nelezi v
tomto uzavéru a az poté ji pripadné pridat do todo.

Definice 2.6.1. [0] Necht ~ je binarni relace na mnoziné X. Relaci ~ nazveme kongru-
ence, pokud je relaci ekvivalence a pokud pro kazdou n-arni operaci O definovanou nad X



Algoritmus 2.6.1: BP(X,Y) [7]
1 R=1;
2 todo = {(X,Y)};
3 while todo # ) do
4 todo = todo \ {(X',Y")};

5 if (X',Y’) € ¢(R) then

6 continue;

7 else

8 if X' e F/ «< Y’ € F’ then
9 return false;
10 else
11 foreach a € ¥ do todo =todoU {(S,T)|S € (X',a), Te€d (Y a)};
12 R=RU{(X"Y")};

13 end

14 end

15 end

16 return true;

a pro vSechna aq,...,a, a by,...,b, € X plati:
ap~byAN---ANap~b, = Ofay,...,an) ~O(by,...,by)

Kongruen¢ni uzavér c(R) relace bisimulace R je nejmensi relace ekvivalence, ktera
obsahuje R a ktera je kongruenci vzhledem k operaci sjednoceni [5]. Kongruené¢i uzavér nam
tedy k optimalizaci ekvivalenénim uzavérem pridava nové pravidlo:

ch(R)E/l A XQC(R)YQ - (Xl U XQ)C(R)(Yl U Yz).

Jak jsme jiz naznacili, tento algoritmus lze aplikovat na problém ekvivalence dvou au-
tomatnu provedenim testu bisimilarity jejich pocatec¢nich stavi. Na vstup algoritmu bychom
dali pocateéni stavy (qo, 7o) dvou DFA, pripadné determinizovanych NFA. Probéhla by je-
jich zjednodusena bisimulace pomoci kongruenéniho uzédvéru a dostali bychom vysledek.
Jestlize tyto automaty nebudou ekvivalentni, algoritmus skon¢i pti prvnim nesouladu a ne-
bude muset bézet dal. V opacném pripadé vsak také nebude muset prochézet vsechny stavy
diky tomuto kongruenénimu uzivéru, a i v tomto pripadé tedy usetri.

Priklad 2.6.1. Na ukazku provedeme test ekvivalence na dvou nedeterministickych auto-
matech A a B s prekryvajici se mnozinou stavi. Prvné ukazeme naivni ptistup skladajici
se z podmnozinové konstrukce, priniku a testu prazdnosti, potom algoritmus Hopcrofta
a Karpa, pro ktery prvné automaty také determinizujeme podmnozinovou konstrukci a
nakonec algoritmus Bonchiho a Pouse, ktery determinizuje za béhu. Automat A ma stavy
Qa = {a,r, s, t,u} s pocdteénim stavem a, automat B potom Qp = {b,r, s,t,u} a poc¢ateéni
stav b. Pfechody jsou zndzornény na nasledujicim schématu. Koncové stavy jsou zvyraznény
tucné.
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Pfi komplementa¢nim algoritmu vznikne prvné determinizaci 2° = 32 stavil jednoho
automatu a stejny pocet stavii druhého. Jeden z automatti se komplementuje a vytvori
se automat priniku automatt. Tak vznikne 32 - 32 = 1024 stavii. Nakonec provede test
prazdnosti.

Algoritmus Hopcrofta a Karpa také prvné vytvori 32 stavové deterministické automaty.
Potom testuje bisimilaritu poc¢atecnich stavi. Tim testuje prazdnost pruniku automatu za
béhu a zaroven vytvaii jen nezbytné dvojice stavi, ukladanych do relace R. Navic pocita
ekvivalencéni uzavér této relace, coz také muize zptisobit generovani méné dvojic stavi. Z uve-
deného zaddni se postupné vygeneruje tato relace R = {({a}, {b}), ({r},{s}), ({st},{u}),

({sub, {rth), ({rtub, {st}), ({rsth, {su}), ({stu}, {rtu}), ({rsta}, {rst}), ({rstu}, {stu}),
({rstu}, {rstu})}.

Posledni je algoritmus Bonchiho a Pouse, ktery i determinizaci provadi za béhu. Tedy
misto 32 stavi generuje jen stavy potiebné. Z téch pak opét vytvaii dvojice do R. Postupné

vytvori tyto dvojice R = {({a},{b}), ({r}, {s}), ({st}, {u}), ({su}, {rt})}. Dalsi dvojice by
byla ({rtu},{st}), ta uz ale lezi v kongruenénim uzavéru. Nemusime ji tedy testovat a
algoritmus muiize skoncéit. Pocty vytvorenych stavi jsou shrnuty v tabulce 2.1.

Tabulka 2.1: Srovnani algoritmi pro slovni automaty

Pocet stavu
Algoritmus puvodni automaty | determinizace | prunik/bisimulace
Komplementace 54+ 5 32 4 32 1024
Hopcroft a Karp 545 32 + 32 10
Bonchi a Pouse 545 8 4
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Kapitola 3

Stromové automaty

V predchozi kapitole jsme definovali kone¢ény automat (definice 2.2.1) zpracovavajici slova.
Budeme je tedy nazyvat slovni automaty. V této kapitole si pfedstavime stromové automaty
(definice 3.0.5). Jsou to struktury podobné slovnim automattum, které na vstup dostévaji
stromy (definice 3.0.4) misto slov. Stromovy automat je tedy rozsifenim slovniho automatu,
protoze slovo je specidlnim piipadem stromu, ve kterém ma kazdy uzel pouze jednoho
potomka.

Abychom plné porozumeéli, jak stromovy automat funguje, definujeme nejprve, co je to
strom, poté stromovy automat a béh automatu na stromu a nakonec jazyk stromového
automatu.

Definice 3.0.2. [!] Ohodnocena abeceda ¥ je mnozina symboli doplnénd o funkci
arita: 3 — INy.

Definice 3.0.3. [!] Definujeme uzel jako sekvenci prvku IN, kde ¢ je prazdné sekvence.
Pro uzel v € IN*, definujeme i-tého potomka uzlu v jako vi, kde ¢ € IN.

Definice 3.0.4. [!] Je ddana ohodnocend abeceda ¥, strom nad abecedou ¥ je definovan
jako parcidlni zobrazeni ¢t : IN* — 3 takové, ze pro kazdy uzel v € IN* a ¢ € IN plati, jestlize
uzel vi € dom(t) pak v € dom(t) a arita(t(v)) <.

Arita ndm tedy Fik&, kolik potomku maé uzel oznaceny danym symbolem. Této znalosti
vyuzivaji stromové automaty ve své prechodové funkci.

Definice 3.0.5. [3, |] Nedeterministicky kone¢ny stromovy automat (dale NTA) je
¢tvetice M = (Q, X, A, F), kde

- @ je konecnd mnozina stavi,

- F C @ je mnozina koncovych stavi,

3. je ohodnocend vstupni abeceda a

- A:Q* x X — P(Q) je prechodova funkce. Jestlize ¢ € A(q1, ..., qn, f), potom vzdy
plati, ze arita(f) = n.

Vidime, Ze stromové automaty prechézi z n-tice stavii do jednoho (v ptripadé nedetermi-
nistického stromového automatu i do vice). Pfechodova pravidla s aritou symbolu rovnou
nule se nazyvaji listovd pravidla a zapisuji se A(a) = g. Nami definovany automat je tzv.
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“bottom-up” (¢esky zdola-nahoru), protoze prechodova pravidla definuji prechod od po-
tomku k rodicovskému uzlu. Existuji i automaty “top-down” (¢esky shora-doli), jejichz
pravidla popisuji prechody od rodicovskych uzli k potomkim. Tyto dva zptsoby popisu
jsou ekvivalentni.

Definice 3.0.6. [3] Necht A = (Q,3, A, F') je stromovy automat. Béh automatu A na
stromu t € Ty, je totalni zobrazeni 7 : dom (t) — @ takové, ze pro vSechny uzly v € dom(t),
kde arita(t(v)) = n a kde ¢ = w(v) plati: Kdyz ¢; = mw(vi) pro 1 < i < n, potom ¢ €
A(gr, -5 qn) (t(v)).

Na pocatku béhu neni automat v zadném stavu a zacina Cist listy vstupniho stromu.
Na kazdy list je aplikovano listové pravidlo z prechodové funkce a automat tak prejde do
néjakého stavu. Po prec¢teni dalSich listil je automat v nékolika stavech zaroven. Nyni muze
precist rodicovsky uzel listovych uzla, které jiz precetl, aplikovat prislusné prechodové pra-
vidlo a ze stavi, do kterych se témito listovymi stavy dostal, prejde do jednoho nésledujiciho
stavu. Timto zpusobem pokracuje dal. Z n-listovych stavii se nakonec po precteni celého
vstupniho stromu dostane do jednoho stavu. Jestlize je tento stav koncovy, pak je strom
automatem prijimén, jestlize koncovy neni, strom automatem pfijiman neni.

Jazyk stromového automatu L(M) (definice 3.0.7) je mnozina vSech stromt T% nad
abecedou X, které tento automat prijima. Automat definovany shora-doli by zpracovaval
vstupni strom obracené - od korene k listim.

Definice 3.0.7. [11] Jazyk pfijimany stromovym automatem M je znacen L(M) a defi-
novan:

LIM)={teTx|qe A(t)aqe F}, kde A(t) = {g € Q| 3 béh 7 na t takovy, ze 7(e) = ¢}

Priklad 3.0.2. Jako priklad uvedeme dva stromové automaty, které tentokrat nedefinuji
stejny jazyk, ale rozdil deterministicity je na nich vidét také. Automat My je nedetermi-
nisticky a automat Mp deterministicky. Oba automaty maji symboly a a b s funkci arity
arita(a) = 0 a arita(b) = 2. Pfechodové pravidlo (a) — qo je pak to takzvané listové pravi-
dlo a qg listovy stav. Oba automaty prijimaji napriklad strom 1 z obrazku 3.1 ale strom 2
je prijiman pouze automatem My . Pii pozornéjsim prohlédnuti automatu si vSimneme, ze
jazyk automatu Mp je podmnozina jazyku M.

My =(Q, %, A, F), kde Mp =(Q, X, A, F), kde
Q = {q0, 01,42}, Q = {90, 01,2},
¥ ={a,b}, ¥ ={a,b},
A={ A=
(a) = {qo}, (a) = qo,
(90,90,b) — {a1}, (90, q0,b) — a1,
(q1,q1,0) = {q1, 2}, (q1,q1,b) = go,
(QQ7QQ7b) = {QQ}, <q27QZab) = q2,
(q1,90,b) = {q2}}, (q1,90,b) = g2},
F={¢} F = {g}
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Obréazek 3.1: Vlevo Strom 1, vpravo Strom 2

3.1 Determinizace

Stejné jako slovni automaty, i stromové automaty muzeme délit na nedeterministické a
deterministické. Deterministicky konecny stromovy automat (ddle DTA, definice 3.1.1) je,
analogicky se slovnimi automaty, specidlni pripad NTA, kde z dané n-tice stavi pod danym
symbolem lze prejit nejvyse do jednoho stavu. Vyhody a nevyhody NTA oproti DTA jsou
principidlné stejné jako vyhody a nevyhody NFA oproti DFA. Stejné tak lze kazdy NFA
prevést na DFA a obracené. Jejich jazyky jsou pak ekvivalentni.

Definice 3.1.1. [¢] Deterministicky koneény stromovy automat (dale DTA) je stro-
movy automat M = (Q, X%, A, F), takovy, ze

Va € 3, kde arita(a) = n a pro vSechny n-tice (qi,...,qn), kde ¢1 ... gy € @, plati:

IA(q1y. -y qn,a)] < 1.

Algoritmus determinizace NFA 3.1.1 nazyvany podmnozinova konstrukce vytvari jed-
notlivé stavy DTA jako mnoziny stavi NTA. Vznikd 2" stavi DTA oproti puvodnim n
stavim NTA. Opét jsou malymi pismeny oznaceny stavy nedeterministického automatu,
zatimco velkd pismena znaci stavy deterministického automatu. Pro pouziti v algoritmu
nejprve definujeme funkci prechodovou funkci pro determinizované stavy:

Definice 3.1.2. Je ddan DTA M = (Q, X, A, F). Pro S1,...,S, € P(Q) a pro a € X, kde
arita (a) = n definujeme prechodovou funkeci

A(S1,...,Sn,a) = U A(S1,...,8p,a).

(814eeey8n)EST XX Sy,
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Algoritmus 3.1.1: determinizace stromového automatu [3]
input : NTA M = (Q,3, A, F)
output: DTA M = (Q', X, A", F)

1Q =0;

2 A = ();

3 repeat

4 A=A U{(S1,...,S,a)— S}

5 Q=Q U{Sk

6 Kde:

7 a €Y aarita(a)=n, S1,...,5, €Q, S=A(S1,...,5,,a)};
8 until neni mozné pridat Zidné pravidlo do A';

9 FF={SeQ|SNF #0}

Priklad 3.1.1. Ukéazeme determinizaci stromového automatu My z prikladu 3.0.2. Mno-
Zina stavi nového automatu My je mnozina podmnozin puvodniho automatu. Prechody se
pak vytvari z ptivodnich prechodt tak, Ze se najdou vsechny prechody ze stavi, které nové
stavy obsahuji a novy stav je pak mnozina vsech stavi, do kterych tyto nalezené prechody
vedou. Tedy kdyz hleddme vysledny stav prechodu

({qo, a1}, {q0,q1},b) —7?

zajimaji nas prechody ptuvodniho automatu:

(90, 90,0) = 1

(q0,q1,0) — 0

(q1,490,0) = @2
(q1,q1,b) = q1, go.

Novy prechod tedy vypadda nasledovné

({0, a1}, {0, @1}, 0) = {q1, q2}

Takovych prechodil je v tomto novém automatu mnoho, uvedeme tedy jen nékteré na
ukazku.

My = (Q,%, A, F), kde

Q=1{0,{a},{a1},{e2}, {90, a1}, {90, @2}, {a1, 2}, {a0, 01, @2} },
¥ = {a, b},

A={

(a) = qo,

({QO}v {(]0}, b
E{ql},{ql},b
(

= {q1}, ({a1, @2} {a1, @2}, b) = {q1, 2}

= {q1, 92}, (a1, 22}, {a2},b) = {q2}

= {q2}, ({90, 1, 42}, {90, @1, @2}, b) = {q0, q1, g}
= {QQ}ﬂ

{a2}, {q2}. 0
{QI}v {QO}7 b

~— — — —

b
F={{e}}
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Kapitola 4

Ekvivalence jazyku stromovych
automatu

Pro zjisténi ekvivalence jazykt dvou stromovych automatt lze opét pouzit myslenku, ze
L(M)=L(N) < L(M) C L(N)ANL(N) C L(M),aze L(M)C L(N) < L(M)n
m = (). Pro komplementaci jazyka automatu je nutné nejprve automat determinizovat.
I u stromovych automatiti operace komplementace zvétsuje stavovy prostor kvadraticky a
determinizace exponencialné. Jsou to tedy drahé operace, které se snazime redukovat.

O to se snazi algoritmy testu ekvivalence zalozené na kongruenci, které jsou cilem nasi
prace a algoritmy vyuzivajici protiretézce, se kterymi budeme novy algoritmus porovnavat.
Oba algoritmy pouzivaji determinizaci za béhu zaroven s testem prazdnosti, ¢imz zabranuji
vytvareni stavi, které béhem testu ekvivalence nevyuziji. Dale vyuzivaji rizné optimalizace,
u kongrunénich algoritmu je to vypocet kongruencéniho uzavéru (sekce 5.3), které jim umozni
redukovat stavovy prostor jesté vice.

Dostavame se tedy k cili nasi prace. Navrhneme postup, ktery by vychazel z algoritmu
Hopcrofta a Karpa a Bonchiho a Pouse a zjistoval by ekvivalenci stromovych automati.
Nejdrive definujeme bisimulaci pro stromové automaty 4.0.3, ktera je u DTA ekvivalentni
jazykové ekvivalenci. Potom vytvorime algoritmus pro vypocet této relace pro DTA. Nako-
nec ho spojime s determinizaci za béhu a dostaneme algoritmus pro testovani ekvivalence
jazyka NTA.

Definice 4.0.3. Méjme stromové automaty M = (Qar, 2, Ay, Far) a N = (Qn, 2, An, Fv).
Bisimulace R je binarni relace na Q3 x QQn pro kterou plati:

iVry,...,rp, 7 €Qur,a€X,51,...,5, €EQN:
(7" € A (11, .oy rmya) A(r1,81) ERA -+ A (Tp, 8p) € R) =
s’ : s € An(81,...,8n,a) A (1, 8') € R]

ii Vsi,...,8,,8 €Qn,a€X,r,...,7 €EQn :
(s € AN (81, 8n,a) A(r1,81) E RA--- A (rn,$n) € R) =
It € Ay (r1y ..y, a) A (1, 8) € R

iii Vre Qur,s € Qn;(r,s) €R:
reFy < seFy

Bisimulace nad stromovymi automaty M a N je tedy mnozina dvojic (7, s), kde r € M
a s € N. Maximalni bisimulaci nad témito automaty budeme nazyvat bisimilarita a znacit

~t.
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Teorém 4.0.4. Méjme dva DTA A = (Qa,3,A4,F4) a B=(Qp,%,Ap, Fp).
L(A) = L(B) praveé tehdy, kdyz

VaeX:[3reAs(a)= (Is € Ap(a) takové, ze r ~; )]

A
VaeX:[3se€ Ap(a) = (Ir € As(a) takové, ze r ~; )]

V teorému tedy predpoklddame, ze vSechny inicidlni stavy (stavy, do kterych vede pre-
chod s aritou 0) jsou bisimildrni. Davdme do relace postupné vSechny dvojice stavi, do
kterych se automaty dostanou. Jsou-li oba stavy koncové nebo oba nekoncové, dané dva
automaty jsou ekvivalentni.

Na&s novy algoritmus 4.0.2 pracuje s mnozinami todo, kde uchovava dvojice, které uz jsou
v relaci ale jesté je nezpracoval a mnozinu done kam bude presouvat zpracované dvojice
z todo. Na zacatku vlozi do todo dvojice listovych stavi. V dalsim kroku jednu dvojici
zpracuje. Vlozi ji do done a podiva se, jestli mize pouzit néjaka prechodova pravidla, ktera
obsahuji prvek z dvojice a zaroven vsechny ostatni stavy v tomto pravidle uz jsou v relaci
(tedy sjednoceni todo a done). Kdyz najde takovou dvojici, do které lze prejit, zkontroluje
jestli jsou oba stavy koncové (resp. nekoncové). Pii zaporném vysledku skonéi a ozndmi,
ze jazyky téchto automati nejsou ekvivalentni. V opac¢ném pripadé pridd novou dvojici
na konec seznamu todo, tedy pouze v pripadé, ze jesté dvojice v seznamech neni. Jakmile
zpracuje vSechny dvojice v todo, jazyky jsou ekvivalentni.

Pro optimalizaci pocitame, zda jsou pary stavu v reflexivnim, symetrickém a tranzitiv-
nim uzavéru seznamu todo a done.

Algoritmus 4.0.2: Ekvivalence stromovych automati
input: DTA M = (Qu, 2, Ay, Fur), DTA N = (Qn, 2, An, Fn)
1 done = 0;
2 todo = {(Ap (a),An (a))};
3 while todo # () do
4 todo = todo \ {(2/,y')};

5 done = done U {(2',y')};
6 foreach a € ¥ do
7 foreach (1, s') takové, Ze Ir,...,rn € Qpr, 81,580 € QN :
(Vi:1<i<n= (ris;) € e(doneUtodo)) A
8 e Ay (ry, .2, a) A
9 s'e An(s1,...,Yy,...,8p,a) do
10 if ' € Fyy ¢ s’ € Fiy then
11 return false;
12 end
13 if (1, s") ¢ e(done U todo) then
14 todo = todo U {(1', s")};
15 end
16 end
17 end
18 end

19 return true;
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Novy algoritmus 4.0.2 pocita pouze s DTA. Lze ho upravit obdobné jako BP spojenim
stromové bisimulace s determinizaci za béhu. Novy algoritmus 4.0.3 bude testovat ekviva-
lenci i pro nedeterministické stromové automaty. Navic pocita kongruencéni uzaver relace,
jako tomu bylo u NFA. Velka pismena X a Y znaci stavy determinizované podmnozinovou
konstrukei.

Algoritmus 4.0.3: Ekvivalence nedeterministickych stromovych automatt
input: NTA M = (Qp, X, Apg, Fay), NTA N = (Qn, X, AN, Fn)
1 done = 0;
2 todo = {(Ap (a),An (a)) |a € X},
3 while todo # () do
4 todo = todo \ {(X',Y")};

5 done = done U {(X',Y")};
6 foreach a € ¥ do
7 foreach (R',S’) takové, Ze IRy,..., Ry € Qpr,S1,...,5, € QN :
(Vi:1<i<n= (R Si) € c(doneUtodo)) A
8 R/EAM(Rl,...,X/,...,Rn,a)/\
9 S,EAN(Sl,...,Y,,...,Sn,a)dO
10 if R € F\y ¢ S’ € Fy then
11 return false;
12 end
13 end
14 if (R, S’) ¢ c(done U todo) then
15 todo = todo U {(R',S")};
16 end
17 end
18 end

19 return true;

Pri zamysleni nas napada, pro¢ se pocita reflexivni symetricky a tranzitivni uzéveér,
kdyZ jsou mnoziny stavu Qs a Qn automatu M a N disjunktni. Ano v tomto piipadé tato
optimalizace nevede k vylepseni, ba naopak, naroénost algoritmu se zhorsi pocéitanim téchto
uzavéra, které zlstanou nevyuzity. Kongruencéni uzavér pro nedeterministické automaty
ale smysl ma i presto. Tento algoritmus byl cileny na automaty, jejichz mnoziny stavi se
castecné, nebo nejlépe uplné, prekryvaji. Ukazalo se ale, ze i kdyz nemaji zadné spole¢né
stavy, optimalizace kongruen¢nim uzdvérem funguje prekvapivé dobte.

Priklad 4.0.2. V ptikladu si ukdzeme pribéh algoritmtt komplementace, algoritmu kongru-
ence pro deterministické automaty a algortimu kongruence pro nedeterministické automaty.
Pouzijeme dva NTA M a N se spoleénymi stavy t,u a v.
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M = (Q,%,A, F), kde N =(Q,,A, F), kde
Q= {rt,u,v}, Q = {s,t,u,v},

¥ ={a,b}, ¥ ={a,b},

A=A{ A={

(a) = {r}, (
(r,r,b) — {t}, (s,8,b0) — {u},
(t,t,b) — {t,u}, (
(u,u,b) — {t,u}, (

(t,u,b) = {v}}, (t,u,b) = {v}},
F={{v}} F={{v}}

Komplementacni algoritmus nejprve pri determinizaci podmnozinovou konstrukei vyge-
neruje 2 = 16 stavii pro oba automaty. Potom provede priinik, ¢im# vygeneruje 16-16 = 256
stavll z determinizovanych automat.

Pro pouziti algoritmu pro deterministické automaty prvné determinizujeme automaty
podmnozinovou konstrukci. Ziskdme opét dvakrat 16 stavii. Poté budeme testovat bisimu-
laci. Z listovych stavi ziskdme a do R ulozime dvojici ({7}, {s}). Pti dalsich iteracich se po-
stupné do R pridavaji dalsi pary stavi. Nakonec je R = {({r}, {s}), ({t}, {u}), ({t, u}, {t, u}),
({t,u,v},{t,u,v})}. Poté uz negeneruje zadné nové stavy a muze skoncit.

Algoritmus kongruence pro NTA ve skutecnosti také testuje pouze deterministické au-
tomaty, ale determinizaci provadi za béhu. Do R se postupné generuji stavy, obdobné jako v
predchozim algoritmu. R = {({r}, {s}), ({t}, {u})}. Dalsi vygenerovany stav ({t,u}, {t,u}),
jiz lezi v kongruen¢nim uzavéru R. Srovnani poc¢tu vytvorenych stavi je uvedeno v tabulce
4.1.

Tabulka 4.1: Srovnéani algoritmi pro stromové automaty

Pocet stavia
Algoritmus puvodni automaty | determinizace | prunik/bisimulace
Komplementace 4+ 14 16 + 16 256
Hopcroft a Karp 4+ 4 16 + 16 4
Bonchi a Pouse 4+ 4 4 2
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Kapitola 5

Implementace

Algoritmus byl implementovan jako komponenta knihovny VATA v jazyce C++. Jde o
knihovnu pro efektivni manipulaci s nedetrministickymi stromovymi automaty, ktera byla
vytvorena Vyzkumnou skupinou automatizované analyzy a verifikace na Fakulté informac-
nach technologii Vysokého uceni technického v Brné - VeriFIT.

5.1 VATA

Vata - knihovna pro efektivni manipulaci se stromovymi automaty je open-source knihovna
vytvorena pro ucely formalni verifikace. Kromé verifikace programii pracujici s komplexnimi
dynamickymi datovymi strukturami nebo programi vyuzivajici haldu pro ukladani dat, lze
knihovnu vyuzit napriklad na model checking regularnich stromt nebo na rozhodovaci pro-
cesy mnohych logik. [13] Tato knihovna zprostfedkovava nejnovéjsi a vysoce optimalizované
algoritmy pro préci nejen s nedeterministickymi stromovymi automaty, ale i deterministic-
kymi TA (DTA je pfece specidlni piipad NTA) a slovnimi automaty. Slovo je v podstaté
unarni strom [141].

5.1.1 Vnitini reprezentace automatu

Automaty mohou byt v knihovné VATA ulozeny nékolika zpiisoby. Uzivatel si muze vy-
brat, ktery je pro néj nejvhodnéjsi. Semi-symbolické kédovani vyuziva k ulozeni pfechodové
funkce multi-terminalni binarni rozhodovaci diagramy. Druhy zptsob zakédovani, pro které
je implementovan i nas algoritmus, je explicitni kédovani.

Tato explicitni reprezentace uklada “top-down”prechody ve tvaru A(q,a) = {(q1,-.-,qn),
... } do hierarchické datové struktury podobné hashovaci tabulce. Prvni hashovaci tabulka
mapuje stavy na mnoziny prechodt. Tedy ke stavu je pritazen ukazatel na vnitini hashovaci
tabulku. Tato vnitini tabulka mapuje symbol na stavy. Presnéji feceno k symbolu priradi
ukazatel na mnozinu. Kdyby byly automaty deterministické, misto této mnoziny by byla
jiz. usporadand n-tice stavi. Automaty jsou ale nedeterministické, proto je zde mnozina
ukazateli na tyto usporddané n-tice stavi. [13] Schéma ulozeni je zobrazeno na obrazku
5.1.

Tato reprezentace je vhodnéjsi nez jednoduchy linearni seznam prechodi. Pro prechody,
se stejnym symbolem a n-tici jsou tyto prekryvajici se ¢asti ulozeny pouze jednou. Stejné
tak kazda n-tice stavl je uloZena nejvyse jednou.

Vsimnéme si, ze tento zplisob vnitiniho ulozeni uchovava prechody definované shora-
dolti. Zatimco nas algoritmus pracuje s prechody zdola-nahoru. To ndm nevadi, protoze
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Obrazek 5.1: Priklad explicitni reprezentace prechodovych funkeci stromovych automata A
a B. Muzeme vy¢ist napriklad pfechodové pravidlo A (¢1,a) = {(¢1,41) , (q1, ¢2)} automatu
A.

nad automaty v této reprezentaci je ve VATE implementovan iterator, ktery nim umozni
primy pristup k rodi¢ovskému stavu i k stavim potomki. Na piechod pak akorat pohlizime
opacnym smeérem.

Timto pristupem se vsak vytraci vyhoda tohoto zptsobu ulozeni, kterou je rychlost
vyhledani prechodového pravidla. Je zde tedy prostor pro optimalizaci. Muze se implemen-
tovat podobnd struktura pro automaty definované zdola-nahoru.

5.2 Ekvivalence vs. Inkluze

Test ekvivalence a test inkluze jsou témér stejné problémy. Nas algoritmus je primarné
urcen pro test ekvivalence jazyku L(A) a L(B). Chceme-li spocitat inkluzi téchto jazyku,
prevedeme ji na test ekvivalence. A to nédsledujicim zpusobem:

L(A) C L(B) < (L(A)UL(B)) = L(B).

Na druhou stranu lze nas algoritmus snadno modifikovat, aby pocital primo inkluzi
dvou automatt. A to tak, ze bude sledovat pouze jednostrannou bisimulaci. Tedy pokud
se automat A dostane do stavu ¢, pak musi existovat ekvivalentni stav r v automatu B.
Obréacené uz to platit nemusi. Test ekvivalence jazykid by se potom prevedl na test inkluze
takto:

L(A) = L(B) <= (L(A) € L(B)) A (L(B) < L(A)).

Pro porovnani téchto zptisobu byly obé varianty implementovany a muzeme se pokusit
zjistit, ktery pracuje 1épe. Je nutné podotknout, ze v algoritmu inkluze neni mozné pouzit
symetricky uzavér. Nedojde tedy k tak velké redukci poc¢tu kontrolovanych stavii. Proto oce-
kavame, ze inkluze pocitand pomoci algoritmu ekvivalence bude efektivnéjsi i pres pridanou
operaci sjednoceni.
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5.3 Kongruencni uzaveér

Pro vypocet kongruenéniho uzavéru relace je pouzita metoda vychazejici z ¢lanku Bonchiho
a Pouse [5]. Dvojice stavii v pocitané relaci jsou ulozeny v mnoziné dvojic mnozin. Vnitini
mnozina reprezentuje jeden stav determinizovany podmnozinovou konstrukei. Dvojice ob-
sahujici dva takové stavy zndzornuje, ze ty dva stavy jsou spolu v relaci bisimulace.

Pouzity algoritmus pak zjistuje, jestli nova dvojice je v kongruen¢nim uzavéru této re-
lace. Pracuje tak, ze pro kazdy ze dvou stavll v dvojici vypocita kanonického reprezentanta
tridy ekvivalence, do které tento stav patii. Poté porovnda, zda jsou oba prvky ve stejné
ekvivalencni tfidé. Pokud ano, pak tato dvojice lezi v kongruenénim uzavéru této relace. V
opacném pripadé ne. Kanonicky reprezentant tridy ekvivalence je nejvétsi mnozina stavi,
kterd se d& vygenerovat z relace R algoritmem 5.3.1. Tato mnozina je mnozina stavi pi-
vodniho nedeterministického automatu (stavi znacenych malymi pismeny).

Algoritmus 5.3.1: Vypocet kanonického reprezentanta tiidy ekvivalence

input: R - mnozina reprezentujici relaci R,
S - stav, pro ktery poc¢itdm kanonického reprezentanta tridy ekvivalence.

while Ezistuje (A, B) € R, takové, Ze AC SV B C S do

S=SUAU B,

R=R\{(4,B)}:
end
return S;

[SLINLR CR

Algoritmus 5.3.1 postupné hledd ve vSech dvojicich relace R stav, ktery by byl pod-
mnozinou nového stavu S. Dejme priklad, ze R = {({g,7},{s,t}),({r,s},{u}) a novd
dvojice (X,Y) = ({t,u,v},{q,r,v}). Potom pro S; = X = {t,u,v} hleddme v R pod-
mnozinu tohoto stavu. Nalezena byla mnozina {u} z dvojice (A, B) = ({r, s}, {u}) (rddek
1). Nyni provedeme sjednoceni druhého stavu z dvojice nalezeného stavu se stavem Sj.
Sy = Sz UA = {t,u,v} U{r,s} = {r,s,t,u,v} (rddek 2). Kazda dvojice z R muze byt
pouzita pouze jednou, jinak by mohlo dojit k nekone¢nému cyklu opakovanym pouzivanim
jednoho péaru z R. Odstranime tedy z R dvojici ({r, s}, {u}) (7ddek 8). Pak znovu hleddme v
R podmnozinu nového stavu S;. Dalsi nalezenou mnozinou je {s,t} z dvojice ({¢,7}, {s,t})
(rddek 1). Po sjednoceni vznikd stav Sy = {q, 7, s,t,u,v} (7ddek 2). Po rddek 3 uz neni v
R 7Zadny dalsi stav, ktery by byl podmnozinou S,. S, nyni predstavuje kanonického repre-
zentanta t¥idy ekvivalence do které patii X. Pro druhy prvek z (X,Y) pouZijeme stejny
postup a dostaneme postupné S, = {q,r,v} = {q,r,s,t,v} = {q,7,s,t,u,v}. S = S, plati
tedy, ze X a Y jsou ve stejné tridé ekvivalence a jsou proto i v ekvivalenénim uzavéru relace
R.

Pokud budeme uvazovat linedrni slozitost mnozinovych operaci (sjednoceni mnozin,

porovnani mnozin, vyhledani v mnoziné, ...), slozitost algoritmu 5.3.1 je, jak je ukdzéno
v ¢élanku od Bonchiho a Pouse [5], nr?, kde r = |R| je velikost relace R a n = |Q| je pocet
stava NTA [5].

5.4 Optimalizace

Algoritmus byl funkéné implementovan. Ale jak se fika, vidycky je co zlepsovat. I tuto
implementaci lze optimalizovat, a to hned v nékolika vécech.
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5.4.1 Vnitrni ulozeni automatu

Prvni z uvedenych optimalizaci se tyka vnitfni reprezentace automatu. V explicitni repre-
zentaci je automat ulozen pouze ve formé shora-dolu (popséno v sekei 5.1.1). Nad prechody
automatu existuje iterator a prechody se vzdy prochazeji sekvenéné. Tim se vSak vytraci
potencial této reprezentace automatu, kterym je prevazné rychlost vyhledani daného pre-
chodu.

Explicitni ulozZeni pro automaty zdola-nahoru bychom navrhli podobné, jak je tomu pri
opacné podobé. Automat by byl reprezentovan ukazatelem na hashovaci tabulku. Kli¢ této
tabulky by byl stav a polozka mnozina ukazateli na n-tice stavii prechodt, ve kterych se
tento stav nachazi. Tyto n-tice stavi jsou také ulozeny jako hashovaci tabulka, kde n-tice
je kli¢ a polozka je mnozina symbolt. Mnozina symboll je opét reprezentovana hashovaci
tabulkou, jejiz kli¢ je symbol a prvek je mnozina stavii, do kterych tento prechod prechazi.
Tato reprezentace je ukdzana na obrazku 5.2. Navrzeny zptsob umoznuje rychlé vyhledani
prechodu podle stavi.

A B
ql | q2 ql | a2
LN J L N
[N L N
al gl a2 @ q ql qt q qZ‘ Q2 qZ‘
® [ ] [ ] [ ] [ J [ ]
a b a a a b ‘
[ N ([ ] [ ] ([ ] .‘
[ ] L N [

qt a2

Obréazek 5.2: Priklad explicitni reprezentace prechodovych funkci zdola-nahoru stromovych
automati A a B. Muzeme vy¢ist naptiklad prechod A (g1, ¢2,a) = ¢1 automatu A.

Priklad na obrazku 5.2 ukazuje pro porovnani stejny automat jako na obrazku 5.1. Tyto
automaty maji nasledujici prechody:

A: B:
A(q,q1,0) = q1 A(q1,q1,a) = q2
A(q1,q1,b0) = q1 A(q1,q2,a) = q1
A(q,q2,a) = q1 A(q1,q2,a) = q2
A(qi,q2,a) = q2 A(q2,q2,0) = q1
A(q2,q2,a) = q2 A (g2, q2,b) = q2
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5.4.2 Kongruenc¢ni uzaveér

Dalsi z moznych tuprav optimalizuje kongruencéni uzavér relace. Relace je implementovana
jako mmnozina dvojic mnozin stavi a zda dvojice stavi lezi v uzavéru se pocitd pomoci
vysSe uvedeného algoritmu (sekce 5.3). Mohlo by byt vyhodnéjsi rovnou uklddat mnozinu
reprezentujici kongruencéni uzavér relace. Ten by se pak nemusel znova pocitat pro kazdy
hledany prvek. Musela by se vSak zvolit vhodna datova struktura pro ulozeni této relace a
algortimus pro jeji vypocet. Nechavam to tedy na zamysleni a jako moznost pokracovani v
této praci.
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Kapitola 6

Vysledky

Testovani probéhlo na stroji s dvoujadrovym procesorem s frekvenci 2.6 GHz, s 6 GB
operacni paméti a s 64-bitovym opera¢nim systémem Ubuntu 16.04.

Provedli jsme srovnani ¢tyt algoritmt implementovanych v knihovné VATA. Algoritmus
komplementace, protifetézcli a dva algoritmy kongruence. Jeden, co testuje piimo ekviva-
lenci a jeden, co pocita inkluzi tak, jak je to popsdno v sekci 5.2. U téchto algoritmu
budeme srovnavat pocet generovanych stavi, pocet generovanych dvojic a dobu vypodctu.
Algoritmus zalozeny na komplementaci jsme neimplementovali. Pro srovnani budeme pouze
pocitat pocty generovanych stavi a dvojic. Algoritmus protifetézcu jiz ve VATé implemen-
tovan byl, a tak jsme ho pouzili. Ten ale testuje inkluzi. Ekvivalence se pak testuje jako
inkluze obéma sméry. Porovnavand data jsou tedy z testu inkluze jednim smérem. Pocty
generovanych stavil a dvojic stavli z obou smérti by byly pfiblizné dvojnasobné. Stejné tak
budeme pristupovat ke kongruenénimu algoritmu pocitajicimu inkluzi.

Pouzité testovaci automaty jsou ziskané z experimentil s nastrojem pro stromovy regu-
larni model-checking pouzitym v ¢lanku [2]. Testovali jsme na vzorku malych automati s
0 - 100 stavy, stfednich automatt s 101 - 500 stavy, na velkych automatech s 501 - 1000
stavy. Chtéli jsme testovat i na obrovskych automatech s 1000+ stavy, ale kvuli velké ¢asové
naro¢nosti algoritmu to nebylo mozné. Déale jsme pro testovani vytvorili automaty s pre-
kryvajici se mnozinou stavi. Toho je dosazeno tak, Ze testované automaty jsou sjednoceny
s nékterym dalsim automatem, tedy A U M L AUN , kde A, M, N jsou NTA. Vysledky
jsou uvedeny v tabulkach nize. VSechny uvedené hodnoty jsou primeérem vzhledem k poctu
testti v dané sadé automatt. Ve sloupci true jsou statistiky testu, které vratili kladny vy-
sledek. Ve sloupci false pak analogicky testy se zapornym vysledkem. Sloupec total shrnuje
statistiku vsech testdl bez ohledu na vysledek.

Tabulka 6.1: Porovnani algoritmt pro malé automaty

Malé automaty Primérny pocet stavi automatu: | 70,4
. Pocet gen. stavia | Pocet gen. part Cas vypoétu
Al t
goritimus true | false | total | true | false | total true false total
Komplementace X X 10%° X b 104t X b X

Protiretézce 48,5 6 16,6 | 86,7 | 17,7 | 34,9 | 31 ms | 1 ms 9 ms
Kongr. inkl. 39,8 | 6,1 149 | 20,2 | 3,1 7,5 | 658 ms | 42 ms | 202 ms
Kongr. ekviv. | 42,6 | 3,5 10,5 | 21,56 | 1,7 5,3 | 833 ms | 11 ms | 159 ms
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Tabulka 6.2: Porovnani algoritmti pro stfedné velké automaty

’ Stredni automaty ‘

Primérny pocet stavi automatu: \ 311,6

. Pocet gen. stavia | PocCet gen. paru Cas vypoctu
Algoritmus true false total | true faglse I;o‘cal true fa}l,slt)e total
Komplementace X X 10™4 X b 10386 X X X
Protifetézce 1578 | 11,2 | 58,1 | 447 | 26 | 160,7 | 639 ms | 10 ms | 211 ms
Kongr. inkl. 35,5 8,2 17 179 | 4,1 8,5 41,03s | 2,81 s | 15,04 s
Kongr. ekviv. 35,5 8 16,3 | 17,8 | 4,0 8,1 43 s 2,69s | 148s
Tabulka 6.3: Porovnani algoritmt pro velké automaty
Velké automaty Primérny pocet stava automatu: | 691,2

. Pocet gen. stavi Pocet gen. paru Cas vypoctu
Algoritmus true | false | total | true false | total true false total
Komplementace X X 10144 X X 10305 X X X
Protitetézce 363,6 | 36,2 | 129,7 | 1633,1 | 137,7 | 564,9 36,7 s 544 ms | 10,57 s
Kongr. inkl. 489 | 7,9 | 22,6 24,5 4 11,3 | 1844,9s | 72,72s | 705,64 s
Kongr. ekviv. 548 | 6,2 | 18,9 27,5 3,1 9,5 | 1674,56 s | 58,19 s | 481,52 s
Tabulka 6.4: Porovnani algoritmt pro automaty se sdilenymi stavy
o Primérny pocet stavi automatu: | 123
Sdilené stavy Primérny pocet sdilenych stava: | 53
. Pocet gen. stavia | PocCet gen. para Cas vypoé&tu
Algoritmus true | false | total | true | false | total | true false total
Komplementace X X 10% X X 10%3 X X X
Protiretézce 46,6 | 7,3 195 | 80,6 | 19,5 | 38,4 | 50ms | 3 ms | 18 ms
Kongr. inkl. 46 6,6 19,2 | 23,1 | 3,3 9,7 | 955 ms | 47 ms | 337 ms
Kongr. ekviv. | 454 | 4,2 124 | 228 | 21 6,2 1,1's | 18 ms | 231 ms

I presto, ze néktera srovnani nejsou tak jednoznacnd, z vysledkil vyplyva, ze z hlediska
stavového prostoru jsou kongruencni algoritmy vyhodnéjsi i v pripadé, ze automaty nemaji
zéddné spolecné stavy. Nutno jesté dodat, Ze jeden par stavu vygenerovanych v kongruenc-
nim algoritmu odpovidé nékolika parim v algoritmu protiretézci. Ten totiz generuje pary
(q,Q), kde ¢ je stav nedeterministického automatu a @) deterministického. Déle je z vysledku
vidét, ze algoritmus protifetézct je oproti kongruencénimu algoritmu vysoce optimalizovan
a je tedy znacné rychlejsi. Vysoké c¢asova néroc¢nost kongruencéniho algoritmu je déna pro
nas algoritmus mélo efektivnim vnitfnim uloZenim automatu, jak je popsano v sekci 5.4.1.
Tato reprezentace neumoznuje efektivni vyhledani prechodu podle stavi, ze kterych vy-
chazi. Protoze je tato operace pouzivana opravdu velmi casto, na velkych automatech se to
znatelné projevi. Dalsi prilezitosti pro zlepseni je vypocet kongruenéniho uzavéru, pripadné
zptisobu jeho ulozeni. Vypocet podle algoritmu ze sekce 5.3 je jeSté zatiZzen mnozinovymi
operacemi, kterou je napriklad vyhledani stavu v relaci. Tu mizeme vnimat jako mnozinu
mnozin. Vnorené ulozeni zpusobuje, ze vyhledani stavu mé kvadratickou slozitost.
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Kapitola 7
Zaver

V této praci jsme prisli s algoritmem pro testovani inkluze jazyku stromovych automati,
ktery zobecnuje algoritmus Bonchiho a Pouse. Tento novy algoritmus kombinuje test bis-
imulace optimalizovany kongruen¢nim uzévérem a determinizaci za béhu. Ziskany algorit-
mus znacné redukuje pocet vytvarenych stavi. Predpoklddali jsme, ze ibytek generovanych
stavi bude oproti protifetézcovému algoritmu vyhodnéjsi prevazné u automatu, které sdili
¢ast stavového prostoru. Ukazalo se vSak, ze i automaty, které stavy nesdileji, vytvari méne
stavil. V tomto bodu novy algoritmus predcil algoritmus protifetézcii. Na druhou stranu ne-
priznivym vysledkem je ¢asova narocnost kongruenc¢niho algoritmu, ktera nékolikanasobné
prevysuje protiretézce. To je dané neprilis efektivni implementaci, jejiz nedostatky jsou
popsany v kapitole 5.4. Problém efektivni implementace kongruen¢niho uzdvéru nechava
prostor mnohym tvahdm a budeme se mu nadale vénovat. Kromé toho implementujeme
vnitini explicitni reprezentaci automati definovanych zdola-nahoru a budeme hledat dalsi
optimalizace, které by snizily ¢asovou naroc¢nost algoritmu. Dale mizeme provést formalni
ditkaz spravnosti nové vytvoreného algoritmu.
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Priloha A

CD

A.1 obsah

1. libvata
2. outputs
3. tex_ src
4. projekt.pdf
5. README

A.2 Libvata

Adresar libvata/ obsahuje knihovnu VATA [14] doplnénou o naimplementovany algoritmus.
Nové vytvorené soubory se nachdzi v podslozce src/explicit_tree__congr _incl_up/.
Spusténi

Pred spusténim je nutné nejprve knihovnu prelozit prikazem make release. Nezapomente
nainstalovat potfebné knihovny, jak je uvedeno v [14].
Algoritmus zaloZeny na kongruenci pocitajici ekvivalenci je mozné spustit prikazem:

build/cli/vata -o dir=up,order=depth,alg=congr,sim=no incl automatl automat2
Algoritmus zalozeny na kongruenci pocitajici inkluzi se spusti zaddnim piikazu:
build/cli/vata -o dir=up,order=>breadth,alg=congr,sim=no incl automat! automat2

Tyto dva algoritmy jsou rozliSeny parametrem order.
Algoritmus zaloZeny na protiretézcich 1ze spustit prikazem:

build/cli/vata -o dir=up,order=depth,alg=antichains,sim=no incl automatl automat?

Automaty

V adresari automata/ jsou soubory s automaty. Do piikazi misto parametru automat! a
automat? zadejte cestu ke zvolenému automatu. Soubory s automaty pouzité pii testovani
jsou dostupné v automata/artme__incl/.
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Vystup

Spustény algoritmus vypise na standardni vystup 4 radky. Prvni fadek udava pocet vyge-
nerovanych stavi, druhy radek pocet vygenerovanych partu. Na tretim radku je ¢as vypoctu
a konecné na ¢tvrtém radku se objevi “1”v pripadé kladného vysledku spusténého testu a
“0”v pripadé zaporného vysledku.

A.3 Outputs

V adresaii outputs/ jsou data ziskand béhem experimenti. Ty jsou rozdéleny do adresaru
podle velikosti automatt ze kterych jsou data ziskédna. Ve slozce small/ jsou vystupy algo-
ritmt spusténych na automatech v adresati /libvata/automata/artme_incl/small/. Jedna
se o sadu deseti malych automatt o velikosti do sta stavi. Ekvivalence (respektive inkluze)
byla testovana mezi kazdymi dvéma automaty v sadé. Obdobné je tomu v adresafich me-
dium/, big/, huge/ a shared/. Obrovské automaty kvuli dlouhé dobé vypoctu nebyly vibec
pouzity.

Vysledky v kazdém z adresaiti jsou rozdéleny do tii csv soouborti podle pouzitého
algoritmu: antichains.csv, congr__eq.csv, congr_incl.csv. Tyto soubory obsahuji sloupce s
hodnotami: pocet vygenerovanych stavii, pocet vygenerovanych part, cas, vysledek. Z téchto
dat jsou potom vypocitany pramérné hodnoty do tabulek.

A.4 Ostatni

Adresar tex_src/ obsahuje zdrojové soubory potfebné pro opétovné vysidzeni textu této
prace. Dale CD obsahuje soubor projekt.pdf s touto praci a README soubor s popisem a
instrukcemi k CD.
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