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SYSTEMS OF FORMAL MODELS WITH APPLICATIONS

DIPLOMOVÁ PRÁCE
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Abstrakt
Tato práce pojednává o automatových systémech jako o novém zp̊usobu zpracováńı formál-
ńıch jazyk̊u. V textu budou zmı́něny čtyři modely. Prvńı z nich pracuje v sekvenčńım módu.
V jednom okamžiku poč́ıtá jediná komponenta systému. Druhý z nich pracuje v částečně
paralelńım módu. Zde během jednoho výpočetńıho kroku aktivně pracuj́ı bud’to všechny,
nebo pouze jedna komponenta systému. V posledńıch dvou modelech každý automat zpra-
covává sv̊uj vlastńı vstupńı řetězec, přičemž jeho výpočet je ř́ızen stavy, resp. přechody
ostatńıch komponent. Stavy, resp. pravidla přechod̊u komponent mohou zapř́ıčinit i tzv.
blokaci, nebo odblokováńı d́ılč́ıch automat̊u.

Kĺıčová slova
Konečný automat, zásobńıkový automat, gramatické systémy, automatové systémy, mul-
tipřij́ımaćı automatové systémy

Abstract
This paper introduces and discusses automata systems as a new way for formal languages
processing. In the text there are four models described. The first model works on sequential
mode. At one computation step only one of components works. The second one works on
semi-parallel mode. At the one computation step either one or all the components of the
automata system work. In the last two models each component of the automata system has
its own input string. The computation step of each component is influenced by their states,
or used rules. The state, or used rule of the components of automata system can block or
unblock some or all automata of the system.
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Finish automata, push-down automata, grammar systems, automata systems, multireco-
gnizers automata systems
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c© Martin Čermák, 2008.
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2.2 Definice základńıch pojmů . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
2.3 Operace nad jazyky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
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2.4.4 Pravá lineárńı gramatika . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
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2.6.1 Konečný automat . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
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5.1.1 Základńı definice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

6 Závěr 54
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Kapitola 1

Úvod

Teorie formálńıch model̊u a aplikaćı se zabývá specifikaćı tř́ıd formálńıch jazyk̊u. Tyto
tř́ıdy jsou dány např́ıklad typem gramatik, nebo konkrétńım typem automat̊u, pomoćı
nichž jsme schopni tř́ıdu formálńıch jazyk̊u popsat. Z pravidla plat́ı, že č́ım je gramatika
složitěǰśı, t́ım rozsáhleǰśı tř́ıdu formálńıch jazyk̊u je schopna vygenerovat. Se složitost́ı typu
gramatických pravidel ale roste i komplexnost typu automat̊u, kterými jsme schopni shod-
nou tř́ıdu formálńıch jazyk̊u definovat, což v d̊usledku souviśı i se složitost́ı implementace,
spotřebou zdroj̊u, apod. Tento jev je d̊uvodem, proč se věnovat vyv́ıjeńı r̊uzných vylepšeńı
jednoduchých gramatik za účelem rozš́ı̌reńı tř́ıd jazyk̊u, jež je gramatika schopna generovat.

Jednou z metod zvyšováńı efektivity popisu jazyk̊u je použit́ı v́ıce jednoduchých gra-
matik pracuj́ıćıch sekvenčně, nebo současně. Tyto gramatiky zde vytvářej́ı entity, tzv.
komponenty. Souhrn takových komponent pak tvoř́ı gramatický systém. Zvýšeńı genera-
tivńı śıly, při minimálńım zvýšeńı náročnosti popisu jazyk̊u pomoćı gramatik však neńı je-
diným pozitivem gramatických systémů. Gramatické systémy lze efektivně využ́ıt např́ıklad
k přeṕınané syntaktické analýze [8]. I s gramatickými systémy jsou v souvislosti imple-
mentačńı problémy. Formálńı modely, které budou sloužit právě k usnadněńı implementace
gramatických systémů, budou hlavńım tématem této práce.

Nejdř́ıve budou zavedeny základńı pojmy a definice o něž se bude následuj́ıćı text pevně
oṕırat. V prvńı řadě budou uvedeny jazyky, řetězce a základńı operace nad nimy. V souvis-
losti s t́ım pak i základńı typy gramatik. Následovat bude podsekce zmiňuj́ıćı gramatické
systémy a za ńı sekce týkaj́ıćı se práce ”rozpoznávač̊u“.

Navazuj́ıćı text bude pojednávat o nově zpracovávanému tématu a to o automatových
systémech. Stejně jako u gramatických systémů bude se i zde nejdř́ıve mluvit o sekvenčńım
módu spolupráce, kdy v jeden okamžik bude aktivńı pouze jedna komponenta systému.
Takto pracuj́ıćımu automatovému systému budeme ř́ıkat sekvenčńı automatový systém.
Přeṕınáńı mezi komponentami bude prováděno např́ıklad po provedeńı předem stanoveného
počtu krok̊u nad daným automatem.

Dále budou popsány paralelńı systémy čistě zásobńıkových automat̊u, kdy budou v jeden
okamžik výpočet provádět bud’ všechny komponenty současně (nad společným vstupńım
řetězcem), nebo pouze jedna komponenta. T́ım se doćıĺı stavu, kdy v́ıce automat̊u provád́ı
výpočet ”ovlivňuj́ıćı se“ pouze vstupńım řetězcem. Př́ıslušnost vstupńıho řetězce do jazyka
je pak určena přijet́ım řetězce jednotlivými automaty.

Posledńı z metod bude uveden multipřij́ımaćı automatový systém. Tento systém je
nejd̊umyslněǰśım a nejsilněǰśım z uvedených systémů. To je dáno t́ım, že jednotlivé kroky
každého automatu jsou př́ımo určuj́ıćı pro ostatńı automaty. Daľśım posiluj́ıćım prvkem
je zde fakt, že každý z automat̊u pracuje nad svým vlastńım vstupńım řetězcem. Mul-
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tipřij́ımaćı systém automat̊u může být ř́ızen n-tićı stav̊u, nebo n-tićı použitých přecho-
dových pravidel. Jazyky definované t́ımto zp̊usobem budeme označovat sṕı̌se jako multija-
zyky, jejichž zp̊usob přijet́ı multipřij́ımaćım systémem je daľśı potřebnou informaćı k jeho
definici.

V posledńıch sekćıch se text věnuje použit́ı multipřij́ımaćıch systémů jako analyzátor̊u
C/E systémů, přičemž ukazuje na jejich využitelnost v C/E Petriho śıt́ıch, což se nakonec
neukázalo jako velice št’astné řešeńı.

Téma práce je moderńı oblast́ı zpracováńı formálńıch jazyk̊u, která si klade za d̊usledek
veliký potenciál využit́ı i v jiných oblastech informačńıch technologíı. Výhodám, nevýhodám,
otevřeným problémům a nejpravděpodobněǰśım budoućım rozš́ı̌reńım bude věnován závěr
diplomové práce.
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Kapitola 2

Základńı definice a pojmy

Tato kapitola obsahuje nejzákladněǰśı definice a pojmy týkaj́ıćı se teorie formálńıch jazyk̊u,
gramatik, automat̊u a základńı formy gramatických systémů, které budou d̊uležité pro po-
chopeńı následuj́ıćıho textu. Pro podrobněǰśı a hlavně úplné informace doporučuji zejména
[5], [2], nebo [10]. Daľśı podp̊urné literatury budou odkazovány pr̊uběžně.

2.1 Využ́ıvané množiny

Definice 2.1.0.1 (Množina přirozených č́ısel)
Množinu přirozených č́ısel, zapsáno N, definujeme jako N = {0, 1, 2, 3, . . .}.

Definice 2.1.0.2 (Množina kladných celých č́ısel)
Necht’ N je množinou přirozených č́ısel. Pak definujeme množinu kladných celých č́ısel,
zapsáno1 N+, jako N+ = N\{0}, nebo-li N+ = {1, 2, 3, . . .}.

Definice 2.1.0.3 (Intervalová množina I)
Intervalovou množinu I definujeme jako neprázdnou konečnou množinu I = {1, . . . , n} pro
nějaké n ≥ 1, danou posloupnost́ı kladných celých č́ısel.

Definice 2.1.0.4 (Intervalová množina I(m))
Intervalovou množinu I(m), kde m ≥ 1, definujeme jako neprázdnou konečnou množinu
I(m) = {1, . . . ,m} danou posloupnost́ı kladných celých č́ısel.

Definice 2.1.0.5 (Kardinalita množiny)
Necht’ A je množina. Pak definujeme kardinalitu množiny card(A) jako zobrazeni card(A) :
A → N jako:

• card(A) = 0 pro A = ∅,

• card(A) = n pro A = {a1, . . . an}, kde n > 1 a

• card(A) = ∞ pro A = {a1, a2, a3, . . .}.
1 Někdy se můžeme také setkat se značeńım Z+.
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2.2 Definice základńıch pojmů

Definice 2.2.0.6 (Abeceda)
Abeceda je neprázdná konečná množina prvk̊u, které se nazývaj́ı symboly.

Definice 2.2.0.7 (Řetězec)
Necht’ Σ je abeceda, pak

• ε znač́ı prázdný řetězec, nad abecedou Σ.2

• Jestliže x je řetězec nad abecedou Σ a a ∈ Σ, pak i ax je řetězcem nad abecedou Σ.3

Definice 2.2.0.8 (Délka řetězce)
Necht’ x je řetězec nad abecedou Σ. Délku řetězce x pak znač́ıme |x| a definujeme ji
následovně:

• Pokud x = ε, pak |x| = 0

• Pokud x = a1 . . . an, kde ∀i ∈ {1 . . . , n} pro nějaké n ≥ 1: ai ∈ Σ, potom |x| = n.

Definice 2.2.0.9 (Konkatenace dvou řetězc̊u)
Necht’ x a y jsou dva řetězce nad abecedou Σ. Konkatenaćı řetězc̊u x a y,zapsáno x · y,
źıskáme řetězec xy. Řetězec y čistě připoj́ıme za řetězec y. Binárńı operace konkatenace je
asociativńı.

Definice 2.2.0.10 (Opačný, reverzńı, řetězec)
Necht’ x je řetězcem nad abecedou Σ. Pak opačný řetězec, nebo-li reverzńı řetězec, znač́ıme
reverse(x) a definujeme jej následovně:

• Pokud x = ε, pak reverse(x) = ε

• Pokud x = a1a2a3 . . . an, pak reverse(x) = anan−1an−2 . . . a2a1.

Definice 2.2.0.11 (Prefix řetězce)
Necht’ x a y jsou dva řetězce nad abecedou Σ. Pak nazveme řetězec x prefixem řetězce y,
pokud existuje takový řetězec z nad abecedou Σ, pro který plat́ı xz = y.

Definice 2.2.0.12 (Sufix řetězce)
Necht’ x a y jsou dva řetězce nad abecedou Σ. Pak nazveme řetězec x sufixem řetězce y,
pokud existuje takový řetězec z nad abecedou Σ, pro který plat́ı zx = y.

Definice 2.2.0.13 (Podřetězec)
Necht’ x a y jsou dva řetězce nad abecedou Σ. Pak nazveme řetězec x podřetězcem řetězce
y, pokud existuj́ı takové řetězce z a z′ nad abecedou Σ, pro které plat́ı zxz′ = y.

Definice 2.2.0.14 (Formálńı jazyk)
Necht’ je dána abeceda Σ. Pak množinu L pro niž plat́ı L ⊆ Σ∗ nazveme formálńım jazykem
nad abecedou Σ.

2 Prázdným řetězcem rozumı́me řetězec, který neobsahuje žádný symbol.
3 Symbolem Σ∗ budeme chápat množinu všech řetězc̊u nad abecedou Σ.
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Definice 2.2.0.15 (Překlad)
Necht’ Σ a Ω jsou dvě abecedy. Symbolem Σ budeme označovat vstupńı abecedu a symbolem
Ω abecedu výstupńı. Překladem jazyka Lin do jazyka Lout nazveme libovolnou relaci τ z Lin

do Lout.
4 Jazyk Lin nazveme jazykem vstupńım a Lout jazykem výstupńım. Pokud pro

řetězce x a y plat́ı, že y ∈ τ(x), pak řekneme, že řetězec y je výstupem pro řetězec x.

2.3 Operace nad jazyky

Definice 2.3.0.16 (Sjednoceńı dvou jazyk̊u)
Necht’ L1 a L2 jsou formálńı jazyky nad abecedou Σ. Pak definujeme operaci sjednoceńı
dvou jazyk̊u, L1 ∪ L2, následovně:

L1 ∪ L2 = {x|x ∈ L1 ∨ x ∈ L2}

Definice 2.3.0.17 (Pr̊unik dvou jazyk̊u)
Necht’ L1 a L2 jsou formálńı jazyky nad abecedou Σ. Pak definujeme binárńı operaci pr̊unik
dvou jazyk̊u, L1 ∩ L2, následovně:

L1 ∩ L2 = {x|x ∈ L1 ∧ x ∈ L2}

Definice 2.3.0.18 (Konkatenace dvou jazyk̊u)
Necht’ L1 a L2 jsou formálńı jazyky nad abecedou Σ. Pak definujeme binárńı operaci kon-
katenace dvou jazyk̊u, L1 · L2, následovně:

L1 · L2 = {xy|x ∈ L1 ∧ y ∈ L2}

Definice 2.3.0.19 (Rozd́ıl dvou jazyk̊u)
Necht’ L1 a L2 jsou jazyky nad abecedou Σ. Pak definujeme rozd́ıl dvou jazyk̊u, L1 − L2,
následovně:

L1 − L2 = {x|x ∈ L1 ∧ x /∈ L2}

Definice 2.3.0.20 (Doplněk jazyka)
Necht’ L je formálńı jazyk nad abecedou Σ. Pak definujeme doplněk jazyka, L̄, následovně:

L̄ = {x|x ∈ Σ∗ ∧ x /∈ L}

Definice 2.3.0.21 (Mocnina jazyka)
Necht’ L je formálńı jazyk nad abecedou Σ. Pak definujeme i-tou mocninu jazyka, Li,
následovně:

• L0 = {ε}

• Li = L · Li−1

Definice 2.3.0.22 (Iterace jazyka)
Necht’ L je formálńı jazyk nad abecedou Σ. Pak definujeme iteraci jazyka, L∗, následovně:

L∗ =
∞⋃

n=0

Ln

4 Překlad je definován obecně jako relace. V praxi je často ovšem touto relaćı zobrazeńı, nebot’ je žádoućı,
aby pro každý řetězec x ∈ Lin existoval právě jeden řetězec y ∈ Lout.
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Definice 2.3.0.23 (Pozitivńı iterace jazyka)
Necht’ L je formálńı jazyk nad abecedou Σ. Pak definujeme pozitivńı iteraci jazyka, L+,
následovně:

L+ =
∞⋃

n=1

Ln

2.4 Základńı typy gramatik

V následuj́ıćı sekci budou zmı́něny r̊uzné typy gramatik. Ty se lǐśı předevš́ım ve tvaru
pravidel, přičemž právě tvar pravidel udává generativńı schopnost odpov́ıdaj́ıćıho typu
gramatiky. Ta bude uvedena v závěru sekce.

2.4.1 Neomezená gramatika

Obecná gramatika obsahuje nejobecněǰśı tvar gramatických pravidel. Tř́ıdu jazyk̊u, jež lze
generovat nějakou neomezenou gramatikou nazveme tř́ıdou rekurzivně vyč́ıslitelných jazyk̊u,
která je také často označována jako tř́ıda jazyk̊u typu 0.

Definice 2.4.1.1 (Neomezená gramatika)
Neomezená gramatika je definována jako čtveřice G = (N,T, P, S), kde:

• N je konečná množina nonterminálńıch symbol̊u,

• T je konečná množina terminálńıch symbol̊u, přičemž N ∩ P = ∅,

• P je konečná množina přepisovaćıch pravidel tvaru x → y kde x ∈ (N ∪T )∗N(N ∪T )∗

a y ∈ (N ∪ T )∗,

• S je startuj́ıćı nonterminálńı symbol.

Definice 2.4.1.2 (Př́ımá derivace u neomezených gramatik)
Necht’ G = (N,T, P, S) je neomezená gramatika, dále necht’ u, v ∈ (N∪T )∗, r = x → y ∈ P ,
kde x = (N ∪T )∗N(N ∪T )∗ a y ∈ (N ∪T )∗. Pak řekneme, že uxv př́ımo derivuje uyv podle
pravidla r a zapisujeme uxv ⇒ uyv[r], nebo zjednodušeně uxv ⇒ uyv.

Definice 2.4.1.3 (Sekvence derivaćı u neomezených gramatik)
Necht’ G = (N,T, P, S) je neomezená gramatika. Dále:

• Necht’ u ∈ (N ∪ T )∗. Pak řekneme, že u derivuje u v nula kroćıch a zapisujeme
u ⇒0 u[ε], nebo zjednodušeně u ⇒0 u.

• Necht’ u0, u1, . . . , un ∈ (N ∪ T )∗ a necht’ ∀i = 1, 2, . . . , n plat́ı ui−1 ⇒ ui[ri]. Pak
řekneme, že u0 derivuje u v n kroćıch a zapisujeme u0 ⇒n un[r1r2 . . . rn], nebo
zkráceně u0 ⇒n un.

• Necht’ u ⇒n u′[π], kde u, u′ ∈ (N ∪ T )∗, π = r1r2 . . . rn a n ≥ 1, pak řekneme, že u
netriviálně derivuje u′ a zapisujeme u ⇒+ u′[π], nebo zjednodušeně u ⇒+ u′.

• Necht’ u ⇒n u′[π], kde u, u′ ∈ (N ∪ T )∗, π = r1r2 . . . rn a n ≥ 0, pak řekneme, že u
derivuje u′ a zapisujeme u ⇒∗ u′[π], nebo zjednodušeně u ⇒∗ u′.
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Definice 2.4.1.4 (Větná forma v neomezené gramatice)
Necht’ G = (N,T, P, S) je neomezená gramatika. Pokud S ⇒∗ u, kde u ∈ (N∪T )∗, řekneme,
že u je větná forma v neomezené gramatice G.

Definice 2.4.1.5 (Jazyk generovaný neomezenou gramatikou)
Necht’ G = (N,T, P, S) je neomezená gramatika, pak definujeme formálńı jazyk generovaný
neomezenou gramatikou G, zapsáno L(G), jako

L(G) = {ω|ω ∈ T ∗ ∧ S ⇒∗ ω}.

2.4.2 Kontextová gramatika

Kontextová gramatika je speciálńım př́ıpadem neomezené gramatiky, kdy pro pravidla
x → y nav́ıc přibyla vlastnost |x| ≤ |y|. Množinu všech formálńıch jazyk̊u generovatelných
nějakou kontextovou gramatikou nazýváme tř́ıdou kontextových jazyk̊u, které jsou často
označovány za jazyky typu 1.

Definice 2.4.2.1 (Kontextová gramatika)
Neomezená gramatika je definována jako čtveřice G = (N,T, P, S), kde:

• N je konečná množina nonterminálńıch symbol̊u,

• T je konečná množina terminálńıch symbol̊u, přičemž N ∩ P = ∅,

• P je konečná množina přepisovaćıch pravidel tvaru x → y kde x ∈ (N ∪T )∗N(N ∪T )∗

a y ∈ (N ∪ T )∗, přičemž |x| ≤ |y|,

• S je startuj́ıćı nonterminálńı symbol.

Definice 2.4.2.2 (Př́ımá derivace, sekvence derivaćı a jazyk generovaný kontextovou grama-
tikou)
Definice derivačńıho kroku, sekvence derivačńıch krok̊u a jazyku generovaného kontextovou
gramatikou jsou identické s př́ıslušnými definicemi u neomezených gramatik.

2.4.3 Bezkontextová gramatika

Bezkontextová gramatika je speciálńım př́ıpadem neomezené gramatiky, kdy pro pravidla
x → y plat́ı, že symbol x zastupuje pouze jeden nonterminálńı symbol. Množinu všech
formálńıch jazyk̊u generovatelných nějakou bezkontextovou gramatikou nazýváme tř́ıdou
bezkontextových jazyk̊u, které jsou často označovány za jazyky typu 2.

Definice 2.4.3.1 (Bezkontextová gramatika)
Bezkontextová gramatika je definována jako čtveřice G = (N,T, P, S), kde:

• N je konečná množina nonterminálńıch symbol̊u,

• T je konečná množina terminálńıch symbol̊u, přičemž N ∩ P = ∅,

• P je konečná množina přepisovaćıch pravidel tvaru A → x kde A ∈ N a x ∈ (N ∪T )∗,

• S je startuj́ıćı nonterminálńı symbol.
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Definice 2.4.3.2 (Př́ımá derivace u bezkontextových gramatik)
Necht’ G = (N,T, P, S) je bezkontextová gramatika a necht’ u, v ∈ (N∪T )∗, r = A → x ∈ P ,
kde A ∈ N a x ∈ (N ∪ T )∗. Pak řekneme, že uAv př́ımo derivuje uxv podle pravidla r a
zapisujeme uAv ⇒ uxv[r], nebo zjednodušeně uAv ⇒ uxv.

Definice 2.4.3.3 (Nejlevěǰśı derivace u bezkontextových gramatik)
Necht’ G = (N,T, P, S) je bezkontextová gramatika, dále necht’ u ∈ T ∗; v ∈ (N ∪ T )∗,
r = A → x ∈ P , kde A ∈ N a x ∈ (N ∪ T )∗. Pak řekneme, že uAv př́ımo derivuje v
nejlevěǰśı derivaci uxv podle pravidla r a zapisujeme uAv ⇒lm uxv[r], nebo zjednodušeně
uAv ⇒lm uxv.

Definice 2.4.3.4 (Nejpravěǰśı derivace u bezkontextových gramatik)
Necht’ G = (N,T, P, S) je bezkontextová gramatika, dále necht’ v ∈ T ∗;u ∈ (N ∪ T )∗,
r = A → x ∈ P , kde A ∈ N a x ∈ (N ∪ T )∗. Pak řekneme, že uAv př́ımo derivuje v
nejpravěǰśı derivaci uxv podle pravidla r a zapisujeme uAv ⇒rm uxv[r], nebo zjednodušeně
uAv ⇒rm uxv.

Definice 2.4.3.5 (Sekvence derivaćı u bezkontextových gramatik5)
Necht’ G = (N,T, P, S) je bezkontextová gramatika. Dále:

• Necht’ u ∈ (N ∪ T )∗. Pak řekneme, že u derivuje u v nula kroćıch a zapisujeme
u ⇒0 u[ε], nebo zjednodušeně u ⇒0 u.

• Necht’ u0, u1, . . . , un ∈ (N ∪ T )∗ a necht’ ∀i = 1, 2, . . . , n plat́ı ui−1 ⇒ ui[ri]. Pak
řekneme, že u0 derivuje u v n kroćıch a zapisujeme u0 ⇒n un[r1r2 . . . rn], nebo
zkráceně u0 ⇒n un.

• Necht’ u ⇒n u′[π], kde u, u′ ∈ (N ∪ T )∗, π = r1r2 . . . rn a n ≥ 1, pak řekneme, že u
netriviálně derivuje u′ a zapisujeme u ⇒+ u′[π], nebo zjednodušeně u ⇒+ u′.

• Necht’ u ⇒n u′[π], kde u, u′ ∈ (N ∪ T )∗, π = r1r2 . . . rn a n ≥ 0, pak řekneme, že u
derivuje u′ a zapisujeme u ⇒∗ u′[π], nebo zjednodušeně u ⇒∗ u′.

Definice 2.4.3.6 (Jazyk generovaný bezkontextovou gramatikou)
Necht’ G = (N,T, P, S) je neomezená gramatika, pak definujeme formálńı jazyk generovaný
bezkontextovou gramatikou G, zapsáno L(G), jako

L(G) = {ω|ω ∈ T ∗ ∧ S ⇒∗ ω}
= {ω|ω ∈ T ∗ ∧ S ⇒∗

lm ω}
= {ω|ω ∈ T ∗ ∧ S ⇒∗

rm ω}.

2.4.4 Pravá lineárńı gramatika

Pravá lineárńı gramatika je speciálńım př́ıpadem bezkontextové gramatiky, kdy pro pravidla
A → x plat́ı, že symbol x je řetězcem samých terminálńıch symbol̊u, nebo terminálńıch
symbol̊u zakončených pouze jedńım nonterminálńım symbolem. Množinu všech formálńıch

5 Definice rozšǐruje př́ımou derivaci na sekvenci př́ımých derivaćı. Sekvence nejlevěǰśıch, resp. nej-
pravěǰśıch derivaćı by se definovala analogicky pomoćı nejlevěǰśıch, resp. nejpravěǰśıch př́ımých derivaćı.
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jazyk̊u generovatelných nějakou pravou lineárńı gramatikou nazýváme tř́ıdou regulárńıch
jazyk̊u, které jsou často označovány za jazyky typu 3.

Definice 2.4.4.1 (Pravá lineárńı gramatika)
Bezkontextová gramatika je definována jako čtveřice G = (N,T, P, S), kde:

• N je konečná množina nonterminálńıch symbol̊u,

• T je konečná množina terminálńıch symbol̊u, přičemž N ∩ P = ∅,

• P je konečná množina přepisovaćıch pravidel tvaru A → xB, nebo A → y kde A,B ∈
N a x, y ∈ T ∗,

• S je startuj́ıćı nonterminálńı symbol.

Definice 2.4.4.2 (Př́ımá derivace, sekvence derivaćı a jazyk generovaný pravou lineárńı
gramatikou)
Př́ımá derivace, sekvence derivaćı a jazyk generovaný pravou lineárńı gramatikou jsou iden-
tické s př́ıslušnými definicemi u bezkontextové gramatiky.

2.4.5 Věta o Chomského hierarchii jazyk̊u

Označme symboly po řadě LREG, LCF , LCS , LRE tř́ıdu regulárńıch, bezkontextových, kon-
textových a rekurzivně vyč́ıslitelných jazyk̊u. Pak mezi těmito tř́ıdami plat́ı vztah

LREG ⊂ LCF ⊂ LCS ⊂ LRE

2.5 Gramatické systémy

Gramatické systémy (GS) jsou systémy vzájemně kooperuj́ıćıch gramatik generuj́ıćıch ře-
tězce v sekvenčńım, paralelńım, či semiparalelńım módu, přičemž spolu jednotlivé grama-
tiky jednoduchým zp̊usobem komunikuj́ı. Podle zmiňovaného módu rozlǐsujeme gramatické
systémy na CD(cooperating distributed) gramatické systémy a PC(parallel communicating)
gramatické systémy (viz Kooperuj́ıćı formálńı modely [6]). V následuj́ıćı sekci jsou uvedeny
pouze základńı definice CD a PC gramatických systému slouž́ıćı pouze pro nástin proble-
matiky. Pro bližš́ı informace doporučuji shlédnout př́ıslušnou odkazovanou literaturu uvnitř
podkapitoly.

2.5.1 CD gramatické systémy

CD gramatické systémy pracuj́ı sekvenčně. Skládaj́ı se z konečného počtu komponent, které
zde tvoř́ı gramatiky. V jednom derivačńım kroku provede derivaci pouze jedna komponenta
systému. Přeṕınáńı mezi komponentami se děje např́ıklad na základě absence gramatického
pravidla pro následuj́ıćı derivačńı krok v právě aktivńı gramatice, nebo po provedeńı kon-
stantńıho předem definovaného maximálńıho počtu derivačńıch krok̊u apod. (viz [3]). Ř́ızeńı
přeṕınáńı lze jednoduše provádět i na základě tzv. přeṕınaćıch pravidel uvnitř jednotlivých
komponent systému (viz [8]). Stanovená muśı být opět i podmı́nka ukončeńı výpočtu. To
se může d́ıt absenćı derivačńıho pravidla u všech komponent systému, nebo u právě aktivńı
komponenty, pokud jsou komponenty přeṕınané např. přeṕınaćımi gramatickými pravidly,
jak je tomu u Univerzálńıch gramatických systémů, které sem z větš́ı části spadaj́ı (viz
kapitola 5.2 [9]).
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Definice 2.5.1.1 (CD gramatický systém)
CD gramatický systém je (n + 3)–tice

Γ = (N,T, S, P1, . . . , Pn),

kde:

• N , resp. T , je abeceda nonterminálńıch, resp. terminálńıch symbol̊u, přičemž plat́ı
N ∩ T = ∅,

• S ∈ N je startuj́ıćı nonterminál,

• P1, P2, . . . , Pn jsou množiny derivačńıch pravidel a nazýváme je komponentami grama-
tického systému.6

Definice 2.5.1.2 (Derivace v CD gramatickém systému)
Necht’ Γ = (N,T, S, P1, . . . , Pn) je CD gramatický systém.

• Pro každé i = 1, 2, . . . , n, zakončovaćı derivace i-tou komponentou, zapsáno ⇒t
Pi

, je
definována jako

x ⇒t
Pi

y iff x ⇒∗
Pi

y přičemž neexistuje žádné z ∈ Σ∗ takové, že y ⇒Pi z.

• Pro každé i = 1, 2, . . . , n, k-kroková derivace i-tou komponentou, zapsáno ⇒=k
Pi

, je
definována jako

x ⇒=k
Pi

y iff existuj́ı x1, . . . , xk+1 a pro každé j = 1, . . . , k, xj ⇒Pi xj+1.

• Pro každé i = 1, 2, . . . , n, nejv́ıce k-kroková derivace i-tou komponentou, zapsáno
⇒≤k

Pi
, je definována jako

x ⇒≤k
Pi

y iff x ⇒=k′
Pi

y pro nějaké k′ ≤ k.

• Pro každé i = 1, 2, . . . , n, nejméně k-kroková derivace i-tou komponentou, zapsáno
⇒≥k

Pi
, je definována jako

x ⇒≥k
Pi

y iff x ⇒=k′
Pi

y pro nějaké k′ ≥ k.

Definice 2.5.1.3 (Jazyk generovaný CD gramatickým systémem)
Necht’ Γ = (N,T, S, P1, . . . , Pn) je CD gramatický systém a necht’ f ∈ D je derivačńı mód
gramatického systému, kde D = {∗, t}∪{≤ k, = k,≥ k‖k ∈ N+}. Pak jazyk generovaný CD
automatovým systémem je definován jako

Lf (Γ) = {ω ∈ T ∗|S ⇒f
Pi1

ω1 ⇒f
Pi2

. . . ⇒f
Pim

ωm = ω, m ≥ 1, 1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ ij ≤ n}.

6 Někdy je možné se setkat s definićı Γ = (N, T, S, G1, . . . , Gn), kde Gi = (N, T, S, Pi)∀i = 1, 2, . . . , n. To
je ale totéž.
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2.5.2 PC gramatické systémy

PC gramatické systémy pracuj́ı naopak v módu paralelńım. Každá z komponent systému,
což je opět gramatika, má svou větnou formu nad ńıž provád́ı své derivačńı kroky. Ř́ızeńı
se provád́ı pomoćı speciálńıch komunikačńıch (query) symbol̊u. Ty určuj́ı mı́sta, do kterých
bude př́ıslušná větná forma vložena. Jazykem celého systému je jazyk prvńı komponenty
(viz [6],[3]). Query symboly ale nemuśı nutně sloužit jen jako vstupńı body větných forem.
Mohou sloužit i jako pr̊uběžný ”kontrolor“, kdy každá z komponent má svou větnou formu
nad kterou provád́ı derivačńı kroky ř́ızené právě množinou query symbol̊u. Výsledný jazyk
pak neńı nutně pouze jazyk prvńı komponenty, ale může to být i jazyk vzniklý konkate-
naćı, či sjednoceńım jazyk̊u jednotlivých gramatik. To už je ale řeč o Multigenerativńıch
gramatických systémech (viz [4, 7]).

Definice 2.5.2.1 (PC gramatický systém)
PC gramatický systém je (n + 3)–tice

Γ = (N,Q, T, (S1, P1), . . . , (Sn, Pn)),

kde:

• N , resp. T , je abeceda nonterminálńıch, resp. terminálńıch symbol̊u, přičemž plat́ı
N ∩ T = ∅,

• Q = {Q1, Q2, . . . , Qn} je množina tzv. query symbol̊u, přičemž N ∩T ∩Q = ∅ a index
i mapuje Pi na i–tou komponentu systému,

• Pi ∀i = 1, . . . , n je množina přepisovaćıch pravidel přes N ∪ T ∪ Q a nazýváme ji
komponentami systému,7

• Si ∈ N ∀i = 1, . . . , n je startuj́ıćı nonterminálńı symbol.

Definice 2.5.2.2 (Výpočet PC gramatického systému)
Necht’ ΣΓ = N ∪ T ∪ Q a necht’ Γ = (N,Q, T, (S1, P1), . . . , (Sn, Pn)) je PC gramatický
systém. Pro dvě n–tice (x1, x2, . . . , n), (y1, y2, . . . , yn), s xi, yi ∈ ΣΓ ∀i = 1, 2, . . . , n, kde
xi 6∈ T ∗, ṕı̌seme (x1, x2, . . . , n) ⇒ (y1, y2, . . . , yn) pokud plat́ı jedna z možnost́ı:

1. ∀i = 1, 2, . . . , n, |xi|Q = 08 a dále xi ⇒ yi je pravidlo v Pi, nebo xi = yi ∈ T ∗.

2. Existuje i = 1, 2, . . . , n takové, že |xi|Q > 0 a xi = z1Qi1z2Qi2 . . . ztQitzt+1 pro
všechna i a pro zj ∈ (N ∪ T )∗, 1 ≤ j ≤ t + 1. Pokud |xij |Q = 0, pro všechna
j, 1 ≤ j ≤ t, pak yi = z1xi1z2xi2 . . . ztxitzt+1 a yij = Sij , 1 ≤ j ≤ t. Jestliže pro
nějaké j = 1, 2, . . . , t, |xij | 6= 0, pak yi = xi. Pro všechna i = 1, 2, . . . , n taková, že yi

neodpov́ıdá žádné z předchoźıch specifikaćı, máme xi = yi.

Definice 2.5.2.3 (Jazyk generovaný PC gramatickým systémem)
Necht’ Γ = (N,Q, T, (S1, P1), . . . , (Sn, Pn)) je PC gramatický systém. Pak definujeme jazyk
generovaný PC gramatickým systémem jako

L(Γ) = {x ∈ T ∗|(S1, S2, . . . , Sn) ⇒∗ (x, α2, . . . , αn), αi ∈ Σ∗
Γ,∀i = 2, 3, . . . , n}.

7 Někdy je možné se setkat s definićı Γ = (N, Q.T, G1, . . . , Gn), kde Gi = (N∪Q, T, Si, Pi)∀i = 1, 2, . . . , n,
nebo i dokonce Γ = (Q, G1, . . . , Gn), kde Gi = (Ni ∪ Q, Ti, Si, Pi)∀i = 1, 2, . . . , n bez existuj́ıćı relace mezi
Ti a Nj , i 6= j.

8 Zápisem |xi|Q je myšlen počet query symbolu v řetězci xi.
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2.5.3 Kanonické multigenerativńı gramatické systémy

Kanonické multigenerativńı gramatické systémy se skládaj́ı z n-tice bezkontextových gra-
matik. Samotná derivace se provád́ı tak, že je paralelně aplikováno derivačńı pravidlo
na aktuálńı větnou formu každé komponenty systému. Těchto n derivaćı je kontrolováno
bud’ pomoćı n-tice nonterminál̊u, ze kterých byla derivace provedena, nebo pomoćı n-tice
použitých derivačńıch pravidel. V textu budeme uvažovat pouze prvńı z př́ıpad̊u. Podrobné
informace včetně následuj́ıćıch definićı naleznete v [4]. Po ukončeńı výpočtu je vygenerována
n-tice řetězc̊u, nad kterými jsou provedeny operace, č́ımž je pak definován výsledný jazyk.

Definice 2.5.3.1 (Kanonický n-generativńı nonterminálově synchronizovaný GS)
Kanonický n-generativńı nonterminálově synchronizovaný GS (n-KGN) je (n + 1)-tice

Γ = (G1, . . . , Gn, Q), kde:

• Gi = (Ni, Ti, Pi, Si) je bezkontextová gramatika pro všechna i = 1, . . . , n,

• Q je konečná množina kontrolńıch n-tic nonterminál̊u tvaru (A1, . . . , An), kde Ai ∈ Ni

pro všechna i = 1, . . . , n.

Definice 2.5.3.2 (Multiforma)
Necht’ Γ = (G1, . . . , Gn,Q) je n-KGN. Potom multiforma je n-tice χ = (x1, . . . , xn), kde
xi ∈ (Ti ∪Ni)∗ pro všechna i = 1, . . . , n.

Definice 2.5.3.3 (Př́ımý derivačńı krok v n-KGN)
Necht’ Γ = (G1, . . . , Gn,Q) je n-KGN, necht’ χ = (u1A1v1, . . . , unAnvn), χ′ = (u1x1v1, . . . ,
unxnvn), jsou dvě multiformy, kde Ai ∈ Ni, ui ∈ T ∗

i , vi, xi ∈ (Ni ∪ Ti)∗ pro všechna i =
1, . . . , n. Dále necht’ Ai → xi ∈ Pi pro všechna i = 1, . . . , n a (A1, . . . , An) ∈ Q. Pak ř́ıkáme,
že χ př́ımo derivuje χ′ a zapisujeme χ ⇒ χ′.

Definice 2.5.3.4 (Sekvence derivačńıch krok̊u v n-KGN)
Necht’ Γ = (G1, . . . , Gn,Q) je n-KGN.

• Necht’ χ je multiforma. Pak ř́ıkáme, že χ derivuje v 0-kroćıch χ a zapisujeme χ ⇒0 χ.

• Necht’ χ0, . . . , χk jsou multiformy, u kterých pro všechna i = 1, . . . , n plat́ı: χi−1 ⇒ χi.
Pak ř́ıkáme, že χ0 derivuje v k-kroćıch χn a zapisujeme χ0 ⇒k χn.

• Necht’ χ ⇒k χ′ pro nějaké k ≥ 1, kde χ, χ′ jsou multiformy. Pak ř́ıkáme, že χ netri-
viálně derivuje χ′ a zapisujeme χ ⇒+ χ′.

• Necht’ χ ⇒k χ′ pro nějaké k ≥ 0, kde χ, χ′ jsou multiformy. Pak ř́ıkáme, že χ derivuje
χ′ a zapisujeme χ ⇒∗ χ′.

Definice 2.5.3.5 (n-jazyk generovaný n-KGN)
Necht’ Γ = (G1, . . . , Gn, Q) je n-KGN. Potom n-jazyk generovaný Γ (budeme značit n-L(Γ))
je definován:

n-L(Γ) = {(w1, . . . , wn) : (S1, . . . , Sn) ⇒∗ (w1, . . . , wn), wi ∈ T ∗
i pro všechna i = 1, . . . , n}.
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Definice 2.5.3.6 (Jazyky generované módem sjednoceńı, konkatenace a prvńı komponenty)
Necht’ Γ = (G1, . . . , Gn, Q) je n-KGN. Potom definujeme:

• jazyk generovaný Γ v módu sjednoceńı (budeme značit Lunion(Γ)) je definován:

Lunion(Γ) =
n⋃

i=1

{wi : (w1, . . . , wn) ∈ n-L(Γ)},

• jazyk generovaný Γ v módu konkatenace (budeme značit Lconc(Γ)) je definován:

Lconc(Γ) = {w1 . . . wn : (w1, . . . , wn) ∈ n-L(Γ)},

• jazyk generovaný Γ v módu prvńı komponenty (budeme značit Lfirst(Γ)) je definován:

Lfirst(Γ) = {w1 : (w1, . . . , wn) ∈ n-L(Γ)}.

Zástupné symboly využ́ıvané pro definici gramatických systémů jsou často použ́ıvané při
definićıch automat̊u, přičemž přirozeně nesou odlǐsný význam. Pokud budou GS a automaty
v jednom kontextu, budou tyto symboly mezi sebou speciálně rozlǐseny.

2.6 Základńı typy automat̊u

Automat je stroj, často imaginárńı, který se z pravidla skládá ze vstupńı pásky, čtećı
hlavy, stavového ř́ızeńı a nepovinně i pomocné paměti. Podle mechanismu a funkce čtećı
hlavy, typu pomocné paměti a určenosti přechod̊u mezi stavy automatu, lze rozlǐsit mezi
základńımi typy automat̊u, potažmo i tř́ıdami jazyk̊u, které je možné těmito stroji efektivně
popsat. Primárńı úloha automatu spoč́ıvá v určeńı př́ıslušnosti vstupńıho řetězce do jazyka,
definovaného právě t́ımto automatem. V př́ıpadě, že řetězec, zapsaný na vstupńı pásce, patř́ı
do jazyka, řekneme, že automat tento řetězec př́ıjme, v opačném př́ıpadě řetězec zamı́tne.

Následuj́ıćı text bude hovořit o některých základńıch typech takových automat̊u a odpo-
v́ıdaj́ıćıch tř́ıd jazyk̊u, na jejichž teorii budou navazovat následuj́ıćı kapitoly.

2.6.1 Konečný automat

Konečný automat je nejjednodušš́ı z nástroj̊u popisovaných v této kapitole. Od toho se ale
také odv́ıj́ı jeho vyjadřovaćı schopnost. Tř́ıda jazyk̊u, definovatelná konečným automatem,
se nazývá tř́ıdou regulárńıch jazyk̊u. Jinými slovy, tř́ıda jazyk̊u zpracovatelná konečnými
automaty je ekvivalentńı tř́ıdě regulárńıch jazyk̊u.

Definice 2.6.1.1 (Konečný automat (KA))
Konečný automat je pětice M = (Q,Σ, δ, s, F ), kde:

• Q je konečná množina stav̊u

• Σ je abeceda

• δ je funkćı přechod̊u tvaru δ : Q× (Σ ∪ {ε}) → 2Q

• s ∈ Q je startuj́ıćı stav

• F ⊆ Q je konečná množina koncových stav̊u
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Definice 2.6.1.2 (Deterministický konečný automat (DKA))
Necht’ M = (Q,Σ, δ, s, F ) je konečný automat a δ jeho přechodová funkce. Plat́ı-li nav́ıc
|δ(q, a)| ≤ 1 pro všechna q ∈ Q a a ∈ Σ, pak tento konečný automat nazveme determini-
stickým konečným automatem.

Grafická reprezentace KA

stav q ∈ Q:
q

startuj́ıćı stav s ∈ Q:
s

koncový stav f ∈ F :
f

hrana q ∈ δ(p, a)
p qa

Tabulková reprezentace konečného automatu

• sloupec: prvky z Σ ∪ {ε}

• řádek: stavy z Q

• prvńı řádek: startuj́ıćı stav

• podtržené: koncové stavy

Definice 2.6.1.3 (Konfigurace konečného automatu)
Necht’ M = (Q,Σ, δ, s, F ) je konečný automat. Konfiguraćı C konečného automatu M
nazveme uspořádanou dvojici C = (q, ω), kde(q, ω) ∈ Q × Σ∗, a kde q označuje aktuálńı
stav a w je dosud nezpracovaná část vstupńıho řetězce.

Definice 2.6.1.4 (Přechod konečného automatu)
Necht’ C = (q, aω) a C ′ = (q′, ω) jsou dvě konfigurace konečného automatu M , přičemž
q, q′ ∈ Q, a ∈ Σ∪{ε}9 a ω ∈ Σ∗. Dále, necht’ r : q′ ∈ δ(q, a). Pak M může provést přechod z
konfigurace C do konfigurace C ′ s využit́ım hrany r, zapsáno: C ` C ′[r], nebo zjednodušeně
C ` C ′10.

Definice 2.6.1.5 (Sekvence přechod̊u konečného automatu)
Necht’ M = (Q,Σ, δ, s, F ) je konečný automat. Dále:

• Necht’ C je konfigurace M . Pak řekneme, že M provede nula výpočetńıch krok̊u
(přechod̊u) z konfigurace C do konfigurace C a zapisujeme C `0 C[ε], nebo zjed-
nodušeně C `0 C.

• Necht’ C0, C1, . . . , Ck jsou konfigurace M , přičemž plat́ı, že Ci−1 ` Ci[ri] pro všechna
i = 1, 2, . . . , k. Pak řekneme, že M provede k přechod̊u z konfigurace C0 do konfigurace
Ck a zapisujeme C0 `k Ck[r1r2 . . . rn], nebo zjednodušeně C0 `k Ck.

9 Pokud a = ε, automat ze vstupu nepřečte žádný znak.
10 Striktně matematicky:

M̀
⊆ (Q× Σ∗)× (Q× Σ∗), kde: (q, aω)

M̀
(q′, ω)

def⇐⇒ q′ ∈ δ(q, a).
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• Jestliže C0 `k Ck[π] pro libovolné k ≥ 1, π = r1r2 . . . rn, pak řekneme, že M netri-
viálně přejde z konfigurace C0 do konfigurace Ck a zapisujeme C0 `+ Ck[π], nebo
zjednodušeně C0 `+ Ck.

• Jestliže C0 `k Ck[π] pro libovolné k ≥ 0, π = r1r2 . . . rn, pak řekneme, že M přejde
z konfigurace C0 do konfigurace Ck a zapisujeme C0 `∗ Ck[π], nebo zjednodušeně
C0 `∗ Ck.

Definice 2.6.1.6 (Jazyk přij́ımaný konečným automatem)
Necht’ M = (Q,Σ, δ, s, F ) je konečný automat. Jazyk přij́ımaný automatem M , L(M), je
definován: L(M) = {w|w ∈ Σ∗, (s, w) `∗ (f, ε), f ∈ F}.

2.6.2 Zásobńıkový automat

Zásobńıkový automat je silněǰśı alternativou konečného automatu. Zde se nav́ıc využ́ıvá
pamět’ ve formě zásobńıku. Př́ıstupy k zásobńık̊um se ale mohou lǐsit podle toho, zda má
automat možnost nahĺıžet pouze na vrchol zásobńıku, či může č́ıst i položky pod jeho
vrcholem. Zásobńıkové automaty jsou schopné rozhodovat o př́ıslušnosti vstupńıho řetězce
do bezkontextových jazyk̊u. Tř́ıda jazyk̊u, zpracovatelná zásobńıkovými automaty je ekvi-
valentńı tř́ıdě bezkontextových jazyk̊u.

Definice 2.6.2.1 (Zásobńıkový automat (ZA))
Zásobńıkový automat je sedmice PDA = (Q,Σ,Γ, δ, s, Z0, F ), kde:

• Q je konečná množina stav̊u

• Σ je konečná množina všech vstupńıch symbol̊u

• Γ je konečná množina všech zásobńıkových symbol̊u

• δ je zobrazeńı δ : Q× (Γ ∪ {ε})× (Σ ∪ {ε}) → 2Q×Γ∗
popisuj́ıćı funkci přechod̊u

• s ∈ Q je počátečńı stav ř́ıd́ıćı jednotky

• Z0 ∈ Γ je startovaćı symbol vložený na počátku na zásobńık

• F ⊆ Q je množina koncových stav̊u

Grafická reprezentace ZA

stav q ∈ Q:
q

startuj́ıćı stav s ∈ Q:
s

koncový stav f ∈ F :
f

hrana (q, w) ∈ δ(p, A, a)
p A/w,a

q

Definice 2.6.2.2 (Konfigurace zásobńıkového automatu)
Necht’ PDA = (Q,Σ,Γ, δ, s, Z0, F ) je zásobńıkovým automatem. Pak konfiguraćı C zásob-
ńıkového automatu PDA nazveme trojici (q, α, w) ∈ Q× Γ∗ × Σ∗.
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Definice 2.6.2.3 (Přechod zásobńıkového automatu)
Necht’ PDA = (Q,Σ,Γ, δ, s, Z0, F ) je zásobńıkovým automatem a necht’ C = (q, z, aω) a
C ′ = (q′, z′, ω) jsou jeho dvě konfigurace, kde:

• q, q′ ∈ Q; z, z′ ∈ Γ∗,

• ω ∈ Σ∗; a ∈ Σ.

Dále, necht’ (q′, z′) ∈ δ(q, z, a). Pak můžeme provést přechod z konfigurace C do konfigurace
C ′ s přečteńım symbolu a, zapsáno C ` C ′.

Definice 2.6.2.4 (Sekvence přechod̊u zásobńıkového automatu)
Sekvence přechod̊u zásobńıkového automatu je analogická k definici sekvence přechod̊u
konečného automatu.

Definice 2.6.2.5 (Jazyky přij́ımané zásobńıkovými automaty)
Necht’ PDA = (Q,Σ,Γ, δ, s, Z0, F ) je zásobńıkový automat:

• Jazyk přij́ımaný ZA PDA přechodem do koncového stavu, L(PDA)f , je definován:
L(PDA)f = {w| w ∈ Σ∗, (s, Z0, w) `∗ (f, z, ε), z ∈ Γ∗, f ∈ F}

• Jazyk přij́ımaný ZA PDA vyprázdněńım zásobńıku, L(PDA)ε, je definován:
L(PDA)ε = {w| w ∈ Σ∗, (s, Z0, w) `∗ (f, z, ε), z = ε, f ∈ Q}

• Jazyk přij́ımaný ZA PDA přechodem do koncového stavu a vyprázdněńım zásobńıku,
L(PDA)fε, je definován:
L(PDA)fε = {w| w ∈ Σ∗, (s, Z0, w) `∗ (f, z, ε), z = ε, f ∈ F}

Definice 2.6.2.6 (Deterministický zásobńıkový automat (DZA))
Necht’ PDA = (Q,Σ,Γ, δ, s, Z0, F ) je zásobńıkový automat. Dále necht’ ∀q ∈ Q; ∀a ∈ Σ;
∀z ∈ Γ∗ plat́ı

• |δ(q, z, a)| ≤ 1 a současně |δ(q, z, ε)| = 0, nebo

• |δ(q, z, a)| = 0 a současně |δ(q, z, ε)| ≤ 1.

Pak řekneme, že PDA je deterministický zásobńıkový automat.

Tvrzeńı 2.6.2.7
Tř́ıda formálńıch jazyk̊u zpracovatelná nedeterministickými zásobńıkovými automaty je
vlastńı nadtř́ıdou tř́ıdy formálńıch jazyk̊u popsatelných deterministickými zásobńıkovými
automaty.

2.6.3 Turing̊uv stroj

Turing̊uv stroj je teoretický model poč́ıtače popsaný matematikem Alanem Turingem.
Skládá se z procesorové jednotky, tvořené konečným automatem, programu ve tvaru pra-
videl přechodové funkce a potenciálně nekonečné pásky pro zápis mezivýsledk̊u. Využ́ıvá
se pro modelováńı algoritmů v teorii vyč́ıslitelnosti. Jeden ze zp̊usobu vyjádřeńı Church-
Turingovy teze ř́ıká, že ke každému algoritmu existuje ekvivalentńı Turing̊uv stroj. Citace z
[1]. Množina jazyk̊u popsatelných nějakým Turingovým strojem je ekvivalentńı tř́ıdě rekur-
zivně vyč́ıslitelných jazyk̊u.
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Definice 2.6.3.1 (Turing̊uv stroj (TS))
Turing̊uv stroj je šestice TS = (Q,Σ,Γ, δ, s, f), kde:

• Q je konečná množina stav̊u,

• Σ je konečná množina všech vstupńıch symbol̊u přičemž ∆ 6∈ Σ,

• Γ je konečná množina všech páskových symbol̊u, kde Σ ⊂ Γ, ∆ ∈ Γ,

• δ je zobrazeńı δ : {Q\f} × Γ → Q × (Γ ∪ {L,R} popisuj́ıćı funkci přechod̊u, kde
L,R 6∈ Γ,

• s ∈ Q je počátečńı stav ř́ıd́ıćı jednotky a

• f ∈ Q je koncový stav ř́ıd́ıćı jednotky.

Definice 2.6.3.2 (Konfigurace Turingova stroje)
Necht’ TS = (Q,Σ,Γ, δ, s, f) je Turing̊uv stroj a necht’ symbol ∆ znač́ı tzv. blang (prázdný
symbol), který označuje doposud nepoužitá mı́sta pásky( může být na pásku ale zapsán
i později). Pak definujeme:

• konfiguraci pásky jako dvojici Cp = (γ∆ω, n),kde γ∆ω je nekonečný řetězec repre-
zentuj́ıćı obsah pásky, přičemž γ ∈ Γ∗, a n ∈ N označuje pozici hlavy nad touto
páskou,

• konfiguraci stroje, která je dána konfiguraćı pásky a stavem stroje. Konfigurace stroje
je tedy trojice Cs = (q, γ∆ω, n), kde q ∈ Q reprezentuje ř́ıd́ıćı stav stroje a zbývaj́ıćı
část odpov́ıdá konfiguraci pásky z předchoźıho bodu definice.

Definice 2.6.3.3 (Přechod Turingova stroje)
Necht’ TS = (Q,Σ,Γ, δ, s, f) je Turing̊uv stroj. Pro libovolný řetězec γ ∈ Γω a č́ıslo n ∈ N
označme pomoćı γn n-tý symbol řetězce a necht’ sn

b (γ) označuje řetězec, který vznikne
záměnou symbolu γn za b v řetězci γ, kde b ∈ Γ. Dále necht’ ∀q, q′ ∈ Q,∀γ ∈ Γω,∀b ∈
Γ, ∀n ∈ N. Pak definujeme přechod Turingova stroje následovně:

• (q, γ, n) ` (q′, γ, n + 1) pro δ(q, γn) = (q′, R),

• (q, γ, n) ` (q′, γ, n− 1) pro δ(q, γn) = (q′, L) a n > 0,

• (q, γ, n) ` (q′, sn
b (γ), n) pro δ(q, γn) = (q′, b).

Výpočet Turingova stroje

Necht’ TS = (Q,Σ,Γ, δ, s, f) je Turing̊uv stroj a necht’ K0,K1,K2, . . . je posloupnost konfi-
guraćı, přičemž Ki ` Ki+1 pro všechna i ≥ 0 taková, že Ki+1 je v dané posloupnosti, která
je:

• nekonečná, a nebo

• konečná s koncovou konfiguraćı (q, γ, n), přičemž rozlǐsujeme typy zastaveńı:

a) normálńı přechodem do koncového stavu, tj. q = f ,
b) abnormálńı, kdy q 6= f a

i. |δ(q, γn)| = 0, nebo
ii. n = 0 a zároveň δ(q, γn) = (q′, L) pro nějaké q′ ∈ Q.
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Kapitola 3

Systémy založené na spolupráci
automat̊u

V následuj́ıćım textu se budeme zabývat spolupráci již zavedených automat̊u. Jedná se o
zcela novou oblast výzkumu, která si bere za ćıl využ́ıt v́ıce automat̊u, k popisu formálńıho
jazyka, na mı́sto jednoho složitého stroje ”hladového“ po zdroj́ıch.

Obecný systém založený na spolupráci automat̊u, se skládá z konečného počtu auto-
mat̊u, přičemž mezi sebou mohou spolupracovat opět v sekvenčńım či paralelńım módu.
Jazyky přij́ımané d́ılč́ımi automaty a zp̊usob přij́ımáńı vstupńıch řetězc̊u pak př́ımo defi-
nuj́ı jazyk, který systém popisuje.

Úvodem kapitoly budou letmo zmı́něny sekvenčńı automatové systémy. Ve zbytku textu
se zaměř́ıme sṕı̌se na paralelńı a semiparalelńı automatové systémy, které jsou jak z teore-
tického, tak i praktického hlediska pro nás mnohem zaj́ımavěǰśı.

3.1 Sekvenčńı automatové systémy

Sekvenčńı automatové systémy jsou postavené proti teorii CD gramatických systémů. Sys-
tém opět tvoř́ı n-tice komponent, které jsou zde reprezentované automaty, jenž mohou
pracovat nad společnou pamět́ı (zásobńıkem, páskou, apod.). Během jednoho výpočetńıho
kroku provede přechod pouze jedna komponenta. Stejně jako u CD gramatických systémů
je přechod mezi automaty realizován např. neexistenci pravidla pro následuj́ıćı přechod,
předem definovaný počet přechod̊u nad automaty apod.

Definice 3.1.0.4 (n-Sekvenčńı automatový systém (n-SAS))
Necht’ M1, . . . ,Mn ∈ M , kde M je množina všech konečných automat̊u, zásobńıkových
automat̊u, nebo Turingových stroj̊u, I = {1, . . . , n} pro nějaké n ≥ 1 a ∀i ∈ I, Ψi je
přechodová funkce automatu (ekvivalentńıho typu s δi z definice odpov́ıdaj́ıćıho typu auto-
matu) prováděná na pozad́ı. Pak definujeme n-sekvenčńı automatový systém jako:

ϑ = ((M1,Ψ1), . . . , (Mn,Ψn)).

Definice 3.1.0.5 (Konfigurace n-SAS)
Necht’ ϑ = ((M1,Ψ1), . . . , (Mn,Ψn)) je n-SAS nad množinou konečných automat̊u, zásob-
ńıkových automat̊u, nebo Turingových stroj̊u. Pak definujeme konfiguraci n-sekvenčńıho
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automatového systému jako n-tici:

χ = (c1, . . . , cn, ω)|l, kde

• ci, ∀i ∈ {1, . . . , n} pro nějaké n ≥ 1, znač́ı konfiguraci d́ılč́ı komponenty (automatu)
až na vstupńı řetězec,

• ω znač́ı dosud nepřečtenou část vstupńıho řetězce,

• l ∈ {(i, j)|j ∈ (N0 ∪ {∗}) určuje počet krok̊u provedených nad aktivńı komponentou
systému, přičemž ∗ zastupuje význam slova jakýkoliv a i ∈ {1, . . . , n} pro nějaké
n ≥ 1, určuje aktivńı komponentu systému}.

Neformálně řečeno, konfiguraci n-SAS určuj́ı vnitřńı konfigurace d́ılč́ıch komponent
spolu s identifikaćı poč́ıtaj́ıćı komponenty a č́ıtačem provedených krok̊u od jej́ı posledńı
aktivace. U sekvence přechod̊u, v př́ıpadech kdy bude stav l zřejmý z kontextu, se bude
př́ıpona |l často vynechávat.

Definice 3.1.0.6 (Přechod n-SAS)
Necht’ ϑ = ((M1,Ψ1), . . . , (Mn,Ψn)) je n-SAS nad množinou konečných automat̊u, zásob-
ńıkových automat̊u, nebo Turingových stroj̊u. Dále necht’ χ = (c1, . . . , cn, ω)|l a χ′ =
(c′1, . . . , c

′
n, ω′)|l′ jsou dvě konfigurace sekvenčńıho automatového systému, I ∈ {1, . . . , n}

pro nějaké n ≥ 1 a necht’ (ci, ω) `Mi (c′i, ω
′)[ri] alespoň pro jedno i ∈ I, kde ri označuje

použité pravidlo přechodové funkce δi komponenty Mi pro přechod mezi stavy. Pak můžeme
pomoćı komponenty Mi provést přechod n-SAS, zapsáno χ `Mi χ′, přičemž pro j 6= i,
c′j = cj . Nav́ıc pro s ∈ N:

• pokud ri 6∈ Ψ a l = (i, s), pak l′ = (i, s + 1),

• pokud ri ∈ Ψ a l = (i, s), pak l′ = l,

• pokud ri 6∈ Ψ a l = (i′, s), kde i′ 6= i, pak l′ = (i, 1),

• pokud l = (i′, ∗), pak l′ = (i, ∗).

V n-SAS tedy existuj́ı čtyři typy přechod̊u. Prvńı z nich definuje přechod pro př́ıpad,
kdy ho provád́ı již aktivovaná komponenta systému. V př́ıpadě, že použitá přechodová
hrana (pravidlo pro přechod) komponenty neńı zahrnuta v odpov́ıdaj́ıćı funkci Ψi, pro-
vede komponenta přechod spolu s inkrementaćı č́ıtače. Pokud použitou hranu ale funkce
zahrnuje, provede se přechod komponenty, aniž by byl č́ıtač jakkoliv modifikován. Třet́ı z
př́ıpad̊u vypov́ıdá o přechodu, kdy výpočetńı krok provád́ı komponenta odlǐsná od té, co
byla aktivńı v minulém výpočetńım kroku. Tehdy se č́ıtač nuluje a identifikátor aktivńı
komponenty ukazuje na nově aktivovanou komponentu. V některých situaćıch nás bude
zaj́ımat pouze aktivńı komponenta a č́ıtač krok̊u nebude nijak d̊uležitý. V tomto př́ıpadě
se použije posledńı z definovaných typ̊u přechod̊u.

Definice 3.1.0.7 (Sekvence přechod̊u n-SAS)
Sekvence přechod̊u n-SAS je analogická s definićı sekvence přechod̊u zásobńıkového, resp.
konečného automatu.
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Definice 3.1.0.8 (Výpočet n-SAS)
Necht’ ϑ = ((M1,Ψ1), . . . , (Mn,Ψn)) je n-SAS. Pak ∀i ∈ {1, . . . , n} a pro nějaké n ≥ 1
definujeme sekvenci přechod̊u:

• s absenćı hrany, zapsáno `t
Mi

, jako χ1|l `t
Mi

χ2|l iff χ1|l `∗Mi
χ2|l, přičemž neexistuje

žádné χ3|l takové, že χ2|l `Mi χ3|l, kde l = (i, ∗), ∀j ∈ {1, 2, 3}, χj = (cj1 , . . . , cjn , ωj)
a χj|l je konfigurace n-SAS,

• k-krokové, zapsáno `=k
Mi

, jako χ|(i,0) `=k
Mi

χ′|(i,k) iff existuj́ı ω1, . . . , ωm+1 a χ1, . . . , χm+1

takové, že ω = ω1, ω′ = ωm+1, χ = χ1, χ′ = χm+1 a ∀j ∈ {1, . . . ,m}, χj|(i,j) `Mi

χj+1|(i,j′), přičemž j′ ≥ j, m ≥ k, kde ∀j′ ∈ {1, . . . ,m + 1}, χj′ = (cj′1
, . . . , cj′n , ωj′) a

χ′j′|l pro l ∈ {(i, 0), . . . , (i, k)} je konfigurace n-SAS,

• s maximálně k kroky, zapsáno `≤k
Mi

, jako χ|l `≤k
Mi

χ′|l′ iff χ|(i,0) `=k′
Mi

χ′|(i,k′) pro
nějaké k′ ≤ k, přičemž χ|l, χ′|l′ jsou konfigurace n-SAS,

• s minimálně k kroky, zapsáno `≥k
Mi

, jako χ|l `≥k
Mi

χ′|l′ iff χ|(i,0) `=k′
Mi

χ′|(i,k′) pro nějaké
k′ ≥ k, přičemž χ|l, χ′|l′ jsou konfigurace n-SAS.

Každý n-SAS je určen jeho výpočetńım módem. V předchoźı definici jsou popsány čtyři
typy možnost́ı. Prvńı z nich definuje sekvenci přechod̊u s absenci hrany. Je to typ výpočtu,
kde jednotlivé kroky provád́ı komponenta, dokud má k dispozici přechody, které umožňuj́ı
daľśı výpočetńı krok. Pokud hrana pro následuj́ıćı přechod komponenty neexistuje, je akti-
vována daľśı komponenta systému, která ve výpočtu pokračuje. Druhý př́ıpad využ́ıvá př́ımo
č́ıtače systému. Udává, že komponenta provede přesně k krok̊u přes hranu, jež neńı zahr-
nuta v odpov́ıdaj́ıćı funkci Ψi, než se provede přechod. Posledńı dva př́ıpady vypov́ıdaj́ı o
výpočetńım módu, který pouze shora, resp. zdola omezuje počet výpočetńıch krok̊u mimo
krok̊u s absenćı hrany v odpov́ıdaj́ıćı funkci Ψi.

Definice 3.1.0.9 (Jazyky přij́ımané n-SAS)
Necht’ ϑ = ((M1,Ψ1), . . . , (Mn,Ψn)) je n-sekvenčńı automatový systém nad množinou
konečńıch automat̊u, zásobńıkových automat̊u, nebo Turingových stroj̊u. Dále necht’ f ∈ D,
kde D = {∗, t} ∪ {= k,≤ k,≥ k|k ∈ N+}. Pak definujeme:

• jazyk přij́ımaný s-tou komponentou n-SAS jako

L(ϑ)f
s = {ω | (χ, ω) `f

Mi1
(χ1, ω1) `f

Mi2
. . . `f

Mim
(χm, ωm), m ≥ 1, 1 ≤ ij ≤ n,

1 ≤ j ≤ m, ω, ω1, . . . , ωm ∈ Σ∗, ωm ∈ {ε} a Ms řetězec přijal},

• jazyk přij́ımaný celým n-SAS jako

L(ϑ)f
∩ = {ω | (χ, ω) `f

Mi1
(χ1, ω1) `f

Mi2
. . . `f

Mim
(χm, ωm), m ≥ 1, 1 ≤ ij ≤ n,

1 ≤ j ≤ m, ω, ω1, . . . , ωm ∈ Σ∗, ωm ∈ {ε} a ∀i ∈ {1, . . . , n},
Mi řetězec přijal},

přičemž (χ, ω) = ((c10 , . . . , cn0), ω) označuje počátečńı a (χm, ωm) koncovou konfiguraci
n-SAS ϑ.
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Př́ıklad 3.1.0.10
Popis následuj́ıćıho n-SAS:

• ϑ=((M1,Ψ1), (M2,Ψ2)),

• M1,M2 ∈ M , kde M je množina zásobńıkových automat̊u,

• M1 = ({q, q′},Σ, {a, b, A,C, S, ∗,#}, δ1, q, S, {q′}),

• M2 = ({r, r′},Σ, {c, A, B, C, S, ∗}, δ2, r, S, {r′}),

• ∀q1 ∈ {q, q′},∀γ1 ∈ {a, b, A,C, S, ∗,#},∀a ∈ Σ, Ψ1(q1, γ1, a) =< undefined >,

• ∀q2 ∈ {r, r′},∀γ2 ∈ {c, A, B, C, S, ∗},∀a ∈ Σ, Ψ2(q2, γ2, a) =< undefined >,

• Σ = {a, b, c},

• Hrany:

δ1: δ2:
(q, C∗) ∈ δ1(q, S, ε) (r, B∗) ∈ δ2(r, S, ε)
(q, aA) ∈ δ1(q, C, ε) (r, A) ∈ δ2(r, b, ε)
(q, aAb) ∈ δ1(q, A, ε) (r, Bc) ∈ δ2(r, A, ε)
(q, ε) ∈ δ1(q, A, ε) (r, C) ∈ δ2(r, A, b)
(q, ε) ∈ δ1(q, a, a) (r, C) ∈ δ2(r, c, ε)
(q, ε) ∈ δ1(q, b, b) (r, ε) ∈ δ2(r, C, ε)
(q′, ∗) ∈ δ1(q, ∗, ε) (r, ε) ∈ δ2(r, c, c)
(q′, ∗) ∈ δ1(q, ∗, ε) (r′,#) ∈ δ2(r, ∗, c)

(r′,#) ∈ δ2(r, #, ε).

Jazyky, generované n-SAS ϑ1 pak jsou např́ıklad:

• L=2
∩ (ϑ) = L≤2

∩ (ϑ) = {anbncn|n ≥ 1}

• L≥2
∩ (ϑ) = Lt

∩(ϑ) = ∅

• L=2
1 (ϑ) = L≤2

1 (ϑ) = {anbncm|n ≥ 1, 1 ≤ m ≤ n}

• L≥2
1 (ϑ) = {anbncm|n, m ≥ 1}

• L=2
1 (ϑ) = L≤2

1 (ϑ) = {anbmcn|n ≥ 1, 1 ≤ m ≤ n}

• L≥2
1 (ϑ) = ∅
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Nad jazykem L=2
∩ (ϑ) můžeme provést např́ıklad následuj́ıćı výpočet:

(((q, S)(r, S)), aabbcc) `=2
M1

(((q, C∗)(r, S)), aabbcc) `=2
M1

(((q, aA∗)(r, S)), aabbcc)

`=2
M2

(((q, aA∗)(r, B∗)), aabbcc) `=2
M2

(((q, aA∗)(r, A∗)), aabbcc)

`=2
M1

(((q, A∗)(r, A∗)), abbcc) `=2
M1

(((q, aAb∗)(r, A∗)), abbcc)

`=2
M2

(((q, aAb∗)(r, Bc∗)), abbcc) `=2
M2

(((q, aAb∗)(r, Ac∗)), abbcc)

`=2
M1

(((q, Ab∗)(r, Ac∗)), bbcc) `=2
M1

(((q, b∗)(r, Ac∗)), bbcc)
`=2

M2
(((q, b∗)(r, Cc∗)), bcc) `=2

M2
(((q, b∗)(r, Cc∗)), bcc)

`=2
M1

(((q, ∗)(r, Cc∗)), cc) `=2
M1

(((q′, ∗)(r, Cc∗)), cc)
`=2

M2
(((q′, ∗)(r, c∗)), c) `=2

M2
(((q′, ∗)(r′, ∗)), ε)

Tvrzeńı 3.1.0.11
Každý n-CD-gramatický systém tvořený bezkontextovými gramatikami, prováděj́ıćı výpočet
v módu f ∈ {∗, t} ∪ {= k,≤ k,≥ k} a omezený pouze na nejlevěǰśı derivace, lze převést na
ekvivalentńı n-SAS, tvořený zásobńıkovými automaty.

Důkaz:
Vytvořme Algoritmus:

• Vstup: n-CD-gramatický systém ΓCD = (N,T, SΓ, P1, . . . , Pn) derivuj́ıćı v módu
fΓ ∈ {∗, t} ∪ {= k,≤ k,≥ k} omezený pouze na nejlevěǰśı derivace.

• Výstup: n-SAS ϑ = ((M1,Ψ1), (M2,Ψ2), . . . , (Mn,Ψn)) složený ze zásobńıkových
automat̊u poč́ıtaj́ıćıch nad společným zásobńıkem a přij́ımaj́ıćıch s vyprázdněńım
zásobńıku.

• Metoda:

– Pro každé Pi v ΓCD vytvořme Mi následovně:

1. Mi = (Qi,Σ,Γ, δi, qi0 , S, Fi)
2. Qi = {qi},
3. Σ = T , kde T je množina terminálńıch symbol̊u gramatického systému ΓCD,
4. Γ = N ∪ T ,
5. δi,Ψi:

∗ pro všechna pravidla A → α komponenty Pi gramatického systému ΓCD:
i. (q, α) ∈ δi(a,A, ε)
ii. pro každé a ∈ substring(α), kde a ∈ T (q, ε) ∈ δi(q, a, a) a současně

(q, ε) ∈ Ψi(q, a, a),
6. qi0 = qi,
7. S = SΓ,
8. Fi = ∅,

– fΓ = fϑ.

Mějme tedy n-CD-gramatický systém ΓCD = (N,T, SΓ, P1, . . . , Pn) derivuj́ıćı v módu
fΓ ∈ {∗, t}∪{= k,≤ k,≥ k} omezený pouze na nejlevěǰśı derivace a k němu dle předchoźıho
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algoritmu vytvořený n-SAS ϑ = ((M1,Ψ1), . . . , (Mn,Ψn)) nad zásobńıkovými automaty
poč́ıtaj́ıćımi nad společným zásobńıkem a přij́ımaj́ıćımi s vyprázdněńım zásobńıku.

Ukážeme, že A ⇒m ω v módu f , právě když a jen když ((q1, A), . . . , (qn, A), ω) `s

((q1, ε), . . . , (qn, ε), ε) v módu f pro nějaké m, s ≥ 1.
Druhou část tvrzeńı, tj. ”jen když“, dokážeme indukćı pro m. Předpokládejme tedy, že

A ⇒m ω:

• Je-li m = 1 a ω = a1 . . . ak pro k ≥ 0, l, l′ ∈ {1 . . . n} × N a l 6= l′, pak A ⇒m
Pj

ω a

((q1, A), . . . , (qn, A), a1 . . . ak)|l `Mj ((q1, a1 . . . ak), . . . , (qn, a1 . . . ak), a1 . . . ak)|l′

`k
Mj

((q1, ε), . . . , (qn, ε), ε)|l′

• Je-li m > 1 prvńı krok derivace muśı mı́t tvar A ⇒Pj X1 . . . Xk, přičemž Xi ⇒mi xi

pro mi < m, 1 ≤ i ≤ k a x1 . . . xk = ω. Pak pro l, l′ ∈ {1 . . . n} × N a l 6= l′

((q1, A), . . . , (qn, A), ω)|l `Mj ((q1, X1 . . . Xk), . . . , (qn, X1 . . . Xk), ω)|l′

– Je-li Xi = xi : xi ∈ Σ, pak

((q1, Xi), . . . , (qn, Xi), xi)|(j′,s) `Mj′ ((q1, ε), . . . , (qn, ε), ε)|(j′,s)

– Je-li Xi ∈ N , pak indukćı pro derivačńı / přechodový mód f

∗ f ∈ {∗}, pak z induktivńıho předpokladu

((q1, Xi), . . . , (qn, Xi), xi)|l `∗Mj
((q1, ε), . . . , (qn, ε), ε)|l′

∗ f ∈ {t} ∪ {≤ k, = k,≥ k}, z induktivńıho předpokladu Xi ⇒∗ xi, pak je
v uvažovaném módu možné naj́ıt v souladu s f pod-derivaci takovou, že
Xi ⇒∗

Pj′
X ′

i ⇒∗ xi. Potom ale také pro ϑ

((q1, Xi), . . . , (qn, Xi), xi)|l `∗Mj′
((q1, X

′
i), . . . , (qn, X ′

i), xi)|l′

`∗ ((q1, ε), . . . , (qn, ε), ε)|l′′

Odtud je již vidět, že sekvenci levých derivaćı

A ⇒Pj X1 . . . Xk ⇒
m′

1
Pj1

X ′
1X2 . . . Xk ⇒m1 x1X2 . . . Xk ⇒

m′
2

Pj2
. . . ⇒m′

k

Pjk

⇒m′
k

Pjk x1 . . . X ′
k ⇒m′

k x1 . . . xk

odpov́ıdá ńıže uvedená posloupnost

((q1, A), . . . , (qn, A), x1 . . . xk)|l
`Mj ((q1, X1 . . . Xk), . . . , (qn, X1 . . . Xk), x1 . . . xk)|l′

`m′
1

Mj1
((q1, X

′
1X2 . . . Xk), . . . , (qn, X ′

1X2 . . . Xk), x′1x2 . . . xk)|l′1
`m1 ((q1, X2 . . . Xk), . . . , (qn, X2 . . . Xk), x2 . . . xk)|l1

`m′
2

Mj2
. . . `m′

k
M

jk
((q1, X

′
k), . . . , (qn, X ′

k), x
′
k)|l′k

`mk ((q1, ε), . . . , (qn, ε), ε)|lk
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Zbývá dokázat, že pokud ((q1, A), . . . , (qn, A), ω) `s ((q1, ε), . . . , (qn, ε), ε), pak A ⇒+ ω.
Důkaz povedeme opět indukćı pro s.

• Pro s = 1, ω = ε a A → ε je pravidlo v Pj pro nějaké j = 1 . . . n s ohledem na f

• Předpokládejme, že dokazovaná relace plat́ı pro všechna s′ < s. Pak prvńı přechod ϑ
muśı vypadat následovně:

((q1, A), . . . , (qn, A), ω) `Mj ((q1, X1 . . . Xk), . . . , (q1, X1 . . . Xk), ω)

a ((q1, Xi), . . . , (q1, Xi), xi) `m′
i+mi ((q1, ε), . . . , (qn, ε), ε) pro i = 1 . . . k, kde ω =

x1 . . . xk, pak nutně A → X1 . . . Xk je pravidlem z Pj a derivace Xi ⇒+ xi vyplývá z
induktivńıho předpokladu. Je-li Xi ∈ Σ, pak Xi ⇒0 xi.

T́ım pádem

A ⇒Pj X1 . . . Xk ⇒
m′

1
Pj1

X ′
1X2 . . . Xk ⇒m1 x1X2 . . . Xk ⇒

m′
2

Pj2
. . . ⇒m′

k

Pjk

⇒m′
k

Pjk x1 . . . X ′
k ⇒m′

k x1 . . . xk = ω

je levou derivaćı ω z A.

Polož́ıme-li S = A, dostaneme S ⇒+ ω, právě když

((q1, Sϑ), . . . , (qn, Sϑ), ω) `+ ((q1, ε), . . . , (qn, ε), ε).

T́ım pádem tedy L(ΓCD) = Lε(ϑ).

2

Klasické automaty mohou simulovat pouze levé, či pravé derivace, což zp̊usobuje větš́ı
omezenost oproti CD-gramatickým systémům. Abychom dokázali, že sekvenčńı automatový
systém má stejnou popisovaćı schopnost, museli bychom dokázat, že každý CD-gramatický
systém lze převést na ekvivalentńı CD-gramatický systém využ́ıvaj́ıćı pouze levých, resp.
pravých, derivaćı. Problém z̊ustává otevřený. Pravděpodobně ale pro mód f ∈ {t} ∪ {= k,
≤ k,≥ k} plat́ı vztah CFL ⊂ n-SASL ⊆ ET0L pro n > 1, kde CFL je tř́ıda bezkontex-
tových jazyk̊u, n-SASL tř́ıda jazyk̊u popsatelných n-SAS systémem a ET0L je tř́ıda jazyk̊u
generovatelných nějakou ET0L gramatikou.

3.1.1 Využit́ı n-SA systému

Moderńım trendem překladač̊u je snaha o přeṕınáńı mezi jednotlivými metodami syn-
taktické analýzy. Důvod proč kombinovat takové metody spoč́ıvá hlavně ve zjednodušeńı
gramatických pravidel, ve dř́ıvěǰśım odhaleńı syntaktické chyby a v neposledńı řadě i v
šetřeńı se zdroji. Kombinovaná syntaktická analýza otev́ırá ale dveře i do nových oblast́ı,
jako je např́ıklad automatizované odhalováńı plagiát̊u mezi prácemi student̊u, separováńı
d̊uležitých část́ı kód̊u, atd. Chytré metody přeṕınáńı také zajǐst’uj́ı větš́ı vyjadřovaćı schop-
nost přij́ımaných jazyk̊u.

n-SAS lze realizovat např́ıklad pomoćı zásobńıkových a rozš́ı̌rených zásobńıkových auto-
mat̊u, přičemž automaty mohou pracovat i nad stejným zásobńıkem, č́ımž vlastně spolu
vytvář́ı automat s v́ıce ř́ıd́ıćımi hlavami. Takových automat̊u může být v n-SAS přirozeně
i v́ıce. Samotné přeṕınańı mezi metodami se děje podle výpočetńıho módu systému, nad
kterým se překlad spust́ı. Typicky se bude jednat o přeṕınańı s absenćı hrany.

Nástroj tedy velice elegantńım a nenásilným zp̊usobem umožňuje sestavit překladač,
který využ́ıvá pro každou větnou formu jiného zp̊usobu zpracováńı části vstupńıho řetězce.
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3.2 Paralelńı systémy založené na automatech

Přestože pomoćı n-SAS lze simulovat jakýsi paralelńı výpočet, lze brát paralelńı automatové
systémy za logické následovatele sekvenčńıch automatových systémů. Odpadá zde však
výpočetńı mód typu f ∈ {∗, t} ∪ {= k,≤ k,≥ k}. Toto mı́sto nahrad́ı množina takzvaných
aktivačńıch symbol̊u, d́ıky nimž bude celý běh systému ř́ızen. Zde nemá př́ılǐs velký smysl
uvažovat komponenty pracuj́ıćı nad společnou pamět́ı (zásobńıkem, páskou, ap.), přesto i
zde neńı tato možnost nijak zakázána. Je ale nutné si uvědomit možné konflikty vycházej́ıćı
ze sd́ıleńı ”prostředk̊u“.

Definice 3.2.0.1 (Paralelńı automatový systém (n-PAS))
Necht’ M1, . . . ,Mn ∈ M , kde M je množina všech zásobńıkových automat̊u a Act je konečná
množina aktivačńıch symbol̊u. Pak definujeme paralelńı automatový systém (n-PAS) jako:

ϑ = (M1, . . . ,Mn, Act).

Definice 3.2.0.2 (Konfigurace n-paralelńıho systému automat̊u)
Necht’ ϑ = (M1, . . . ,Mn, Act) je n-PAS, kde ∀i ∈ {1, . . . , n} pro nějaké n ≥ 1, Mi =
(Qi,Σ,Γi, δi, si, zi,0, Fi) je zásobńıkový automat. Pak definujeme jeho konfiguraci jako:

χϑ = (c1, . . . , cn, ω)|d , kde:

• ∀i ∈ {1, . . . , n}, ci ∈ Qi × (Γi ∪Act)∗ znač́ı konfiguraci d́ılč́ı komponenty (automatu)
až na vstupńı řetězec,

• d ∈ {1, . . . , n} ∪ {All} znač́ı aktivńı komponentu systému,

• ω ∈ Σ∗ znač́ı dosud nepřečtenou část vstupńıho řetězce.

Definice 3.2.0.3 (Přechod n-paralelńıho systému automat̊u)
Necht’ ϑ = (M1, . . . ,Mn, Act) je n-PAS, kde ∀i ∈ {1, . . . , n} pro nějaké n ≥ 1, Mi =
(Qi,Σ,Γi, δi, si, zi,0, Fi) je zásobńıkový automat přij́ımaj́ıćı v koncovém stavu s vypráz-
dněńım zásobńıku, a dále necht’ χϑ = (c1, . . . , cn, aω)|d a χ′ϑ = (c′1, . . . , c

′
n, ω)|d ′ jsou dvě

konfigurace, přičemž a ∈ Σ ∪ {ε}. Pak definujeme přechod n-paralelńıho automatového
systému ϑ, zapsáno χϑ ` χ′ϑ, následovně:

• Pokud d ∈ {1, . . . , n}, pak ∀j ∈ {1, . . . , n} taková, že j 6= d , c′j = cj . Dále pokud:

a) cd = (qd , ε) a qd ∈ Fd , pak d ′ ∈ {All} a c′d = (q0, zd0), kde zd0 je počátečńı
zásobńıkový symbol a q0 ∈ Qd počátečńı stav komponenty Md ,

b) cd = (qd , zd yd ), kde qd ∈ Qd , yd = {Act,Γd }∗ a zd = Actl, pak c′d = (qd , yd ) a
d ′ = l pro l ∈ {1, . . . , n},

c) jinak, za předpokladu, že plat́ı cd ` c′d , komponenta Md přejde z cd do c′d ,
přičemž d ′ = d ,

• Pokud d ∈ {All} a jestliže:

a) ∀i ∈ {1, . . . , n}, ci = (qi, ziyi), kde qi ∈ Qi, yi = {Act,Γi}∗, zi = Γi ∪ {ε}, a
jestliže ci ` c′i, pak komponenta Mi přejde z ci do c′i, d ′ = d ,

b) pro nějaké i ∈ {1, . . . , n}, ci = (qi, ziyi), kde qi ∈ Qi, yi = {Act,Γi}∗ a zi = Actj ,
pak c′i = (qi, yi). Nav́ıc d ′ = j a ∀k 6= i plat́ı, že c′k = ck.
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Konfiguraci n-PAS tedy tvoř́ı samotné d́ılč́ı konfigurace komponent (mimo vstup), spolu
s definićı jejich aktivit a společným vstupńım řetězcem. V jednu chv́ıli jsou aktivńı bud’
všechny, nebo pouze jeden z automat̊u n-PAS. Pokud výpočet provád́ı všechny komponenty,
pak všechny dělaj́ı výpočetńı krok současně, dle definice jejich přechodových pravidel a to
do chv́ıle, kdy se na vrcholu zásobńıku alespoň jednoho zásobńıkového automatu objev́ı
aktivačńı symbol. V tu chv́ıli se všechny komponenty zablokuj́ı a z̊ustane aktivńı pouze ta,
na niž aktivačńı symbol ukazuje. Ten se následně z vrcholu zásobńıku odstrańı. Aktivńı
komponenta pak provád́ı výpočet, než celý sv̊uj podřetězec v pořádku zpracuje. Tehdy se u
této komponenty nastav́ı opět počátečńı konfigurace a znovu se aktivuj́ı všechny automaty.

Definice 3.2.0.4 (Sekvence přechod̊u n-paralelńıho systému automat̊u)
Necht’ ϑ = (M1, . . . ,Mn, Act) je n-PAS. Dále:

• Necht’ χ je n-PAS konfigurace. Pak řekneme, že ϑ provede nula výpočetńıch krok̊u z
konfigurace χ do konfigurace χ a zapisujeme χ `0 χ.

• Necht’ χ0, χ1, . . . , χk jsou n-PAS konfigurace, přičemž plat́ı, že χi−1 ` χi pro všechna
i = 1, . . . , k. Pak řekneme, že ϑ provede k přechod̊u z konfigurace χ0 do konfigurace
χk a zapisujeme χ0 `k χk.

• Jestliže χ0 `k χk pro libovolné k ≥ 1, pak řekneme, že ϑ netriviálně přejde z konfigu-
race χ0 do konfigurace χk a zapisujeme χ0 `+ χk.

• Jestliže χ0 `k χk pro libovolné k ≥ 0, pak řekneme, že ϑ přejde z konfigurace χ0 do
konfigurace χk a zapisujeme χ0 `∗ χk.

Definice 3.2.0.5 (Dosažitelná konfigurace n-PAS)
Necht’ ϑ = (M1, . . . ,Mn, Act) je n-PAS a necht’ χs = (c1, . . . , cn, ω)|d je počátečńı konfigu-
race a χother = (c′1, . . . , c

′
n, ω′)|d ′ konfigurace n-PAS. Pak o konfiguraci χother řekneme, že

je dosažitelná, pokud χs `∗ χother pro nějaké ω, ω′ ∈ Σ∗.

Definice 3.2.0.6 (Deterministicky ř́ızený n-PAS)
Necht’ ϑ = (M1, . . . ,Mn, Act) je n-PAS. Dále necht’ χs = (c1, . . . , cn, ω)|d je konfigurace ϑ a
funkce fAct(χ) vraćı počet všech komponent ci = (qi, zi) systému, kde zi ∈ {Act(Γi∪Act)∗}
v konfiguraci χ, qi ∈ Qi je stav komponenty systému. Pokud plat́ı pro všechna dosažitelná
χ v ϑ, fAct(χ) ≤ 1, pak n-paralelńı automatový systém nazveme deterministicky ř́ızeným
n-paralelńım systémem (n-DPAS).

Definice 3.2.0.7 (Jazyky přij́ımané n-(D)PAS)
Necht’ ϑ = (M1, . . . ,Mn, Act) je n-(D)PAS, pak definujeme:

• jazyk přij́ımaný prvńı komponentou n-(D)PAS jako:

Lfirst(ϑ) = { ω|ω ∈ Σ∗, (c10 , . . . , cn0 , ω)|All `∗ (c1, . . . , cn, ε)|All,

kde (c10 , . . . , cn0 , ω)|All je počátečńı konfigurace systému,
a M1 vstupńı řetězec přijal. }
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• jazyk sjednoceńı n-(D)PAS jako:

L∪(ϑ) = { ω|ω ∈ Σ∗, (c10 , . . . , cn0 , ω)|All `∗ (c1, . . . , cn, ε)|All,

kde (c10 , . . . , cn0 , ω)|All je počátečńı konfigurace systému,
a alespoň pro jedno i, Mi vstupńı řetězec přijal. }

• jazyk přij́ımaný celým n-(D)PAS jako:

L∩(ϑ) = { ω|ω ∈ Σ∗, (c10 , . . . , cn0 , ω)|All `∗ ((c1, . . . , cn), ε)|All,

kde (c10 , . . . , cn0 , ω)|All je počátečńı konfigurace systému,
a ∀i, Mi vstupńı řetězec přijal. }

Př́ıklad 3.2.0.8 (2-PAS)
Mějme:

• ϑ = (M1,M2, {Act2}),

• M1 = ({q0, q1, q2},Σ, {#, S}, q0, S, δ1, {q2})

• M2 = ({q0, q1, q2, q3},Σ, {#, S}, q0, S, δ2, {q3})

• Σ = {a, b, c}

• Hrany:

δ1: δ2:
(q1, aSbcAct2#) ∈ δ1(q0, S, ε) (q0, aS) ∈ δ2(q0, S, ε)
(q1, ε) ∈ δ1(q1, a, a) (q0, ε) ∈ δ2(q0, a, a)
(q1, aSb) ∈ δ1(q1, S, ε) (q1, bS#) ∈ δ2(q0, S, ε)
(q1, ε) ∈ δ1(q1, S, ε) (q1, ε) ∈ δ2(q1, b, b)
(q1, ε) ∈ δ1(q1, b, b) (q1, Sc) ∈ δ2(q1, S, b)
(q1, ε) ∈ δ1(q1, b, b) (q2, ε) ∈ δ2(q1, S, c)
(q2, ε) ∈ δ1(q1,#, ε) (q2, ε) ∈ δ2(q2, c, c)

(q2, ε) ∈ δ2(q2,#, ε)
(q3, ε) ∈ δ2(q2, S, ε)

ϑ přij́ımá jazyky:

• Lfirst = L∩ = L∪ = {aibici|i ∈ Z+}

Výpočet pro řetězec ”aabbcc“ by byl následuj́ıćı:

((q0, S), (q0, S), aabbcc)|all ` ((q1, aSbcAct2#), (q0, aS), aabbcc)|all `
((q1, SbcAct2#), (q0, S), abbcc)|all ` ((q1, aSbbcAct2#), (q0, aS), abbcc)|all `
((q1, SbbcAct2#), (q0, S), bbcc)|all ` ((q1, bbcAct2#), (q1, bS#), bbcc)|all `

((q1, bcAct2#), (q1, S#), bcc)|all ` ((q1, cAct2#), (q1, Sc#), cc)|all `
((q1, Act2#), (q2, c#), c)|All ` ((q1,#), (q2, c#), c)|All `

((q1,#), (q2,#), ε)|2 ` ((q1,#), (q2, ε), ε)|2 `
((q1,#), (q2, S), ε)|All ` ((q2, ε), (q3, ε), ε)|All
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Kapitola 4

Multipřij́ımaćı automatové
systémy

V této kapitole se zaměř́ıme na tzv. multipřij́ımaćı automatové systémy. Jde o semipara-
lelńı, speciálně o paralelńı, či sekvenčńı automatové systémy složené z konečných automat̊u,
zásobńıkových automat̊u, č́ı Turingových stroj̊u. Ty jsou ř́ızené pomoćı množiny stavových,
či pravidlových aktivátor̊u, které určuj́ı spouštěńı a pozastavováńı d́ılč́ıch automat̊u auto-
matového systému.

4.1 Multipřij́ımaćı, stavem ř́ızený, automatový systém

Multipřij́ımaćı, stavem ř́ızený, automatový systém je prvńım z popisovaných multipři-
j́ımaćıch systémů. Skládá se z n automat̊u, které budeme opět nazývat komponentami
systému automat̊u, a konečné množiny (de)aktivačńıch, stavem ř́ızených, pravidel systému
automat̊u. V každém kroku se ověř́ı existence pravidla pro změnu aktivit automat̊u. Po-
kud takové pravidlo v systému existuje, pak je aplikováno společně s výpočetńım kro-
kem systému. V opačném př́ıpadě z̊ustává režim výpočtu systému automat̊u totožný s
předchoźım režimem. Tedy, d́ılč́ı automaty, které jsou aktivńı, z̊ustávaj́ı aktivńı i po apli-
kaci následného výpočetńıho kroku systému. To stejné plat́ı i pro neaktivńı komponenty.
Následuj́ıćı definice se budou týkat pouze multipřij́ımaćıch automatových systémů složených
výhradně ze zásobńıkových automat̊u. Definice systému pro konečné automaty, Turingovy
stroje, či jiné typy automat̊u by byla analogická.

Definice 4.1.0.9 (n-Přij́ımaj́ıćı, stavem ř́ızený, AS (n-MAS))
Necht’ I = I(n) pro nějaké n ≥ 1. Dále necht’ ∀i ∈ I, Mi = (Qi,Σ,Γi, δi, si, zi,0, Fi) je
zásobńıkovým automatem. Pak definujeme n-přij́ımaj́ıćı, stavem ř́ızený, automatový systém
(n-MAS), jako:

ϑ = (M1, . . . ,Mn,Ψ, S), kde:

• Ψ je konečná množina přeṕınaćıch pravidel tvaru (q1, q2, . . . , qn) → (d1, d2, . . . , dn),
kde ∀i ∈ I:

– qi ∈ Qi

– di ∈ {e, d}, přičemž

∗ e znač́ı aktivńı (enable) komponentu automatového systému
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∗ d znač́ı neaktivńı (disable) komponentu automatového systému

• S je n-tice (d 0
1 , . . . , d 0

n ) a znač́ı počátečńı aktivitu komponent n-MAS.

Definice 4.1.0.10 (Multikonfigurace n-MAS)
Necht’ ϑ = (M1, . . . ,Mn,Ψ, S), kde ∀i ∈ I, Mi = (Qi,Σ,Γi, δi, si, zi,0, Fi) pro I = I(n) a
nějaké n ≥ 1, je n-MAS. Pak definujeme multikonfiguraci jako n-tici

χ = (xd1
1 , . . . , xdn

n ), kde ∀i ∈ I:

• xi = (qi, zi, ωi) ∈ Qi × Γ∗i × Σ∗,

• di ∈ {d, e}, přičemž horńı index di, resp. ei označuje konfiguraci neaktivńı, resp.
aktivńı komponentu Mi z n-MAS,

• ωi ∈ Σ∗ znač́ı dosud nezpracovanou část vstupńıho řetězce.

Definice 4.1.0.11 (Přechod v n-MAS)
Necht’ I = I(n) pro nějaké n ≥ 1 a necht’ ϑ = (M1, . . . ,Mn,Ψ, S) je n-MAS, ∀i ∈ I,
Mi = (Qi,Σ,Γi, δi, si, zi,0, Fi). Dále:

• Mějme dvě n-MAS multikonfigurace

– χ = ((q1, z1, a1ω1)d1 , (q2, z2, a2ω2)d2 , . . . , (qn, zn, anωn)dn),

– χ′ = ((q′1, z
′
1, ω

′
1)

d ′
1 , (q′2, z

′
2, ω

′
2)

d ′
2 , . . . , (q′n, z′n, ω′n)d ′

n),

přičemž ∀i ∈ I:

– qi, q
′
i ∈ Qi; zi, z

′
i ∈ Γ∗i ; di, d ′i ∈ {e, d}

– ωi, ω
′
i ∈ Σ∗, ai ∈ Σ ∪ {ε}

– (g′i, z
′
i) ∈ δi(qi, zi, ai) ∀i, pro která di = e.

Pak můžeme provést přechod z multikonfigurace χ do χ′, zapsáno χ ` χ′, přičemž plat́ı:

• ∀j ∈ I, pro která plat́ı dj = d, q′j = qj a ω′j = ajωj ,

• ∀j ∈ I, pro která plat́ı dj = e, q′j ∈ Qj a ω′j = ωj .

• Pokud (q′1, . . . , q
′
n) → (e1, . . . , en) ∈ Ψ, kde ek ∈ {e, d} pro všechna k ∈ I, pak d ′k = ek,

• Pokud ∀(e1, . . . , en) ∈
n×︷ ︸︸ ︷

{e, d} × . . .× {e, d} : (q′1, . . . , q
′
n) → (e1, . . . , en) 6∈ Ψ, pak pro

všechna k ∈ I : d ′k = dk.

Definice 4.1.0.12 (Sekvence přechod̊u v n-MAS)
Necht’ ϑ = (M1, . . . ,Mn,Ψ, S) je n-MAS. Dále:

• Necht’ χ je n-MAS multikonfigurace. Pak řekneme, že ϑ provede nula výpočetńıch
krok̊u z multikonfigurace χ do multikonfigurace χ a zapisujeme χ `0 χ.

• Necht’ χ0, χ1, . . . , χk jsou n-MAS multikonfigurace, přičemž plat́ı, že χi−1 ` χi pro
všechna i ∈ I(k) pro nějaké k ≥ 1. Pak řekneme, že ϑ provede k přechod̊u z multi-
konfigurace χ0 do multikonfigurace χk a zapisujeme χ0 `k χk.
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• Jestliže χ0 `k χk pro libovolné k ≥ 1, pak řekneme, že ϑ netriviálně přejde z multi-
konfigurace χ0 do multikonfigurace χk a zapisujeme χ0 `+ χk.

• Jestliže χ0 `k χk pro libovolné k ≥ 0, pak řekneme, že ϑ přejde z multikonfigurace χ0

do multikonfigurace χk a zapisujeme χ0 `∗ χk.

Definice 4.1.0.13 (n-Přij́ımaj́ıćı deterministicky stavem ř́ızený AS (n-DMAS))
Necht’ I = I(n) pro nějaké n ≥ 1 a necht’ ϑ = (M1, . . . ,Mn,Ψ, S) je n-MAS. Dále ∀i ∈ I,

Mi = (Qi,Σ,Γi, δi, si, zi,0, Fi) a nav́ıc ∀(q1, . . . , qn) ∈
n×︷ ︸︸ ︷

Q1 × . . .×Qn plat́ı:

(((q1, . . . , qn) → (d1, . . . , dn)) ∈ Ψ
∧((q1, . . . , qn) → (d ′1, . . . , d ′n)) ∈ Ψ)

⇒ ∀i ∈ I, di = d ′i .

Pak řekneme, že ϑ je deterministicky stavem ř́ızený automatový systém.

Definice 4.1.0.14 (n-MAS s plně definovaným ř́ızeńım)
Necht’ I = I(n) pro nějaké n ≥ 1 a necht’ ϑ = (M1, . . . ,Mn,Ψ, S) je n-MAS, kde ∀i ∈ I,
Mi = (Qi,Σ,Γi, δi, si, zi,0, Fi) je zásobńıkový automat. n-MAS ϑ nazveme n-MAS s plně
definovaným ř́ızeńım, pokud ∀(q1, . . . , qn) ∈ Q1 × . . .×Qn, (q1, . . . , qn) → (d1, . . . , dn) ∈ Ψ
pro di ∈ {d, e}.

Definice 4.1.0.15 (n-MAS multi-jazyky)
Necht’ I = I(n) pro nějaké n ≥ 1 a necht’ ϑ = (M1, . . . ,Mn,Ψ, S) je n-MAS, kde ∀i ∈ I,
Mi = (Qi,Σ,Γi, δi, si, zi,0, Fi) je zásobńıkový automat přij́ımaj́ıćı v koncovém stavu1. Dále
necht’

• χ0 = ((q1, z1, ω1)d1 , . . . , (qn, zn, ωn)dn) je jeho počátečńı a

• χf = ((q′1, z
′
1, ε)

d ′
1 , . . . , (q′n, z′n, ε)d ′

n) jeho koncová

n-MAS multikonfigurace, kde ∀i ∈ I:

• qi, q
′
i ∈ Qi, zi, z

′
i ∈ Γ∗,

• di, d ′1 ∈ {d, e},

• ω, ωi ∈ Σ∗.

Pak definujeme n-MAS multi-jazyk:

• prvńı komponenty:

n-Lfirst(ϑ) = {(ω1, . . . , ωn)|χ0 `∗ χf ; q1 ∈ F1}

• sjednoceńı:

n-L∪(ϑ) = {(ω1, . . . , ωn)|χ0 `∗ χf ; q′j ∈ Fj alespoň pro jedno j ∈ I}
1 Pro zásobńıkové automaty přij́ımaj́ıćı s vyprázdněńım zásobńıku, nebo s v koncovém stavu s

vyprázdněńım zásobńıku je definice analogická.
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• pr̊uniku:

n-L∩(ϑ) = {(ω1, . . . , ωn)|χ0 `∗ χf ; q′j ∈ Fj pro všechna j ∈ I}

• konkatenace:

Lconcat(ϑ) = {ω1ω2 . . . ωn|χ0 `∗ χf ; q′j ∈ Fj pro všechna j ∈ I}

Je zřejmé, že n-multipřij́ımaćı automatové systémy budou přij́ımat n-multi-jazyky, které
jsou definovány dle režimu přijet́ı. Snadno lze přij́ımat multipřij́ımaćım automatovým sys-
témem i jednoduché jazyky, jež budou tvořeny r̊uznými operacemi nad přij́ımanými ”n-
řetězci“.

Nejdř́ıve budeme uvažovat speciálńı př́ıpad n-MAS multijazyku, kdy všechny vstupńı
řetězce n-tice jsou v počátečńı konfiguraci shodné. Výslednému jazyku pak budeme ř́ıkat
jazyk omezeného n-MAS systému.

Definice 4.1.0.16 (Jazyk omezeného n-MAS systému)
Necht’ I = I(n) pro nějaké n ≥ 1 a necht’ ϑ = (M1, . . . ,Mn,Ψ, S) je n-MAS, kde ∀i ∈ I,
Mi = (Qi,Σ,Γi, δi, si, zi,0, Fi) je zásobńıkový automat přij́ımaj́ıćı v koncovém stavu. Dále
necht’

• χ0 = ((q1, z1, ω)d1 , . . . , (qn, zn, ω)dn) je jeho počátečńı a

• χf = ((q′1, z
′
1, ε)

d ′
1 , . . . , (q′n, z′n, ε)d ′

n) jeho koncová

n-MAS multikonfigurace, kde ∀i ∈ I:

• qi, q
′
i ∈ Qi, zi, z

′
i ∈ Γ∗,

• di, d ′1 ∈ {d, e},

• ω ∈ Σ∗.

Pak definujeme jazyk omezeného n-MAS systému:

• prvńı komponenty:
Lfirst1(ϑ) = {ω|χ0 `∗ χf ; q1 ∈ F1}

• sjednoceńı:

L∪1(ϑ) = {ω|χ0 `∗ χf ; q′j ∈ Fj alespoň pro jedno j ∈ I}

• pr̊uniku:

L∩1(ϑ) = {ω|χ0 `∗ χf ; q′j ∈ Fj pro všechna j ∈ I}

Obecně lze definovat jazyky pomoćı operaćı nad tzv. multǐretězci, které zde bude za-
stoupeny n-tićı řetězc̊u.

Definice 4.1.0.17 (n-multǐretezec)
Necht’ Σ je abeceda a necht’ ω1, . . . ωn ∈ Σ∗ pro nějaké n > 1, pak n-multiřetězcem nazveme
n-tici (ω1, . . . , ωn).
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Definice 4.1.0.18 (Operace n-konkatenace, n-sjednoceńı, n-prvńı nad n-multǐretězci)
Necht’ I = I(n) pro nějaké n ≥ 1 a necht’ ϑ = (M1, . . . ,Mn,Ψ, S) je n-MAS, kde ∀i ∈ I,
Mi = (Qi,Σ,Γi, δi, si, zi,0, Fi) je zásobńıkový automat. Dále necht’ ω1, . . . , ωn ∈ Σ. Pak
můžeme definovat operace:

• n-konkatenaci multiřetězce jako msconcat((ω1, . . . , ωn)) = ω1 . . . ωn,

• n-sjednoceńı multiřetězce jako msunion((ω1, . . . , ωn)) = {ω1, . . . , ωn},

• n-prvńı nad multǐretěcem jako msfirst((ω1, . . . , ωn)) = ω1.

Definice 4.1.0.19 (Operace n-konkatenace, n-sjednoceńı, n-prvńı nad n-jazyky)
Necht’ I = I(n) pro nějaké n ≥ 1 a necht’ ϑ = (M1, . . . ,Mn,Ψ, S) je n-MAS, kde ∀i ∈
I, Mi = (Qi,Σ,Γi, δi, si, zi,0, Fi) je zásobńıkový automat. Dále necht’ ω1, . . . , ωn ∈ Σ a
(ω1, . . . , ωn) ∈ n-Lx(ϑ) pro nějaké x ∈ {first,∩,∪}. Pak můžeme nad n-multijazyky defi-
novat jazyky:

• n-konkatenace jako msconcat(n-Lx(ϑ))={ω1 . . . ωn| (ω1, . . . , ωn) ∈ n-Lx(ϑ)},

• n-sjednoceńı jako msunion(n-Lx(ϑ)) = {ω1, . . . , ωn| (ω1, . . . , ωn) ∈ n-Lx(ϑ)},

• n-prvńı nad n-multijazykem jako msfirst(n-Lx(ϑ)) = {ω1| (ω1, . . . , ωn) ∈ n-Lx(ϑ)}.

Př́ıklad 4.1.0.20 (2-MAS)
Mějme:

• ϑ = (M1,M2,Ψ, (e, e)),

• M1 = ({q0, q1, q2},Σ, {#, ∗, B}, q0,#, δ1, {q2})

• M2 = ({q0, q1, q2},Σ, {#, ∗, B}, q0,#, δ2, {q2})

• Σ = {a, b, c}

• Hrany:

δ1: δ2:
(q0, ∗) ∈ δ1(q0,#, a) (q0#) ∈ δ2(q0,#, a)
(q0, ∗B) ∈ δ1(q0, ∗, a) (q0, ∗) ∈ δ2(q0,#, b)
(q0, BB) ∈ δ1(q0, B, a) (q0, ∗B) ∈ δ2(q0, ∗, b)
(q1, ε) ∈ δ1(q0, B, b) (q0, BB) ∈ δ2(q0, B, b)
(q1, ε) ∈ δ1(q1, B, b) (q1, ε) ∈ δ2(q0, B, c)
(q1, ε) ∈ δ1(q1, ∗, b) (q1, ε) ∈ δ2(q1, B, c)
(q1, ε) ∈ δ1(q0, ∗, b) (q1, ε) ∈ δ2(q1, ∗, c)
(q2, ε) ∈ δ1(q1, ε, c) (q2, ε) ∈ δ2(q0, ∗, c)
(q2, ε) ∈ δ1(q2, ε, c)

• Ψ = {(r, r′) → (d, d)|(r, r′) 6∈ {(q0, q0), (q1, q0), (q1, q1), (q2, q1), (q2, q2)}}

ϑ pak pro ω1 = ω2 ∈ Σ∗ přij́ımá jazyky:

• Lfirst1 = {aibicj |i ∈ N+, j ∈ N}
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• L∩1 = {aibici|i ∈ N+}

• L∪1 = {aibicj |ajbici : i ∈ N+, j ∈ N}

Předchoźı př́ıklad naznačuje, že multipřij́ımaćı automatové systémy složené ze zásob-
ńıkových automat̊u, jsou schopné elegantńım zp̊usobem zpracovávat kontextové jazyky.
Přesto, že se mi doposud nepodařilo dokázat, že takovéto systémy dosahuj́ı śıly Turingova
stroje, jsem o tomto tvrzeńı přesvědčen.

Velmi zaj́ımavé je ale pozorováńı chováńı multipřij́ımaćıho systému konečných auto-
mat̊u. Pod́ıvejme se na následuj́ıćı př́ıklad.

Př́ıklad 4.1.0.21 (3-MAS)
Mějme 3-multipřij́ımaćı automatový systém konečných automat̊u:

• ϑ = (M1,M2,M3,Ψ, (e, e, e)),

• M1 = (Q1, {a, b, c}, δ1, s1, {ok1})

• M2 = (Q2, {a, b, c}, δ2, s2, {ok2})

• M3 = (Q3, {a, b, c}, δ2, s3, {ok3})

• hrany:

– M1 :

s1 b1 c1

ok1

a

b, c
b, c

b, c

a

a

b, c

ε

ε

– M2 :

s2 b2 c2

ok2

b

a, c
a, c

a, c

b

b

a, c

ε

ε

– M3 :

s3 b3 c3

ok3

c

a, b
a, b

a, b

c

c

a, b

ε

ε
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• P = {(s1, s2, s3) → (e, e, e), (b1, s2, s3) → (d, e, e), (s1, b2, s3) → (e, d, e), (s1, s2, b3) →
(e, e, d), (b1, b2, s3) → (d, d, e), (b1, s2, b3) → (d, e, d), (s1, b2, b3) → (e, d, d), (b1, b2, b3)
→ (e, e, e), (ok1, c2, c3) → (d, e, e), (ok1, ok2, c3) → (d, d, e), (c1, ok2, c3) → (e, d, e),
(c1, ok2, ok3) → (e, d, d), (ok1, c2, ok3) → (d, e, d)}

• Ψ = P ∪ {(q1, q2, q3) → (d, d, d)|q1 ∈ Q1, q2 ∈ Q2, q3 ∈ Q3, kde (q1, q2, q3) →
(a1, a2, a3) 6∈ P ;∀(a1, a2, a3) ∈ {e, d} × {e, d} × {e, d}}

Je snadné ukázat, že např. unárně definovaný jazyk pr̊uniku je pak definován jako

L∩1(ϑ) = {ω : |ω|a = |ω|b = |ω|c, }

nebo obecně
L∩(ϑ) = {(ω1, . . . , ωn) : |ω1|a = |ω2|b = |ω3|c, }

Pomoćı n-MAS nad konečnými automaty jsme schopni rozhodovat o př́ıslušnosti řetězc̊u
jazyk̊u, určených vzájemnou korespondenćı symbol̊u abecedy. Některé Dickovy jazyky však
dělaj́ı n-MAS konečných automat̊u problémy. Je nutné vźıt na vědomı́, že konečné automaty
nemaj́ı k dispozici žádnou pamět’. Nebudou tedy v uvažovaném systému schopny rozhodovat
např́ıklad o jazyku daným předpisem L = {wwR| w ∈ Σ∗}, což je typický bezkontextový ja-
zyk. Tř́ıda bezkontextových jazyk̊u a jazyk̊u daných n-MAS systémem konečných automat̊u
pro nějaké n > 1 jsou tedy nesrovnatelné.

4.2 Multipřij́ımaćı automatový přechodem ř́ızený systém

Multipřij́ımaćı, přechodem ř́ızený, automatový systém je logickou alternativou k popsanému
multipřij́ımaćımu, stavem ř́ızenému, automatovému systému. Opět se skládá z n automat̊u
(komponent) a konečné množiny (de)aktivačńıch, tentokrát přechodem ř́ızených, pravidel
systému automat̊u. V každém kroku se ověřuje existence pravidla pro změnu aktivit auto-
mat̊u. Pokud takové pravidlo v systému existuje, pak je stejně, jako u předchoźıho systému,
aplikováno společně s výpočetńım krokem systému. I zde se budou definice týkat výhradně
multipřij́ımaćıch automatových systémů složených ze zásobńıkových automat̊u, s vědomı́m,
že definice systému pro konečné automaty, nebo Turingovy stroje, popř́ıpadě využ́ıvaj́ıćı
kombinaci r̊uzných stroj̊u (automat̊u), by byla analogická.

Definice 4.2.0.22 (n-Přij́ımaj́ıćı přechodem ř́ızený AS (n-MAT))
Necht’ I = I(n) pro nějaké n ≥ 1. Dále necht’ ∀i ∈ I, Mi = (Qi,Σ,Γi, δi, si, zi,0, Fi)
je zásobńıkovým automatem. Pak definujeme n-přij́ımaćı, přechodem ř́ızený automatový
systém jako (n + 2)-tici:

ϑ = (M1, . . . ,Mn,Ψ, S), kde ∀i ∈ I:

• Mi = (Qi,Σ,Γi, δi, si, zi,0, Fi) je zásobńıkový automat,

• Ψ je konečná množina přeṕınaćıch pravidel tvaru (r1, . . . , rn) → (d1, . . . , dn), kde
∀j ∈ I:

– rj ∈ {(qj , q
′
j , a, γj , ωj) | ((q′j , ωj) ∈ δj(qj , γj , a)) : qj , q

′
j ∈ Qj , ωj ∈ Γ∗j , γj ∈

Γj ∪ {ε}, a ∈ Σ ∪ {ε}} ∪ {l},
– dj ∈ {e, d}, přičemž
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∗ e znač́ı aktivńı komponentu automatového systému
∗ d znač́ı neaktivńı (blokovanou) komponentu automatového systému

• S je n-tice (d 0
1 , d 0

2 , . . . , d 0
n ) a znač́ı počátečńı aktivitu komponent n-MAT.

Definice 4.2.0.23 (Multikonfigurace n-MAT)
Necht’ ϑ = (M1, . . . ,Mn,Ψ, S), kde ∀i ∈ I, Mi = (Qi,Σ,Γi, δi, si, zi,0, Fi) pro I = I(n) a
nějaké n ≥ 1, je n-MAT. Pak definujeme multikonfiguraci jako n-tici

χ = (xd1
1 , . . . , xdn

n ) , kde ∀i ∈ I:

• xi = (qi, zi, ωi) ∈ Qi × Γ∗i × Σ∗,

• di ∈ {d, e}, přičemž horńı index di, resp. ei označuje konfiguraci neaktivńı, resp.
aktivńı komponentu Mi z n-MAT,

• ωi ∈ Σ∗ znač́ı dosud nezpracovanou část vstupńıho řetězce.

Definice 4.2.0.24 (Přechod v n-MAT)
Necht’ I = I(n) pro nějaké n ≥ 1 a necht’ ϑ = (M1, . . . ,Mn,Ψ, S) je n-MAT, ∀i ∈ I,
Mi = (Qi,Σ,Γi, δi, si, zi,0, Fi). Dále:

• Mějme dvě n-MAT multikonfigurace

– χ = ((q1, z1, a1ω1)d1 , . . . , (qn, zn, anωn)dn),

– χ′ = ((q′1, z
′
1, ω

′
1)

d ′
1 , . . . , (q′n, z′n, ω′n)d ′

n),

přičemž ∀i ∈ I:

– qi, q
′
i ∈ Qi; zi, z

′
i ∈ Γ∗i ; di, d ′i ∈ {e, d}

– ωi, ω
′
i ∈ Σ∗, ai ∈ Σ ∪ {ε}

– (g′i, z
′
i) ∈ δi(qi, zi, ai) ∀i, pro která di = e.

Pak můžeme provést přechod z multikonfigurace χ do χ′, zapsáno χ ` χ′, přičemž plat́ı:

• ∀j ∈ I, pro která plat́ı, že dj = d, q′j = qj a ω′j = ajωj ,

• ∀j ∈ I, pro která plat́ı, že dj = e, q′j ∈ Qj a ω′j = ωj .

• Pokud ∀j ∈ I : rj ∈ {(qj , q
′
j , aj , zj , z

′
j)| (g′j , z

′
j) ∈ δi(qj , zj , aj)} ∪ {l} ∧ ((rj ∈ {l}) ⇔

(dj = d)) plat́ı, že (r′1, . . . , r
′
n) → (e1, . . . , en) ∈ Ψ, kde ek ∈ {e, d} pro všechna k ∈ I,

pak d ′k = ek,

• Pokud ∀j ∈ I, rj ∈ {(qj , q
′
j , aj , zj , z

′
j)| (g′j , z

′
j) ∈ δi(qj , zj , aj)} ∪ {l} ∧ ((rj ∈ {l}) ⇔

(dj = d)) plat́ı, že ∀(e1, . . . , en) ∈
n×︷ ︸︸ ︷

{e, d} × . . .× {e, d} : (r′1, . . . , r
′
n) → (e1, . . . , en) 6∈ Ψ,

kde ek ∈ {e, d} pro všechna k ∈ I, pak d ′k = dk.

Definice 4.2.0.25 (Sekvence přechod̊u v n-MAT)
Necht’ ϑ = (M1, . . . ,Mn,Ψ, S) je n-MAT. Dále:

• Necht’ χ je n-MAS multikonfigurace. Pak řekneme, že ϑ provede nula výpočetńıch
krok̊u z multikonfigurace χ do multikonfigurace χ a zapisujeme χ `0 χ.

36



• Necht’ χ0, χ1, . . . , χk jsou n-MAT multikonfigurace, přičemž plat́ı, že χi−1 ` χi pro
všechna i ∈ I(k) pro nějaké k ≥ 1. Pak řekneme, že ϑ provede k přechod̊u z multi-
konfigurace χ0 do multikonfigurace χk a zapisujeme χ0 `k χk.

• Jestliže χ0 `k χk pro libovolné k ≥ 1, pak řekneme, že ϑ netriviálně přejde z multi-
konfigurace χ0 do multikonfigurace χk a zapisujeme χ0 `+ χk.

• Jestliže χ0 `k χk pro libovolné k ≥ 0, pak řekneme, že ϑ přejde z multikonfigurace χ0

do multikonfigurace χk a zapisujeme χ0 `∗ χk.

Definice 4.2.0.26 (n-přij́ımaj́ıćı deterministicky přechodem ř́ızený AS (n-DMAT))
Necht’ I = I(n) pro nějaké n ≥ 1 a necht’ ϑ = (M1, . . . ,Mn,Ψ, S) je n-MAS. Dále
∀(r1, . . . , rn), kde ∀j ∈ I : rj ∈ {(qj , q

′
j , a, γj , ωj)| ((q′j , ωj) ∈ δj(qj , γj , aj)), qj , q

′
j ∈ Qj , ωj ∈

Γ∗j , γj ∈ Γj ∪ {ε}, aj ∈ Σ ∪ {ε}} ∪ {l}, plat́ı:

((r1, . . . , rn) → (d1 . . . , dn)) ∈ Ψ
∧((r1, . . . , rn) → (d ′1, . . . , d ′n)) ∈ Ψ

⇒ di = d ′i ; ∀i ∈ I.

Pak řekneme, že ϑ je deterministicky přechodem ř́ızený automatový systém.

Definice 4.2.0.27 (n-MAT s plně definovaným ř́ızeńım)
Necht’ I = I(n) pro nějaké n ≥ 1 a necht’ ϑ = (M1, . . . ,Mn,Ψ, S) je n-MAS, kde ∀i ∈
I, Mi = (Qi,Σ,Γi, δi, si, zi,0, Fi) je zásobńıkový automat. n-MAT ϑ nazveme n-MAT
s plně definovaným ř́ızeńım, pokud ∀(r1, . . . , rn) ∈ R1 × . . . × Rn, kde ∀i ∈ I, Ri =
{(qi, q

′
i, a, γi, ωi)| qi, q

′
i ∈ Qi, a ∈ Σ ∪ {ε}, γi ∈ Γi ∪ {ε}, ωi ∈ Σ∗}, (r1, . . . , rn) →

(d1, . . . , dn) ∈ Ψ pro di ∈ {d, e}.

Definice 4.2.0.28 (n-MAT n-multijazyky a jazyky)
Jazyky, resp. n-multijazyky jsou definované analogicky s definićı jazyk̊u, resp. n-multijazyk̊u
nad n-MAS systémy.

Př́ıklad 4.2.0.29 (2-MAT)
Mějme:

• ϑ = (M1,M2,Ψ, (e, e)),

• M1 = ({q0, q1, q2},Σ, {#, ∗, B}, q0,#, δ1, {q2})

• M2 = ({q0, q1, q2},Σ, {#, ∗, B}, q0,#, δ2, {q2})

• Σ = {a, b, c}

• Hrany:

δ1:
r1 = (q0, q0, a,#, ∗) pro (q0, ∗) ∈ δ1(q0,#, a)
r2 = (q0, q0, a, ∗, ∗B) pro (q0, ∗B) ∈ δ1(q0, ∗, a)
r3 = (q0, q0, a, B, BB) pro (q0, BB) ∈ δ1(q0, B, a)
r4 = (q0, q1, b, B, ε) pro (q1, ε) ∈ δ1(q0, B, b)
r5 = (q1, q1, b, B, ε) pro (q1, ε) ∈ δ1(q1, B, b)

37



r6 = (q1, q1, b, ∗, ε) pro (q1, ε) ∈ δ1(q1, ∗, b)
r7 = (q0, q1, b, ∗, ε) pro (q1, ε) ∈ δ1(q0, ∗, b)
r8 = (q1, q2, c, ε, ε) pro (q2, ε) ∈ δ1(q1, ε, c)
r9 = (q2, q2, c, ε, ε) pro (q2, ε) ∈ δ1(q2, ε, c)

δ2:
r1 = (q0, q0, a,#,#) pro (q0#) ∈ δ2(q0,#, a)
r2 = (q0, q0, b,#, ∗) pro (q0, ∗) ∈ δ2(q0,#, b)
r3 = (q0, q0, b, ∗, ∗B) pro (q0, ∗B) ∈ δ2(q0, ∗, b)
r4 = (q0, q0, b, B,BB) pro (q0, BB) ∈ δ2(q0, B, b)
r5 = (q0, q1, c, B, ε) pro (q1, ε) ∈ δ2(q0, B, c)
r6 = (q0, q0, c, B, ε) pro (q1, ε) ∈ δ2(q1, B, c)
r7 = (q0, q0, c, ∗, ε) pro (q1, ε) ∈ δ2(q1, ∗, c)
r8 = (q0, q0, c, ∗, ε) pro (q2, ε) ∈ δ2(q0, ∗, c)

• P = ({r1, r2, r3, r4, r5, r6, r7} × {r1, r2, r3, r4}) ∪ ({r5, r6, r7, r8, r9} × {r5, r6, r7}) ∪
({r8, r9} × {r8})

• Ψ = {(r, r′) → (d, d)|(r, r′) 6∈ P}

ϑ pak pro ω1 = ω2 ∈ Σ∗ přij́ımá jazyky:

• Lfirst1 = {aibicj |i ∈ N+, j ∈ N}

• L∩1 = {aibici|i ∈ N+}

• L∪1 = {aibicj |ajbici : i ∈ N+, j ∈ N}

Z předchoźıho př́ıkladu (tj. 4.2.0.29 a z př́ıkladu 4.1.0.20 lze snadno vypozorovat, že se
ř́ızeńı pouze přesunulo ze stav̊u na přechodové hrany, které do stav̊u vstupuj́ı, nebo z něj
vystupuj́ı. To bylo zcela postačuj́ıćı k tomu, aby jazyky, přij́ımané automatovým systémem z
př́ıkladu 4.1.0.20, byly ekvivalentńı jazyk̊um odpov́ıdaj́ıćıch mód̊u předešlého př́ıkladu. Lépe
lze vidět závislost mezi multipř́ıj́ımaj́ıćımi automatovými systémy v následuj́ıćım př́ıkladu.
Pro přehlednost zde budou některé přechodové hrany, lǐśıćı se pouze čteným vstupńım
symbolem, označeny za shodnou.

Př́ıklad 4.2.0.30 (3-MAT)
Mějme 3-multipřij́ımaćı automatový systém konečných automat̊u:

• ϑ = (M1,M2,M3Ψ, (e, e, e)),

• M1 = (Q1, {a, b, c}, δ1, s1, {ok1})

• M2 = (Q2, {a, b, c}, δ2, s2, {ok2})

• M3 = (Q3, {a, b, c}, δ2, s3, {ok3})

• hrany:
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– M1 :

s1 b1 c1

ok1

[r1] : a
[r2] : b, c

[r3] : b, c

[r4] : b, c

[r5] : a

[r6] : a

[r7] : b, c

[r8] : ε

[r9] : ε

– M2 :

s2 b2 c2

ok2

[r1] : b
[r2] : a, c

[r3] : a, c

[r4] : a, c

[r5] : b

[r6] : b

[r7] : a, c

[r8] : ε

[r9] : ε

– M3 :

s3 b3 c3

ok3

[r1] : c
[r2] : a, b

[r3] : a, b

[r4] : a, b

[r5] : c

[r6] : c

[r7] : a, b

[r8] : ε

[r9] : ε

• Ψ :

– P = {(p1, p2, p3) → (d1, d2, d3)|∀i ∈ {1, 2, 3} : pi ∈ {r1, r2, r4, r5} ∧ ∃j ∈ {1, 2, 3} :
pj ∈ {r2, r4} ∧ ∀k = 1, 2, 3 : pk ∈ {r1, r5} ⇔ dk = d} ∪ {(p1, p2, p3) →
(e, e, e)|p1, p2, p3 ∈ {r1, l}} ∪ {(r5, r5, r5) → (e, e, e)},

– Pd = {(p1, p2, p3) → (d1, d2, d3)|∀i ∈ {1, 2, 3} : pi ∈ {r1, r2, r5, l} ∧ ∃j ∈ {1, 2, 3} :
pj ∈ {r2} ∧ ∀k ∈ {1, 2, 3} : pk ∈ {r1, l} ⇔ dk = d}

– Psp = {(p1, p2, p3) → (d1, d2, d3)|∀i ∈ {1, 2, 3} : pi ∈ {r5, r3, r7, r6, r9, r8, l} ∧ ∃j ∈
{1, 2, 3} : pj ∈ {r3, r7} ∧ ∀k ∈ {1, 2, 3} : pk ∈ {r5, r6, r8, r9, l} ⇔ dk = d}

– Ψ = P ∪ Pd ∪ Psp,

Opět je snadné ukázat, že např. unárně definovaný jazyk pr̊uniku je pak definován jako

L∩1(ϑ) = {ω : |ω|a = |ω|b = |ω|c, }

nebo obecně
L∩(ϑ) = {(ω1, . . . , ωn) : |ω1|a = |ω2|b = |ω3|c, }

V automatech z pravidla bývá daleko v́ıce hran než stav̊u, tedy i množina přeṕınaćıch
pravidel Ψ, oproti stavy ř́ızeného systému, zde výrazně nar̊ustá. Na druhou stranu lze dř́ıve
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odhalovat nepřijatelné řetězce, potažmo i dř́ıve zastavit výpočet vedoućı k chybě. Mezi
ř́ızeńım podle stav̊u automat̊u a hran automat̊u existuje pevná souvislost. Z př́ıklad̊u je
na prvńı pohled vidět, že převod ze stavy ř́ızeného systému na systém ř́ızený hranami lze
pouze pomoćı jiné množiny přeṕınaćıch pravidel, beroućı v úvahu vstupńı a výstupńı hrany
odpov́ıdaj́ıćıho stavu. O něco h̊uře by se převáděl n-MAT na odpov́ıdaj́ıćı n-MAS. Zde už
jiná množina Ψ nemuśı plně postačovat a muśı se zasáhnout i do struktury d́ılč́ıch automat̊u.

Definice 4.2.0.31 (RIn nad zásobńıkovým automatem)
RIn je zobrazeńı definované vztahem

RIn(M, q) = { (q, q′, a, γ, ω) |
M = (Q, Σ, Γ, δ, si, zi,0, Fi), q, q′ ∈ Q, a ∈ Σ ∪ {ε},
γ ∈ Γ ∪ {ε}, ω ∈ Γ∗, ¬(q = q′ ∧ a ∈ {ε} ∧ γ ∈ {ε}),
(q′, ω) ∈ δ(q, γ, a)

}

Definice 4.2.0.32 (RLoop nad zásobńıkovým automatem)
RLoop je zobrazeńı definované vztahem

RLoop(M, q) = { (q, q, a, γ, ω) |
M = (Q, Σ, Γ, δ, si, zi,0, Fi), q ∈ Q, a ∈ {ε},
γ ∈ {ε}, ω ∈ {ε}, (q, ω) ∈ δ(q, ε, ε)

}

Množina RIn(M, q) je tedy množinou všech hran automatu M , které vstupuj́ı do stavu
q, přičemž jsou z této množiny vyloučeny vlastńı smyčky (tj. hrany z q do q, které nečtou
žádný symbol ze vstupńıho řetězce a neberou ohled na obsah zásobńıku). Naopak množina
RLoop(M, q) obsahuje právě vlastńı smyčku, pokud taková pro daný stav q existuje. Definice
RIn a RLoop pro konečné automaty, resp. Turingovy stroje by byla analogická.

Algoritmus 4.2.0.33
Převod n-MAS zásobńıkových automat̊u na n-MAT zásobńıkových automat̊u.2

• Vstup: n-MAS ϑ = (M1, . . . ,Mn,Ψ, S) s plně definovaným ř́ızeńım, kde ∀i ∈ {1, . . . ,
n} pro nějaké n ≥ 1, Mi = (Qi, Σ, Γi, δi, si, zi,0, Fi) je zásobńıkový automat.

• Výstup: n-MAT ϑ = (M ′
1, . . . ,M

′
n,Ψ′, S′) s plně definovaným ř́ızeńım, kde ∀i ∈

{1, . . . , n} pro nějaké n ≥ 1, M ′
i = (Q′

i, Σ′, Γ′i, δ′i, s′i, z′i,0, F ′
i ) je zásobńıkový automat.

• Metoda: ∀i ∈ {1, . . . , n}:

– Q′
i = Qi,

– Σ′ = Σ,

– Γ′i = Γi,

– (qi, ωi) ∈ δi(ri, γi, a) ⇔ (qi, ωi) ∈ δ′i(rj , γi, a), ∀qi, ri ∈ Qi ∩ Q′
i, ∀γi ∈ Γi ∩ Γ′i,

∀a ∈ Σ ∩ Σ′, ∀ωi ∈ Γ∗i ∩ Γ′∗i ∧ ∀qi ∈ Qi, (qi, ε) ∈ δi(qi, ε, ε),

2Analogicky pro konečný automat, či Turing̊uv stroj.
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– s′i = si,

– z′i,0 = zi,0,

– ∀qi ∈ Qi, qi ∈ Fi ⇔ qi ∈ F ′
i ,

– Ψ′ :

∗ P = {(r1, . . . , rn) → (
n×︷ ︸︸ ︷

e, . . . , e)| (q1, . . . , qn) → (d1, . . . , dn) ∈ Ψ, ∀i ∈
{1, . . . , n}, qi ∈ Qi, di ∈ {d, e}, ri ∈ RIn(Mi, qi) ∪ RLoop(Mi, qi), ∃j ∈
{1, . . . , n}, di = e ∧ di = d ⇔ ri ∈ RLoop(Mi, qi) ∪RIn(Mi, qi)}

∗ P ′ = {(r1, . . . , rn) → (

n×︷ ︸︸ ︷
d, . . . , d)| ∀(d1, . . . , dn) ∈

n×︷ ︸︸ ︷
{d, e} × . . .× {d, e}, (r1, . . . ,

rn) → (d1, . . . , dn) 6∈ RIn}
∗ Ψ′ = P ∪ P ′

– S′ = (
n×︷ ︸︸ ︷

e, . . . , e)

Neformálně řečeno, převod se provede tak, že se použij́ı automaty z n-MAS, přičemž
se ke každému stavu d́ılč́ı komponenty přidá přechodová hrana, která přes daný stav cykĺı
bez toho, aniž by nějak brala v potaz vstupńı symbol, či zásobńık. K systému s rozš́ı̌renými
automaty pak přidáváme aktivačńı pravidla tak, že pro každé takové pravidlo, tvořené n-
tićı stav̊u v n-MAS, bude množina pravidel zahrnuj́ıćı všechny hrany vstupuj́ıćı do těchto
stav̊u, přičemž bude zař́ızeno, že automaty, které by v n-MAS měly být blokovány, zde bu-
dou aktivńı, ale budou cyklit přes algoritmem přidanou hranu. Výjimku vytvář́ı pravidla,
která měla blokovat všechny komponenty systému. Ty vedou na blokaci komponent všech
automat̊u i zde. n-tice použitých hran, které už v množině aktivačńıch pravidel nejsou za-
hrnuty, apriori vedou na blokaci všech komponent také. Odsud je patrné, proč algoritmus
bezpečně pracuje pouze nad plně specifikovanými n-MAS. Nevylučuji však ani lepš́ı algo-
ritmy, které by mohly být použity obecněji. Tuto problematiku ale ponechávám otevřenou
pro daľśı možný výzkum nad navrženými systémy.

Přes fakt, že zde uvedený algoritmus je uveden pro zásobńıkové automaty, kv̊uli úspoře
mı́sta si ukážeme aplikaci algoritmu pouze na př́ıkladu 4.1.0.21 reprezentuj́ıćım 3-MAS
konečných automat̊u.

Př́ıklad 4.2.0.34 (Převod 3-MAS konečných automat̊u z př́ıkladu 4.1.0.21 na ekvivalentńı
3-MAT konečných automat̊u)
Uvažujeme tedy 3-MAS ϑ z př́ıkladu 4.1.0.21. Rozš́ı̌reńım komponent dle algoritmu 4.2.0.33
tedy dostaneme automaty:

• M ′
1 :

s1 b1 c1

ok1

a

b, c, ε
b, c

b, c

a, ε

a

b, c, ε

ε

ε

ε
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• M ′
2 :

s2 b2 c2

ok2

b

a, c, ε
a, c

a, c

b, ε

b

a, c, ε

ε

ε

ε

• M ′
3 :

s3 b3 c3

ok3

c

a, b, ε
a, b

a, b

c, ε

c

a, b, ε

ε

ε

ε

Dále uvažujme zobrazeńı RIn : M ×Q → Q×Q× (Σ ∪ {ε}), kde M je konečný automat,
definované analogicky k RIn nad zásobńıkovými automaty (def. 4.2.0.31).

Množiny P a P ′ zkonstruované dle algoritmu pak budou:

P = {(is, is, is), (l2, is, is), (ib, is, is), (is, l2, is), , (is, ib, is), (is, is, l2), (is, is, ib), (l2, l2, is),
(ib, ib, is), (l2, is, l2), , (ib, is, ib), (is, l2, l2), (is, ib, ib), (ib, ib, ib), (l4, ic, ic), (iok, ic, ic),
(l4, l4, ic), (iok, iok, ic), (ic, l4, ic), (ic, iok, ic), (ic, l4, l4) , (ic, iok, iok), (l4, ic, l4), (iok, ic,
iok) | pro

M ′
1 : l1 = (s1, s1, ε), l2 = (b1, b1, ε), l3 = (c1, c1, ε), l4 = (ok1, ok1, ε), is ∈ RIn(M1, s1),

ib ∈ RIn(M1, b1), ic ∈ RIn(M1, c1), iok ∈ RIn(M1, ok1),

M ′
2 : l1 = (s2, s2, ε), l2 = (b2, b2, ε), l3 = (c2, c2, ε), l4 = (ok2, ok2, ε), is ∈ RIn(M2, s2),

ib ∈ RIn(M2, b2), ic ∈ RIn(M2, c2), iok ∈ RIn(M2, ok2),

M ′
3 : l1 = (s3, s3, ε), l2 = (b3, b3, ε), l3 = (c3, c3, ε), l4 = (ok3, ok3, ε), is ∈ RIn(M3, s3),

ib ∈ RIn(M3, b3), ic ∈ RIn(M3, c3), iok ∈ RIn(M3, ok3) },

P = {r → (e, e, e)| r ∈ P},

P ′ = {r → (d, d, d)| r 6∈ P},

Konečně množina Ψ′ je definována jako sjednoceńı množin P a P ′.
Vzniklý automatový systém můžeme tedy zapsat jako ϑ′ = (M ′

1,M
′
2,M

′
3, (e, e, e),Ψ

′),
kde M1,

′ M ′
2 a M ′

3 jsou konečné automaty definované grafem ze začátku př́ıkladu.

Stejným zp̊usobem lze převést jakýkoliv n-MAS na n-MAT. Přes fakt, že je ekvivalence
odpov́ıdaj́ıćıch si typ̊u jazyk̊u, resp. multijazyk̊u zřejmá, formálńı d̊ukaz ponechávám pro
budoućı studia, či zájemc̊um o tuto problematiku.

Multipřij́ımaćı automatové systémy jsou př́ımou návaznost́ı na práci Ing. Romana Lukáše,
PhD., který zavedl kanonické n-gramatické systémy. Úzkou souvislost mezi těmito systémy
lze lépe vidět na algoritmu 4.2.0.35, který převád́ı KGN na MAS zásobńıkových automat̊u.
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Algoritmus 4.2.0.35
Převod kanonického n-generativńıho non-terminálově synchronizovaného gramatického sys-
tému na ekvivalentńı n-přij́ımaj́ıćı stavem ř́ızený automatový systém nad zásobńıkovými
automaty.

Vstup: Kanonický n-generativńı non-terminálově synchronizovaný gramatický systém, za-
psáno Γ̂ = (G1, . . ., Gn, Q̂), kde ∀i = 1, . . . , n Gi = (N̂i, T̂i, P̂i, Ŝi) je bezkontextová grama-
tika generuj́ıćı řetězce pomoćı nejlevěǰśıch derivaćı.

Výstup: n-MAS ϑ = (M1, . . . ,Mn,Ψ, S), kde ∀i = 1 . . . n, Mi = (Qi,Σ,Γi, δi, si, zi,0, Fi) je
zásobńıkový automat přij́ımaj́ıćı s přečteńım vstupńıho řetězce s vyprázdněńım zásobńıku.

Metoda:

• ∀1 ≤ i ≤ n : Qi = {qi
j |0 ≤ j ≤ m,m = card(N̂i) + 1},

• Σ =
⋃n

i=1 T̂i,

• ∀1 ≤ i ≤ n: Γi = T̂i ∪ N̂i ∪ {∗j |0 ≤ j ≤ m,m = card(N̂i)− 1} ∪ {∆,∆′},

• si ∈ NSMapi(Ŝi),

• zi,0 = ∆′,

• Fi = ∅,

• δi: Zaved’me pomocné množiny a funkce potřebné k popisu algoritmu:

– Speci = {x ∈ Γi|x 6∈ T̂i ∧ x 6∈ N̂i},
– NTSpecMapi: N̂i → SpeciΓi, kde ∀x ∈ Speci,∀A,B ∈ N̂i:

∗ (NTSpecMapi(A) = xB) ⇒ (A = B),
∗ ((NTSpecMapi(A) = xA) ∧ (NTSpecMapi(B) = xB)) ⇒ (A = B),

– SpecSMapi: Speci → Qi\{qi
card( bNi)

, qi
card( bNi)+1

}, kde:

∀q ∈ Qi\{qi
card( bNi)

, qi
card( bNi)+1

} a ∀x, y ∈ Speci:

∗ ((SpecSMapi(x) = q) ∧ (SpecSMapi(y) = q)) ⇒ (x = y),

– NSMapi: N̂i → Qi\{qi
card( bNi)

, qi
card( bNi)+1

}:

∀q ∈ Qi\{qi
card( bNi)

, qi
card( bNi)+1

}, x ∈ Speci, A ∈ N̂i:

∗ (NSMapi(A) = q) ⇒ (SpecSMapi(x) = q ∧NTSpecMapi(A) = xA),

– SStreami: ω ∈ (N̂i ∪ T̂i)∗ → ω′ ∈ ({NTSpecMapi(N̂i)} ∪ T̂i)∗, kde ω′ vznikne
nahrazeńım všech výskyt̊u nonterminálńıch symbol̊u, ∀A ∈ N̂i v ω, za řetězec
NTSpecMapi(A),

– ∀a ∈ T̂i,∀b ∈ Speci, ∀q ∈ Qi\{qi
card( bNi)

, qi
card( bNi)+1

}, r ∈ {qi
card( bNi)

}:

∗ (r, a) ∈ δi(q, a, ε),
∗ (r, b) ∈ δi(q, b, ε),
∗ (r, ε) ∈ δi(r, a, a),
∗ (SpecSMapi(b), ε) ∈ δi(r, b, ε),
∗ (qi

card( bNi)+1
, ε) ∈ δi(q, ∆, ε),
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– (SpecSMapi(Ŝi),∆Ŝi) ∈ δi(SpecSMapi(Ŝi),∆′, ε),

– (qi
card( bNi)+1

, ε) ∈ δi(qcard( bNi)
,∆, ε)

– ∀(A → α) ∈ Pi, (NSMapi(A), SStreami(α)) ∈ δi(NSMapi(A), A, ε),

• Ψ :

– Qjwork
= Qj\{qj

card( bNj)
, qj

card( bNj)+1
},

– EN = {(NSMap1(A1), . . . , NSMapn(An)) → (
n×︷ ︸︸ ︷

e, . . . , e)|(A1, . . . , An) ∈ Q̂},
– PD = {(q1, . . . , qn) → (d1, . . . , dn)|∀1 ≤ j ≤ n : qj ∈ (Qjwork

∪ {qj

card( bNj)
}) ∧

dj ∈ {ej , dj} ∧ ((qj ∈ Qjwork
) ⇔ (dj = ej)) ∧ ∃1 ≤ l ≤ n : ql 6∈ {ql

card( bNl)
} ∧

∃((q′1, . . . , q′n) → (
n×︷ ︸︸ ︷

e, . . . , e)) ∈ EN : (∀1 ≤ k ≤ n((qk ∈ Qkwork
) ⇔ (q′k = qk)))},

– PA = {(q1, . . . , qn) → (d1, . . . , dn)|∀1 ≤ j ≤ n : qj ∈ {qj

card( bNj)
, qj

card( bNj)+1
}∧ dj ∈

{ej , dj} ∧ ((qj ∈ {qj

card( bNj)
}) ⇔ (dj = ej)) ∧ ∃1 ≤ l ≤ n : ql 6∈ {ql

card( bNl)+1
}},

– BL = {(q1, . . . , qn) → (d1, . . . , dn)|∀1 ≤ j ≤ n : qj ∈ Qj ∧ dj ∈ {dj , ej}∧
(q1, . . . , qn) → (d1, . . . , dn) 6∈ (EN ∪ PD ∪ PA ∪ {(q1, . . . , qn) → (d1, . . . , dn)|
∀1 ≤ j ≤ n : qj ∈ Qj\Qjwork

})},
– Ψ = (EN ∪ PD ∪ PA ∪BL),

• S = (
n×︷ ︸︸ ︷

e, . . . , e).

Hlavńı myšlenkou algoritmu je reprezentovat každý non-terminál vlastńım stavem, ze
kterého může být př́ıslušný non-terminál expandován. Do systému jsou nav́ıc přidány dva
stavy. Prvńı z nich se stará o přij́ımáńı vstupńıch symbol̊u ze vstupu (tj. př́ıpad, kdy je
na vrcholu zásobńıku terminálńı symbol z KGN). Druhý z nich naopak reprezentuje stav,
kdy všechny znaky ze vstupu byly přečteny a zásobńık z̊ustal prázdný (tj. automat řetězec
přijal). Na př́ıkladu 4.2.0.36 si opět ukážeme aplikaci algoritmu.

Př́ıklad 4.2.0.36
Mějme 2-KGN z př́ıkladu 3.1.9 v [4] definovaný trojićı Γ̂ = (G1, G2, Q̂), kde:

• G1 = ({S1, A1}, {a, b, c}, {S1 → aS1, S1 → aA1, A1 → bA1c, A1 → bc}, S1),

• G2 = ({S2, A2}, {d}, { S2 → S2A2, S2 → A2, A2 → d}, S2)

• Q̂ = {(S1, S2), (A1, A2)}.

K němu zkonstruovaný 2-MAS ϑ dle algoritmu 4.2.0.35 bude reprezentován čtveřićı 2-MAS
ϑ = (M1,M2, (e, e),Ψ), kde:

• M1 = ({qS1 , qA1 , qc, qf}, {a, b, c, d}, {a, b, c, ∗A1 , ∗S1 , A1, S1,∆,∆′}, δ1, qS1 ,∆
′, ∅),

• M2 = ({qS2 , qA2 , qc, qf}, {a, b, c, d}, {d, ∗A2 , ∗S2 , A2, S2,∆,∆′}, δ2, qS2 ,∆
′, ∅),

• Ψ :
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P = {(qS1 , qS2) → (e, e), (qA1 , qA2) → (e, e), (qS1 , qc) → (d, e), (qc, qS2) → (e, d),
(qA1 , qc) → (d, e), (qc, qA2) → (e, d), (qc, qc) → (e, e), (qc, qf ) → (e, d), (qf , qc) →
(d, e), (qf , qf ) → (e, e)},

P ′ = {(q1, q2) → (d, d)| (q1, q2) → (d1, d2) 6∈ P pro žádné d1, d2 ∈ {e, d}},
Ψ = P ∪ P ′,

• hrany:

δ1: δ2:
(qS1 , S1∆) ∈ δ1(qS1 ,∆

′, ε) (qS2 , S2∆) ∈ δ2(qS2 ,∆
′, ε)

(qS1 , a ∗S1 S1) ∈ δ1(qS1 , S1, ε) (qS2 , a ∗S2 S1∗A2) ∈ δ2(qS2 , S2, ε)
(qS1 , a ∗A1 A1) ∈ δ1(qS1 , S1, ε) (qS2 , ∗A2A2) ∈ δ2(qS2 , S2, ε)
(qA1 , b ∗A1 A1c) ∈ δ1(qA1 , A1, ε) (qA2 , d) ∈ δ2(qA2 , A2, ε)
(qA1 , bc) ∈ δ1(qA1 , A1, ε)
(qc, ε) ∈ δ1(qc, a, a) (qc, ε) ∈ δ2(qc, a, a)
(qc, ε) ∈ δ1(qc, b, b) (qc, ε) ∈ δ2(qc, b, b)
(qc, ε) ∈ δ1(qc, c, c) (qc, ε) ∈ δ2(qc, c, c)
(qf , ε) ∈ δ1(qc,∆, c) (qf , ε) ∈ δ2(qc,∆, c)
(qf , ε) ∈ δ1(qS1 ,∆, ε) (qf , ε) ∈ δ1(qS2 ,∆, ε)
(qf , ε) ∈ δ1(qA1 ,∆, ε) (qf , ε) ∈ δ1(qA2 ,∆, ε)
(qA1 , ε) ∈ δ1(qS1 , ∗A1 , ε) (qA2 , ε) ∈ δ2(qS2 , ∗A2 , ε)
(qA1 , ε) ∈ δ1(qA1 , ∗A1 , ε) (qA2 , ε) ∈ δ2(qA2 , ∗A2 , ε)
(qA1 , ε) ∈ δ1(qc, ∗A1 , ε) (qA2 , ε) ∈ δ2(qc, ∗A2 , ε)
(qS1 , ε) ∈ δ1(qS1 , ∗S1 , ε) (qS2 , ε) ∈ δ2(qS2 , ∗S2 , ε)
(qS1 , ε) ∈ δ1(qA1 , ∗S1 , ε) (qS2 , ε) ∈ δ2(qA2 , ∗S2 , ε)
(qS1 , ε) ∈ δ1(qc, ∗S1 , ε) (qS2 , ε) ∈ δ2(qc, ∗S2 , ε)

Ve vytvořeném 2-MAS existuj́ı např́ıklad tyto sekvence přechod̊u pro řetězce generované
p̊uvodńım 2-KGN:

• (S1, S2) ⇒ (aA1, A2) ⇒ (abc, d):
((qS1 ,∆

′, abc)e, (qS2 ,∆
′, d)e) ` ((qS1 , S1∆, abc)e, (qS2 , S2∆, d)e)

` ((qS1 , a ∗A1 A1∆, abc)e, (qS2 , ∗A2A2∆, d)e)
` ((qc, a ∗A1 A1∆, abc)e, (qA2 , A2∆, d)d) `
` ((qc, ∗A1A1∆, bc)e, (qA2 , A2∆, d)d)
` ((qA1 , A1∆, bc)e, (qA2 , A2∆, d)e)
` ((qA1 , bc∆, bc)e, (qA2 , d∆, d)e)
` ((qc, bc∆, bc)e, (qc, d∆, d)e)
` ((qc, c∆, c)e, (qc,∆, ε)e)
` ((qc,∆, ε)e, (qf , ε, ε)d)
` ((qf , ε, ε)e, (qf , ε, ε)e)

• (S1, S2) ⇒ (aS1, S2A2) ⇒ (aaA1, A2A2) ⇒ (aabA1c, dA2) ⇒ (aabbcc, dd)
((qS1 ,∆

′, aabbcc)e, (qS2 ,∆
′, dd)e) ` ((qS1 , S1∆, aabbcc)e, (qS2 , S2∆, dd)e)

` ((qS1 , a ∗S1 S1∆, aabbcc)e, (qS2 , ∗S2S2 ∗A2 A2∆, dd)e)
` ((qc, a ∗S1 S1∆, aabbcc)e, (qS2 , S2 ∗A2 A2∆, dd)d)
` ((qc, ∗S1S1∆, abbcc)e, (qS2 , S2 ∗A2 A2∆, dd)d)
` ((qS1 , S1∆, abbcc)e, (qS2 , S2 ∗A2 A2∆, dd)e)
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` ((qS1 , a ∗A1 A1∆, abbcc)e, (qS2 , ∗A2A2 ∗A2 A2∆, dd)e)
` ((qc, a ∗A1 A1∆, abbcc)e, (qA2 , A2 ∗A2 A2∆, dd)d)
` ((qc, ∗A1A1∆, bbcc)e, (qA2 , A2 ∗A2 A2∆, dd)d)
` ((qA1 , A1∆, bbcc)e, (qA2 , A2 ∗A2 A2∆, dd)e)
` ((qA1 , b ∗A1 A1c∆, bbcc)e, (qA2 , d ∗A2 A2∆, dd)e)
` ((qc, b ∗A1 A1c∆, bbcc)e, (qc, d ∗A2 A2∆, dd)e)
` ((qc, ∗A1A1c∆, bcc)e, (qc, ∗A2A2∆, d)e)
` ((qA1 , A1c∆, bcc)e, (qA2 , A2∆, d)e)
` ((qA1 , bcc∆, bcc)e, (qA2 , d∆, d)e)
` ((qc, bcc∆, bcc)e, (qc, d∆, d)e)
` ((qc, cc∆, cc)e, (qc,∆, ε)e)
` ((qc, c∆, c)e, (qf , ε, ε)d)
` ((qc,∆, ε)e, (qf , ε, ε)d)
` ((qf , ε, ε)e, (qf , ε, ε)d)

• . . .

Při bližš́ı analýze lze snadno usoudit vztah mezi p̊uvodńım 2-KGN a výsledným 2-MAS:

• 2-L∩(ϑ) = {(anbncn, dn)| n ≥ 1} = 2-L(Γ̂),

• msunion( 2-L∩(ϑ) ) = {anbncn| n ≥ 1} ∪ {dn| n ≥ 1} = Lunion(Γ̂),

• msconcat( 2-L∩(ϑ) ) = {anbncndn| n ≥ 1} = Lconc(Γ̂),

• msfirst( 2-L∩(ϑ) ) = {anbncn| n ≥ 1} = Lfirst(Γ̂).

Odsud je vidět, že pro ekvivalenci MAS s KGN připadá v úvahu pouze pro n-jazyky sjedno-
ceńı, potažmo s jazyky nad těmito n-jazyky definovanými. Nicméně z teoretického i prak-
tického hlediska mohou být zaj́ımavé i ostatńı módy přij́ımańı multǐretězc̊u, kdy např́ıklad
bude plně postačovat přijet́ı řetězce jednou komponentou, přičemž ostatńı komponenty bu-
dou pouze ř́ıd́ıćımi prvky systému.

Převést na ekvivalnetńı n-MAS lze libovolný n-KGN. Důkazem tohoto tvrzeńı bude
dokázáno i to, že n-přij́ımaj́ıćı automatové systémy maj́ı śılu Turingova stroje. Formálńı
d̊ukaz tvrzeńı opět ponechávám budoućımu vývoji, popř́ıpadě zájemc̊um o tuto problema-
tiku.
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Kapitola 5

Multipřij́ımaćı automatové
systémy jako C/E systém

Multipřij́ımaćı automatové systémy mohou mı́t veliký potenciál v r̊uzných oblastech nejen
informačńıch technologíı. Jednou z mnoha možnost́ı využit́ı může být např́ıklad popis Pet-
riho śıt́ı, které jsou dnes hojně využ́ıvané v mnoha směrech.

C/E Petriho śıtě se skládaj́ı z množiny mı́st (graficky znázorněných kolečkem), množiny
událost́ı (značených čtvercem) a tokové relace mezi těmito množinami takové, že žádná
událost nesmı́ být v relaci s žádnou událost́ı a žádné mı́sto nesmı́ být v tokové relaci žádným
mı́stem śıtě. Každé z mı́st má jednu, nebo žádnou značku. Událost je proveditelná, pokud
všechna mı́sta, která jsou v tokové relaci s touto událost́ı (vstupńı mı́sta, podmı́nky) maj́ı
značku a zároveň ji nemá ani jedno z mı́st, s nimž je v relaci uvažovaná událost (výstupńı
mı́sta události, d̊usledky). Po provedeńı události neńı značka v žádném ze vstupńıch mı́st
a naopak ji maj́ı všechna mı́sta výstupńı. Přesněǰśı definice jsou uvedeny ńıže nebo v [11].

K realizaci lze využ́ıt např́ıklad n-MAS, nebo n-MAT systémy konečných automat̊u.
Pod́ıváme-li se na levou část obrázku 5.1, reprezentuj́ıćıho jednoduchou C/E śıt’, lze v něm
snadno nalézt konečný automat, který je znázorněn v pravé části obrázku 5.1.

jaro →léto léto

→podzim

podzim→zimazima

→jaro

jaro léto

podzimzima

→léto

→podzim

→zima

→jaro

Obrázek 5.1: C/E śıt’ ročńıho obdob́ı s odpov́ıdaj́ıćım automatem

Uvažujme ale např́ıklad śıt’ z obrázku 5.2. Zde by už vykonstruováńı konečného auto-
matu bylo složité. V śıti mohou být značky až ve třech mı́stech současně. Konečný automat
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jaro →léto léto

→podzim

podzim→zimazima

→jaro

Jaro||zima

ne jaro

Obrázek 5.2: druhá C/E śıt’ě reprezentuj́ıćı běh ročńıho obdob́ı

může být v jeden okamžik pouze v jednom z jeho stav̊u. Abychom pokryli všechny možné
př́ıpady śıtě, potřebovali bychom zkonstruovat automat s často mnohem větš́ım počtem
stav̊u, než je mı́st v C/E śıti. Śıt’ ovšem můžeme rozdělit na podśıtě a každou z těchto
podśıt́ı reprezentovat menš́ım konečným automatem, viz obr. 5.3. Pokud se automaty slož́ı

jaro léto

podzimzima

→léto

→podzim

→zima

→jaro

jaro||zima ¬(jaro||zima)

→zima

→léto

podzim

ne zima
→zima

→podzim

Obrázek 5.3: Tři konečné automaty odpov́ıdaj́ıćı podcestám C/E śıtě obr. 5.2

do systému s vhodným n-MAS, resp. n-MAT ř́ızeńım tak, aby stavy se stejným názvem
reprezentovali jedno mı́sto C/E śıtě, pak systém přij́ımá jazyk sekvenćı událost́ı, provedi-
telných C/E systémem.

Obrázek 5.4 znázorňuje daľśı variantu C/E śıtě opět reprezentuj́ıćı změny ročńıch ob-
dob́ı. I pro tuto śıt’ je nutné k reprezentaci Konečnými automaty použ́ıt v́ıce stroj̊u. Na
prvńı pohled zde nemuśı být souvislost s n-MAS, resp. n-MAT zřejmá, proto rozšǐrme śıt’ o
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→jaro b2
→zima

b1 →podzim →léto b3

Obrázek 5.4: opět jiná možnost C/E śıtě reprezentuj́ıćı cyklus ročńıch obdob́ı

stav b2, viz obr. 5.5. Rozšǐruj́ıćı stav pak bude označovat př́ıpad, kdy neńı v systému žádná
značka. Nyńı je snadné vydedukovat, že by se k popisu śıtě využil 2-MAS, resp. 2-MAT.

→jaro b2
→zima

b1 →podzim →léto b3

b2

Obrázek 5.5: opět jiná možnost C/E śıtě reprezentuj́ıćı cyklus ročńıch obdob́ı

Obecně bude platit, že minimálńı počet automat̊u, popisuj́ıćıch nějaký C/E systém, bude
odpov́ıdat maximálńımu počtu značek, který se může v systému objevit v jeden okamžik.

5.1 Konstrukce analyzátoru C/E systémů z C/E śıt́ı

Než přistouṕıme k samotné konstrukci analyzátoru jazyka, definovaného nějakým C/E
systémem, je nezbytné zavést základńı definice, které budou podkladem pro samotnou kon-
strukci. Pro v́ıce informaćı o C/E systémech opět doporučuji [11].

5.1.1 Základńı definice

Definice 5.1.1.1 (C/E śıt’, toková relace)
Trojici N = (B,E, F ) nazveme C/E Petriho śıt́ı jestliže:

• B ∩ E = ∅, kde B je konečná množina mı́st a E je konečná množina událost́ı,

• F ⊆ (B × E) ∪ (E × B) je binárńı relaćı, již budeme nazývat relaćı toku, nebo-li
tokovou relaćı,
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Množinou B se chápe množina mı́st (chcete-li stav̊u) śıtě, která se graficky znázorňuje
kolečkem. Naproti tomu množina e je množina událost́ı (přechod̊u) graficky označovaná
čtverečkem. Toková relace umožňuje propojit pouze kolečko se čtvercem a naopak. Nemůže
tedy nikdy doj́ıt ke stavu, kdy jsou př́ımo propojená dvě kolečka, nebo dva čtverce.

Definice 5.1.1.2 (Preset, postset)
Necht’ N = (B,E, F ) je C/E śıt’. Pak řekneme, že:

• •x = {y| yFx, x, y ∈ (B ∪ E)} je presetem prvku x,

• x• = {y| xFy, x, y ∈ (B ∪ E)} je postsetem prvku x.

Presetem je tedy množina všech prvk̊u vcházej́ıćıch do prvku x a naopak postsetem se
chápou prvky z x vycházej́ıćı.

Definice 5.1.1.3 (Př́ıpad, proveditelnost, následńık, izolovaný prvek)
Necht’ N = (B,E, F ) je C/E śıt’.

a) Podmnožinu c ⊆ B nazveme př́ıpadem śıtě N ,

b) Necht’ e ∈ E a c ⊆ B. Událost je proveditelná, nebo-li c-proveditelná, pokud •e ⊆ c a
současně e• ∩ c = ∅.

c) Necht’ e ∈ E, c ⊆ B a e je c-proveditelná. Př́ıpad c′ = (c\•e)∪e• nazveme následńıkem
př́ıpadu c při události e a zapisujeme c[e > c′.

d) Prvek x ∈ (B ∪ E) se nazývá izolovaný prvek, pokud •x ∪ x• = ∅.

Definice 5.1.1.4 (Nezávislá množina, krok)
Necht’ N = (B,E, F ) je C/E śıt’.

• Množina událost́ı G ⊆ E nazveme nezávislou, pokud ∀e1, e2 ∈ G : •e1 ∩• e2 = ∅ =
e•1 ∩ e•2.

• Necht’ c, c′ jsou př́ıpady śıtě N a necht’ G je nezávislou množinou událost́ı. G nazveme
krokem, pokud každá událost e ∈ G je c-proveditelná a c′ = (c\•G) ∪ G•, přičemž
•G =

⋃
e∈G

•e a G• =
⋃

e∈G e•.

Definice 5.1.1.5 (C/E systém)
C/E systém definujeme jako čtveřici ΣC/E sys = (B,E, F, C), kde:

• (B,E,F) je jednoduchou (tj. ∀x, y ∈ (B ∪E), xFy ⇐ ¬(yFx)) bez izolovaných prvk̊u
a B ∪ E 6= ∅,

• C ⊆ 2B je ekvivalenčńı tř́ıdou vzhledem k relaci dosažitelnosti danou vztahem RΣ =
(rΣ∪r−1

Σ ), kde rΣ ⊆ 2B×2B a c1rΣc2 ⇔ ∃G ⊆ E : c1[G > c2. C nazveme př́ıpadovou
tř́ıdou śıtě ΣC/E sys,

• ∀e ∈ E ∃c ∈ C, takové, že e je c-proveditelná.

Nyńı si uvedeme jeden z možných algoritmů pro C/E systémů na ekvivalentńı n-MAS
konečných automat̊u, který bude přij́ımat proveditelné sekvence událost́ı.
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Algoritmus 5.1.1.6
Konstrukce analyzátoru jazyku událost́ı definovaného C/E systémem.

• Vstup: C/E systém ΣC/E sys = (B,E, F, C),

• Výstup: n-MAS ϑ = (M1, . . . ,Mn).

• Metoda

1. Vytvořme tř́ıdu rozkladu H pro P takovou, že pro všechna h ∈ H a c ∈ C plat́ı:

(a) p1, p2 ∈ h ⇔ p1, p2 6∈ c,
(b) pro každé p1 ∈ h, ∃p2 ∈ h takové, že (p1, t), (t, p2) ∈ F nebo (p2, t), (t, p1) ∈

F pro nějaké t ∈ T , nebo card(h) = 1.

2. Pro každé hi ∈ H vytvořme konečný automat Mi = (Qi,Σ, δi, si, Fi) následovně:

(a) Qi :
– pro každé p ∈ hi existuje p ∈ Qi,
– pokud existuje c ∈ C takové, že p 6∈ c pro všechna p ∈ hi, pak do Qi

přidej stav r, jenž bude reprezentovat, že podśıt’ neobsahuje značku.
(b) Σ = T ,
(c) δi:

– pro každé p1, p2 ∈ hi, (p2) ∈ δi(p1, t), kde t ∈ T takové, že (p1, t), (t, p2) ∈
F ,

– pro každé p1, p2 ∈ hi, (p2) ∈ δi(p1, ε)1,
– pokud existuje r ∈ Qi takové, že r 6∈ hi, pak (r) ∈ δi(p1, t1) ∧ (p2) ∈

δi(r, t2) pro p1, p2 ∈ hi, t1, t2 ∈ T : (t2, p2) ∈ F , (p1, t1) ∈ F a současně
card(•t1) > 1 a card(t•2) > 1,

(d) si - dle vybraného př́ıpadu c ∈ C,
(e) Fi = Qi.

3. Množinu Ψ zkonstruujeme tak, aby zachovávala současný přechod přes hrany
beroućı ze vstupu shodnou událost, přičemž nesmı́ docházet ke kontaktńı situ-
aci (tj. přechod je proveditelný, pokud by byl proveditelný i ve vstupńım C/E
systému). V opačném př́ıpadě jsou komponenty splňuj́ıćı podmı́nku přechodu
blokovány, dokud ji nesplňuj́ı i ostatńı komponenty.

Uvedený algoritmus je sṕı̌se ukázkový, přičemž má poukázat na souvislost mezi C/E
systémy a multipřij́ımaćımi systémy.

Př́ıklad 5.1.1.7
Uvažujme C/E systém z obrázku 5.4. Je zřejmé, že př́ıpadová tř́ıda je

C = {{b1, b2}, {b1, b3}, {b2, b3}, {}}.

Tř́ıda rozkladu H bude
H = {{b1}, {b2}, {b3}}.

MAS ϑ tedy bude tvořit trojice konečných automat̊u:
1 Tvoř́ı doplňuj́ıćı přechodové hrany, bez kterých by systém prováděl pouze maximálńı kroky
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• M1 = ({b1, r1}, {→jaro, →podzim}, δ1, s1, {b1, r1}},

• M2 = ({b2, r2}, {→jaro, →zima}, δ2, s2, {b2, r2}},

• M3 = ({b3, r3}, {→léto, →zima}, δ3, s3, {b3, r3}},

• Hrany:

δ1: δ2:
b1 ∈ δ1(r1,→jaro) b2 ∈ δ2(r2,→jaro)
b1 ∈ δ1(b1, ε) b2 ∈ δ2(b2, ε)
r1 ∈ δ1(b1,→podzim) r2 ∈ δ2(b2,→zima)
r1 ∈ δ1(r1, ε) r2 ∈ δ1(r2, ε)

δ3:
b3 ∈ δ3(r3,→zima)
b3 ∈ δ3(b3, ε)
r3 ∈ δ3(b3,→léto)
r3 ∈ δ3(r3, ε)

• Ψ :

– P = {(b1, b2, r3) → (d, d, e), (b1, b2, b3) → (e, d, d), (r1, b2, b3) → (d, e, e), (r1, r2, r3)
→ (e, e, d)},

– P ′ = {(q1, q2, q3) → (d, d, d)| ∀i = 1, 2, 3 : qi ∈ Qi, (q1, q2, q3) → (d1, d2, d3) 6∈ P
pro všechna di ∈ {e, d}}

– Ψ = P ∪ P ′.

Odtud je vidět, že vzniklý 3-MAS přij́ımá multijazyk:
3-L∩(ϑ) = {(→podzim→jaro)m, (→zima→jaro)m, (→zima→léto)m}
Systém pak bude ze vstup̊u postupně odeb́ırat vstupńı symboly →léto, →podzim, →zima,
→jaro, . . .

Petriho śıtě, pro které plat́ı, že každé mı́sto śıtě má maximálně jednu značku a přechody
z mı́sta vždy jen jednu značku odeb́ıraj́ı, resp. přidávaj́ı, dosahuj́ı modelovaćı schopnosti
pouze konečných automat̊u. Už z př́ıkladu 4.1.0.21 je ale patrné, že pomoćı multipřij́ımaćıch
automatových systémů je možné popisovat některé kontextové jazyky, přičemž pro mı́sta a
přechody, resp. hrany plat́ı tytéž podmı́nky. Multipřij́ımaćı automatové systémy tak mohou
ověřovat i takové otázky, jako např́ıklad zda systém pro daný vstup uvolnil všechny alo-
kované zdroje ap., přičemž právě př́ıklad 4.1.0.21 může být abstrakćı podobného systému.
Množina Ψ pak nemuśı být jen výčtem přeṕınaćıch pravidel, ale lze na ni nahĺıžet jako na
logický nebo matematický předpis pro stavy, popř. přechodové hrany. Aby se modelováńı
zjednodušilo i na grafické úrovni, lze do systému zavádět nová mı́sta (značená např́ıklad
čtvercem), do nichž budou vstupovat stavy. Nová mı́sta pak budou obsahovat blokovaćı pra-
vidla nad vstupńımi stavy a t́ım budou definovat množinu Ψ. Zobrazeńı systému z př́ıkladu
5.1.1.7 by pak odpov́ıdalo obrázku 5.6. Podobným zp̊usobem lze zavést grafickou reprezen-
taci i pro ostatńı automatové systémy. Toto téma už ale ponechávám daľśımu př́ıpadnému
rozš́ı̌reńı této práce.
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b1

r1

b2

r2

b3

r3

C

C:

(b1 ∧ b2 ∧ ¬b3) → (d, d, e)
(b1 ∧ b2 ∧ b3) → (e, d, d)
(¬b1 ∧ b2 ∧ b3) → (d, e, e)
(¬b1 ∧ ¬b2 ∧ ¬b3) → (e, e, d)

JP JZ ZL

Obrázek 5.6: Grafické znázorněńı výsledného 3-MAS z př́ıkladu 5.1.1.7

53



Kapitola 6

Závěr

V diplomové práci byly zavedeny čtyři základńı systémy automat̊u. Prvńı ze systémů byl
navržen obecně tak, aby mohl být složen z jakéhokoliv typu automatu. Všechny komponenty
systému zde pracuj́ı nad jedńım vstupńım řetězcem. Automaty jsou spuštěny sekvenčně a je-
jich aktivita konč́ı např́ıklad po předem stanoveném počtu krok̊u. Když skonč́ı aktivita jedné
komponenty, je aktivována libovolná jiná, která může pokračovat ve zpracováńı. Tento sek-
venčńı systém nad zásobńıkovými automaty s jedńım společným zásobńıkem je pak schopen
pracovat s řetězci, které jsou generovatelné pomoćı PC-gramatického systému v nejlevěǰśı
derivaci. Obecně jsou pravděpodobně sekvenčńı systémy automat̊u stejně silné jako PC-
gramatické systémy. Převod z gramatik do přechod̊u automat̊u neńı triviálńı záležitost́ı a
provád́ı se ad-hoc.

Druhý z navrhovaných systémů rozšǐruje předchoźı systém o možnost paralelismu. Je
definován pouze nad zásobńıkovými automaty. Komponenty zde pracuj́ı opět nad společným
řetězcem. Nyńı ale výpočet provád́ı všechny komponenty současně. Pokud se na vrcholu
zásobńıku některého z automat̊u objev́ı speciálńı aktivačńı symbol, je ze zásobńıku vyjmut
a daľśı výpočet provád́ı pouze určená komponenta. Pokud komponenta vyřeš́ı svou část
řetězce a ”ohláśı“ ji za přijatou, vrát́ı ř́ızeńı zpět celému systému.

Posledńı dva systémy jsou nejzaj́ımavěǰśı. Jde o multipřij́ımaćı automatové systémy,
které jsou opět definovány obecně nad jakýmkoliv typem formálńıch automat̊u. Každý z
automat̊u zde má vlastńı vstupńı řetězec, nad kterým provád́ı výpočet. Běh každé aktivńı
komponenty je ovlivňován ostatńımi podle stav̊u, ve kterém se nacháźı, nebo přechodovými
hranami, přes které automaty přešly do daľśı konfigurace. Stav, resp. přechodové hrany
těchto komponent mohou aktivovat, resp. deaktivovat, kteroukoliv z komponent systému
na základě předurčených pravidel. Systém pak přij́ımá řetězce přijaté prvńı komponentou,
přijaté alespoň jednou komponentou, nebo přejaté všemi komponentami sytému. Kompo-
nentám lze vložit na vstup i r̊uzné řetězce. Jazyk, který pak automat přij́ımá je jazyk
konkatenaćı řetězc̊u přijatých d́ılč́ımi automaty. Takto definovaný př́ıstup pracuje ruku v
ruce s kanonickými n-multigenerativńımi gramatickými systémy.

Diplomová práce současně otev́ırá spoustu nevyřešených problematik nejen z teorie for-
málńıch model̊u. Daľśı práce nad těmito systémy by se měla týkat formálńıho vymezeńı
jazyk̊u, které systémy dokáž́ı zpracovávat. Navrhované systémy také uvažuj́ı všechny své
komponenty shodného typu. Z praktického hlediska by mohlo být zaj́ımavé kombinovat
např́ıklad zásobńıkové a konečné automaty. U paralelńıch automatových systému je vhodné
také uvažovat jeho minimálńı formu. Zavedené automatové systémy jsou zcela novou pro-
blematikou, č́ımž nab́ıźı spousty neprozkoumaných oblast́ı.
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