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Abstrakt

Praca sa zaobera simulaciou kvapalin na GPU v redlnom case a prezentuje teoreticky fy-
zikalny zaklad, na ktorom si tieto simulécie zalozené. Dalej prezentuje mozné pohlady na
tuto oblast spolu s reprezentativnymi metédami pre rozne pristupy a vyuzité technolégie
umoznujuce efektivnu simuldciu na GPU. Jej jadro potom tvori popis navrhu a implemen-
tacie zvolenej metddy.

Abstract

This thesis deals with the topic of fluid simulation accelerated by GPU in real-time and
presents theoretical basis in physics that governs these simulations. The various viewpoints
on this area are presented as well, together with methods that are representative of their
respective viewpoint. The technologies that enable effective simulations on GPU used in
this thesis are presented next. Core of this work consists of design and implementation of
chosen simulation method.
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Kapitola 1

Uvod

Kvapaliny st neodmyslitelnou stcastou nasho sveta. Nachddzaji sa vsade okolo nas a pri-
chadzame s nimi do kontaktu kazdy den. Je pre nés preto dolezité vediet ako s nimi pracovat.
Ttto ulohu si zobralo za svoju niekolko oblasti a podoblasti fyziky, ktoré sa zameriavaji na
rozne aspekty tekutych latok. Rovnice popisujice spravanie prudiacich tekutin existuji uz
od 18. storocia vdaka Sir Isaacovi Newtonovi, no st to az Navier-Stokes rovnice z polovice
19. storocia, ktoré su zdkladom velkej vac¢siny modernych metdd z tejto oblasti. Trvalo vSak
az do éry digitalnych pocitacov, kym mohol byt vyuzity ich potencial.

V relativne kratkej dobe sa vyvinulo niekolko metéd, ktoré posunuli simulaciu kvapalin
z teoretickej roviny do praktického vyuzitia, ktoré je skuto¢ne réznorodé. Spociatku boli
tieto metody limitované iba na seridzne, zvéicsa priemyselné oblasti vyuzitia, a spadali do
off-line vypoctov. S prichodom genereal purpose GPU (v skratke GPGPU) sa vSak coraz
viac dostavaju aj do sféry real-time vyuzitia a mozeme ich vidiet Castejsie aj v interaktivnej
forme.

To je prave oblast, ktorou sa zaobera tato praca. Jej text je logicky ¢leneny na kapitoly
predstavujtce etapy, ktoré boli nutné na vytvorenie tejto prace tak, aby splnila stanovené
ciele. Zasadenie tejto oblasti do sirsieho kontextu a obozndmenie citatela s nevyhnutnym
teoretickym zdkladom, na ktorom je simulécia kvapalin zalozena je mozné najst v kapitole 2.
Prehlad hlavnych simula¢nych metéd pouzivanych v tejto oblasti sa nachadza v kapitole 3.
Vseobecny popis architektiry GPU a néastrojov umoznujucich pracu v tejto oblasti, so
zameranim na tie, ktoré boli pouzité pri tvorbe tejto prace je mozné najst v kapitole 4.
Hlavnu cast prace, ktort tvori névrh zvolenej metddy simulujicej dynamické vlastnosti
kvapaliny v jednoduchej scéne je mozné najst v kapitole 5. Posledna kapitola 6 obsahuje
sihrnné zhodnotenie vysledkov prace a navrhuje kroky pre pokracovanie v diplomovej praci.



Kapitola 2
Fyzikalna tedria

Obsahom tejto kapitoly je rozdelenie fyzikalnych oblasti zaoberajicich sa simuldciou tekutin
nachadzajtce sa v sekcii 2.1 a podrobny popis Navier-Stokes rovnic, ktoré tvoria teoreticky
zaklad pre celé odvetvie mechaniky tekutin, spolu s ich odvodenim a réznymi pohladmi na
ich aplikaciu, ktoré je mozné najst v sekcii 2.2.

2.1 Oblasti simulacie kvapalin

Hoci technicky neexistuje 100% nestlacitelnd tekutina, podla stlacitelnosti st zndme dva
zakladné druhy tekutin - stlacitelné a nestlacitelné. Stlac¢itelnymi tekutinami sa plyny, ne-
stlacitelnymi kvapaliny [3, kapitola 1].

Kvapaliny st teda Specidlym pripadom tekutin, ¢o je skupina latok, ktorych spolo¢nou
vlastnostou je neschopnost samostatne udrzat svoj staly tvar. Podla vztahu medzi vnuator-
nym trenim a rychlostou toku delime tekutiny na Newtonovské a Nenewtonovské [22]. Ich
mechanickymi vlastnostami sa zaobera oblast fyziky nazyvana mechanika tekutin, ktora je
dalej delend na statiku (pre kvapaliny hydrostatiku), zaoberajicu sa pokojovymi vlastnos-
tami tekutin, a dynamiku (pre kvapaliny hydrodynamiku), studujtcu ich pridenie.

Hlavne dynamika tekutin je vyskumne zaujimavou a aktivnou oblastou, ktora je vsak
matematicky velmi komplexnd a preto vyuziva silu modernych vypoctovych prostriedkov
v kombindcii s metédami numerickej matematiky. Specidlne touto problematikou sa zaobers,
podoblast nazyvana vypoctova dynamika tekutin.

Vypoctovid dynamika tekutin (CFD)

Tato oblast ma velky vyznam, pretoze vysledky ziskané skimanymi metédami st pouzi-
vané na zjednodusenie dizajnovania réznych kritickych systémov ako napriklad lietadiel [16].
Kvoli oblasti pouzitia tychto vysledkov vsak existuju velké naroky na presnost metoéd pou-
zivanych na ziskanie takychto dat, ¢o posiva metdédy tejto oblasti striktne do sféry off-line
spracovania. Castokrat su tieto simuldcie prevddzané vo velkom rozliSeni a s velkou de-
tailnostou, pricom vykon, z pochopitelnych dévodov, nezohrava takd tlohu ako kvalita
vyprodukovaného vysledku.

Tieto metédy bezne vyuzivajua silu rozsiahlych pocitacovych fariem, kde je mozné v pri-
pade numerickych nestabilit alebo nespokojnosti s vysledkom upravit parametre a znovu
spustit program. Takyto sposob prace je umozneny vdaka predvidatelnosti off-line algorit-
mov [15, sekcia 1.1]. Bez ohladu na sposob, akym pracuji, alebo ako st vyuzivané metédy



v tomto odvetvi, je jeho existencia z pohladu simuldcie tekutin nesporne doélezita, pretoze
préave toto odvetvie bolo prvé, kde sa zacali aktivne pouzivat.

Obr. 2.1: Priklad pouzitia CFD - Simuldcia spravania stihacky HyperX v Mach
7. Prevzaté z  <https://commons.wikimedia.org/wiki/File,3AX-43A_(Hyper_-
_X) _Mach_7_computational_fluid_dynamic_(CFD).jpg>

Simulacia tekutin

Odvetvie simulacie tekutin patri do oblasti pocitacovej grafiky a jeho metédy vychadzaju
z CFD. Metody na simuléacie kvapalin sa zacali dostavat do povedomia uz v 2. polovici
90. rokov minulého storocia. Na rozdiel od oblasti vypoc¢tovej dynamiky tekutin, striktna
presnost simulécie tekutiny nie je pre toto odvetvie nevyhnutnostou, nakolko v tejto oblasti
je cielom vytvorit realisticky vyzerajice simuldcie. To umoznuje zanedbat niektoré nepo-
hodIné detaily, ktorych riesenie neprinasa vyznamné zlepsenie vysledkov po porovnani so
zvySenymi nédkladmi na vypocet [2, kapitola 1].

Kedze jadro problému sa vo vic¢sine metdd stéle opiera o rovnaké fyzikalne vztahy, ktoré
popisuju spravanie tekutin v redlnom svete, ni¢ v tejto oblasti nebrani vytvarat simulécie
s roznymi stupnami komplexnosti. Na jednej strane je teda mozné naplno vyuzit metédy
CFD pre tucely vysoko realistickych, off-line spracovanych vizudlnych efektov, pouzivanych
napriklad v Holywoodskych filmoch.

Odlisnost voc¢i CFD spociva na strane druhej, kde sa vyskytuji metédy pre beh v re-
4lnom ¢ase. Aby spliiali tito podmienku krok simuldcie musi byt mozné vykonat pri 30Hz
za ~33ms, bez zvazovania dalsich vypoctov, ktoré sa musia zmestit do tohto casového
rozpoc¢tu [4, kapitola 7]. Po nahliadnuti do oblasti noviniek z oblasti monitorov je mozné
najst aj modely s 240Hz snimkovou frekvenciou, ¢o tlac¢i krok simulacie do oblasti ~4ms.
Poziadavky na rozliSenie a vizualnu kvalitu musia byt z tohto dévodu zna¢ne upravené. Dal-
sim poziadavkom pre tieto metddy je stabilita, nakolko pri pozadovanej interaktivite nie
je mozné predvidat vysledok interakcie. Je teda zrejmé, ze hoci real-time metédy z tohto
odvetvia je mozné pouzit aj off-line, opa¢né neplati |1, sekcia 2.1].

Real-time metddy, rovnako ako aj ich off-line naprotivky, maju svoju Specifickii oblast
vyuzitia. Pre tieto je to hlavne oblast pocitacovych hier a virtualnej reality.


https://commons.wikimedia.org/wiki/File%3AX-43A_(Hyper_-_X)_Mach_7_computational_fluid_dynamic_(CFD).jpg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File%3AX-43A_(Hyper_-_X)_Mach_7_computational_fluid_dynamic_(CFD).jpg

(a) Real-time simuldcia s  po-
uzitim met6dy SPH. Prevzaté
z <https://i.ytimg.com/vi/
6CP5QvfuD_w/hgdefault.jpg>

(b) Off-line simuldcia vytvorend programom RealFlow.
Prevzaté z <https://i.ytimg.com/vi/MAJiLrUdIdY/
maxresdefault.jpg>

Obr. 2.2: Ukazky vysledkov metod simulacii tekutin.

2.2 Navier-Stokes rovnice

Teoretickym zédkladom pre tieto simulacie st velmi presné Navier-Stokes rovnice, ktoré mézu
byt zjednodusené na Eulerove rovnice pomocou zanedbania viskozity a tepelnej vodivosti.
Zakladnym rozdielom medzi jednodussimi Eulerovymi a zlozitejsimi Navier-Stokes rovni-
cami je, ze Navier-Stokes rovnice nie st vo svojej podstate konzervaénymi rovnicami, ale
skor disipativnym systémom [23].

Rovnice Navier-Stokes popisuju pohyb tekutiny v ¢ase. Hoci existuje ich zapis, ktory je
casto pouzivany v oblasti simulédcie tekutin, zriedkakedy je vysvetleny postup, odkial tento
znamy zapis pochadza. Kedze jeho systém odvodenia moze ¢itatelovi ozrejmit matematické
pozadie za fyzikalnymi veli¢inami tlaku a viskozity, je tento postup uvedeny v nasledujuicej
casti.

Pri odvodzovani tychto komplexnych rovnic st velmi ndpomocné postupy integracnej
a diferencialej analyzy, ktoré umoznuji pomerne intuitivny nahlad do tejto oblasti fyziky.

Odvodenie rovnic

Hlavnymi zdrojmi informécii prezentovanych v tejto casti su séria video lekcii mechaniky
tekutin [10] a prace [0, kapitola 2], [11] a [19, kapitola 5.

Tekutiny patria do Sirsej oblasti mechaniky kontinua, ktora sa zaobera stidiom mate-
ridlov zloZenych zo spojitych regiéonov hmoty. Ako nazov tejto oblasti napovedd, pre tcely
analyzy systémov vyskytujtcich sa v mechanike tekutin sa vyuziva predpoklad kontinua
(spojitého systému), Co znamena, ze vlastnosti tekutin sa menia v priestore spojito a hladko.
Dalsimi teoretickymi nastrojmi nevyhnutnymi pre analyzu su zakladné konzervacné zdkony
(zdkony zachovania), ktoré musia platit v kazdej izolovanej ststave (uzavretom systéme).

Konzervacné zakony

Prvym z nich je Newtonow 2. pohybovy zdkon—zdkon sily —z ktorého je mozné priamo
odvodit Navier-Stokes rovnice. Ten hovori, Ze ¢asovd zmena hybnosti je rovna vyslednej
posobiacej sile. Jeho matematicky zapis je mozné vidiet v rovnici 2.1.
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F = = — 2.1
ma o (2.1)

Dalsim je zdkon zachovania hmotnosti, ktory hovori, ze hmota sa priebehom c¢asu ani
nestrati ani nepribudne bez externého zasahu. Tento sa nachadza v rovnici 2.2.

dm
T 0 (2.2)
Poslednym potrebnym je prva termodynamicka veta—specializovany zakon zachovania
energie —ktora hovori, Ze vyslednd vnutorna energia systému je rovna energii dodanej teplom
a praci vykonanej na systéme, matematicky vyjadrené rovnicou 2.3. Doélezitym detailom
tejto rovnice je znamienkova konvencia - kladnym je dodané teplo a prica vykonana na
systéme, nie vykonana systémom.

dE  dQ dW

At at dt

Tieto zédkladné veli¢iny je mozné vyjadrit réznym sposobom. Vdaka uzavretosti systému

je mozné pouzit vztah medzi extenzivnyms veliéinami N a intenzivnyms veliéinami n. Tento
je mozné vidiet v rovnici 2.4.

(2.3)

Nsystém = / ndm = npdV (24)
hmota(systém) V(systém)

Extenzivnymi a intenzivnymi veli¢inami st prave tie, vychddzajice z konzervacénych
zakonov. Ich extenzivne vyjadrenie predstavuje hodnotu veli¢iny naprie¢ celym systémom,
ich intenzivne vyjadrenie hodnotu veli¢iny pre jednotku hmoty systému.

Ako bolo uz vyssie zmienené, konzervacéné zékony platia pre izolovani sustavu. V mecha-
nike tekutin sa vsak pracuje s pohybujicou sa tekutinou, ¢o znamena, ze je zlozité pracovat
v izolovanej sistave a naopak potrebné uvazovat o otvorenej stistave. Pre tento problém je
napomocna prva technika analyzy tekutinového systému—integrdlna analjza (analjza kon-
trolného objemu). T4 umoznuje rychly ndhlad na zédkladné ¢rty rieseného systému pomocou
vztahu medzi systémom a kontrolnym objemom. Konkrétne je v tomto kroku potrebné vy-
jadrit rychlost zmeny veli¢iny v systéme %‘Systém
vztahu ku kontrolnému objemu. To prave umoznuje Reynoldsov transportny teorém zobra-

pomocou c¢asovych variacii veli¢iny vo

zeny v rovnici 2.5, ktory je kéli struénosti uvedeny bez odvodenia [10, lekcia 7].
dN d
— = / npdV—i—/ npv - dA (2.5)
dt systém ot cV cS

Prvy integral tohto teorému vyjadruje rychlost zmeny extenzivnej veli¢iny v kontrolnom
objeme a druhy vyjadruje mnozstvo extenzivnej veli¢iny, ktord opusta kontrolny objem cez
jeho povrch. Dosadenim Tubovolnej veli¢iny do tohto teorému je potom mozné ziskat jej
konzerva¢nu rovnicu vztahujicu sa na kontrolny objem. Zékon zachovania hmotnosti pre
kontrolny objem teda nadobuda tvar v rovnici 2.6 a zdkon zachovania sily tvar v rov-
nici 2.7 [10, lekcia 8].

dm

dt

:0:8/ pdV—l—/ pv - dA (2.6)
ot cV cS

systém



0

d
P = / vpdV+/ vpv -dA (2.7)
ot cV cS

F=""
dt

systém

Fsystém = FcV = FS + FB

0
ZF:FS—l—FB:at/vvpdV—l—/Svpv-dA

KedZe integralna analyza je len vysokotroviiova, je mozné pomocou nej zistit napriklad
sily poOsobiace na systém, nie vsak napriklad kompletny profil pola rychlosti. Ten jej je
zva¢sa dany a pomocou tejto analyzy sa len integruje [10, lekcia 12].

Nakolko je potrebné ziskat detailnejsie informécie o veli¢indch vztahujucich sa ku te-
kutindm, je nutné pouzit dalSiu analyza¢ni techniku-—diferencidlnu analyzu, ktord je do
istej irovne mozné chapat ako nadstavbu integralnej analyzy. Aj pre tuto je zdkladnou
skimanou jednotkou isty objemovy element, tu sa vsak jednd o nekoneéne maly objemovy
region tekutiny, dalej oznacovany pojmom elementdrny objem tekutiny, ktory ma dimenzie
dx, dy, dz. Vzniknuté diferencidlne rovnice je velmi narocné riesit analyticky a preto sa na
ich riesenie pouzivaji numerické metédy. Kvoli zjednoduseniu sa dalej prezentované odvo-
denia limitované do 3 dimenzii, pricom pri parcidlnych derivaciach je explicitne vypisané
iba riesenie pre x siradnicu a dalSie analogické st ponechané na citatela.

Opét je nutné vyjadrit konzervacné rovnice jazykom tejto analyzy, ¢im v tomto pri-
pade vzniknd potrebné diferencidlne rovnice pre zdkony zachovania hmotnosti a sily. Na
obrazku 2.3 je zobrazeny elementiarny objem tekutiny, nad ktorym st vytvorené tieto kon-
zervacné rovnice. Hodnota hmotnostného prietoku tekutiny vychadzajiceho z pravej steny
(znacenej z+) je linedrnou extrapolaciou hmotnostného toku vchadzajiceho do lavej steny
(znacenej x—), pozdlz vzdialenosti dz a kalkuldcie si obdobné pre y a z steny. Tieto hod-
noty je rovnako mozné chapat ako prvé dva cleny Taylorovho rozvoja. Kedze tento koncept
vytvarania hodnét veli¢in na protilahlych stendch je vyuzity naprie¢ tymto textom niekol-
kokrat, jeho vysvetlenie je vhodné zmienit.

(pu)dydz (pu+—36—x(pu)dx)dydz
Y 1
—1 —
x “aa_ | da,
z dy e R
dz
dx

Obr. 2.3: Elementirny objem tekutiny s hmotnostnym prietokom v smere x, ktory cez neho
prechédza.



Elementarny objem tekutiny je diferencidlnym elementom. Vdaka tomuto faktu a zna-
mej dimenzionalite elementarneho objemu tekutiny, vznika potrebny vztah dV = dxdydz,
pomocou ktorého je mozné prepisat konzervacné zakony.

Diferencialna rovnica zachovania hmotnosti je odvoditelnd v dvoch krokoch. Prvy term
z jej vyjadrenia pre kontrolny objem 2.6 je mozné jednoducho prepisat do tvaru v rovnici 2.8.

0 0
e /cv pdV = a(p)dxdydz (2.8)

Druhy term tohto vyjadrenia je mierne zlozitejsi a pre jeho vyjadrenie je potrebné
spocitat vsetky hodnoty hmotnostného prietoku na jednotlivych stenach elementarneho
objemu tekutiny. Dolezitym detailom tohto kroku je korektné pouzitie znamienok, ktoré
vzniknu zo skalarneho stcinu. Vysledok je mozné vidiet v rovnici 2.9.

/ pv - dA = z-steny + y-steny + z-steny (2.9)
cS

/ pv -dA = —(pu)dydz + (pu + ;(pu)dac> dydz + ...
cS €T

0 0 0
/CS pv-d <8x (pu) + 9y (pv) + e (pw)) dxdydz

Opétovnym spojenim oboch termov a mensou tpravou vznika diferencidlne vyjadrenie
zékona zachovania hmotnosti, ktoré sa nachadza v rovnici 2.10.

0 0 0 0

0= a(p)dxdydz + <ax(pu) + éTy(pv) + 8Z(,ow)) drdydz (2.10)
0 0 0 0

0= a(ﬂ) + %(PU) + a*y(ﬂ”) + &(Pw)

Tento zapis je mozné dalej zjednodusit pomocou matematickej notacie, ktord vyuziva
operator del V. Vysledny upraveny vztah sa nachddza v rovnici 2.11.

— 2.11
+ w . ( )

ot 0 oy 0 15) oy 0z
0
O:l+p(V~v)+V-(Vp)
ot
dp



Diferencialny tvar zakona zachovania sily je mozné vyjadrit obdobnym spdsobom. V pr-
vom kroku sa transformuje jeho zapis pre kontrolny objem z rovnice 2.7 do tvaru vztahu-
juceho sa na elementarny objem tekutiny, ¢o je mozné vidief v 2.12.

dFp +dFgs = gt(vp)d:zdydz + /S vpv - dA (2.12)
d

Druhy term je opét obdobne zlozitejsi na tpravu. Ta je mozno vidiet v rovnici 2.13.

/ vpv - dA = z-steny + y-steny + z-steny (2.13)
cS
0
vpv - dA = —(vpu)dydz + | vpu + y(vpu)d:c dydz + . ..
cS Z

0 0 0
N A - e e e
/cs vpv -d ( (vpu) + y(vpv) + z(pr)) dxdydz

Po spojeni termov vznika rovnica 2.14, ktoru je dalej potrebné upravit.

d d 0 5}
dFp+ dFg = a(vp)dxdydz + <ax(vpu) + @(va) + 82(pr)> dxdydz (2.14)

s, d 0 9]
dFp +dFg = <8t (vp) + af(vpu) + Fy(va) + 8(pr)> dxdydz

Pri tprave je opéat napomocny del operdtor V. Vysledok po tpravach je v rovnici 2.15.

dFp + dFg = < 9 vt — vu% + pua—v+ (2.15)

vp% -+ vol? + pv@ + vpa—w + vud? + pwa*V dzdydz
Oy oy oy 0z 0z 0z

0 ov ou ov ow
dFB+dFS:< 8§+pa+ p8f+vp8 —|-Vp(9 +

V87+V@+V87+ 614— 814— a—dalal
use Uay wo_ +pus pvay pw—— | dedydz

(00, (P 00 O oo, 0p O
dFB+dFS_<vat+v <8 +ay+az>+(vu+vv+vw)<a +ay+az)+

+ (pu + pv + pw) (8v + ov + 8v>> dxdydz

pat or oy | 02



dFp + dFg = <vg/; +vp(V-v)+ (vu+ vuo+vw)Vp + paa‘t’ + (pu + pv + pw)Vv) dxdydz

dFp +dFg = <vg§ +vp(V-v)+v(v-Vp) + p% + pv - Vv) dzrdydz

0 0
dFp+ dFg = (v <6’: +V. (pv)) +p <8‘t, + (v~ V)v)) dxdydz

V tomto tvare je mozné zbadat, Ze prvy term na pravej strane rovnice predstavuje zakon
zachovania hmotnosti z rovnice 2.11, ktory je rovny nule, ¢im cely tento term vypadava.
%:I/yéol;nje ma(;iny sal;rf:ite'ne zaf)l’s’at’ pomocou o/peljétorquategidlovej derivdcie %. %2 =
ot Tugy Tvg, twg; Cojemoint v skratke zapisat ako ﬁ? = 8—? + (v-V)n, kde 7 je veli¢ina
zapisand pomocou tohto operatoru. Je vhodné poznamenat, ze (v-V) # (V- v), nakolko je
castokrat tento fakt zdrojom neporozumenia. Vysledny tvar diferencidlneho zapisu zakona

zachovania sily je zobrazeny v rovnici 2.16.

D
dFp + dFg = (,;D‘t’) dadydz (2.16)

Pre dalsie pochopenie spravania tekutin je najprv nutné uvazovat o silach na lavej strane
rovnice 2.16 posobiacich na elementarny objem tekutiny a co tieto sily predstavuji. Tele-
sové (objemové) sily Fp ako ndzov napovedd posobia na cely elementarny objem tekutiny
rovnako a teda nepredstavja problém. Typickym zastupcom tejto kategorie je gravitacia.
Pouvrchové sily Fg posobia len lokdlne a preto je praca s nimi problematickejsia. V jazyku
mechaniky kontinua su tieto sily nazyvané napdtie a deformdcia a pochopenie ich u¢inkov
je nevyhnutné na odvodenie vlastnosti ako pevnych tak tekutych latok. Ako sa vztahuju
k fyzikdlnemu spravaniu tekutin je prave popisané v nasledujicej podsekcii, ktord je napo-
mocné pri dalsom rozvijani pojmového aparatu pouzivaného v tomto odvetvi.

Napatie a deformacia

Napétie reprezentuje silu pésobiacu na povrch elementarneho objemu tekutiny. Toto napatie
na nekonec¢ne mald objemovi jednotku je mozné rozdelit na napétia posobiace na kazdu
stenu tejto elementarnej kocky. Pre vSeobecnt stenu s normélou v podobe z-ovej osi (dalej
oznacovani ako z-ovd stena) existuji nasledovné 3 napétia, z rovnic 2.17:

; AF, ; AF, ; AF,
= m = = m = = m = ——
Ad,—0  AA, oy = A do AA, 7oz = a0 AA,

o (2.17)

Napétie reprezentuje silu v kazdom smere distribuovanti po povrchu prislusnej steny
elementdrneho objemu. Normdalové (kolmé) napitie o, (niekedy oznacované aj 7,,) je sila
v smere normaly steny a zvy$né dve si tangencidlne (dotycénicové, smykové) napdtia T,
a Tz,. Tie pdsobia v dvoch smeroch ortogonalne ku normalovému napétiu s konvenciou, ze
prvy spodny index znac¢i smer normaly steny, na ktoru je vyvijané napétie a druhy znaci
smer sily, ktord vyvija toto napétie.
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Obr. 2.4: Orientéacia kazdej zlozky tenzoru napétia v 3D - normalové napétia, pre ktorych
zapis je postacujici jeden spodny index predstavujici dimenziu, si oznacené o,ys, do-
tyCnicové, pre ktoré je potrebné pouzitie dvoch spodnych indexov indikujicich oba smery
doty¢nicového napétia, st oznacené Taxis axis-

Definicia tangencidlnych napéti pre zvysné dva normalové smery je obdobna. Takto
vznikne devéat skaldrnych hodnot, ktoré kompletne popisuji napétie lubovolného objemo-
vého elementu. Na obrazku 2.4 st oznacené iba napétia pre steny x4+, y+, z+. Napdtia
pre im ekvivalentné steny x-, y-, z- by boli opét definované v silade s vyssie zmienovanym
konceptom linedrnej extrapolacie. Priklad pre x-ové steny je uvedeny v rovniciach 2.18.

Op_ = Oy To—y = Tay To—s = Taz (2.18)
doy
ox

OTy

ox

0Ty

ox A

Opt = Oy — Az Toty = Toy — Az Ttz = Toz —

Okrem napéti sa v elemente tekutiny vyskytuju aj deforméacie. Tie st pouzité na popis
nekonec¢ne malej zmeny elementarneho objemu tekutiny alebo pevnej latky z jej pociatoc-
ného tvaru a pozicie. Deformécie st Specidlne doblezité pre tekutiny, nakolko deformacia ele-
mentarneho objemu tekutiny umozinuje uvazovat o zmene jeho objemu. Tato mozna zmena
objemu na oplatku umoznuje uvazovat o nestlacitelnosti tekutiny a to dalej o koncepte
tlaku.

Deformaécie vznikaju relativnym pohybom medzi réznymi castami elementarneho ob-
jemu tekutiny. U elementarneho objemu tekutiny moéze dojst ku 4 zakladnym typom po-
hybu —translacii, rotacii, tangencidlnej deformécii a linedrnej deformaécii. Kedze ani transla-
cia ani rotacia nevedie k relativnemu pohybu medzi réznymi castami tekutiny, tieto pohyby
sa pre deforméciu bezpredmetné. Takisto aj pre deformécie existuje typové delenie na nor-
malové a dotycCnicové. Prvé zmienované st sposobené linearnym deformacénym pohybom,
druhé tangencidlnym.

Uvazujic elementarny objem tekutiny, ktory presiel miernou deforméciou, ako napriklad
na obrazku 2.5, existuje vektor § = &i + nj + (k. Ten je definovany takym spodsobom,
ze oznacenim pozicie Tavého spodného rohu uvazovaného elementarneho objemu ako O,

11



mé deformovany bod poziciu O + §. S pouzitim rovnakej linedrnej interpoldcie ako pri
konstrukcii napéitl’ je mozné definovat deformdaciu pravého horného rohu O’ ako 8’ = (£ +
%Ax)H— (17+ Ay)J +((+35 9 >Az)k. Z toho je mozné odvodif zmenu velkosti elementarneho
objemu tekutlny v dlmenzu vypoctom limity rozdielu kazdého bodu, pre Az priblizujtce
sa nule ako je mozné vidiet v rovniciach 2.19.

y
A
o'+&
A 4
on
(77+a—yAy)]
\ >
of:,95
§+6XAX)1
Ay
O+6
A
nj ~4
S >
z0&i Ax X

Obr. 2.5: Komponenty linearnej casti deformacného tenzoru ilustrované kvoli lepsej zro-

zumitelnosti v 2D - kazdy komponent reprezentuje deforméciu prislusnej steny v smere
prislusnej osi.

€0 = Jim, As (2.19)
9

o ox
o€ . o,

€ = 87 +87y,]+ 82’

Takto je vypocitand normdlovd deformdcia €, analogicky s norméalovym napétim o. De-
formacia v smere normaly steny elementarneho objemu tekutiny teda produkuje natiahnutie
alebo skratenie.

Tangencidlne deformécie vytvaraji zmeny v elementarnom objeme tekutiny rovnakym
sposobom ako afinna maticova operacia zkosenia - iba ortogonalne komponenty steny si
deformované a paralelné linie st zachované. To znamena, ze jedna Cast tekutiny zaznamena
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vacsiu zmenu ako k nej priamo opacna Cast, co md za néasledok zmenu v uhle 7., ktory
zvieraju strany skiimanej steny. Tato deformécia mdze vo vSeobecnosti nastat v smere kazdej
osi plochy stucasne a teda celkovd deformaécia tohto typu u sktimanej plochy, t.j. celkova
zmena, uhlu v, je rovnd stuctu deformécii vo vSetkych smeroch, ktoré je mozné oznacit o
a (. Na vypocet hodnoty deformécie v jednom smere je mozné pouzit pravidlo aproximacie
malého uhla, ¢im je ziskand vysledna hodnota ako podiel medzi rozdielom zmien vzajomne
opacnych stran tekutiny a ich vzdialenostou. Toto je zachytené v rovnici 2.20 a ilustrované
obrdzkom 2.6. Z obrazku je tiez zrejmé, Ze v, = 7y, nakolko sa jednd len o sticet deformdcii
v jednotlivych smeroch v opa¢nom poradi.

y
JAN
0§
——A
oy T
A
z °) |

Obr. 2.6: Tangencidlna deformacia jednej z ploch elementarneho objemu predstavujica
jeden komponent deformac¢ného tenzoru. 8 oznacuje Cast deforméacie v smere osi x, « cCast
Vv smere 0si y.

Yoy = 0+ 3 (2.20)
_ntahron e+ Ay ¢

oy = Ax Ay
_On 08

oy = ox + y

Vztahy pre zvysné steny je mozné vytvorit analogicky. Vysledné vztahy je mozné vidiet
v rovnici 2.21.
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on | 08 o¢ | 9n 0§ 9¢
— = 2.21
= tay W T te: T T o (2.21)
Jednotlivé deforméacie popisované vyssie su zlucitelné pod spoloény pojem tenzor ele-
mentarnych deformdcii (tenzor maljch deformdcii, Cauchyho tenzor deformdcii) znaceny

€, ktory ma tvar podla rovnice 2.22.

1 1
Erxx Ezy CEaxz € 5Vzy 372z
— — |1 1
€= |Eyz Eyy Eyz| = %fyym €y 5Vyz (2.22)
€z Ezy Ezz V2 372y €z

Doélezitym detailom tohto vztahu je fakt, ze tangencidlne komponenty tenzoru si po-
lovica tangencidlnych deformécii odvodenych vyssie, ktorych vyjadrenie je oznacované aj
pojmom inZinierske. Intuitivne je mozné tieto zapisy chipat nasledovne: po aplikacii napéa-
tia na cast elementarneho objemu tekutiny v nej vznika vnutorné napétie, ktoré ma za ciel
znovu nastolif ekvilibrium, ¢im vznikne napétie rovnako velké opacného smeru. Inzinerske
vyjadrenie tangencidlnej deformacie vramci jednej steny teda predstavuje sicet dvoch ta-
kychto parov, pricom tangencialne komponenty tenzoru len sticet dvoch napéti v danom
smere.

Dalsia dolezita charakteristika je vztah medzi napétim a deforméciou, ktory vyjadruje
aké sily a v konec¢nom dosledku napatia, vznikaju pri deformécii objektu. Tato charakteris-
tika predstavuje hlavné spojenie medzi tangencidlnymi a normélovymi silami a je vntatornou
vlastnostou kazdého materialu. V jednoduchych elastickych pevnych materidloch mé line-
arny charakter, teda vratna sila je proporcionalna velkosti deforméacie a nazyva sa modul
pruznosti. Analogickym predstavitelom pre tekutiny je Newtonovska tekutina, spominand
v uvode tejto kapitoly v sekcii 2.1. Pre Newtonovskt tekutinu je vSak napétie, ako bolo
empiricky zistené, pomerné ryjchlosti zmeny deformdcie T o €. Konstantou tejto propor-
cionality je veli¢ina analogickda modulu pruznosti nazyvana wviskozita a znacend pu. Toto je
jednym z fundamentalnych rozdielov medzi spravanim pevnych a tekutych latok.

Sktimanie rychlosti zmeny pozicie § s ohladom na cas dé za vysledok momentalnu
rychlost v elementarnom objeme tekutiny, ¢o je mozné vidiet v rovnici 2.23.

06 o€, ¢

5 (61& +8t +8t (ui+vj+wk) =v (2.23)
S predpokladom, ze viskozita p je ¢asovo nemennd, je mozné pomocou vztahu medzi

napéatim a deforméciou vytvorit vztah medzi tangencidlnym napétim a rychlostou tekutiny

ako je mozné vidiet v rovnici 2.24.

0 n  0€ ov  Ou
g (5 5) (55 220

Obdobny vztah pre normélové napétie je zlozitejsi na odvodenie. Trik k jeho odvode-
niu spociva vo vytvoreni vztahu medzi normdalovym napédtim a deforméciou a tangencial-
nym napatim a deforméciou. Ako je znazornené na obrazku 2.7 tangencidlna deformécia
elementarneho objemu tekutiny vramci z-ovej steny produkuje linedrnu deforméciu jeho
diagonal vo vhodne zvolenej stradnicovej sistave otocenej o 45° od p6vodnej stiradnico-
vej stustavy z-ovej steny. Kedze nova siradnicova sistava je zvolend ndhodne, vztah medzi
napitiami a deforméaciami v tejto stistave musi byt vSeobecne platny. Je teda potrebné
ndjst vzdjomny vztah medzi napatiami diskutovanych stradnicovych ststav ako aj medzi
ich deforméciami [19, kapitola 5.
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Obr. 2.7: Vztah medzi normalovymi a tangencidlnymi deforméaciami. Pomocnéa siradnicova
stustava je rotovana o 45°.

Prvym krokom je zvazenie sil pdsobiacich na dve trojuholnikové casti, dalej oznacené
ABD a ACD, ktoré vznikni zo skiimanej steny a si zndzornené na obrazku 2.8. Nakolko
sa pracuje s elementarnym objemom tekutiny, pomer povrchu k objemu je zanedbatelny
a je postacujica rovnovaznost sil vramci trojuholnikového elementu. Tato rovnovaznost
v otocenej sturadnicovej sustave, pre trojuholnik ABD v smere x’ a pre trojuholnik ACD
v smere y’, je vyjadrena vztahom v rovnici 2.25.

XX

Obr. 2.8: Napitia na trojuholnikové Casti steny (x, y).

. %TW by T = %TW Ty (2.25)
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Ich s¢itanim vzniké vzfah v rovnici 2.26, do ktorého je dalej mozné substituovat uz vy-
jadreny vztah medzi tangencidlnym napétim a deforméciou. Tym je vytvoreny vztah medzi
diagonalnym napéatim v stradnicovej sistave (x’, y’) k tangencidlnej rychlosti deformécie
v sustave (x, y).

T:;a: - Tgl/y = 2Txy (226)
Oy
1y = 2

ov Ou
T — T;y =2u (81‘ + 8y>

Dalej je potrebné vytvorit vztah medzi tangencidlnou deformaciou v ststave (x, y)
k deformécidm v stradnicovej sustave (x’, y’). Obrazok 2.9 zobrazuje deformovanie troju-
holnikovych casti ABD a ACD, kde sa deformované casti oznacené a, b, ¢, d vztahuju ku
linedrnym a tangencidlnym deformécidm v suradnicovej sustave (x, y) vztahmi 2.27.

| A
> b
a > B
DY a |
DY € |
b+c
= |
|d ‘3
d |
A - |
A

Obr. 2.9: Deformaécie trojuholnikovych ¢asti steny (x, y).

€r = % €y = % Yoy = ZH_Td (2.27)

Normélové deformécie v rotovanej stiradnicovej sustave (x’, y’) st vypocitané ako zmena

dizky diagonsly AC v smere x’ a diagonaly BD v smere y’. Vdaka rovnoramennosti troju-
holnikovych Casti a praci s nekoneé¢ne malymi zmenami vznikaju vztahy 2.28.

a+d+ﬁ

d(AC) 2 V2 1/c a b+d 1
o _ _1 a, ordy Lo W) (2.2
d(BD) 1
6y/ = BD — ... == 5(61 "‘ Ey - ’ny)
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Spojenie predoslych rovnic ukazuje, ze rozdiel normalovych deformécii v ststave (x’, y’)
je rovny tangencidlnym deformécidm v sustave (x, y), ¢o je mozné vidiet v rovnici 2.29.

€x/ — €yt = Vay (2.29)

Pouzitim rychlosti zmeny ziskanych deformécii a eliminaciou referencii k stradnicovej
sustave (x, y) pomocou rovnice 2.26 vznika vztah 2.30, ktory je mozné obdobne vyjadrit aj
pre zvysné steny (y’, z’) a (z’, x’).

Oeyr  O€y
To'x! — Ty/y’ = 2,LL < 8t — 6? > (230)

Ouy  Ouy
Tx/x/ — ’Ty/y/ = 2# 81;/ — 8y/

Spojenim tohto vztahu pre dve zo stien, ktoré obsahuji osu x, vznika rovnica 2.31, ktora
predstavuje findlny vztah medzi normalovym napétim a rychlostou tekutiny. To je mozné
vdaka vyssie zmienovanému faktu, ze nasledovny vztah musi byt platny pre Tubovolny
stradnicovy systém, nakolko pomocny stradnicovy systém pouzivany pri odvodzovani bol
zvoleny nahodne.

oz’ Yy’

8ux/ OV ﬁux/ 8wzl
y) 21 < 5~ B ) (2.31)

9 8ux/ avy/ 6wz/ >

To'a! — Ty/y/ —+ Tola! — Taly = 2# <

27—1"1" — Ty/y/ — TZ’Z’ = 2[[1, < 81:/ ay/ — 82/

Bux/ 8ux/ avy/ 5U/z'
3Tt gt — Tala! — Tyly! — Talyt = 3-2u on + 2 <— o — oy — B

Oy Oy OV, Ow,y
3Tprar = Tarzr + Tyly + Tarzr + 3-2u = — 21 ( Z o+ ° >

ox’ oz’ oy’ + 0z
Tt /—|—T/ /—|—T/ / 81}, / 2
Tyly! = T y3y =2 —i—2,u a;; — §M (V'V/)

u 2
U:c:Txx:_pm'i‘Q,szx_*MV‘V

Veli¢ina p,,, ktord sa vyskytuje vo vztahu 2.31 je tzv. mechanicky tlak a predstavuje
zjednodusené vyjadrenie tlaku, ktoré je beznou konvenciou v oblasti mechaniky tekutin.
Tato veli¢ina spdja dokopy termodynamicky tlak p; a prispevok, ktory vznikéd rychlostou
zmeny deformaécie pri roztahovani, ¢o je mozné vidiet v rovnici 2.32. Dévodom pre toto zjed-
nodusenie je fakt, ze pri nestlaciteInych tekutinach je zmienovany prispevok takmer nulovy
a teda zanedbatelny a u stlacitelnych tekutin dosahuje nezanedbatelni hodnotu iba v Spe-
cifickych pripadoch, kedy dochadza k rapidnemu roztiahnutiu tekutiny ako napriklad pri
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razovych vlnach alebo explézii [141]. Parameter A, ktory sa tiez vyskytuje v tomto vztahu,
je nazyvany druhy (objemovy) koeficient viskozity a je z vicSej Casti experimentalne zis-
kanym koeficientom proporcionality linearneho vztahu medzi prispevkom rychlosti zmeny
deformécie a mechanickym tlakom [19, kapitola 5].

Ox +0y+ 0, B

3 =

Vyuzitim tenzorovej notécie je mozné vyjadrit spojenie medzi napétiami a deforméciami

jednym vztahom 2.33. Clen di; je tzv. Kroneckerova delta, ¢o je bindrna funkcia s hodnotou

0aki=ja 1aki=j.Z tohto vztahu je taktiez zrejmé, ze vonkajsie povrchové sily maja
za nasledok zmeny v tlaku a rychlosti.

—pm = —pt + AV -v) (2.32)

aij = (04 5007 ¥)) 8+ 2n(ei) (2.33)

Spojenie vztahov

V tejto podsekcii je ukazané ako kombinaciou vyslednych rovnic predoslych casti 2.16 a 2.33
vznikd znamy Navier-Stokes vztah pouzivany v oblasti simulacie tekutin.

Prvym krokom je vyjadrenie sil pdsobiacich na elementarny objem tekutiny v smere jed-
notlivych osi. Telesové sily pdsobiace v smere osi x st jednoducho vyjadritelné vztahom 2.34.
V praxi sa spravidla len velmi zriedkavo vyskytujua iné sily tohto typu nez gravitécia.

dFp, = dma, = pdVa, = paydrdydz (2.34)

Povrchové sily elementarneho objemu tekutiny v smere osi x st vyjadrené vztahom 2.35.

dFs, = x-steny + y-steny + z-steny (2.35)

dFs, = —0z.dydz + (am + agm d$> dydz + - - -
x

dFs, = aa“dm dydz + aUyg[”dy drdz + aazxdz dxdy
ox Jy 0z

dFg,

(801;,; 00yy 004
- + 2y

o By 9, > dxdydz

V dalsom kroku nasleduje spojenie jednotlivych tychto casti do spolo¢nej rovnice. Je
zrejmé, ze objemovy element, je mozné odstranit z tohto vztahu a dalej je potrebné substi-
tuovat hodnoty napéti vyjadrené pomocou tlaku a rychlosti, ¢im vznika rovnica 2.36.

18



D
dFp, + dFs, = <pD1L> dedydz  (2.36)

00y 80;/33 00z . Du
pazdrdydz + ( O + By + 5% > dxdydz = <p Dt) dxdydz

004y  O0yy 004 _( Du
(paz + e + oy + 5, )dxdydz = <’0Dt> drdydz
0 2 8
g ov 4 o ou n 2 8u B
ay \"\ oz " ay 9. \M -
op 2 0
0%u 0% 9% 9%u 9%u d*w Du

K owox + K owox + M@x@y + #8y8y + K920z + Fovd> ~ "Dt
o Pu  Ou Ou
Pl = gz " Haa2 Tl T2

gg(Vv)—{— 82u+ 82v+ 8211)_&
3" ox K orox Maxay Ford> ~ "Dt

Pu  Pu  O%*u
”““a*“(aﬁay*azz)

Op 9 2 0 ~ Du
pie = 5y H VU= sugs (V) F g (Vev) =0
Op 9 w o ~ Du
pax—(%%—uVu—I—?)a (V v)_th

Obdobne je mozné vyjadrit vztahy pre zvysné suradnicové smery. Spojenim tychto rov-
nic pre vSetky siradnicové smery a ich prevedenim do vektorového tvaru vznikd Navier-
Stokes rovnica pre stlacitelnd tekutinu 2.37.
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D
pa—Vp+uViv+ v . v) = p Y (2.37)
3 Dt
2 H ov
pa— Vp+ uV V+§V(V‘v) :pE—Fp(v-V)v

S pouzitim predpokladu nestlacitelnosti, t.j. (V - v) = 0, vznikd Navier-Stokes rovnica
pre nestlacitelnd tekutinu 2.38.

P
pa—Vp+ pViv = pa%f +p(v-V)v (2.38)

Podelenim hustotou p, preskupenim ¢lenov rovnice a vykonanim substiticie v = %
vznika vSeobecne znadmy zapis 2.39, ktory je mozné najst v literatire zaoberajicej sa simu-
laciou tekutin, ¢i uz v oblasti CFD alebo pocitacovej grafike. Symbol v znaci kinematicki
viskozitu, ¢o je dynamickd viskozita u podelend hustotou p.

ov 1

—_— 2 _ .
5 = 2 pr+VV v—(v-V)v (2.39)

Vyznam clenov rovnice

Vysledné Navier-Stokes rovnice je mozné vysvetlit po jednotlivych ¢lenoch, ktoré st sepa-

rovatelné a samostatne vypocitatelné [15, sekcia 10.1]. Toto rozdelenie je zobrazené v rov-
nici 2.40.
ov Vp 9
— +(v-V)v — = Vv a 2.40
(o ov)+ 2 — oy o (2.40)
~—~ viskozita sily
advekcia tlak

e advekcia - zodpovednda za posun vlastnosti v poli rychlosti. Postva aj rychlost sa-
motni, teda sami seba, ¢o je nazyvané konvekcia. Je najkomplikovanejSou castou
tychto rovnic a zdrojom nelinearity. Intuitivne predstavuje spdsob posunu simulécie
z jedného kroku do druhého pocas jej behu.

e tlak - zodpoveda za pohyb tekutiny v smere gradientu a intuitivne je zodpovedny za
to, ze tekutina sa pohybuje z miest vysokého tlaku, do miest nizkeho tlaku.

e viskozita - udava ako rychlo tekutiny reagujui na podnety a ako rychlo sa ustélia.
V praxi je zodpovednd za diftiiziu hodnot, ¢o je mozné chapat aj ako aplikaciu vyhla-
dzovacieho filtru. Pre tekutiny s nizkou viskozitou, ako napriklad kvapaliny, je ¢asto
vynechand, ¢o robi z Navier-Stokes rovnice rovnicu Eulerovu.

e sily - tento Clen predstavuje externé sily, ako napriklad gravitacia, posobiace na teku-
tiny.

e nestlacitelnost - hoci technicky nie ¢len, ale podmienka (V - v) = 0, zodpovedd za
zachovanie hmoty pocas advekcie vlastnosti polom rychlosti.
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Pre kazdy z tychto ¢lenov existuji rozne spdsoby vypoltu, ktoré musia spliiat pod-
mienky Specifické pre dany problém. Naroc¢nost vypoctu a s tym spojené vypoctové pozia-
davky sa taktiez lisia pre kazdy ¢len. Jednotlivé ¢asti - pridanie sil, advekcia polom rychlosti
a vypocet tlaku predstavuju jeden simula¢ny krok, ktory je opakovany v Case po cely beh
simulécie.

Pohlady na Navier-Stokes rovnice

Na tieto fundamentélne rovnice existuji dva zakladné pohlady na diskretizaciu podla toku
tekutiny - Eulerovsky a Lagrangovsky. Oba tieto pristupy budd vo vSeobecnosi popisané
v dalsich podsekciach.

Eulerovsky pohlad

Eulerovsky pohlad prezentovany na obrazku 2.10, funguje na zédklade delenia priestoru na
fixne umiestnené diskrétne oblasti. V tychto pevnych oblastiach je sledovany priliv a odliv
tekutiny v priebehu Casu a teda zmeny vlastnosti tekutiny ako rychlost, hustota, teplota
a podobne [1, sekcia 1.3]. Zvoleny elementarny bod x; v tomto pripade nepodlieha advekeii,
ale ma fixnu poziciu v priestore, ktora je castokrat zarovnana do mriezky.

~.

Obr. 2.10: Eulerovsky pohlad - sleduju sa ¢asové zmeny vlastnosti vo fixnej oblasti.

Vyssie definovana rovnica Navier-Stokes je v kazdom pohlade pouzivand v rovnakom
tvare, jej zapis je vsak vhodne upraveny pre konkrétny pohlad. Zmena je badatelnd hlavne
u materidlovej derivacie, ktord musi byt v Eulerovskom pohlade vyjadrend pre pevnu poziciu
v priestore. Materidlova derivacia rychlosti je teda pre tento pripad DD‘? = %? + (vi - V)v;.

Pre pevné elementdrne body x; v Fulerovom pohlade je teda pouzivany zapis Navier-
Stokes rovnice v tvare 2.41. Ten vyjadruje casovi rychlost zmeny riychlosti v; pre fizni
poziciu x; [l1, priloha A].

6Vi
ot

1
= —;Vpi + Z/V2Vi +a; — (Vi . V)Vl (2.41)
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Vyhody a nevyhody tohto pohladu sa vztahuji na fixni mriezku. Vyhoda, ktora z nej
plynie, je fixné okolie pre kazdy krok simulacie, nevyhodou je naopak fakt, ze tekutina
existuje len vramci tejto mriezky a preto je zlozitejsia adaptacia v pripade potreby rozsirit
mriezku (napr.: rozbitie kontajneru, v ktorom sa tekutina nachddza) [12, sekcia 2.2].

Lagrangovsky pohlad

Pri Lagrangovskom pohlade, ktory je znazorneny na obrazku 2.11, je tekutina z teoretického
hladiska rozdelend na nekoneéne mnoho bodov [13, sekcia 3.1]. Pozorovatel sa stavia do
pozicie Castice tekutiny, ktora sa pohybuje v ¢ase a priestore pod vplyvom pola rychlosti.
To znamena, zZe zvoleny elementarny bod x; podlieha advekcii lokdlnou ¢astou pola rychlosti

tekutiny v; : d{fti =v;.

Obr. 2.11: Lagrangovsky pohlad - sledovana je konkrétna Castica, ktorej vlastnosti sa menia
pocas pohybu v case a priestore.

Rovnica Navier-Stokes je aj v tomto pohlade pouzivana v rovnakom tvare. Materidlova

derivacia sa vSak v tomto pohlade pretavi do vztahu %‘;" = chei , ¢o koresponduje s rychlostou

zmeny rychlosti zvoleného bodu, t.j. ¢astice podliehajicej advekcii vlastnym rychlostnym
polom. Je nutné podotknut, zZe DD‘? = d(;;" je platné len v kombindcii s da’l;i = V.

Rovnica Navier-Stokes je teda pouzivana vo forme pre Lagrangovské elementdrne body

X; podliehajice advekcii vlastnym polom, ¢o je s pouzitim d;j = v; zapisatelné rovnicou 2.42,
ktora vyjadruje rychlost zmeny rijchlosti v case pre pohybujici sa elementdrny bod t.j. cas-

ticu x; [11, priloha A].

dvi
dt

Vyhodou tohto pohladu je intuitivnost a jednoduchost programovania, existuje tu vsak
nutnost zistovat okolie kazdého elementu v kazdom kroku simulacie, ¢o vyzaduje dalsie
vypoctové prostriedky.

1
= —p—Vpl- + Z/V2Vi + a; (242)
i
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Kapitola 3

Simulacné metoédy

V tejto kapitole je prezentované rozdelenie metéd vyskytujtucich sa v oblasti simulacie
tekutin. Okrem klasickych metéd prezentovanych v sekcii 3.1 je tu mozné najst aj prehlad
menej ¢astych metdd, ktoré sa odlisuju od Standardnych uz na teoretickej tirovni, v sekci 3.2.

3.1 Klasické metédy

Za priblizne 20 rokov existencie oblasti simulacie tekutin vzniklo mnozstvo novych metéd,
zalozenych na, v predoslej kapitole zmienovanych, Fulerovskych a Lagrangovskych pohla-
doch. Obe tieto skupiny fungujt na baze diskretizacie tekutiny, no kazda k tomuto problému
pristupuje odlisne. Historicky jeden z najvécsich prinosov v tejto oblasti mala skupina T3
z Los Alamos National Laboratory pod vedenim Jamesa Harlowa. Spolu s jeho tymom vyvi-
nuli mnozstvo metéd pre CFD, ktoré v dnesnej dobe povazujeme za zaklad oblasti simulacie
tekutin [10].

Mriezkové metody

Tieto metédy tvoria najstarsiu a najlepsie prestudovana skupinu metdd v tejto oblasti. Sku-
pina je zalozena na Eulerovskom pohlade na Navier-Stokes rovnice a ako taka predstavuje
metody, ktoré diskretizuju tekutinu pomocou fixnej mriezky.

Tuato skupinu je mozné delit na dalsie kategérie podla niekolkych kritérii. Hlavnu formu
delenia méze predstavovat separécia na 2.5D a 3D met6dy. Dalsim kritériom je typ bunky,
ktord moze byt usporiadand alebo odsadend [0, sekcia 3.1], ¢o je ur¢ené podla umiestnenia
vlastnost{ tekutiny vramci tejto bunky. Dalej to je typ pouzitej mriezky, kde sa nejednd
o tvar jednotlivych buniek, ale o ich uniformnost alebo adaptivnost velkosti. Tieto mriezky
mo6zu mat v niektorych metédach viacero drovni, ¢o zrychluje konvergenciu vypoctov [15,
kapitola 3].

Hlavnou nevyhodou tychto metéd st pamétové naroky na castokrat zvacsa prazdnu
mriezku. Medzi dalSie patri limitdcia simulacie na priestor tejto mriezky, ktori je nutné
zvacsit, ak je potrebné simulovat rozbitie kontajnera s tekutinou, zlozitejsie zobrazenie
malych detailov a nutnost explicitne si uchovavat informéciu o bunkach na povrchu tekutiny
pre potreby vykreslovania. Medzi vyhody naopak patri dobré paralelizicia, vyssia vypoctova
presnost [3, kapitola 2] a fixné okolie jednotlivych buniek pre kazdy krok simulécie.
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Casticové metédy

Této skupina metdéd vyuziva Lagrangovsky pohlad na Navier-Stokes rovnice. Sposob dis-
kretizacie tekutiny je teda vykonany jej rozdelenim na mnozstvo diskrétnych zhlukov, ktoré
definuji objem tekutiny. Kazdy zhluk si v sebe nesie informécie o jednolivych vlastnostiach
tekutiny a tieto zhluky sa pohybuju v priestore [12, kapitola 4].

Ich nevyhodou je nizsia vypoctova presnost a problematické sledovanie hladkych hladin
tekutin [3]. Medzi vyhody takychto metéd naopak patri jednoduchost reprezentécie malych
mnozstiev tekutiny [1, sekcia 7.1], intuitivna predstava a nizsia pamétova naroc¢nost.

3.2 Netradicné metédy

Spoloc¢nou vlastnostou tychto metdd je fakt, ze sa nezakladaji na Navier-Stokes rovniciach,
ale snazia sa o vizudlne vierohodnu simulaciu tekutin. Kazda z nich voli iny postup na
dosiahnutie tohto ciela, ¢o znamend, ze metdédy v tejto kategdrii nemaji vela spolo¢ného.

Pozicné metédy

Tato skupina metdéd bola povodne vyvinutd na simuldciu pevnych latok. Neskor vsak bolo
ukazané, ze pozic¢ne zalozené koncepty, mézu byt pouzité aj na simulaciu tekutin. Tieto me-
t6dy, na rozdiel od klasickych fyzikalne zalozenych metod, pracuju tak, ze pocitaja priamo
pozicie na zaklade riesenia kvazistatického problému. St velmi vhodné na interaktivne po-
uzitie vdaka ich kontrolovatelnosti a stabilite aj pri pouziti jednoduchych a rychlych in-
tegra¢nych schém. Vdaka ich jednoduchosti, robustnosti a rychlosti st velmi popularne
v pocitacovej grafike a hernom priemysle [2, kapitola 1].
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Kapitola 4

Architektura GPU

Simulacie tekutin stale patria medzi vypoc¢tovo naro¢nejsie tlohy. Preto odhliadnuc od uhla
pohladu, ¢i v teoretickej rovine zvolenej metddy, ak pozadujeme simulaciu beziacu v redlnom
case, musi byt poc¢itana velmi rychlo. Na to si vhodné moderné grafické karty, ktoré oproti
klasickym CPU umoznuji masivnu paralelizaciu s pouzitim nastrojov na GPGPU, ¢im teda
takéto ulohy typovo patria do SIMD skupiny Flynnovej taxonémie. Hoci priebornikom
v tejto oblasti bola spolo¢nost Nvidia, ktora ako prva priniesla svoju ucelenit GPGPU
platformu CUDA [I, sekcia 1.1], v priebehu rokov vzniklo niekolko podobnych $tandardov
ako napriklad OpenCL, DirectCompute a tiez OpenGL Compute Shadery, vyuzivané v tejto
praci. Aj ked programovanie na GPU mdze priniest niekolkonasobné zrychlenie, vhodna
paralelizicia metéd je netrividlnym problémom riadenym pravidlami, ktorych (ne)dodrzanie
moze velmi vyznamne ovplyvnit vysledny vykonnostny zisk. V tejto casti sa preto nachidza
vSeobecny popis architektir sucasnych GPU spolu so zdkladnymi problémami, ktoré sa
vyskytuja pri programovani na GPU.

4.1 OpenGL Compute Shadery

Compute shadery si pomerne novou technoldgiou tejto oblasti GPGPU néastrojov. Do jadra
OpenGL boli pridané vo verzii 4.3, pricom ako rozsirenie boli dostupné uz vo verzii 4.2.
Ako také stoja mimo klasického stavového stroja OpenGL zaoberajiceho sa zobrazovanim.
Hoci je pre compute shader vyzadovany samostatny program, v mnohych aspektoch je ta-
kyto compute program totozny s tradicnym OpenGL programom — mé pristup k rovnakym
zdrojom (uniformy, textiry, obrazky, atomické pocitadld a pod.), obdobné stavy a dalsie
podobné vlastnosti. V ¢om sa lisi je fakt, ze neobsahuje nijaké preddefinované vstupy a vy-
stupy podobné inym shaderom a teda jeho vysledky sa prejavuji zmenami pripojenych
zdrojov ako napriklad bufferov a obrazkov.

Aj ked je mozné ziskat schopnosti GPGPU pomocou prepojenia s OpenCL, vyuzitie
compute shaderov je v mnohych pripadoch jeddnodussie a efektivnejsie. Dovodom je, ze
technolégia OpenCL je dizajnovand tak, aby bola schopna bezat na réznych zariadeniach
od FPGA po CPU a obsahuje bohatsi repertoar funkcii. Vyhodou compute shaderov je
zameranie sa na GPU ako cielovi platformu a z toho plyntice optimalizacie, moznost pi-
sat kod v GLSL ako u ostatnych OpenGL shaderov a implicitna integracia do OpenGL,
¢im odpadava nutnost API zabezpecujiceho interoperabilitu, ¢o je nevyhnutné pri pouziti
OpenCL. Z posledného zmienovaného plynie moznost vyuzitia potrebnych objektov v sta-
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vovom stroji pre grafiku a pri GPGPU vypoctoch siicasne, bez nutnosti tzv. acquire-release
sémantiky alebo prekladu tychto objektov [9, Gvod].

Compute shadery tvoria 2 zédkladné vzajomne tizko prepojené casti — vypoctovy priestor
a pamatovy model.

Vypoctovy priestor

Tento abstraktny priestor, v ktorom operuji compute shadery, je deleny na niekolko Casti,
ktoré je mozné vidiet v grafickej podobe na obrazku 4.1. Jeho zdkladnou jednotkou je
pracovnd skupina, ktord predstavuje najmensie mnozstvo vypoctovych operacii, ktoré moéze
uzivatel vykonat. Pracovna skupina je sama zlozend z niekolkych casti — invokdcii, ktoré
predstavuju instancie, potenciondlne paralelne vykonéavajice vlastny kéd compute shaderu.
Poslednou castou je tzv. dispatch, ktory definuje pocet pracovnych skupin, ktorych spustenie
je pozadované, ¢im tiez efektivne definuje mnozstvo vypoctov, ktoré je potrebné vykonat.

Compute Programming Model

gl WorkGroupSize = (d4,2,1)
gl _WorkGroupID = (1,1,.0)
gl Local InvecationID = (2,1,.0)
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Obr. 4.1: Vypoctovy priestor compute shaderu. Prevzaté z <https://
image.slidesharecdn.com/khronos-opengl-es-gdc-mar14-140321110601-phpapp01/
95/khronos-opengl-es-gdc-2014-9-638.jpg?cb=1395400782>

Pracovna skupina spolu s dispatchom mo6zu definovat potrebny vypoctovy rozsah v az
3 dimenziach. Definicia velkosti pracovnej skupiny je vyzadovand uz pri kompilacii com-
pute programu, velkosti dispatchu naopak nepodliehaji tomuto obmedzeniu a moézu byt
definované pocas behu aplikacie. Vsetky zo zmienovanych hodndt si subjektom limitov,
ktorych minimalne a/alebo maximalne hodnoty st definované v OpenGL a skutoéné hod-
noty definuje vyuzivany hardware a k nemu prislusiace ovladace obsahujtice implementaciu
OpenGL. Tieto hodnoty st ziskateIné pomocou standardnych funkcii OpenGL vyuzivanych
na tieto tcely doplnenych o prislusné symbolické konstanty hladanych parametrov.

Ako uz bolo spomenuté na zaciatku teto kapitoly, pre compute shadery neexistuja ni-
jaké preddefinované uzivatelské vstupy alebo vystupy. Existuji vsak isté vstavané premenné,
ktoré poskytuji informécie viaztce sa k adresécii jednotlivych pracovnych skupin vramci
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dispatchu, k adrese invokacie vramci skupiny alebo celého dispatchu a podobne. Tieto in-
formacie st nevyhnutné pre zadelenie konkrétnych tisekov spracovavanej ilohy jednotlivym
invokacidm [17, kapitola 12].

Dalsim dolezitym aspektom tejto oblasti je spdsob, akym skutoéne prebieha samotny
vypocet, ktory istou mierou objasnuje, preco je pracovna skupina zdkladnou vypoctovou
jednotkou. Hoci dispatch urcuje pocet pozadovanych pracovnych skupin, ich poradie vyko-
névania je ponechané na samotny systém. To znamend, ze skupiny si spracované vzijomne
nezavisle na sebe a compute shader nemé moznost spoliehat sa na poradie ich vykonavania.
Spravne poradie vykondvania ¢asti llohy musi byt preto na globalnej Grovni zaistené prog-
ramatorom zvonka. Opak vSak plati pre pracovnu skupinu, ktorej invokécie st spracované
paralelne, hoci nie nevyhnutne stucasne [9, sekcia 5.5]. Sti¢asné spracovanie prebieha po tse-
koch zvanych warpy (NVidia) alebo wawefronty (AMD), ktoré st tvorené istym poc¢tom po
sebe iducich invokécii (typicky NVidia — 32, AMD — 64), ktoré naraz vykonavaji rovnaké
instrukcie. Warpy st potom vykonavané v poradi definovanom implementéciou, typicky tak,
ze sa vykondava prvy warp, ktory ma dostupné vsetky potrebné operandy a k prepinaniu na
dalsi dochadza pri ¢akani na dokoncenie pamétovych operécii. Vramci pracovnej skupiny
je vsak mozné vynutit si poradie vykonadvania pouzitim bariér, ktoré garantuju, ze vsetky
invokacie dokoncili vykonévanie operacii predchadzajtcich bariére.

KedZe vSetky invokacie vramci warpu vykonavaja rovnaké instrukcie, je nutné pri tvorbe
compute shaderu uvazovat o pouziti riadiacich struktir, ktoré by mali za nésledok jeho vet-
venie, nakolko vetvenie vrameci jedného warpu vytvara tzv. divergenciu. T4 vedie k potrebe
vykonania roznych instrukci, ¢o znamend, ze divergentné casti warpu, musia byt seriali-
zované, pricom invokacie warpu nepatriace k momentalne vykonavanej divergentnej Casti
ostavajui pocas jej vykondvania necinné. Z tohto dévodu je vhodné vyhnut sa vetveniu, ak
je to mozné, tplne alebo zabezpecit, ze k vetveniu dochddza na rozhrani warpov [7, sekcia
4.1].

Paméitovy model

Pre efektivnu paralelizaciu hlavne datovo intenzivnych tloh je nutné spravne pochopenie
pamétovej hierarchie, s ktorou compute shader pracuje. Grafické zndzornenie tohto pamé-
tového modelu sa nachddza na obrazku 4.2. Tento model nasleduje typicky trend kazdého
pamétového modelu a sice, ze najrychlejsia pamét sa nachadza najblizsie k vypoctovym
jadram, ale jej velkost je tym viac limitovana, ¢im blizsie sa nachidza. DalSou velmi pod-
statnou vlastnostou paméti compute shaderov je ich rozsah viditelnosti. Tento paméatovy
model je mozné rozdelit nasledovne:

1. register - predstavuje najmensiu a najrychlejsiu pamétovi jednotku nachadzajicu sa
priamo na ¢ipe, ktord je dostupna iba pridelenej invokacii.

2. lokalna paméat - tisek paméte dostupny iba konkrétnej invokacii, ktorého hlavna cast
sa nachddza mimo ¢ipu. Typicky vsak byva optimalizovanid pomocou velmi malej
cache pamiéti (~ 8kB) priamo na ¢ipe.

3. zdieland pamét - velmi dolezity tsek paméte priamo na ¢ipe, ktord je dostupna pre
kazdt invokaciu vramci jednej pracovnej skupiny a teda umoznuje obojstrannt ko-
munikaciu medzi invokaciami. Jej velkost je typicky ~ 48kB. Tento typ paméte je
rozdeleny do tzv. bankov s krokom 4B. Paralelny pristup k tejto paméti z jedného
warpu je mozny iba adresaciou rozliénych bankov nakolko kazdy pamétovy pristup
rozdielnych adries vramci jedného banku vyzaduje serializaciu.
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4. konstantnd pamét - pamaf mimo C¢ipu dostupna kazdej invokacii, ktord je opét ca-
chovana (~ 8kB). T4to pamét je zaujimava tym, Ze je dostupnd iba na ¢itanie a je
perzistentna t.j. nezanikd po skonceni dispatchu.

5. textirova pamét - obdobe ako konstantna pamét je to cachovana paméat mimo éipu,
ktord je dostupnd iba na ¢itanie a je perzistentna. Typicka velkost jej cache je ~ 48kB.

6. globalna paméat - nachiddza sa mimo ¢ipu a je dostupna vsetkym vypoctovym jadram.
Ma velku kapacitu v radde jednotiek GB s velkou latenciou. Je dostupna kazdej invo-
kacii a predstavuje hlavné tlozisko dat, s ktorymi compute shader pracuje. Zaistuje
tym komunikaciu medzi jednotlivymi pracovnymi skupinami nakolko je tiez perzis-
tentnd a umoznuje aj zapis. Jej ¢itanie warpami prebieha po segmentoch o velkosti
~ 32 — 128B. Jej efektivne vyuzitie preto vyzaduje spravne zarovnanie dat, aby sa
predoslo zbytoénym paméatovym tranzakciam. Pre tito pamét sa typicky dostupné 2
arovne cache — L2 nachadzajica sa mimo ¢ipu, ktorej ¢asti st poskytnuté jednotli-
vym pamétovym kontrolérom a L1, ktorad sa nachadza na cipe a je dostupnd kazdej
invokacii. Typicka velkost L1 cache je ~ 16kB.

SIMD UNIT SIMD UNIT

SHARED MEMORY SHARED MEMORY

REGISTERS

THREAD THREAD THREAD
(SIMD LANE) (SIMD LANE) (SIMD LANE)

THREAD THREAD THREAD
(SIMD LANE) (SIMD LANE) (SIMD LANE)

GLOBAL MEMORY

CPU (HOST)

Obr. 4.2: Pamé&tova hierarchia dostupné compute shaderu. Prevzaté z <http://www.code-
bg.com/blogo/img/part3_0.PNG>

Pre vsetky typy zapisovatelnych paméti, ku ktorym je mozny pristup z viacerych in-
vokécii existuje nutnost explicitnej synchronizicie v pripade, ze data zapisované jednou
invokaciou je nutné ¢itat inou. Na tento tucel existuju rézne typy pamdtovych bariér do-
stupné v compute shadery [21]. V hostitelskej aplikicii je rovnako dostupné funkcia void
glMemoryBarrier (GLbitfield barriers), ktord umoznuje vyziadaf synchronizaciu pa-
méte pre dal$iu vykonavani operaciu pomocou zvoleného parametru. Dolezité je uvedomit
si fakt, ze zvoleny parameter nevyjadruje odkial potrebné déata prichadzaji ale cel, na
ktory budu dalej vyuzité [17, kapitola 11].
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Kapitola 5

Navrh

V tejto kapitole sa nachadza detailny popis navrhovaného riesenia jednotlivych casti zvole-
nej metddy s ohladom na pouzité néastroje reflektujice poziadavky, ktoré prirodzene vzni-
kaju z podstaty rieSeného problému. Ako zaklad poslazil ¢lanok Real-Time Fluid Dynamics

for Games [20], ktory popisuje mriezkovi simulaénit metédu.

5.1 Exekucéna slué

Zakladom tohto riesenia je exekuc¢na slucka na obrazku 5.1. V prvej casti dojde k spracova-
niu uzivatelského vstupu, dalej nasleduje simulac¢ny krok, ktory je jadrom tejto prace a ako

ka

poslednd nasleduje vizualizacia simulovanej scény.

Exekucna slucka

UzZivatelsky vstup

Simulacny krok

Vizualizacia

Obr. 5.1: Vysokouroviiovy pohlad na beh programu.

Spracovanie vstupu je zakladnou a ocakéavanou nevyhnutnostou na pohodlnti pracu s vy-
slednou aplikaciou, no ako také nie je zaujimavé z pohladu simulacie tekutin a teda nebude
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dalej zmienované. Zvysné Casti tohto vysokotroviiového pohladu s rozobrané v nasleduji-
cich sekciach.

5.2 Simulac¢ny krok

Zakladom zvolenej metody je Navier-Stokes rovnica pre nestlacitelni tekutinu 2.39, ktorej
odvodenie sa nachiddza v kapitole 2. Tato rovnica je v analytickom tvare, ktorého riesenie
je zname len pre niekolko velmi jednoduchych Specifickych pripadov. V prvom rade je teda
nevyhnutna jej uprava na tvar, ktory je vhodnejsi pre pocitanie pomocou numerickych
metod.

Uprava rovnice

Jednou z moznosti, na ktorej je zalozeny aj zdrojovy ¢lanok, je pouzitie Chorinovej projekc-
nej metody [5] pouzivajiacej Helmholtz-Hodgovu dekompoziciu, ktord umozinuje rozpojenie
komputacnej zavislosti rychlostného a tlakového pola.

V prvom vypoctovom medzikroku je vypocitané prechodné rychlostné pole v* ignoro-
vanim termu gradientu tlaku Vp podla vztahu 5.1, ktoré nezachovava kontinuitu.

v — v

At

V druhom medzikroku dochadza k tprave vyuzitim Helmholtz-Hodgovej dekompozi-

cie, po ktorej vznika findlne rychlostné pole pre dalsi krok simuldcie, ¢o je zachytené vo
vztahu 5.2.

= (V- V)V'+ VA" +a (5.1)

At
n+l _ v — 7vpn—i-l (52)

Vypocet tejto rovnice vsak zavisi na tlakovom poli dalsieho kroku simulécie, ktoré je
nezndme. To je mozné ziskat aplikovanim operatoru divergencie a vynttenim kontinuity
V - v =0 ako je mozné vidiet v rovnici 5.3.

At
vt 4 7vp”“ =v* (5.3)

V- <v"+1 + Aptvp"“) =V.v*

A
V-V”H—I-V-;Vpnﬂzv-v*

gv2pn+1 =V . v*
p

VQ n+1:£v_ *
b At Y
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Takto separovanti Navier-Stokes rovnicu je mozné vyjadrit tvarom 5.4, ktory popisuje
naslednost medzikrokov pomocou skladania funkcii. Popis v tomto tvare odraza skuto¢nost
typickej implementacie, kde nezvyknu byt jednotlivé komponenty vypocitané samostatne
a vo vysledku scitané, ale riesenie je ziskané postupnou kompoziciou transformécii nad
povodnym rychlostnym polom [3, kapitola 38|.

ov il ny n
W=yt = (PoT)(v") = PI(V) (54)

I(V") = (=(v" - V)V" +vVV" + a)At 4+ v" = v*

At
P(V*) — v* 7vpn+1 — VnJrl

Obdobne je mozné popisat aj prvy medzikrok, ¢im vznikne kompletna struktiara simu-
la¢ného kroku nachédzajica sa v rovnici 5.5.

Z(v") = (CoDo F)(v") = C(D(F(v"))) (5.5)
F(v") = Ata = v
DY) = AtV v =y

C(v") = —At(v" . V)y"d = v*

ov
ot

Jednotlivé casti findlneho matematického zapisu predstavuji potrebné simula¢né kroky
v poradi ich vykonavania. Sprava dolava sa jedna o pridanie externych sil F, diftiziu D, kon-
vekciu C, ¢o je advekcia rychlostného pola samym sebou a projekciu P. Po vykonani tplného
simula¢ného kroku vznika nové pole rychlosti zachovavajtice podmienku kontinutity.

Pole rychlosti nie je samostatne vizualne zaujimavé, kym nie je pouzité na pohyb neja-
kych objektov. V tomto pripade je zvolenym objektom tekutina samotnd, ktora je reprezen-
tovand polom hustoty. Objekty takéhoto typu zvyknu byt nazyvané pasivne skaldry pretoze
neovplyviuji priebeh toku tekutiny, ale st iba unasané rychlostnym polom [2, kapitola 38].
Pole hustoty popisuje matematicka funkcia 5.6, ktord je velmi podobné funkcii pola rych-
losti a odréza vlastnosti pozadované od takéhoto skaldarneho pola. Jedné sa o advekciu A,
ktora je nevyhnutnym désledkom jeho existencie v rychlostnom poli, externy zdroj hustoty
S a volitelnua diftziu D, ktord je vyuzita nakolko tvori vierohodnejsie vysledky simulacie.

vl = (PoCoDo F)(v")

o _

5 ~(v-V)p+ Vi +s (5.6)
d
5 =0 = (Ao DoS) (" (5.7)
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Ziskané rovnice dokopy tvoria kompletny simulac¢ny krok, ktory je vyobrazeny na ob-
razku 5.2.

Simulacny krok
Simulacia rychlosti

Simulécia hustoty

Obr. 5.2: Vseobecné znazornenie kroku simulacnej slucky. Ako prvé sa aktualizuje pole
rychlosti, az potom pole hustot.

Vypoctové casti

7 predchadzajicich tprav rovnic je mozné vidiet, Ze existuju 2 hlavné casti, na ktorych je
zalozend simulacia. Prvou je numericka integricia obycajnej diferencidlnej rovnice vyskytu-
juca sa v advekcii, druhou riesenie Poissonovej rovnice, ¢o je parcidlna diferencidlna rovnica
vyskytujica sa v diftzii a projekcii. Existuja rozne rieSenia oboch tychto problémov. Nizsie
su prezentované rieSenia zvolené pre tito pracu. Stoji za zmienku, Ze prezentované riesenia
predpokladaja pouzitie pravidelnej mriezky, ¢o zjednodusuje vysledné rovnice.

Advekcia

7 cistej upravy Navier-Stokes rovnice prezentovanej vyssie vyplyva pre advekciu pouzitie
explicitnej numerickej integracie pomocou doprednej Eulerovej integra¢nej metédy nacha-
dzajtcej sa v rovnici 5.8.

x(t + At) = x(t) + v(t)At (5.8)

Hoci existuja aj iné, presnejsie metody tohto typu, vsetky zdielaju rovnaky problém
— pri pouziti velkého ¢asového kroku stracaju stabilitu a ak je hodnota v(t)At véicsia nez
velkost jednej bunky tzv. vybuchni. Riesenim podla zdrojového ¢lanku [20] je invertovat
problém a pouzit implicitnd integraciu ako je mozné vidiet v rovnici 5.9. To znamena, Ze sa
nepocita kam sa bod (typicky stred) bunky posunie v dalsom kroku, ale pozicia, z ktorej
sa do daného bodu dostal. Nova kvantita ¢ hladanej veli¢iny spédtne integrovaného bodu

potom pochéadza z tejto pozicie.
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x(t + At) = x(t) — v(t)At (5.9)

q(x,t+ At) = q(x — VAL, )

Toto riesenie je nazyvané semi- Lagrangovské pretoze pre kazdu bunku mriezky sa spétne
integruje iba jej stred rovnako ako keby sa jednalo o casticu.

Diftizia a projekcia

Ako uz bolo uvedené zakladom oboch tychto vypoctovych blokov je riesenie Poissonovej
rovnice. T4 je rovnicou maticového typu a ma formu Ax = b, kde b je vektor konstant, x
je vektor hladanych rieseni a A je matica implicitne reprezentovana Laplacovym operatorom
V2, takze nie je nevyhnutné jej maticové ulozenie. Vieobecny zépis tejto rovnice pochédza
prave z Laplacovho operatoru a je mozné ho vidiet v rovnici 5.10.

Qi jk+1 — 2Gijk + Qi jk—1
(Az)?

Gij+1k — 2¢ijk + Gij—1.k

w2, = Litlik = 2qi ik + Qi1 k
(Ay)?

(Ax)?

+ +

(5.10)
S vyssie spominanym predpokladom pravidelnej mriezky je mozné zjednodusenie do
tvaru 5.11.

72, = Litlik + i1kt Gijr1k T Gij—1k + Gjr+1 + Gje—1 — 6¢ijk 511

Vseobecny zapis v Poissonovej forme spolo¢ny pre diftziu aj projekciu ma tvar 5.12.

(s) (s) (s) (s) (s) s)
(s+D)or(s) _ Ti-1jk ik Tk T e T T T T e ik (5.12)

Lk 3

Premenné a konstanty s pre kazda z vypoctovych casti rozdielne, no tvar zostava
rovnaky, ¢o umoznuje jednodussie znovupouzitie. Vyslednd rovnica pre diftiziu ma teda
tvar 5.13 a obdobna rovnica riesiaca Poissonovu rovnicu pre tlakové pole projekcie je
tvaru 5.14. Za zmienku stoji, ze vyssSie definovana diftzia je opéatf v explicitnom vyjad-
reni a je nutné vykonat prevod do implicitného tvaru za dcelom dosiahnutia numerickej
stability.

v = Aty 4 v (5.13)
v =y - Aty iy

v = (I — AtvV?)v™d

VAL (W + U + 0" 4 4w 4wl + 60 )

’flf /L:jzk

Uik = Vigk ~ (Az)2
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o VAt n VAt n
Vil = <1+6(A:):)2> vty — (Ax)2( ol o ol w! - wl?)

(Ax)Qvnf
VAt i7j7k

A 2
<6+(V§i>v’fj7k—u +ul? + o 4 ol 4w 4+ wlhd +

u w4 o w4 +(VA1 ;k

v, =
7] ( )
6+ vAt
vt = Ly (5.14)
At '
v p?j-l + pn—H + pn—H + pn—H + pn—H + pn+1 + GPZ}:]i
AV (Az)2

Gp;lj-li p;ljl +pn+1 +pn_+1 +pn+1 +pn+1 +pn+1

V v
(Ax)? (Ax)? N
ol p?_—&-l +pn+1 +pn+1 +pn+1 +pn+1 +pn+1 . p%v Cv*
VLA 6

Na riesenie tohto typu tulohy st pouzivané iteracné metddy zacinajice pociatocnym
odhadom, ktory je postupne vylepSovany. Existuje mnozstvo metéd na riesenie problému
tohto typu ako napriklad Jakobiho, metéda konjugovanych gradientov a pod. s réznou
rychlostou konvergencie. Dalsf podstatny aspekt v ktorom sa lisia je opét stabilita. Rovnako
aj pre tuto ulohu bola zvolend metdda, ktora spliia tento poziadavok, konkrétne Gauss-
Seidlova itera¢nd metdda.

Poslednou castou, ktorta je potrebné u tohto vypoctu zvazit si uz spominané pocia-
tocné hodnoty a hrani¢né podmienky. Zatial ¢o poc¢iato¢né hodnoty su trividlne 0, hrani¢né
podmienky st zlozitejSie a odlisné pre kazda z tychto tloh, maja vsSak spolo¢ny trend.
Pre skalarnu veli¢inu ako napriklad tlak je pouzita tzv. Dirichletova hranicnd podmienka,
¢o prakticky znamend, Ze sa priamo urci hodnota na hranici ¢o je v tomto pripade 0. Pre
vektorovi velicinu ako napriklad rychlost je naopak pouzitd tzv. Neumannova hranicnd pod-
mienka ktora hovori, ze magnitida veli¢iny posobiaca kolmo na rozhranie je eliminovana
rovnako velkou silou opac¢ného smeru t.j. v -1 = vgoq - 1.

Analyza vypoctovych narokov

Zo ziskanych rovnic je mozné dedukovat niekolko vlastnosti, ktoré ma rieseny systém a urcit
oblast najvac¢sieho zdujmu z pohladu optimalizacie vykonnosti.

Je zrejmé, ze pocet pozadovanych vypoctovych opericii je pomerne nizky a ich ob-
tiaznost je rovnako relativne mald, nakolko sa jednd o jednoduché aritmetické operacie.
Vypoctova zataz moze v tejto oblasti signifikantne narast pri zvoleni velkého poctu iteracit
algoritmu riesiaceho Poissonove rovnice, no nie je predpoklad, ze by sa stala primarnym
zdrojom znizenia vykonu.
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Zdrojom najvécsieho spomalenia st nepochybne pamétové operacie, ktoré sa hojne vy-
skytuju v kazdej vypoctovej casti simulacnej slucky. To je dé6vodom preco efektivne rozde-
lenie paméte a praca s nou hlavnou oblastou zamerania pre simulac¢ni oblast tejto prace.

5.3 Vykreslovanie

Po ukonceni simula¢ného kroku prirodzene nasleduje potreba vizualizicie vypocitanych
dat, nakolko je de facto jedinym spésobom vyhodnotenia kvality a vobec validity simulacie.
Dalej je popisand zakladna vykreslovacia slucka, velmi jednoduchy sposob jej realizacie a jej
mozné rozsirenie resp. zdmena.

5.3.1 Vykreslovacia slucka

Kedze implementovana metdda patri medzi mriezkové typy, prirodzene sa naskytd moznost
vyuzit tito semi-implicitnd informéaciu o zobrazovanom priestore. Zakladna slucka je preto
tvorend Castami vyobrazenymi na obrazku 5.3.

Vykreslovacia slucka

Vertex Shader Geometry Shader Fragment Shader

ﬁvstup(y) simulovanych dat

Obr. 5.3: Kroky, ktorymi prechadza aplikdcia pri vykreslovani simulovanych dét.

5.3.2 Jednoducha vizualizaicia

Navrhované riesenie poskytuje len velmi zakladné zobrazenie pomocou pola hustoty.

S vyuzitim implicitne dostupnej mriezky dojde v prvom kroku ku generovaniu pozicii
stredov jednotlivych buniek vertex shaderom. K tomu dochadza kombinaciou vstavanej
premennej gl_VertexID a znamou informéaciou o velkosti bunky pravidelnej mriezky.

V dalsom kroku nasleduje generacia stredového kriza bunky pomocou geometry shaderu,
ktora je velmi priamociara.
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V poslednom kroku je potom pouzitd informacia o hustote tekutiny zo skaldrneho pola
hust6t k nastaveniu intenzity farby pre kazdy kriz bunky. Vyuzitim priehladnosti jednotli-
vych krizov je mozné sledovat dianie vramci celej scény.

Medzi mozné modifikacie by patrilo vyuzitie potencionalne tesselovanej verzie metody
Marching cubes alebo nahradenie skaldrneho pola hustoty priamym sledovanim hladiny
tekutiny pomocou Level-set metody.
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Kapitola 6

Zaver

V tejto praci bol prezentovany fyzikalno-matematicky zaklad, ktory predstavuje teoreticky
podklad pre oblast simulédcie kvapalin, spolu s jeho zasadenim do Sirsiecho kontextu fyziky.
Ako dalSie boli prezentované typy metdéd vyvinuté v tejto oblasti, roztriedené podla ich
spolo¢nych charakteristik do vacsich skupin a ako dalsi bol spomenuty strué¢ny tvod do ar-
chitekttury modernych GPU a ich nastrojov, ktorych vyuzitie umoznuje akceleraciu simula-
cii kvapalin. Ako poslednym je dostupny navrh implementovaného riesenia podla zvoleného
¢lanku doplneny o zdévodnenia jednotlivych rozhodnuti. Hlavnymi bodmi navrhovaného po-
krac¢ovanim tejto prace s podrobny popis implementéacie, testovanie implementéacie zvolenej
metédy a zhodnotenie ziskanych vysledkov. Dalej je mozné uvazovat rozliéné rozsirenia od
sofistikovanejsich zobrazovacich a simula¢nych metéd jednotlivych ¢asti, po riesenia kolizii
s objektmi a pod.
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