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Abstrakt

Problematika vypoctu uréitych integralt a diferencidlnich rovnic stale tvori vyznamnou c¢ast
nékolika védeckych disciplin a feSeni tloh integrélniho poétu se vyskytuje také ve spousté
prumyslovych odvétvi. Pri feseni téchto tloh se casto setkdvame s pozadavky na presnost
a rychlost vypoctu, které urcuji vybér metody vhodné pro vypocet. Cilem této prace je na-
vrh, popis, implementace a testovani nové numerické metody, jenz kombinuje feseni urcitych
integrali prevodem na diferencialni rovnice fesené Taylorovou fadou s tradi¢nimi numeric-
kymi metodami vyuzivajicimi Newton-Cotesovy vzorce. Vysledkem je aplikace umoznujici
rychlé feseni urcitych dvojnych integral, kterd poskytuje alespon tak presné vysledky jako
MATLAB. Hlavnim pfinosem této préce je vznik nové numerické metody a jeji srovnani
s existujicimi zpisoby vypoctu.

Abstract

The problem of definite integral and differential equation computation is still a significant
part of many scientific branches and the solution of integral calculus tasks can be found in
many industrial fields too. During the computation of such tasks, the accuracy and high-
speed requirements are often confronted. These requirements are crucial during the process
of the suitable method choice. The aim of this thesis is to propose, describe, implement
and test a new numerical method, which combines the solution of definite integrals by
transforming them into differential equations solved by the Taylor series with the traditional
methods, which use the Newton-Cotes formulas. As a result, a new application has been
developed, that provides fast results of definite two-dimensional integrals and reaches at
least the precision of MATLAB. The major accomplishment of this thesis is the development
of a new numerical method and its comparison to other established ways of computation.
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Kapitola 1

Uvod

Integralni pocet je vyznamnou soucésti oboru matematicka analyza. Jak je uvedeno v ¢lanku
[12], prvni doloZené zminky o zkouméni a FeSeni téchto problému sahaji pred poc¢atek naseho
letopoctu. V prubéhu minulého stoleti se vSak integralni pocet stal velmi vyznamnou oblasti
a i dnes je stfedem zdjmu nejen matematiki, ale i odbornik ze vsech odvétvi, kterd maji
urcity matematicky zaklad. Numerickd i analyticka feseni téchto uloh tedy nejsou zkou-
mana pouze v ramci véd matematickych, nybrz i dalsich, prevazné prirodnich, véd —fyziky,
informatiky, chemie, statiky a dalsich technickych disciplin. V okamziku, kdy je néjaky
zkoumany problém, ¢i systém popsan s vyuzitim diferencidlnich nebo integralnich rovnic,
vyvstava otazka, jak tyto resit s dosazenim co nejvétsi presnosti vysledku. Dilezité faktory
ovsem predstavuji i doba potiebna k ziskani feseni a slozitost implementace. Kombinace
dulezitosti a miry splnéni jednotlivych pozadavka poté urcuje, které ze znamych metod je
vhodné na tento priklad pouzit.

Cilem této prace je prozkoumat a predstavit netradi¢ni metody numerického vypo-
¢tu urcitych integrali vyuzivajici prevod integralu na diferencidlni rovnici v kombinaci se
zndmymi numerickymi metodami feseni urcitych integralt vyuzivajicimi Newton-Cotesovy
vzorce.

Tento dokument lze pomyslné rozdélit na dvé ¢asti—teoretickou a praktickou. Do prvni
z nich bychom zatadili kapitoly 2 az 5, jejichz cilem je sezndmit ¢tenadfe s Casto pouziva-
nymi pojmy a uvést jej do problematiky integralniho poc¢tu. Druha kapitola je vénovana
zakladim dané matematické discipliny, jsou v ni pripomenuty pojmy neurcitého a urcitého
integralu, jenz jsou vzapéti rozsifeny na multidimenzionalni oblasti. Obsahem tfet{ kapitoly
je poté popis metod, kterymi lze urcité a neurcité integraly resit, jejich vyhody a zapory.
Diferencidlnim poctem se zabyva kapitola ¢tvrta. I ten je z hlediska této prace dulezity,
jelikoZ je piedstavena metoda vyuzivajici prevod integrali na diferencidlni rovnice. Uéelem
paté kapitoly je objasnéni pojmu viceslovni aritmetika, divody pro jeji zavedeni a s tim
souvisejici také zpiisob ulozeni desetinnych ¢isel na ¢islicovych pocitacich.

Prakticka ¢ast zahrnuje kapitoly 6 az 8 a je vénovana popisu implementované aplikace.
Nejprve je v kapitole Sest objasnén navrh aplikace a specifikace pozadavka na ni. V této
kapitole je ¢tendr také sezndmen s navrhovanou numerickou metodou vypoctu urc¢itych in-
tegrali. Sedmad kapitola je vénovana implementaci samotné, jsou popsany jednotlivé funkce,
ze kterych aplikace sestava, a je detailné vysvétlen vyznam jednotlivych parametra ridicich
vypocet. Posledni, osmé kapitola se zabyva testovanim aplikace, porovnanim jejich vysledku
s jinymi matematickymi programy, zkoumanim vlivu hodnot parametri na velikost chyby
vysledku a v neposledni fadé srovnanim piesnosti jednotlivych implementovanych metod
vypoctu.



Kapitola 2

Definice zakladnich pojmu

vvvvv

nych, méli bychom nejprve pripomenout definice zakladnich pojmil z oblasti integralniho
poctu, které budou v této praci ¢asto pouzivany. Nejdrive budou uvedeny definice pojmu
neurcity integrdl a termint s nim souvisejicich, poté prejdeme k vysvétleni urcitého integrdlu
a jeho vyznamu.

Definice a véty uvedené v této kapitole jsou prevzaty z literatury [4], [0] a [20].

2.1 Neurcity integral

Zakladnim kamenem v teorii integralniho poctu je pojem integrdl, ktery se dale déli na
urcity a neurcity. Abychom je mohli definovat, potfebujeme nejprve zavést pojem primitivni
funkce, ktera s nimi velmi tizce souvisi.

2.1.1 Primitivni funkce

Definice 2.1.1. Necht 7 je interval v R a f : Z — R funkce. Funkci F' nazveme primitivni
k funkci f v intervalu Z, plati-li pro kazdé x € Z vztah

F'(z) = f(x). (2.1)

Véta 2.1.1. Je-li funkce F primitivnd funkci k néjaké funkci f v intervalu T, pak je funkce
F v 7 spojitd.

Véta 2.1.2. Je-li funkce F primitivni k funkci f v intervalu Z, pak {F + c|c € R} je
mnozinou vsech primitivnich funkci k funkci f.

Véta 2.1.3. Necht f je spojitd funkce na intervalu Z. Potom k ni na tomto intervalu existuje
primitiond funkce.

7 vyse zminéné definice vyplyva, ze primitivni funkce F' k funkci f existuje pouze tehdy,
je-li funkce f na intervalu Z spojitd. A naopak, pokud existuje k funkci f na intervalu 7
primitivni funkce F', vime, zZe je funkce f na daném intervalu spojitd. Déle je také patrné,
ze ke kazdé spojité funkci neexistuje pouze jedna primitivni funkce, ale nekonec¢né mnoho
takovych primitivnich funkei, které se vzajemneé lisi o konstantu. Pokud je tedy F' primitivni
funkei k funkci f na intervalu Z a funkce P je definovana jako P = F'+c¢,c € R, i P je jisté
primitivni funkci k funkci f na intervalu Z.



2.1.2 Neurcity integral

Definice 2.1.2. Symbolem [ f(z)dz oznacujeme systém vSech primitivnich funkef k funkei
f a nazyvame jej neurcity integrdl funkce f. Potom piseme

/f(a:) dz = F(z) + ¢, pripadné jen /f(a:) dz = F(x), (2.2)
kde F' je néktera primitivni funkce funkce f.

Funkce f je nazyva integrand nebo téz integrovand funkce, argument x je inte-
gracni promeénnd.

Proces nalezeni primitivni funkce k dané funkci nazyvame integrovdnim nebo téz
integract.

Neurcity integral funkce f je tedy mnozina vSech k ni prislusejicich primitivnich funkci
F lisicich se o prictenou konstantu c.

2.2 Urdcity integral

Pokud neur¢ity integral omezime na konkrétni interval, ziskdvame urcity integral. Vysled-
kem urcitého integralu neni funkce, jako tomu bylo u integralu neurcitého, ale ¢islo, jenz
udéva rozdil obsahi ploch pod kiivkou funkce f(x) nad a pod osou x (viz obrézek 2.1).
Potreba vypoctu urcitého jednorozmérného integralu ma hlavni vyznam pii urceni obsahu
plochy pod grafem nezaporné funkce na daném intervalu. Tento interval je mozné rozdélit
na nékolik podintervalt a v kazdém z nich ptivodni funkci aproximovat konstantni hodno-
tou ziskanou z funkénich hodnot aproximované funkce. Obsah pod grafem tedy nahradime
souc¢tem obsahti nékolika takto definovanych obdélnikt. Tato predstava urcitého integralu
byla vytvofena Bernhardem Riemannem a nese nazev Riemanniv integrdl.

Y

Obrazek 2.1: Vyznam jednorozmérného urcitého integralu



Definice 2.2.1. Délenim intervalu (a, b) nazyvdme mnozinu intervala

D= {<$07x1>7<$17$2>7 ,<xnfla$n>}a (23)
kdea=2p <z < ... <xp_1 <xn, =>0. Body zq, ... ,z, poté nazyvame délicimi body.
Cislo v(D) = max(x; — xg, T2 — 1, ... , Ty — Tp_1) Nazveme normou déleni D.

Cim jemnéjsi déleni intervalu zvolime, a tedy ¢im vice délicich bodt pouzijeme, tim vic
se bude vypocteny obsah blizit skutecné hodnoté integralu. Pokud bychom zvolili v(D) — 0,
vypoctend suma se bude limitné blizit hodnoté integralu.

2.2.1 Riemannuv soucet

Riemanniv soucet vyuziva Riemannovu definici integralu. Jedna se o jeden ze zdkladnich
zpusobli vypoctu ohranic¢ené plochy pod kiivkou. Po rozdéleni intervalu integrace na jed-
notlivé podintervaly ur¢ime v kazdém z nich hodnotu, kterou budeme funkci aproximovat.
Podle metody pouzité k ziskani této hodnoty rozliSujeme ruzné typy Riemannova souctu—
dolni, horni, levy a pravy. Pro celkovou plochu, pres kterou integrujeme, potom plati, ze je
priblizné rovna souc¢tu obsahii vSech vzniklych obdélnikt. Ziskame tim tedy odhad hodnoty
urc¢itého integralu.

Definice 2.2.2. Necht je funkce f : (a,b) = R,a,b € R,a < b, na intervalu (a, b) omezena
shora i zdola, tzn. existuji konstanty m, M takové, ze pro Vz € (a,b) plati m < f(z) < M.

Necht D = {zg,x1, ... ,2n},n € N, je libovolné déleni intervalu (a,b),a,b € R,a < b,
oznatme pro ¢ = 1,2, ... ,n:
m; = inf{f(z)|x € (xi—1,z:)}, (2.4)
M; = sup{f(z)|x € (zj—1,zi)}. (2.5)
Hodnota

s(f, D) = Zmz(iﬂz — Ti1) (2.6)
i=1
se nazyva dolni Riemanniv soucet funkce f pii déleni D a hodnota
S(f,D) =Y Mi(w; — xi1) (2.7)
i=1

se nazyva horni Riemanniv soucet funkce f pii déleni D.

Pro hodnotu urcitého integralu vzdy plati, Ze je vétsi, nebo rovna hodnoté dolniho
Riemannova souctu a zaroven mensi, nebo rovna hornimu Riemannovu souctu. Pri vyuziti
vyse zavedené notace tedy lze zapsat:

b
s(f,D) < / f(z) dw < S(f, D). (2.8)

Dalsimi typy Riemannova souctu jsou tzv. levy a pravy Riemanniv soucet. Jak jiz ndzev
napovida, vyska obdélniku v kazdém podintervalu je dana funkéni hodnotou aproximované
funkce v levém, respektive pravém krajnim bodé intervalu, tedy v bodé z;_1, respektive z;.



Definice 2.2.3. Necht je funkce f : (a,b) — R,a,b € R,a < b, na intervalu (a,b) omezena

shora i zdola. Necht D = {zg,x1, ... ,x,},n € N| je libovolné déleni intervalu (a,b),a,b €
R,a < b, ozna¢me pro i = 1,2, ... ,n. Hodnota
n
L(f, D)= f(zi-1)- (xi — i 1) (2.9)
i=1

se nazyva levy Riemanniv soucet funkce f pri déleni D a hodnota
R(f,D) =) f(x:) - (w; — zi-1) (2.10)
i=1

se nazyva pravy Riemanniv soucdet funkce f pri déleni D.

Princip vSech ¢tyt zminénych typt Riemannovych souctt je znazornén na obrazku 2.2.

Y
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Obrézek 2.2: Typy Riemannovych souctti

2.2.2 Riemannuv integral

Definice 2.2.4. Necht f : (a,b) — R je ohranicena funkce. Rekneme, Ze f je integrova-
telnd na intervalu (a, b), existuje-li ¢islo I € R takové, Ze ke kazdému ¢ > 0 existuje 6 > 0
tak, ze pro kazdé déleni D intervalu (a,b), jehoz norma v(D) < §, plati

IS(f, D) —I| < <. (2.11)



Cislo I nazyvame urcitym (Riemannovym) integrdlem funkce f od a do b a piSeme

b
I :/f(az) dz. (2.12)

Krajni hodnoty intervalu, na kterém integrujeme, se nazyvaji meze. Pro integral 2.12
nazyvame a dolni a b horni mez.

Urcity integrél jako obsah plochy pod kiivkou funkce f(z) na intervalu {(a,b) je znézor-
nén na obrazku 2.3.

T
0 1=a 2 3 4=0

Obrazek 2.3: Urcity (Riemannuv) integral

2.2.3 Newton-Leibnizova véta

Dalsi metoda vypoctu hodnoty urcitého integralu dané spojité funkce na intervalu je pojme-
novand po Isaacu Newtonovi a Gottfriedu Leibnizovi Newton-Leibnizova véta. Ta definuje
urcity integral jako rozdil hodnot primitivni funkce v meznich bodech integrace. Timto
zpusobem neziskdvime pouze pribliznou hodnotu vysledku, nedochazi k zadné aproximaci
a presnost feseni tedy zavisi pouze na zaokrouhlovani.

Véta 2.2.1. Necht [ je funkce spojitd v {a,b). Jestlize v {a,b) plati F'(x) = f(x), tj.
/f(x) dz = F(z) + ¢, potom

b
/a fla)da = F(b) — F(a) = [F(:c)} . (2.13)

2.3 Vicenasobné integraly

V nésledujicich odstavcich budou znalosti o jednorozmérném integralu rozsiteny na vice-
rozmérné oblasti, budou tedy vysvétleny pojmy vedouci k zavedeni definice vicendsobnych
integrali a jejich vlastnosti.

Pii tvorbé definic v tomto oddilu byly vyuzity zdroje [1], [5] a [L1].



Definice 2.3.1. Necht M C R” je uzaviend ohrani¢ena mnozina. Cislo

d(M) = max{|X — Y| | X,Y € M} (2.14)

se nazyva prumeér mnoziny M.

U jednorozmérnych integrali se vyskytuje pojem norma déleni, ktery udava maximalni
délku déliciho intervalu. U vicenasobnych integrali hovorime nikoliv o normé, ale o pruméru
mnoziny. Ten vyjadiuje nejvétsi moznou vzdalenost mezi libovolnymi dvéma body mnoziny.

Definice 2.3.2. Necht Q € R* je k-rozmérny interval; tj. pro k = 2 obdélnik, pro k = 3
kvadr, f: 2 — R je ohranicend funkce.

Systém interval
{QhQQa aQn} (215)

se nazyva délent intervalu €, jestlize plati

QUQU---UQ, =0 asoutasné [;NQ]=0 Vi,j=1,...,n. (2.16)
Normou déleni D(I) = {Q1,Qa, ... ,Q,} rozumime ¢islo
v(D) = max{d(%;),i =1, ... ,n}. (2.17)

Integrdlni soucet prislusny funkci f a déleni D(Q2) s vybranymi body je ¢islo
S(f,D)=>_f(&)m(Q), kde &€, (2.18)
i=1

Rekneme, e ¢islo J je dvojngm (trojngm) integrdlem funkce f : Q@ — R na
intervalu 2 a piseme

j—/gf(:v,y) dx dy <\7—/Qf(:):,y,z) dxdydz), (2.19)

jestlize pro kazdé e > 0 lze najit takové 6 > 0 a n € N, Ze pro vSechna déleni D(2)
{1, ..., 9}, pro které je v(D) < 6 nezéavisle na volbé bodu & € Q; (i =1, ... ,n
plati

~—

T = S(f, D) <e. (2.20)

Vyhovuje-li nékterd funkce f a ¢islo J predchozi definici, fikdme, Ze integral

J:/Qf(:n,y) dx dy <t7:/ﬂf(:v,y, z) dz dy dz> (2.21)

existuje a ze funkce f je na Q integrovatelnd.



Véta 2.3.1 (Fubiniova véta). Necht Q = (a,b) x {c,d) x ... x (r,s), kde x1 € (a,b),xs €
(c,d), ... ,xn € (r,s). Je-li f:Q — R integrovatelnd na 2, pak existuji integrdly

/f(ﬂvl,---,xn)dxl...d;):n:
Q
b1 b2 bn
:/ </ << f(xl’”"x")dx"> ) dx?) A1 = (2.22)
21‘,1 2bi2 ! bin,
:/ (/ ( ( f(xl,...,iﬁn)dxin) ) d$i2> dxil'

pro kazdou permutaci (i1,49, ... i) mnoZiny indexd {1,2, ... ,n}.

Fubiniova véta tika, ze obecné n-rozmérny urcéity integral lze vypocitat pomoci n urci-
tych integrali, a to tak, ze postupné integrujeme vzdy podle jedné proménné, pricemz na
poradi proménnych volenych pro integraci nezalezi.

Stejny postup, jakym Riemanntiv soucet aproximuje urcité jednorozmeérné integraly, lze
aplikovat i na integrdly vicenasobné; napiiklad dvojny integral muzeme nahradit souctem
objemu kvadri (viz obrazek 2.4). I zde plati, Ze ¢im jemnéjsi déleni intervali zvolime, tim
vétsi presnosti jsme schopni dosdhnout.

[

Obrazek 2.4: Riemanniiv soucet pro dvojny integral

Definice 2.3.3. Rekneme, Ze ohrani¢end funkce f je Riemannovsky integrovatelnd na
A a ¢islo a € R nazveme n-rozmérny Riemanntv integral funkce f na mnoziné
A, kdyz pro kazdou konecnou posloupnost D(k) déleni intervalu A a pro kazdou volbu
reprezentantt v téchto délenich plati

kli_}mgo S(f,D(k)) = a. (2.23)
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Kapitola 3
Metody vypoctu integralia

V této kapitole budou predstaveny dvé hlavni t¥idy metod, které je mozno vyuzit pri vy-
poctu integrall, a to analytickou a numerickou integraci.

Nejprve si ukazeme analytické metody TeSeni integralt. Jejich vyhodou je vysoka pres-
nost a rychly vypocet pii dosazeni jinych hodnot parametru. Analyticky vsak nejsme
schopni Tesit rozsahlé systémy a slozité matematické vztahy, a proto se v praxi prilis nepo-
uziva, pripadné je tfeba dany popis zjednodusit a nékteré aspekty abstrahovat.

Poté se presuneme ke druhé moznosti, kterou je pouziti nékteré ze skupiny metod nu-
merickych. Tyto poskytuji pouze priblizné feseni, jejich vyhodou je vsak univerzalni vyuziti
a relativné snadna implementace.

Pii tvorbé definic a vét uvedenych v této kapitole bylo ¢erpano z literatury [3], [0], [7]

a [20].

3.1 Analyticka integrace

Analytické metody predstavuji zakladni pristup, ktery je mozno pouzit pro feSeni integrali.
Umoznuji ndm dosdhnout velmi presnych vysledk, jelikoz poskytuji teoreticky navod, sou-
bor pravidel, ktera je mozné pii feSeni integralti vyuzivat. Jejich vyhodou je jiz zminéna
presnost a u urc¢itych integralt také moznost velmi rychlého a snadného ziskani vysledku
integralu nad jinym intervalem tedy pri zméné mezi Tyto metody Véak neni moiné apli—
prav1dlo nebo je tfeba vyuzit Velml slozitych tprav a vypocet tak trva pomérné dlouho.

Upravy nejjednodussich vyrazi mizeme nalézt v tabulce zékladnich integralda'. Pomoci
tabulky jsme schopni nalézt primitivni funkci k jednoduchym vyrazim, dale také pro soucet
a rozdil takovych vyrazu, jelikoz integral souctu ¢i rozdilu muzeme zapsat jako soucet,
respektive rozdil integralti. Pokud vsak mame za kol zintegrovat soucin nebo podil, uz si
s tabulkou integralii nevystacime a musime vyuzit jiné dostupné metody. Proto zde nyni
budou popsany dva nejznaméjsi a v praxi nejcastéji pouzivané analytické postupy —metoda
per partes a metoda substituce.

3.1.1 Metoda per partes

Integrace metodou per partes (v prekladu ,po ¢astech”) se pouziva v pripadé, ze chceme
integrovat soucin dvou funkci. Princip této metody je zaloZen na vztahu pro derivaci sou¢inu

!Tabulka integralt je dostupnd napiiklad na strance: https://math.feld.cvut.cz/sedlacko/vz2u.pdf.
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(uwv) = u'v + uv', ze kterého muzeme vyjadiit ¢len uv’ jako uv' = (uv)’ — w'v. Pokud nyni
zintegrujeme obé strany, ziskdme vztah pro feseni integralu metodou per partes

/u(az)v/(x) dz = u(z)v(z) — /u'(x)v(x) dz. (3.1)

Integral soucinu je v tomto vztahu vyjadren opét pomoci integralu soucinu, za Cleny u a v je
tedy tfeba vhodné volit substituce tak, abychom si cely vyraz po pouziti této metody zjed-
nodusili. Tuto dpravu je mozné pouzivat opakované za predpokladu, ze je metoda apliko-
vatelna a po jejim vyuziti dojde ke zjednoduseni vyrazu.

Ze vztahu (3.1) pro feseni neurcitych integralu 1ze pridanim mezi odvodit vztah metody
per partes pro vyhodnoceni uréitych integrala

b
—/ o' (z)v(x) dz. (3.2)

3.1.2 Metoda substituce

Pokud k funkci f na intervalu Z prislusi primitivni funkce F', mizeme integral funkce

f zapsat nasledovné:
/f(t) dt = /F’(t) dt = /dF(t), (3.3)

kde dF'(t) je diferenciél primitivni funkce F.
Pokud pouzijeme vétu o derivaci sloZené funkce (F(g(x))) = F'(g(z))g'(z) a polozime
t = g(x), dostavame pro diferencidl primitivni funkce dF'(t)

dF(t) = dF(g(z)) = F'(9(z))g (z) dz = f(g(2))g(z) dz, (3-4)

z ¢ehoz mizeme odvodit vztah pro metodu substituce

/f@dﬂi/ﬂM@M@ﬁM,k® t= g(x). (3.5)

vvvvvv

vvvvv

Pro vypocet urcitych integrali je postup opét obdobny jako pro neurcité integraly.
Oproti predchozimu postupu pribyva potieba vypocitat nové meze, diky cemuz vsak odpada
nutnost zpétného dosazovani substitucni funkce, které se provadélo na zavér vypoctu.

Véta 3.1.1. Jestlize funkce f o g, g’ jsou spojité na intervalu (a,b), potom

b g(b)
/fM@M@NwZ/ £(t) dt. (3.6)
a 9(‘1)

Jestlize f je spojitd na (a,b) a x = g(t) je monoténni funkce se spojitou derivaci a oborem
hodnot {(a,b), potom

b g~ t(b)
/mewz/ Fla(Og (0) dt. (3.7)
a 9~ (a)
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3.2 Numericka integrace

Metody numerické integrace predstavuji postupy, jakymi lze ziskat pfibliznou hodnotu urci-
tého integralu. Nevyhodu, jenz spociva v nepresnosti vysledku, vyvazuji divody pro vyuziti
numerické integrace, kterymi jsou

e k integrované funkci neexistuje primitivni funkce,

e integral neni mozné spocitat analytickymi metodami,

e analyticky vypocet je prilis slozity a casové narocny,

e integrovand funkce je ddna pouze tabulkou hodnot v konkrétnich bodech.

Numerické metody vychazi z myslenky rozdéleni plochy pod integrovanou funkei na néko-
lik mensich ¢asti, jejichz plochu jsme schopni vypocitat. Po secteni obsahti téchto dil¢ich
ploch ziskdme priblizné plochu pod integrovanou funkci, tedy hodnotu urcitého integralu
na daném intervalu. Podle zplisobu vytvareni jednotlivych ploch rozliSujeme metody obdél-
nikovou, lichobéznikovou a Simpsonouvu.

3.2.1 Metody numerické integrace

Nasledujici numerické metody patii mezi Newton-Cotesovy vzorce’ a pouzivaji se piede-

vs§im pro TeSeni jednorozmeérnych integrali, jejich modifikace lze vSak pouzit i pi vypoctu
vicendsobnych integrali.

Obdélnikova metoda

Asi nejjednodussi metodou je metoda obdélnikova. Pii aplikaci této metody je interval inte-
grace (a, b) rozdélen na n stejné velkych podintervalu (z;, x;+1) a na kazdém z nich je funkce
f aproximovana konstantni funkci, jejiz hodnota je rovna f (%), tedy funkéni hod-
noté aproximované funkce v bodé uprostred intervalu. Plochu pod krivkou se tedy v tomto
pripadé snazime nahradit obsahy obdélnikt, podobné jako u Riemannova sou¢tu. Pro kazdy
podinterval tedy plati vztah pro jednoduchou obdélnikovou metodu

[ o g (T i - ), (3.5)
;

potom pro vypocet urcitého integrdlu na celém intervalu (a,b) slouzi slozend obdélnikova
metoda, kterou mizeme zapsat pomoci nasledujiciho vztahu:

n—1
/bf(x)dmh.zf<x”;”“>, (3.9)
a i=0

kde h = (:EiJrl — :L‘Z) = b—Ta.

Presnost této metody je zdvisla na sifce podintervalu a velikosti intervalu integrace —¢im
jemnéjsi déleni zvolime, tim vice se aproximace priblizuje skutecné hodnoté integralu, a ¢im

2Vice o Newton-Cotesovych vzorcich lze nalézt napifklad na adrese https://archive.lib.msu.edu/
crcmath/math/math/n/n080.htm.
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uzsi interval pro integraci zvolime, tim mensi bude globalni akumulovana chyba. Pro urceni
velikost chyby plati nerovnost

< ——f"(¢), (3.10)

kde ¢ € (a,b).

Lichobéznikova metoda

Druhou metodou je lichobéznikova metoda. Jeji princip je podobny predchozi metodé, avsak
aproximovand funkce je na kazdém z podintervalu (z;, z;41) nahrazena linedrni funkei a ur-
City integral je tak aproximovan obsahy lichobéznikid. Pro hodnotu urcitého integralu pres
jednotlivé podintervaly plati vztah pro jednoduchou lichobéznikovou metodu

[ @ s (@) 4 ) T (3.11)

Pro vypocet obsahu plochy pod kfivkou na celém intervalu (a, b) slouzi slozend lichobézni-
kova metoda, jenz lze popsat vztahem:

/abf(x)d Z( (z:) + f (zi41) ), (3.12)

kde h = (zj41 — ;) = &2

Pro presnost této metody plati stejna pravidla jako u obdélnikové metody. Horni hranice
odhadované chyby je u této metody vétsi nez u predchozi, jeji teoretickd presnost je tedy
mensi, ale neni to pravidlem. Velikost chyby je danéd nerovnosti

b—a)h?

( 1/
p< O e, (3.13)

kde ¢ € (a,b).

Simpsonova metoda

Simpsonova metoda se od predchozi metody lisi typem polynomu, kterym aproximuje in-
tegrovanou funkci f(x). Tato metoda vyuziva polynomy druhého stupné, aproximovanou
funkci tedy na jednotlivych podintervalech nahrazujeme casti paraboly. Dalsi odlisnosti
Simpsonovy metody je pocet uzll, které vystupuji ve funkénim predpisu metody. Kromé
funkénich hodnot v krajnich bodech intervalu (a,b) vyuziva tato metoda i stfed tohoto
intervalu “+b a funkéni hodnotu v tomto bodé f (aTH’) Pro kazdy diléi interval lze vyuzit
vztah pro Jednoduchou Simpsonovu metodu

i

Pro aplikaci slozené Simpsonovy metody musime interval (a,b) rozdélit na sudy pocet
n dilkt. Poté muzeme integral spocitat s vyuzitim vzorce

/f

22

2 (Floo) + 47 en) + 20 (@) + 47 ws) + -+ AT (n1) + San), (315)
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kde h = ZFT“ ari=a+h-iproVi €{0,1,...,n—1,n}.

Chyba Simpsonovy metody je pfimo imérn4 velikosti intervalu (a, b) a nepfimo imérna
poctu podintervalt n. Ze vsech uvedenych metod mé nejvyssi presnost, nejlépe aproximuje
integrovanou funkci. Chyba metody je ddna nerovnosti

4
E<h

< b afP©, a<e<w (3.16)

Zpusoby konstrukce a rozdily vsech vyse zminénych numerickych metod jsou znazornény
na obrazku 3.1. Vysledek Simpsonovy metody se v tomto pripadé nelisi od feseni metodou
lichobéznikovou, jelikoz aplikaci Simpsonovy metody na funkci f(z) vznikla linedrni funkce,
tedy polynom 1. stupné.

Y Y
f(v)
p
f@) f(x)
F459)
g f(a) I
i T T x
a atb b a b
2
(a) Obdélnikovd metoda (b) Lichobéznikovd metoda

Y

(¢) Simpsonova metoda

Obréazek 3.1: Numerické integracni metody

Monte Carlo integrovani

Metoda Monte Carlo nepopisuje jeden konkrétni postup, ale jedna se o celou tiidu algo-
ritmu, které vyuzivaji generatory ndhodnych ¢isel. Zatimco jiné metody obvykle vyhodno-
cuji integrand v ekvidistantné rozlozenych bodech, metoda Monte Carlo tyto body urcuje
nahodné. Vyuziti nachézi predevsim pti feseni N-rozmérnych integralt pro velkd N, kdy
oproti jinym metoddm vynikd v rychlém vypoctu a snadné implementaci. Pro vypocteni
jednoduchych integrali neni jeji pouziti prilis vhodné, jelikoz jiné metody dosahuji vyssi
presnosti.
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Zakladni myslenka metody Monte Carlo spoc¢iva v provadéni experimentil a urceni
stfedni hodnoty veli¢iny, kterd je jejich vysledkem. Pro vypocteni integrélu funkce f(x)
na intervalu (a, b)

b
I:/ f(z)dx (3.17)

vygenerujeme N ndhodnych bodi x; s rovnomérnym rozlozenim v rozsahu (a,b) a vypoc-
teme prumér funkénich hodnot v ziskanych bodech

1 N
C=+ ; f (). (3.18)

Vysledek uréime jako nésobek primérné funkéni hodnoty a sitky intervalu, pres ktery in-
tegrujeme

b
1:/ F@)de~C-(b—a). (3.19)

Ziskame tak urcity integrél, obsah plochy pod kfivkou f(z) na intervalu (a,b), ktery apro-
ximujeme obdélnikem o délce zakladny stejné jako sitka intervalu integrace a vyskou danou
prumérnou funkéni hodnotou ptvodni funkce na daném intervalu. Tento postup lze modi-
fikovat pro vypocet multidimenzionalnich integralu.

Velikost chyby pii pouziti metody Monte Carlo je zavisla na poc¢tu provedenych expe-
rimentt. Pro odhad relativni chyby plati:

Jop (3.20)
VN’ '

Ze vztahu je patrné, ze pro zdvojnasobeni presnosti vypoctu je potieba pouzit ¢tyrikrat
vice nahodné vygenerovanych bodu. Pro vypoc¢ty narocné na presnost tato metoda tedy
neni idedlni. Chyba metody vSak nezavisi na poctu dimenzi integralu, coz potvrzuje jeji
vhodné pouziti pro vicerozmérné integraly.
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Kapitola 4

Teorie diferencialniho poctu

K integralnimu poc¢tu neodmyslitelné patii pocet diferencidlni. Spole¢né tyto dvé discipliny
tvori tzv. infinitezimalni pocet, jehoz predmétem je pocitani meznich hodnot, kterym se
blizi funkce riznych proménnych. V této kapitole budou popsany zdkladni pojmy oboru di-
jeji typy a na zavér budou vysvétleny moznosti jejiho reseni.

Definice a vztahy pouzité v této kapitole jsou prevzaty ze zdroju [3], [9], [10], [11] a [14].

4.1 Zakladni pojmy diferencialniho poctu

Diferencialni rovnice jsou rovnice, ve kterych jako proménné vystupuji funkce a ve kterych se
vyskytuji i derivace téchto funkci. Obycejné diferencidlni rovnice obsahuji derivace hledané
funkce podle jediné promeénné. Parcidini diferencidlni rovnice obsahuji derivace hledané
funkce podle dvou nebo vice proménnych.

Definice 4.1.1. Obycejnou diferencidlni rovnici n-tého rddu nazyvame rovnici, v niz
se vyskytuje neznaméa funkce jedné proménné a jeji derivace az do radu n. Zapisujeme ji
obecné ve tvaru

F(x,y,y, ... ,y(")) =0, (4.1)

kde F je funkce n+ 2 proménnych. Rdd diferencidlni rovnice je fad nejvyssi derivace, kterd
se v dané diferencialni rovnici vyskytuje.

Definice 4.1.2. ReSenim obycejné diferencialni rovnice ¥4du n na intervalu Z nazjvime
kazdou n-krat diferencovatelnou funkci na intervalu Z, kterd vyhovuje dané rovnici. Obec-
nym resSenim obycCejné diferencidlni rovnice rozumime obecny predpis zavisejici na n riz-
nych parametrech [c1,co, ... ,¢,] € M C R”, kde libovolnou volbou téchto parametri
dostaneme konkrétni feSeni, které nazyvame partikuldrnim (édstecngm) resenim.

Definice 4.1.3. Ulohu najit feSen{ y(x) diferencidln{ rovnice (4.1) definované na intervalu
7 a spliujici podminky

y(xo) =vo, Y'(wo)=v1, -y ¥ '(20) =yn-1, w0 €T (4.2)
nazyvame pocdtecni (Cauchyho) ilohou nebo poédteénim (Cauchyho) problémem.
Podminky (4.2) se nazyvaji poédteéni podminky.
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Definice 4.1.4. Necht Q C R? a f : Q — R? je funkce dvou proménnych. Potom diferen-
cidlni rovnici proniho rddu nazyvame rovnici

y = flz,y). (4.3)

Véta 4.1.1 (Existenéni). Necht f(x,y) je spojitd na oteviené mnoziné M C R2%. Pak pro
kazdé [xo,yo] € M md tloha

y' = f(=,9), y(xo)=1yo (4.4)
alespori jedno teseni definované na néjakém otevreném intervalu J C (a,b),xo € J.

Véta 4.1.2 (O existenci a jednoznacnosti feSeni). Necht f(x,y) je spojitd na otevrené
mnoZiné M C R? a v kazdém bodé mnoZiny M je splnéna Lipschitzova podminka, tj. existuje
L > 0 tak, Ze plati

[f(@y1) — fzy2)| < Llys — (4.5)

pro kazdé dva body [x,y1], [x,y2] z néjakého okoli bodu [x¢,yo]. Pak pro libovolny bod
[0, y0] € M md dloha (4.4) prdvé jedno tesend.

Prevod integralu na diferencialni rovnici

Vypocet urcitého integralu

F(x) = /b f(z)dz (4.6)
a
je mozné prevést na Teseni obycejné diferencidlni rovnice
F'(z) = f(z) (4.7)
zderivovanim obou stran rovnice, ¢imz odstranime integral, a pridanim pocatecni podminky
F(a) = 0. (4.8)

Vyse zminény princip predpokladéd dolni mez integralu a rovnou 0 a zaroven a < b. Pokud
plati a > b, aplikaci vztahu

/nm fz)dz = — /n f(z) dz (4.9)

m

jsme schopni ptivodni integral prevést na takovy, pro ktery plati, Ze dolni mez integrace je
mensi nez mez horni. Pokud je nyni dolni mez integrace riizné od 0, je tfeba navic provést
v integrované funkei f(x) substituci z za . —k a prepocet mezi prictenim ¢isla k k hodnotam
aib. Pro a < b vypada vztah pro posun integralu v ¢ase nésledovné:

b b+k
/ flx)dx = / f(z — k) dex, (4.10)
a at+k

pricemz musi platit, Zze a + k = 0.
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4.2 Metody reseni diferencialnich rovnic

Metody pouzivané k feseni diferencidlnich rovnic se déli na dvé skupiny — metody analytické
a numerické. Stejné jako u analytickych metod pro vypocet integrald, jsou i analytické
metody pro Teseni obycejnych diferencidlnich rovnic Casové narocné a nelze je aplikovat
na systémy popsané slozitymi rovnicemi. Metody numerické ndm opét poskytuji pouze
priblizné vysledky, avsak tyto postupy umoznuji rychlejsi feseni, a to i pro komplexné;jsi
systémy. Déle se budeme zabyvat jenom timto typem metod, jelikoz analytické metody
nejsou z hlediska dalstho vykladu v této praci vyznamné.

4.2.1 Numerické metody
Numerické metody lze rozdélit na
e jednokrokové,
e vicekrokové,

podle toho, z kolika predchozich bodu vyuzivaji informaci k vypoc¢tu hodnoty v aktudlnim
bodé. Jednokrokové metody pouzivaji informace z jediného predchazejictho bodu a patii
mezi né naptiklad Eulerova metoda a metody Runge-Kutta. Metody, které pro vypocet
aktualni hodnoty potrebuji informace z vice predchazejicich bodi, se nazyvaji vicekro-
kové a jednd se naptiklad o Adams-Bashforthovu metodu nebo metodu prediktor-korektor.
U jednokrokovych metod ndm pro zahajeni vypoctu staci znit hodnotu pocateéni pod-
minky, avSak u startu metod vicekrokovych musime resit problém, kdy nemame informace
o minulych stavech.

Jednokrokové metody

Eulerova metoda Eulerova metoda je nejjednodussi jednokrokovou metodou. Pro zis-
kani vysledku pouziva pouze derivaci v predchazejicim bodé. Pri vyuziti této metody lze
hodnotu v aktualnim bodé spocitat pomoci vztahu

Yir1 =Yi +hf(w,y;) Vi €{0,1,...,n—1}, (4.11)

kde f(z;,y;) je hodnota derivace v predchozim bodé (viz rovnice (4.3)). Pro prvni krok
metody pouzijeme informace z pocateéni podminky, hodnota feseni v bodé zq je rovna .

Existuji rizné modifikace Eulerovy metody, které pracuji na stejném principu, avsak
béhem vypoctu pouzivaji dalsi body v intervalu (z;,x;+1). Mezi nejzndméjsi modifikace
Eulerovy metody patii prvni a druhd modifikace, které jsou zaroven jednoduchymi priklady
Runge-Kutta metod.

Horni hranici celkové chyby pri pouziti této metody lze podle zdroje [19] urcit s vyuzitim
nerovnosti
Mh
‘En| < ﬁ(eKtn - 1)a (412)
kde
K = max t,y)| <oco, M= max + f- t,y)| < oo, 4.13
max [1,(t.) max [+ £ £)(0.0) (1.13)

kde fi = Fa f, = ¢
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vych metod. Jejich obecny tvar je

Yit1 = yi + h(wikr + - +wsks), (4.14)
proi=0,1,... ,n—1, kde
k1 = f(xi, yi) (4.15)
r—1
kr = f(2i+ ophyyi + Y Brky), T=2,3,... s (4.16)
j=1

a wr, a & By jsou konstanty volené tak, aby metoda méla maximalni rad.

Nejznadméjsi a nejcastéji pouzivanou je metoda Runge-Kutta 4. fddu, ktera diky vyssimu
poc¢tu pomocnych koeficientd poskytuje presnéjsi hodnotu nasledujiciho bodu. Jeji vypocet
je dan nasledujici soustavou rovnic:

Yis1 = yi + shky + 2ka + 2ks + ks)

f(@is i)

flx; + %h, Yi + %hlﬁ) (4.17)
(zi
(

f(i + 3h,y; + Shko)

k1
ko
k3
ks = f(xi + h,y; + hks).

Vicekrokové metody

Vicekrokové metody vyuzivaji k vypocteni hodnoty v dalsim bodé znalosti nékolika bodt
predchazejicich. Obecné nelze Tici, Ze jsou vicekrokové metody efektivnéjsi nez jednokrokové,
avsak predevsim u ne prili§ dynamickych systémii byva odhad nové hodnoty presnéjsi.
Obecny postup ziskani reseni v nésledujicim bodé popisuje tzv. linedrni k-krokovd metoda

Yir1 = a1Y; + a2yi—1 + -+ + apYi—p+1 + h(bo fix1 +b1fi + -+ + bpficky1), (4.18)

kde k € N a a; a b; jsou vhodné konstanty, z nichz alespon jedna je nenulova.

Je-li by # 0, je nutno vztah (4.18) Fesit iteracné, jelikoz je feseni v dalsim bodé zdvislé
na neznamé hodnoté funkce fr+1 = f(@n+1,Yns1). Metoda se v takovém pripadé nazyva
implicitni. Pokud je by = 0, metodu oznacime jako explicitni. Vypocet je v tomto pripadé
jednodussi, provadi se pouze dosazenim do vzorce (4.18), explicitni metody jsou vsak méné
presné a ne tak stabilni jako implicitni metody.

Pro vypocet prvnich k krokt, kdy nemame k dispozici historii informaci o dostatec-
ném poctu bodu, se pouzivaji vhodné zvolené metody jednokrokové, které maji podobnou
presnost jako vicekrokovd metoda, jejiz vypocet nasleduje.

Adams-Bashforthova metoda Prikladem explicitni metody je Adams-Bashforthova
metoda. Hodnota v novém bodé je obecné vyjadrena vztahem

Ynt1 = Yn + h(blfn + b2fn71 + -+ bkfn—k—i—l)v (419)

kde koeficienty b; zavisi na poctu kroku k a pro k < 6 jsou dostupné v ¢lanku [10].
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Adams-Moultonova metoda Jednou z implicitnich metod je Adams-Moultonova me-
toda, pro jejiz vypocet slouzi obecny vztah

Yn+1 = Yn + h(b6fn+1 + bllfn + b/2fn—1 + -+ b;gfnflﬁ&)a (420)

kde koeficienty b, také zavisi na poc¢tu kroku a pro k < 6 je lze najit v prispévku [10]. Oproti
predchozi metodé vynika vyssi stabilitou, jedinou komplikaci je nalezeni neznamé hodnoty
fn+1-

4.2.2 Refeni obyé&ejnych diferenciilnich rovnic pomoci Taylorovy fady

Tayloriv rozvoj je postup, kterym nahradime funkci y nekone¢nou mocninnou radou slo-
zenou ze Clent, k jejichz vypocteni se vyuzivaji derivace funkce y v daném bodé. Takto
vznikld mocninnd fada nese nazev Taylorova rada. Pokud chceme vyjadrit hodnotu funkce
pouze priblizné, muzeme zanedbat ¢leny Taylorovy rady s vyssimi derivacemi. Tim ziskame
Tayloriv polynom, ktery aproximuje hodnotu funkce v daném bodé pomoci polynomu s ko-
nenym poctem clent.

Definice 4.2.1. Necht funkce y ma v bodé x(y derivace vSech radiu. Potom Taylorovou
radou funkce y v bodé xy nazyvame vyraz

(k-1

)(z
To(z) =y + » yk!(O)(x — x0)". (4.21)
k=1

Taylorovu fadu jsme schopni nalézt vzdy, kdyz ma funkce y v bodé zy derivaci vsech
rada. V opacném piipadé by rozvoj nekonvergoval k reprezentované funkci.

Definice 4.2.2. Taylorovym polynomem rdadu n v bod€ xy nazyvame polynom

7,(2) = y(a0) + L0 — ) + L0 o gy L) (g
_ Zn: y® (o) T (4.22)
k! '

k=0
Jednim z moznych vyuziti Taylorovy rady je numerické feseni obyc¢ejnych diferencialnich
rovnic s poc¢ateéni podminkou

v = f(z,y), y(xo) = yo, (4.23)

kterym rozumime nalezeni posloupnosti

[y(wo) = yol, [y(z1) = 1], [y(x2) = y2, .. (4.24)

V praxi je vyuzivana aproximace funkce Taylorovym polynomem. Nejpresnéjsi a nejznaméjsi
metodou vypoc¢tu nové hodnoty numerického feseni diferencidlni rovnice (4.23) je sestaveni
Taylorova polynomu ve tvaru:
2 n
yi+1:y¢+h-y’+%-y”+---+%-y(”), (4.25)
kde h = z;41 — x; je integracni krok.

P1i pouziti Taylorova polynomu vyvstava otdzka na pozadovanou presnost vysledku.
Pro tu plati, Ze nartusta se vzrustajicim rddem Taylorova polynomu. Nejcastéji je reSena
nadefinovanim konstanty e, kterd udava minimalni pozadovanou presnost. Vypocet poté
probiha tak dlouho, dokud neni absolutni hodnota dalsiho pri¢itaného ¢lenu mensi nez €.
V pripadé, ze posloupnost ¢lent konverguje prili§ pomalu, nebo nekonverguje vubec, je
treba pouzit jiné techniky.
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Kapitola 5

Presnost numerickych vypocti

P1i provadéni numerickych vypoctl s desetinnymi ¢isly na pocitacich je dilezité porozumét
zpusobu ulozeni téchto ¢isel v paméti a principu vzniku zaokrouhlovacich chyb, ktery s tim
velmi tzce souvisi. Jelikoz jsou numerické vypocty urcitych integrala citlivé na presnost, je
tato kapitola vénovana typtm chyb, které pri vypoctech vznikaji, a zptisoblim, jakymi lze
vliv téchto nepfiznivych jevil zmirnit.

5.1 Standard IEEE 754

V pocitacich jsou vsechna ¢isla prevedena na bindrni reprezentaci a ulozena na urcitém,
kone¢ném poctu bitid. Tento pocet a zpusob prevodu do bindrni podoby je dan datovym
typem proménné, do které ¢iselnou hodnotu uklddame. Jelikoz i pamét pocitace je konecna,
nelze bez zaokrouhleni zaznamenat iracionalni ¢isla, kterd maji nekoneény desetinny rozvoj,
napt. Ludolfovo &slo 7, Eulerovo &slo e nebo v/2. Kvili nedostateénému poétu bita pro
ulozeni hodnoty a zptsobu binarni reprezentace desetinnych c¢isel vSak neni mozné zcela
presné reprezentovat ani nespocet jinych ¢isel s nenulovou desetinnou ¢asti. Dochazi tedy
k nahrazeni presného ¢isla nejblizsi moznou reprezentovatelnou hodnotou, ¢imz vzniké ur-
¢ita chyba jiz v okamziku ulozeni desetinného ¢isla.

Asociace IEEE vytvorila standard IEEE 754 dostupny na adrese [13], ktery specifikuje
format bindrnich ¢isel v plovouci fadové ¢arce a zpisob provadéni aritmetickych a jinych
operaci nad nimi. Jeho hlavnim cilem je dosdhnout nezavislosti zptisobu provadéni operaci
na cilové architekture—aby dva vysledky stejné operace se shodnymi operandy spocitané
na jinych zafizenich davaly totozné vysledky. Dale tento standard definuje zaokrouhlovaci
pravidla, tedy jaké pozadavky musi byt splnény pii zaokrouhlovani ¢isel v priubéhu konverzi
a aritmetickych operaci, oSetfeni podminek, jenz slouzi k upozornéni na néjakou neoceka-
vanou uddlost (napft. déleni nulou nebo preteceni), a formaty pro vyménu dat, které maji
zajistit efektivni a kompaktni prenos. V soucCasnosti je tento standard dodrzovan ve vétsiné
modernich zafizeni.

Lze v ném najit specifikace hned nékolika formati dat, které se od sebe vzdjemné
lisi predevsim poctem bitid, a tedy poskytovanym rozsahem a presnosti. Kazdy format
obsahuje dvé reprezentace pro nekonec¢no, co a —co, dva neciselné typy NaN, a to tzv. tiché
NaN a signalizacni NaN, a konecnd cisla. Kazdé konecné cislo je popsano s vyuzitim tii
celych cisel reprezentujicich znaménko, exponent a mantisu. Celkovy pocet biti, na které
se ¢islo uklada, je dan formatem pouzitého datového typu. U ¢isel s jednoduchou presnosti
je vyuzito 32 bitu, pro dvojitou presnost je rezervovano 64 bitd a u ¢tyrnasobné presnosti
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pracujeme se 128 bity. Detailnéjsi prehled poctu bitl pro jednotlivé ¢asti u datovych typt
s dvojkovym zakladem je uveden v tabulce 5.1.

Nazev Presnost Pocet bitu exponentu | Pocet bittl mantisy
binary16 Polovi¢ni 5 10
binary32 | Jednoducha 8 23
binary64 Dvojita 11 52
binary128 | Ctyfndsobna 15 112

Tabulka 5.1: Pocet bitu v jednotlivych ¢astech zakladnich binarnich datovych typu defino-
vanych standardem IEEE 754 dostupnym na strankach [13]

5.1.1 Vnitini reprezentace

Jak jiz bylo zminéno, kazdé konecné c¢islo je v paméti ulozeno s vyuzitim rozlozeni na
tTi celd ¢isla—znaménko, exponent a mantisu. V poli hodnot reprezentujicich dany datovy
typ je na pozici nejvice vyznamného bitu vzdy tzv. znaménkovy bit, ktery nabyva hodnot
0 pro kladné ¢islo a 1 pro ¢&islo zaporné. Za nim nésleduje nékolik bitd reprezentujicich
hodnotu exponentu a zbyvajici nejméné vyznamné bity predstavuji mantisu. Ta je uloZena
v normalizované formé, coz znamend, Ze je mantisa implicitné zvétsena o 1, ktera se ale
nikam neuklada. Diky tomu ziskdme u 32bitovych ¢isel v plovouci fadové c¢arce celkem 24
bitd mantisy —23 explicitné ulozenych biti a 1 implicitni. Rozlozeni jednotlivych ¢asti pro
konkrétni piiklad, 32bitovy binarni datovy typ, je vyobrazeno na obrazku 5.1.

31 30 23 22 0

Exponent Mantisa

Znaménkovy bit

Obrézek 5.1: Rozlozeni bitt v datovém typu binary32 (s jednoduchou presnosti) definova-
ném standardem IEEE 754 (vlastni tvorba podle schématu v dokumentaci [13])

Prevod cisla v plovouci radové c¢arce na dekadickou hodnotu lze provést s vyuzitim
vztahu

(-1)%. M- BE, (5.1)
kde S je hodnota znaménkového bitu, M je mantisa, B predstavuje zdklad soustavy (nej-
Castéji 2 nebo 10) a F je hodnota exponentu.

5.2 Zdroje chyb numerickych vypocta

Pri numerickém feseni integrali hraje vyznamnou roli pozadavek na presnost vypoctu.
Velikost chyby vysledku (tzv. globdlni, nebo-li akumulovand chyba) je rovna souctu
vsech lokélnich chyb, kterych se dopoustime v jednotlivych krocich vypoctu. Akumulovand
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chyba tedy v prubéhu vypoctu prubézné naristi o jednotlivé velikosti lokalni chyby. Tu
muzeme rozdélit na soucet dvou hodnot od jednotlivych zdroja této nepresnosti, a to na
chybu zaokrouhlovaci a chybu metody numerické aproximace.

Zaokrouhlovaci chyba (round-off error) je ddna neschopnosti ¢islicovych poéitaci presné
ukladat a zobrazovat vSechna redlna cisla. Velikost této chyby zavisi na pfesnosti pouzité
aritmetiky a lze ji ovlivnit datovym typem, ktery pouzijeme pro ukladani hodnot v priubéhu
vypoctu. Pokud bychom vyuzili datovy typ double, jenz uklada desetinnou ¢ast hodnoty na
52 bitech a ma presnost 1- 1071, byl by vypocet postizen niz§i chybou, nez kdybychom
pocitali s vyuzitim datového typu float, ktery pro ulozeni hodnot za desetinnou ¢arkou
vyuziva pouze 23 bitti a poskytuje piesnost 1-1077.

Chyba metody numerické aproximace (truncation error) je ur¢ena fadem metody, tedy
poctem pouzitych ¢lenti polynomialniho rozvoje. Presnost vypoctu narista se vzristajicim
radem metody. Tento druh chyby lze ovlivnit zménou hodnoty e, kterd udavd maximélni
pripustnou chybu zpiisobenou zanedbdnim zbyvajicich ¢lenti rozvoje.

Nepresnost vypoctu je také ovlivnéna velikosti kroku. Zatimco velikost chyby numerické
aproximace se zvysuje s narustajici délkou kroku (jelikoz je tfeba vyuzit vice ¢lent polyno-
midlniho rozvoje pro dosazeni stejné presnosti, jaké jsme dosdhli pii pouziti mensiho kroku),
vliv chyby zaokrouhlovaci klesa. Neni tedy pravidlem, ze pro zvyseni presnosti vypoctu je
vhodné pouzit mensi délku kroku. Zavislost velikosti obou typu chyby i celkové chyby na
délce kroku je zndzornéna v grafu 5.2.

Chyba

Velikost kroku

Obrézek 5.2: Zavislost chyby numerickych metod na velikosti kroku A (vlastni tvorba podle
grafu dostupného ze zdroje [2])

5.3 Viceslovni aritmetika

Aritmetiku mizeme obecné definovat jako odvétvi matematiky zabyvajici se zkoumanim
¢isel a operaci, které jsou nad nimi definovany —sc¢itanim, odc¢itanim, nasobenim a délenim.
Doted jsme byli omezeni poc¢tem bitt, ktery ndm poskytly datové typy ze standardu IEEE
754. V nich bylo mozno pro reprezentaci ¢isla vyuzit nejvyse 128 bitti a dochézelo tedy casto
k zaokrouhlovani, jenz je pro vypocty citlivé na presnost kritické. Za tcelem zprostiedko-
vani reprezentace vétsiho pocétu desetinnych ¢isel, a tedy zmenseni rozdilu mezi dvéma
nasledujicimi reprezentovatelnymi hodnotami, vznikla viceslovni aritmetika. Jedna se
o aritmetiku, kterd pracuje s datovymi typy o libovolném poctu bita. Ten je teoreticky
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neomezeny, ve skutec¢nosti je jeho jedinym limitem mnozstvi dostupné paméti. Vyhodou
pouziti viceslovni aritmetiky je jeji nezavislost na konstrukei cilové architektury. Knihovny,
které ji implementuji, poskytuji fadu funkci, jenz provadi vSechny potirebné aritmetické
operace a pro programatora zapouzdiuji rozsahlost jejich realizace. Datové typy, které tyto
knihovny zprostredkovavaji, ve skutecnosti sestavaji z pole urcitého poctu standardnich
datovych typid. Nad nimi vytvaii abstraktni vrstvu, diky niz umoznuji programatorovi
k celému tseku paméti pristupovat jako k jediné proménné i s ni tak pracovat.

Prace s viceslovni aritmetikou je podstatné pomalejsi nez s klasickymi ¢isly v plovouci
radové carce, jelikoz se hodnoty takovych proménnych nevejdou celé do registrii procesoru
a provadéni veskerych operaci je fizeno predevsim na softwarové tirovni. Viceslovni aritme-
tika vSak necili na rychlost vypoct, nybrz na vyssi presnost, a proto je jeji pouziti pro
numerické vypocty (nejen) urcitych integralu velmi vhodné.

Zpusob implementace aritmetickych operaci nad datovymi typy knihoven viceslovni
aritmetiky bude nyni ukézan na operacich pro cela ¢isla. Implementacné nejjednodussi je
vykonavani operaci s¢itani a odc¢itani. Ty jsou provadény postupné po jednotlivych slo-
vech a mezi nimi je preddvan priznak prenosu. Porovnani dvou cisel je realizovano pomoci
komparace jednotlivych slov od ¢islic nejvyssiho fadu, az dokud neni nalezena rozdilnd hod-
o téchto i dalsich operacich lze nalézt napiiklad na manualovych strankéch knihovny GMP'.
Pro ¢isla v plovouci fadové Carce se pouzivaji modifikace vySe zminénych algoritmu.

5.3.1 Knihovny implementujici viceslovni aritmetiku

Existuje cela rada knihoven, které poskytuji datové typy pro viceslovni aritmetiku. Dalo by
se Tici, ze ke kazdému rozsifenému modernimu programovacimu jazyku lze nalézt alespon
jednu takovou knihovnu. Pro jazyk C je mimo jiné mozné vyuzit knihovnu GMP, na jejim
zdkladé vybudovana knihovna GMPY je urcena pro Python. Mezi jejich ekvivalenty pro
jazyk Java patii naptiklad knihovny JAS a JScience. Pfi implementaci této prace byla
vyuzita jiz zminénd knihovna GMPY, kterd bude blize predstavena v nasledujici sekci.

GMPY

GMPY je rozsirujici modul pro skriptovaci jazyk Python, ktery poskytuje pristup ke knihov-
né GMP a zprostredkovava tak funkce rychlé viceslovni aritmetiky. GMPY jako takové je
napsano v jazyce C. Mezi dostupné datové typy patii gmpy.mpz pro viceslovni celociselné
hodnoty, gmpy . mpq slouzici k ulozeni racionélnich ¢isel a gmpy . mpf umoznujici neomezenou
presnost desetinnym ¢islim v plovouci fadové ¢arce. V soucasnosti je dostupna i novéjsi
verze knihovny, GMPY2. Ta jiz obsahuje i datovy typ pro komplexni ¢isla gmpy2.mpc, je
lépe kompatibilni s Pythonem verze 3 a ¢iselné typy v plovouci fadové ¢arce nyni poskytuje
knihovna MPFR, je tedy nutné pouzivat direktivu gmpy2.mpfr. Blizsi informace o zminé-
nych datovych typech a seznam operaci, jejichz pouziti knihovna GMPY2 umoznuje, lze
nalézt na manudlovych strankéch knihovny [15].

Priklad pouziti knihovny GMPY2—nastaveni presnosti na 100 bith a vypocteni druhé
odmocniny z 5:

import gmpy2
gmpy2.get_context () .precision = 100
gmpy2.sqrt(5)

!Manuélové stranky knihovny GMP jsou dostupné na adrese https://gmplib.org/manual.
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5.3.2 Prostredi poskytujici viceslovni aritmetiku

Vétsina matematickych a simulacnich prostiedi vyuziva nékterou z knihoven implemen-
tujicich viceslovni aritmetiku pro poskytnuti co nejvétsi presnosti vypocti. Muzeme sem
zaradit programy jako Maple, MATLAB nebo Mathematica. V aplikaci implementované
jako soucast této prace byl vyuzit simulacni néstroj TKSL/C. Nésledné byla pro porovnéni
presnosti vysledku pouzita prostitedi MATLAB a Maple. Vsechny vyuzité programy budou
nyni popsany blize.

TKSL/C

Néastupcem puvodniho prostredi TKSL/386 se stal simula¢ni nastroj TKSL/C. Oba pro-
gramy jsou blize popsdny na strankdch [15] a v préci [3]. TKSL/C mé podobnou syntaxi
a k TeSeni diferencialnich rovnic také vyuziva Taylorovu fadu. Na rozdil od svého pred-
chudce je vSak naprogramovan v jazyce C/C++, lze jej tedy bez podpurnych programu
spoustét na soucasnych pocitacich, a to na nékolika operacnich systémech. Mezi dalsi vy-
hody TKSL/C patii také moznost vyuziti viceslovni aritmetiky za pouziti funkei z knihovny
GMP, odstranény horni limit po¢tu reSenych rovnic a zpusob spousténi z prikazové radky,
¢imz je umoznéno provadéni rady vypoctu pomoci skriptu bez potfeby manualniho zasahu
uzivatele.

Syntaxe vstupnich dat je oproti piivodni verzi také zjednodusena. Nyni je mozno zapi-
sovat piimo jednotlivé diferencidlni rovnice ve formatu y’ = £(t,y) & 0;. Za znakem & se
zapisuje pocate¢ni podminka a jednotlivé rovnice jsou ukonceny strednikem.

Nastaveni parametri vypoctu se provadi pomoci prepinacii, s nimiz je program spustén.
Diferencialni rovnice je poté mozno vepsat do konzole, nebo zadanim souboru s rovnicemi
na pozici posledniho parametru. Popis prepinacu, které byly vyuzity pfi implementaci této
prace, je uveden v tabulce 5.2.

Parametr Vyznam

nastaveni presnosti vypoctu

W nastaveni délky viceslovni aritmetiky v bitech

t nastaveni maximalniho ¢asu, pro ktery se méa tloha resit
P nastaveni presnosti pro vypis vysledku v poctu znaku
W nastaveni Sirky tisku v poc¢tu znaku

Tabulka 5.2: Parametry TKSL/C, které byly vyuzity pfi tvorbé této prace (vice informaci
o téchto i dalsich prepinacich lze najit na strankach [15])

Priklad zépisu diferencidlnich rovnic pro vypocet integralu funkei sin(z) a e® pfi pro-
vedeni substituce ¢ za x:

I1’ = sin(t) & O;
I2° = exp(t) & O;
MATLAB

MATLAB je matematické prostfedi vyvijené firmou MathWorks. Nazev ziskal zkratkou
ze slov matriz laboratory, coz v prekladu znamena ,,maticovd laborator®. Jednim z mnoha
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cili MATLABu je tedy rychlé a pfesné provadéni maticovych operaci. Jeho vyuziti je vSak
velmi Siroké, od Teseni simulaci, pres oblast zpracovani signala az po analyzu dat. MATLAB
také podporuje viceslovni aritmetiku, k tomuto tcelu je v ném implementovana funkce vpa
(zkratka variable-precision arithmetic). Na rozdil od TKSL/C je MATLAB vybaven grafic-
kym uzivatelskym rozhranim a néstroji pro vykreslovani grafi. Programy se v MATLABu
zapisuji formou skriptti. Jejich syntaxe je podobna Pythonu a jinym skriptovacim jazyktm,
podrobnosti o zpusobu zapisu prikazi a struktufe programu jsou umistény na oficidlnich
strankdch MATLABu [16].

Pro vypocet (nejen) dvojnasobnych integral nabizi MATLAB hned nékolik prikazi.
Prvnim z nich je funkce integral2(fun, xmin, xmax, ymin, ymax), kterd provadi nume-
rické vy¢isleni funkce fun pres oblast (xmin, xmax) X (ymin, ymax). Vyuzivéa principu ,rozdél
a panuj“ (divide and conquer) a postupuje iterativné, postupné tedy integruje pres jednot-
livé dimenze. Jeji druhou variantou je funkce quad2d(fun, a, b, c, d), jenz provadi také
numerickou integraci funkce fun na oblasti (a,b) x (c,d). Tato funkce také pracuje na vyse
zminéném principu. Rozdéluje integrovanou oblast na kvadranty a poté aproximuje integral
na kazdém kvadrantu pomoci dvojrozmérného kvadraturniho pravidla. Pokud chyba neni
dostatecné malda, provede se znovu rozdéleni kvadrantu. Dal$i moznosti integrace je funkce
polyint(p, k). Ta pracuje na principu polynomidlni integrace a jejimi parametry jsou
vektor koeficientl polynomu p a nepovinna integracni konstanta k s implicitni hodnotou 0.

Priklad obsahu skriptu pouzivajiciho vysSe predstavené funkce:

fun = @(x,y) y.*sin(x)+x.*cos(y);
integral2(fun,0,2,0,1)
quad2d(fun,0,2,0,1)

p=[30 -4 10 -25];

polyint (p)

Maple

Maple je matematicky program urceny k analyze dat, vizualizaci, zkoumani a feseni mate-
matickych tiloh. Stejné jako MATLAB disponuje grafickym uzivatelskym rozhranim a vlastni
syntaxi prikazl, na rozdil od predchazejiciho jej vyviji firma Maplesoft. Vice informaci
o prostfedi Maple lze nalézt na oficidlnich strankach produktu [17].

Co se tyce feseni urcitych integrald, nabizi Maple mimo jiné funkci pro vypocet lichobéz-
nikové metody trapezoid(f(x), x=a..b, n) a funkci implementujici metodu Simpsonovu
simpson(f(x), x=a..b, n). Jejich parametr f (x) obsahuje integrovanou funkci, a a b jsou
integracni meze a n predstavuje pocet dil¢ich intervalii pouzitych pri vypoctu. Kombinace
téchto funkci s direktivou evalf zajistuje ¢isté numerickou integraci.

Piiklad vypoc¢tu uré¢itého dvojného integralu funkce y - sin(z) + z - cos(y) v prostiedi
Maple s vyuzitim vyse zminénych funkci:

with(student):
evalf (trapezoid(trapezoid(y - sin(x) +x-cos(y),x=0..1,1),y=0..1, 1), 100);
evalf (simpson(simpson(y - sin(x) +x-cos(y),x=0..1,1),y=0..1, 1), 100);
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Kapitola 6

Specifikace a navrh aplikace

Tato kapitola pojednava o popisu a navrhu aplikace mis', jenz byla vytvofena v ramci této
prace a jejimz hlavnim ucelem je vypocet dvojrozmérnych integrali s vyuzitim nastroje
TKSL/C. V nésledujicim textu budou nejdfive predstaveny hlavni cile a pozadavky na
aplikaci, které byly stanoveny pred samotnym zacatkem realizace. Zminime se i o zpisobu,
jakym bude aplikace testovana. Druhou vyznamnou ¢ast této kapitoly tvori sekce vénovana
popisu metody, kterou tato aplikace implementuje.

6.1 Cile aplikace

Hlavnim tkolem aplikace je vypocet dvojrozmérného integrilu za vyuziti numerické metody
popsané v sekci 6.4.
U skriptu jsou pozadovany nésledujici vstupy:

e rovnice obsahujici az dvé proménné,

krajni body oblasti, pres kterou bude integral pocitan,

pocet podintervalli, na néz bude integrovana oblast v kazdé dimenzi rozdélena,

metoda zvolend pro vypocet integrélu ve druhé integrované dimenzi (z hodnot, které
budou ziskdny pomoci TKSL/C), pficemz na vybér budou tyto t¥i moznosti: obdél-
nikova, lichobéznikova a Simpsonova.

Vystupem aplikace bude pro zachovani piehlednosti pouze vysledek urc¢itého dvojroz-
meérného integralu, uzivatel by nemél byt zatéZzovan mnozstvim pomocnych vystupi. V pii-
padé zajmu o podrobnéjsi informace ohledné priibéhu vypoctu a pomocné hodnoty by vsak
mél mit moznost si je zobrazit.

6.2 Pozadavky

Aplikace mis byla implementovana tak, aby spliiovala nékolik na ni kladenych pozadavki.
Prvnim z nich je pfenositelnost, aplikace by meéla byt spustitelnd jak na operacnich sys-
témech fady Windows, tak na linuxovych distribucich. Mezi dalsi naroky patii jednodu-
ché uzivatelské rozhrani, které postihuje nastaveni vsech dulezitych aspektu béhu aplikace,

INézev aplikace mis vznikl zkratkou z anglickych slov multiple integral solver.
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avsak nenuti uzivatele vSechny parametry aktivné vyuzivat a orientovat se v nich. Na imple-
mentaci samotnou byl stanoven pozadavek, aby skript pracoval s viceslovni aritmetikou pro
vyssi presnost vysledki. Aplikace by také méla byt schopna zkontrolovat hodnoty vstup-
nich argumenttl a piipadné osettit neocekavand a nevalidni data, vypsat prislusné chybové
hlaseni a skondit.

6.3 Navrh aplikace

P1i ndvrhu aplikace byl zvolen zptisob realizace ve formé konzolové aplikace. Moznost fizeni
parametra béhu programu pomoci nastaveni hodnot prepinac¢t zadanych pri spusténi se
zdal byt idealni volbou. Uzivatel tak bude moci vyuzivat jenom ty parametry, které jsou
pro néj dulezité, a ostatni mohou byt nastaveny na implicitni hodnoty. Dalsi nespornou
vyhodou tohoto pristupu je moznost zaclenéni implementovaného skriptu do jiného nebo
rychlé spousténi jednoho vypoctu za druhym.

Ve fazi navrhu byla také vytvorena specifikace findlniho testovani aplikace, tedy zpu-
sobu, kterym bude ovéreno, do jaké miry aplikace spliiuje pozadavky a jak presné vysledky
poskytuje. Byla sestavena sada funkci riznych typi, které maji byt reseny jak ve vznikajici
aplikaci, tak i v dalsich prostredich, a poté porovnény s analytickym fesenim. Vystupem tes-
tovani by mélo byt také zjisténi, jaka z implementovanych metod dosahuje nejlepsi a ktera
naopak nejhorsi presnosti. Vysledky provedenych testi jsou uvedeny v kapitole 8.

6.4 Implementovana metoda reseni integralt

V této sekci bude predstavena metoda, ktera byla navrzena pro realizaci této prace. Nejprve
bude uvedena motivace k jejimu zavedeni a poté prejdeme k popisu metody samotné.

6.4.1 Motivace

Néstroj TKSL/C umoznuje velmi piesné vypocty integrali pomoci prevodu na diferencialni
rovnice, které fesi s vyuzitim Taylorovy fady. Vyhodou TKSL/C neni pouze nastavitelna
presnost vypoctu a s tim souvisejici nizkd chyba vysledku, ale také rychlost, s jakou je
schopno tato feseni poskytnout. Jedno omezeni vSak TKSL/C m4, a tim je pocet dimenzi
feseného integralu—Ize v ném resit pouze integrily jednorozmeérné. Nabizi se tedy snaha
o navrzeni metody, kterd by vyuzivala vypocet integrali z TKSL/C a ziskané vysledky
néjakym zplisobem transformovala na vysledek integralii ve dvou a vice dimenzich. Jakym
zpusobem toho 1ze docilit bude predmétem nésledujicich odstave.

6.4.2 Popis metody

Navrzenou metodu lze zaradit mezi numerické metody vypoctu urcitych integrala. Imple-
mentovana verze slouzi k feseni dvojrozmérnych integrall, lze ji vSak zobecnit na libovolny
pocet dimenzi.

Zakladni myslenkou vypoctu je predstava podobna Riemannové sumé, avsak transfor-
movand do vice dimenzi. Jednorozmérny integral udava obsah plochy pod funkci, zatimco
dvojny integral znazornuje objem vymezeny grafem funkce. Na obdélnikové oblasti miizeme
tedy dvojny integrdl aproximovat obsahem plochy fezu ve sméru osy y vyndsobenym ,,Sit-
kou“ —rozdilem mezi na téze ose. V takovém pripadé by byl integral aproximovan objemem
jednoho télesa. Pokud bychom rozdil mezi na ose y rozdélili na nékolik stejné dlouhych
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usekt a vypocitali hodnotu jednorozmérného integralu pro kazdy z dil¢ich intervalt, po je-
jich secteni a vynasobeni délkou podintervalu bychom ziskali pfesnéjsi aproximaci dvojného
integralu. Pro pocet dil¢ich intervalil jdouci do nekonecna, a tedy jejich sitku limitné se bli-
zici nule, bychom ziskali velmi pfresnou aproximaci ptivodniho dvojného integralu blizici se
jeho skute¢né hodnoté.

V¥s$e popsany princip je zndzornén na obrazku 6.1. Sedou barvou je v ném vyznaéena
integrovand funkce, modfe Srafované potom plochy I; a Is, které predstavuji jednorozmeérné
integraly ve dvou rezech vedenych kolmo k ose y. Ty jsou ve vytvarené aplikaci pocitany
pomoci prostredi TKSL/C. Déle je v ném modie vyznaceno téleso, kterym je integral
aproximovan. To vzniklo aplikovanim jednoduchého lichobéznikového pravidla na vysledky
jednorozmérnych integral a byl pouzit jeden diléi interval.

— f(xmy)

S

Obréazek 6.1: Aproximace dvojného integralu objemem dvou téles

Doposud nebylo specifikovano, v jakych bodech dil¢ich intervali budou fezy provadény,
protoze to pro porozuméni jidru metody neni nezbytné a také se to lisi podle pouzité
metody numerické integrace ve druhé integrované dimenzi. U obdélnikové metody se vzdy
vyuzivaji hodnoty v poloviné daného podintervalu, lichobéznikova metoda zase vyuziva oba
krajni body vymezujici dil¢i interval. Pro aplikaci Simpsonovy metody potfebujeme znét
hodnoty jak bodu krajnich, tak i v bodé uprostred intervalu. Zvolend metoda vypoctu
nam tedy urcuje nejen vztah, jakym ze ziskanych hodnot urcime vysledek integralu ve
druhé integrované dimenzi, ale také umisténi bodi, kterymi povedou jednotlivé rezy funkce,
a zaroven i jejich pocet. Grafické znazornéni aplikace vyse zminénych numerickych metod
na vypocet dvojného integralu z hodnot integrali jednorozmérnych vedenych fezy ptvodni
funkce je uvedeno v grafech 6.2.
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(c) Simpsonova metoda
Obréazek 6.2: Vypocet dvojného integralu aplikaci numerickych metod na vysledky jedno-
rozmérnych integrala
Ukazka pouziti metody

Pro lepsi pochopeni implementované metody bude nyni uveden jednoduchy priklad reseny
vSemi tfemi numerickymi metodami.

Priklad Méjme dany dvojny integral

1 4
/ / r+10-ydzdy (6.1)
0 JO

a pozadovany pocet podintervali necht je 2. Poradi diferenciali nam tika, ze budeme nej-
prve integrovat podle proménné z. V prvnim kroku tedy vytvoiime soubor integralt jedné
proménné, ve kterych bude = jako proménné a souradnici y nahradime v kazdém fezu jeji
fixni hodnotou. Vzniknou nam tedy tyto integraly:

1. Obdélnikova metoda vytvari tolik fezi, kolik je pozadovano podintervali, a to v bo-
dech v poloviné kazdého dil¢tho intervalu. Vznikne nam tedy nésledujici mnozina
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integrali:
4 4
/x+10~0,25dx /w—|—10-0,75dx.
0 0
2. Lichobéznikova metoda vyuziva krajni body podintervall, pocet provedenych fezu

bude tedy o jedna vyssi nez pocet dil¢ich intervali. Po nahrazeni souradnice y fixnimi
hodnotami ziskdme nasledujici soubor integralii:

4 4 4
/m—|—10-0dx /m—|—10-0,5dz /x—|—10-1dm.
0 0 0

3. Simpsonova metoda kombinuje oba predchozi pristupy a v kazdém podintervalu pou-
ziva jak body krajni, tak i bod uprostied intervalu. Pocet vzniklych ezt mizeme tedy
vyjadrit vztahem 2 - p+ 1, kde p predstavuje pocet dil¢ich intervali. Pro Simpsonovu
metodu dostaneme tyto integraly:

4 4 4 4
/ x+10-0dx / r+10-0,25dx / x+10-0,5dx / x+10-0,75dx
0 0 0 0

4
/ x+10-1dz.
0

V dalsim kroku reseni ziskdme hodnoty vsech jednorozmérnych integrald. V implemen-
taci je k tomuto tcelu vyuzito prostiedi TKSL/C, u tohoto jednoduchého ptikladu mizeme
pouzit analytické feSeni. Ziskdme néasledujici sadu dat:

Y 0 0,25 0,5 0,75 1
Hodnota integralu 8 18 28 38 48

V posledni fazi vypoctu vyuzijeme ziskané hodnoty jednondsobnych integralu a dosaze-
nim do vztahu pro prislusnou metodu dostavame feseni prikladu.

1. Obdélnikova metoda:

18 + 38
(1-0)- 9 28.
2
2. Lichobéznikova metoda:
1-0
—— (8 4+2-28 +48) = 28.
575 8+ +48)
3. Simpsonova metoda:
1-0
13 -(8+4-184+2-2844-38+48) = 28.

Reseni integralu 6.1 vyslo vSemi tfemi metodami 28, coz je zaroven i analytické TeSeni.
Tento vysledek neni postizen zddnou chybou diky tomu, zZe vSechny vyse zminéné numerické
metody poskytuji pfesnou aproximaci linearnich funkci.
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Kapitola 7

Implementace aplikace mis

Tato kapitola bude detailné zamérena na popis findlni implementace aplikace mis. Na
uvod budou zminény systémové pozadavky, které zahrnuji predevsim potrebné nastroje
a knihovny. Druhé sekce je vénovana zpusobu, jakym jsou feSeny vstupni parametry apli-
kace a bude uveden vyznam jednotlivych prepinac¢ti. Poté bude provedena dekompozice
implementace skriptu na jednotlivé funkce, jejichz vyznam a zpusob realizace bude popséan,
a na zavér budou nastinény ruzné modifikace aplikace, o které by bylo mozné ji do budoucna
rozsitrit a zdokonalit.

7.1 Systémové pozadavky

Pro realizaci aplikace byl zvolen skriptovaci jazyk Python, a to diky své relativné jedno-
duché syntaxi a moznosti importovani funkci, které poskytuje operacni systém a které lze
vykonavat pfimo ve skriptu stejnym zpiisobem, jako kdyby byly vepsany do konzole. Je-
likoz se jedna o interpretovany jazyk, je nezbytné mit jej nainstalovany. Dalsi nutnosti je
knihovna gmpy?2 poskytujici viceslovni aritmetiku, z ¢ehoz vyplyva pozadavek na verzi Py-
thonu, ktera musi byt 3.0 nebo vyssi a zaroven kompatibilni s nainstalovanou verzi knihovny
gmpy2. Posledni potfebnou soucasti je TKSL/C, jenz je vyuzivano pro presny numericky
vypocet jednorozmeérnych integrali.

7.2 Implementace vstupt aplikace

Na zakladé navrhu aplikace bylo implementovano zadavani parametra fidicich vypocet dvoj-
rozmérného integralu prostfednictvim hodnot prepinaci, s nimiz je aplikace spusténa. Navic
byla implementace rozsifena o moznost nac¢teni vstupnich hodnot ze souboru, ktery je apli-
kaci zadan jako argument input. Jeho forméat syntaxe je uveden v souboru README, ktery
je také soucésti této prace. Zpusob zadavani parametri s vyuzitim externiho souboru miize
byt uzitecny predevsim pri opakovaném reseni integral riznych funkci, avsak se stejnymi
parametry. Poté staci skript spoustét pouze se zadanim integrované funkce a vstupniho
souboru.

Prehled vyznamu vSech parametru aplikace mis je uveden v tabulce 7.1. Valna vétsina
parametri je volitelnych. V pripadé, ze uzivatel néktery z nich nezada, pouzije se impli-
citni hodnota (kromé pfepinaci help a input, jenz nejsou pro jadro vypoctu nezbytné).
Vyjimku tvori parametr function, ten je nutné zadat vzdy. Implicitni hodnoty uvedenych
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prepinact, moznosti validné zadanych dat a priklady pouziti lze také najit v prilozeném
souboru README.

Parametr Vyznam
-h, —-help vypsani napovedy a ukonceni aplikace
-i, ——input nacteni parametrii vypoctu ze souboru zadaném jako argument
—--xmin dolni mez integracni oblasti na ose x
--xmax horni mez integrac¢ni oblasti na ose x
--ymin dolni mez integracni oblasti na ose y
--ymax horni mez integrac¢ni oblasti na ose y
-s, ——stepcount pocet podintervalli, na které bude rozdélena integracni oblast
-m, —-method metoda numerické aproximace integralu
-f, ——function integrovand funkce
-e, ——epsilon minimélni pfesnost vypoctu jednorozmérnych integralt
-w, ——width poctu bitl pro viceslovni aritmetiku GMP
-p, ——precision pocet cislic zobrazeného vysledku
-d, ——differential potadi integrovanych proménnych'
“a, ——average zapne/vypne vypocet jakoa Iziryﬁdnﬁr vysledku integrace dxdy
_t, ——taylor prepnuti mezi vypoctemm'g?éfézlzlolvou radou a numerickou

Tabulka 7.1: Parametry spousténi aplikace mis

7.3 Naslednost a specifikace implementovanych funkci

V této sekci bude podrobné popsidna implementace aplikace. Vsechny implementované
funkce zde budou uvedeny v takovém sledu, v jakém jsou volany z funkce main, a jejich
nazev bude doplnén tcelem pouziti.

parse_arguments

Tato funkce slouzi ke zpracovani argumentu zadanych z prikazové radky. Vyuziva tridu
ArgumentParser z knihovny argparse, kterd implicitné zajistuje také kontrolu datovych
typtu zadanych argumentii a u prepinact, které maji presné danou mnozinu pripustnych
hodnot, vyhodnoti jind data jako nevalidni vstup. Tato funkce vraci slovnik vsech parame-
tri, hodnoty nezadanych prepinact jsou nastaveny na implicitni ¢isla, ¢i retézce.

!Detailni popis déelu tohoto prepinade je uveden v kapitole 7.4.
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get_parameters_from_file

Jednd se o funkci volanou pouze v pripadé, Ze je zadan prepinac¢ input. Jejim tcelem je
ziskani hodnot parametrti ze vstupniho souboru. Nejprve vola funkci get_file_content,
kterad se zadany soubor pokusi oteviit a vraci jeho obsah, pripadné skonéi s chybou. Poté
skript prechazi do funkce parse_input_file. Zde je s vyuzitim nékolika regularnich vy-
razli zpracovan text vstupniho souboru a rozpoznané hodnoty parametru jsou ulozeny do
slovniku misto implicitnich, nebo zadanych z ptikazové radky. Vstupni soubor ma tedy pred
hodnotami zadanymi pti spusténi prednost.

check_parameters

Vyznam funkce check_parameters spociva v podrobné kontrole parametri zadanych vyse
zminénymi dvéma zpusoby. Je zde provedeno ovéreni validity hodnot ziskanych ze souboru
a navic urcita kontrola logické spravnosti dat. Testuje se napiiklad, zda neni pocet bitu
pro viceslovni aritmetiku a pozadovany pocet dil¢ich podintervalt mensi, nebo roven nule,
dale jestli je zadana integrovand funkce a také zda se ma vysledek vypsat zaokrouhleny na
kladny pocet ¢islic.

create_subfolder

Po ovéreni, zda jsou vSechny zadané hodnoty validni, je zavoldna funkce na vytvoreni pod-
slozky v aktudlni slozce, do které budou pozdéji ukladany vsechny soubory souvisejici s ak-
tudlnim vypoctem. Nejprve je ziskan nazev podslozky jako navratové hodnoty z funkce
get_dirname. Ta jej vytvori na zdkladé nézvu souboru se vstupnimi argumenty, pokud je
zadan, a to pridanim ,,_dir* za jméno souboru. Jinak nizev sestava pouze ze slova ,dir*
a prvni volné ¢islovky v aktualnim adresari. Po navratu zpét do funkce create_subfolder
je pripadné odstranéna jiz existujici slozka se stejnym nazvem a vytvorena nova pro aktualni
béh aplikace.

create_logfile

Uéel funkce create_logfile je vytvoreni pomocného souboru obsahujictho informace o vy-
poctu. Jeho hlavnim smyslem je uchovani parametrt vypoctu v piipadé, ze byly zadany do
prikazové radky a uzivatel by tak po spusténi vice béht aplikace nevédél, jaka funkce a na
jakém intervalu byla fesena. Skript se nejprve pokusi v podadresafi pritazeném tomuto vy-
poctu vytvorit soubor s ndzvem logfile. Po netispéchu nésleduje vypis chybového hldseni
a navrat z funkce, jelikoz vypocet mulze stile korektné probéhnout. V pripadé tspésného
vytvoreni souboru jsou do néj zapsany vsechny informace o vypoctu, tedy obsah slovniku
uchovavajictho hodnoty parametri transformovany do c¢itelnéjsi formy.

create_tkslc_input

Tato funkce je stézejni ¢asti celé aplikace. Pokud by uvniti ni doslo k chybé, cely vypocet by
s nejvétsi pravdépodobnosti neprobéhl v poradku. Jejim smyslem je vytvoreni souboru ob-
sahujiciho diferencidlni rovnice, které budou nésledné feseny v prostiedi TKSL/C. Nejprve
je vytvoren novy soubor s nazvem input.tksl a oSetfen vznik piipadné chyby. V dalsim
kroku probéhne prevod funkce zadané uzivatelem do podoby, v jaké ji je schopno zpracovat
TKSL/C. To se provadi volanim funkce function_to_tksl_form. Poté je na zakladé pro-
ménné, podle které je integrovano, vypoctena délka kroku, ur¢en nazev proménné, ktera
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bude mit v jednotlivych fezech fixni hodnotu, a poc¢atecni souradnici, v niz bude proveden
prvni fez. Néasledné je pro kazdy fez dvojnym integrédlem vytvofena prislusna reprezen-
tace integrované funkce nahradou fixni proménné za jeji hodnotu v aktualnim rezu a poté
zapsana do souboru ve tvaru:

I{number}’ = {function} & 0;

kde number udava poradové ¢islo fezu a function predstavuje aktualni reprezentaci funkce.
Na zavér je do souboru pripsana posledni funkce, kterd primo aplikuje vybranou numerickou
metodu na vysledky vyse zapsanych diferencidlnich rovnic.

function_to_tksl_form

Cilem této funkce je prevod uzivatelem zadané integrované funkce do takové po-
doby, kterou pfijima nastroj TKSL/C. Probiha tedy zdména nazvu integrované
proménné za t, to je v TKSL/C rezervovano pro ¢as. Navic je umocnéni Eule-
rova ¢isla e na urcitou hodnotu zapsané ve formatu ,e"(z)“ nahrazeno vyrazem

Hexp(x)®.

run_computation

Funkce run_computation zjisti, podle jaké proménné bude integrovano diive, a nastavi
prislusné meze integrace. V dalsim kroku vyhodnoti, o jaky operacni systém se jednd, a na
zéakladé téchto informaci a hodnot vstupnich parametr vytvori piikaz na spusténi vypoctu
v TKSL/C, ktery vzapéti také vykond. Provadény piikaz méa tvar:

cltksl -A {args.epsilon} -W {args.width} -t {args.[xmax|ymax]}
-p {args.precision} -w {args.precision} {input_filepath} »
{output_filepath} 2» {log_filepath},

kde proménné args.* obsahuji hodnoty vstupnich parametrii vypoc¢tu a input_filepath,
output_filepath a log_filepath znac¢i po fadé cesty k souboru se vstupnimi rovnicemi
pro TKSL/C, souboru, do kterého bude ulozen vysledek vypoétu a souboru, kam bude
presmérovan pomocny vystup z TKSL/C.

get_results

V okamziku, kdy je vypocet v prostiedi TKSL/C dokoncen, vold se funkce get_results.
V ni je nejprve zavolana funkce open_outputfile, ve které je proveden pokus oteviit soubor
s vysledky. Opét je v pripadé netspéchu vypsidno chybové hlaseni a aplikace uzaviena,
nebo je vracen deskriptor souboru. Ve funkci get_results se potom precte obsah souboru
a pomoci operaci nad Tetézci je ziskdna a vracena hodnota vysledku.

change_differential

Tato funkce je volana po dokonceni prvniho vypoctu, a to pouze v pripadé, ze byl nasta-
ven prepinac¢ average. Jejim jedinym argumentem je potradi diferencialit pouzité u pravé
provedeného vypoctu, navratovou hodnotou je potom opac¢né poradi diferencialt.
compute_2d_integral

Jedna se o funkci volanou v ptipadé, ze bylo pomoci pfepinace taylor vypnuto pouziti
Taylorovy rady, integrace tedy probéhne v obou dimenzich aplikaci numerickych metod.
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V prvnim kroku je vytvorena stromova reprezentace integrované funkce. K tomuto dcelu
je volana funkce parse_function. Po ndvratu z ni se pro kazdy fez dvojnym integrilem
volé funkce compute_1d_integral, ve které probiha integrace podle prvni integrované pro-
ménné. Jeji ndvratové hodnoty jsou uloZeny do pole, na které je vzapéti aplikovana zvolena
numerickd metoda ve funkci evaluate_numeric_method. Vracena hodnota predstavuje vy-
poctené Feseni dvojného integralu a je ihned vrécena i z funkce compute_2d_integral.

parse_function

Cilem této funkce je v prvni fazi prevod na vstupu zadané integrované funkce z for-
matu, ktery vyuziva aplikace mis, do podoby pouzivané knihovnou parser. N&-
sledné je proveden prevod transformované funkce do stromové reprezentace s oSet-
fenim vzniku chyby, kterd by znamenala nevalidné zadanou funkci.

compute_1d_integral

Hlavnim ticelem funkce compute_1d_integral je provést numerickou integraci jed-
norozmérného integralu. Na zakladé toho, podle které proménné bude integrace
probihat, je vypoctena délka integracniho kroku a ur¢ena hodnota fixni proménné
pro aktudlni rez. Poté je pro kazdy uzlovy bod dosazena prislusna hodnota sou-
fadnic x a y do stromové reprezentace funkce a volanim funkce eval je vycislena.
Vsechny tyto diléi vysledky jsou ulozeny do pole, na které je poté aplikovan zadany
zpusob numerické integrace ve funkci evaluate_numeric_method.

evaluate_numeric_method

Funkce evaluate_numeric_method je volina pro provedeni numerické integrace
nad hodnotami v obou dimenzich integrace. Podle zvolené metody zavold pri-
slusnou funkei, kterd danou metodu implementuje. Rizeni je tedy pfedino jedné
z funkci compute_rect_method, compute_trap_method a compute_simp_method.
Vysledek urc¢itého integralu je ndvratovou hodnotou kazdé z nich.

write_result_to_logfile

Tato funkce je posledni volanou pred skoncenim skriptu. Nejprve je zde proveden pokus
otevrit soubor uchovavajici informace o vypoctu i s oSetfenim pripadného vzniku chyb.
Poté je k jeho obsahu pripsdna hodnota vysledku vypoctu a soubor opét uzavien.

7.4 Implementovana rozsireni nad ramec specifikace

V prubéhu implementace byla navrzena dalsi rozsifeni, kterd jsou nyni soucasti aplikace.
Vsechny tfi jsou reSeny prostfednictvim pridanych prepinac¢t a aplikaci lze spoustét jak
s jejich vyuzitim, tak i standardnim zptisobem. V této sekci budou vSechny prepinace pred-
staveny a bude detailné vysvétlen jejich vyznam i princip préce.

7.4.1 Prepinac differential

Prvnim predstavenym rozsitenim je parametr differential, ktery byl navrzen spolecné
s prepinacem average za ucelem zlepseni presnosti vypoctu. Slouzi k zadani poradi promén-
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nych, podle kterych bude integrace provedena. Ma dvé pripustné hodnoty —,,dxdy* a ,,dydz*.
V prvnim pripadé bude provedena nejprve integrace ve sméru osy x a poté ve sméru osy
y, jednorozmérné integraly budou tedy pocitany s fixni hodnotou proménné y a nésledné
bude na vysledky aplikovana numerickd metoda podle mezi na ose y. Pokud bude hodnota
tohoto prepinace ,,dydx“, bude postup probihat presné opac¢né. Vznikajici fezy budou tedy
rovnobézné s osou ¥y a konstantni hodnotu bude mit souradnice na ose x. Pokud je tento pa-
rametr zadan sdm, bez prepinace average, pak slouzi k moznosti porovnat chyby vysledki
ziskanych témito dvéma zpusoby.

7.4.2 Prepinac average

Druhym popisovanym doplnénim aplikace je parametr average, jehoz cilem je zlepseni
presnosti vypoctu. Pokud je zapnuta jeho funkce, provede se vypocet dvakrat za sebou, po-
prvé pro zadané poradi diferenciali, poté s opacnym. Vysledna hodnota dvojného integralu
je nakonec ziskana jako aritmeticky prumeér vysledki téchto dvou vypocti. K nejvyssimu

......

vvvvvv

7.4.3 Prepinac taylor

Poslednim doimplementovanym parametrem je piepinac¢ taylor. S jeho vyuzitim lze za-
pnout, ¢i vypnout pocitani dil¢ich jednorozmérnych integralt s vyuzitim Taylorovy trady,
které je provadéno uvnitt prostiedi TKSL/C. Implicitné je zapnuto, jelikoz dosahuje vyssi
presnosti. Pokud je vypnuto, pouziva se na vypocet v obou dimenzich zvolend numericka
metoda, tedy obdélnikovd, lichobéznikova, nebo Simpsonova, vztahy na jejichz vypocet
jsou také soucasti implementace. Tento prepinac¢ byl navrzen predevsim za ucelem porov-
nani presnosti a rychlosti vypocta vyse zminénych numerickych metod a také pro porovnani
jejich vysledki s hodnotami ziskanymi s vyuzitim TKSL/C.

7.5 Planovana rozsireni aplikace

Vyse bylo popsano, jak byla aplikace navrzena a jakym zptisobem je implementovana. V prii-
béhu realizace této aplikace vSak vyplynulo i par jejich omezeni, v nasledujicim textu bude
tedy navrzeno nékolik cest, kterymi by se aplikace mohla ubirat do budoucna, a o jaké dalsi
moznosti vypoctu ji 1ze rozsitit. Ke kazdé z nich bude uveden i navrh, jak by bylo mozné
dané rozsireni resit.

7.5.1 Oblast integrace

Prvnim z moznych vylepseni je odstranéni omezeni na obdélnikovou oblast integrace. Snadno
lIze implementovat napriklad rovnobéznikovou oblast, a to tak, ze se v kazdém Tfezu nume-
rické integrace provede substituce ¢ za t 4+ p, kde p znaci souradnici Casu, od které se bude
v aktualnim fezu integrovat. Pokud bychom uvazovali rovnobéznikovou oblast znazornénou
na obrazku 7.1 a chtéli vypocitat tii jednorozmérné integrély se zafixovanou soutadnici y,
které jsou na obrazku znazornény cervenou barvou, substituce za proménnou ¢ by byly
nasledujici: t +0, ¢+ 0,5 at + 1.
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Obrazek 7.1: Ukazka reseni rovnobéznikové oblasti

7.5.2 Paralelizace vypoctu

Dalsim navrhovanym zdokonalenim je implementace paralelizace vypoctu, které by pro
velky pocet dil¢ich integraltt vedlo na znacéné zrychleni celého béhu programu. Jelikoz lze
integral vypocitat jako obsah plochy pod grafem funkce, bylo by mozné integrovanou oblast
rozdélit na n ¢asti (pro n € N;n > 2). Dalo by se tedy vytvorit n vstupnich souboru
s diferencidlnimi rovnicemi pro prostfedi TKSL/C, které by se poté fesily paralelné na
n procesorech. Po skonceni vypoctu vsSech dil¢ich integralti by byla ziskana jejich suma,
jenz je rovna vysledku feseného dvojrozmérného integralu.

7.5.3 Pocet dimenzi integralu

Poslednim navrhovanym rozsitenim je zobecnéni vypoc¢tu pro k-dimenziondlni integral (kde
k € N; k > 1). Zde by bylo potfeba vyresit zptusob zadavani hranice oblasti integrace, aby byl
pokud mozno jednoduchy a jednoznac¢ny. Po odstranéni omezeni na dvojrozmeérné integracni
oblasti by mohlo byt zajimavé mimo jiné srovnani presnosti a rychlosti vypoctu s metodou
Monte Carlo, ktera je vhodnd pravé pro integraly pres velky pocet dimenzi.
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Kapitola 8

Testovani

Implementovana aplikace byla v prubéhu vyvoje testovana na sadé urcitych integrala, ktera
vznikla jiz ve fazi navrhu a predstavena bude nize v této kapitole. Hlavnim cilem prove-
deného testovani aplikace bylo nejprve srovnat presnosti jednotlivych implementovanych
metod vypoctu, diky ¢emuz byla také zjisténa ta metoda, kterd poskytuje vysledky s nej-
nizsi chybou a bude tedy pouzita pro dalsi experimenty. Druhou fazi testovani poté bylo
hodnoceni implementace v porovnani s dalsimi existujicimi systémy - MATLABem a Ma-
plem. Na zavér byl zkouman vliv riznych hodnot prepinac¢ti na velikost chyby vypoctu.
Zamérime se na parametry average, stepsize a width, které mohou mit vyznamny vliv
na presnost reseni.

8.1 Testovaci sada funkci

Nyni bude uvedena mnozina funkci pro testovani aplikace zminéna v sekci 6.3. Byla sesta-
vena tak, abychom byli schopni urcit hodnotu presného analytického feseni jejich urcitych
dvojnych integral pro porovnani presnosti vysledku a také aby v ni byli zastupci raz-
nych typa funkci dvou proménnych bézné pouzivanych a fesenych v praktickych tlohach
z ruznych technickych oblasti—linearni, goniometrické, exponencialni, racionalni lomené
atd. VSechny funkce i s hodnotou analytického feseni jejich urc¢itého dvojného integralu na
oblasti (0,1) x (0, 1) jsou uvedeny v tabulce 8.1.

Funkce Analytické reseni
z+10-y 5,9
22ty 3
erty (e—1)2
sin(z + y) 2 -sin(1) — sin(2)
_z_ In(2)
y+1 2

Tabulka 8.1: Funkce pouzité pro testovani aplikace mis a analytické feseni jejich dvojnych
integrali

Prvni funkce je funkef linedrni. VSechny tii implementované numerické metody poskytuji
presnou aproximaci linearnich funkei, diky tomu by reseni této funkce nemélo byt postizeno
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zadnou chybou. Dalsi funkce je kvadratickd ve sméru osy x. Takové funkce presné aproxi-
muje pouze metoda Simpsonova, ta by méla i v tomto pripadé poskytovat exaktni reseni.
Pro vypocty s vyuzitim TKSL/C se oc¢ekdvaji presnéjsi vysledky pii poradi diferencidla
dxdy, kdy ve sméru osy x je integral fesen v prostfedi TKSL/C a numerické metody jsou
aplikovany na ose y. Déle bude aplikace testovana na funkci exponencialni, goniometrické,
polynomiélni a lomené. Ty jsou pro aproximaci slozitéjsi a jejich vysledky budou postizeny
vétsi ¢i mensi odchylkou od analytického feSeni.

8.2 Porovnani presnosti vypoctu implementovanych metod

Obsahem prvni faze testovani je porovnani presnosti metod, které jsou soucasti implemen-
tace. Jedna se o metodu obdélnikovou, lichobéznikovou a Simpsonovu, jenz jsou vSechny
implementoviany ve dvou variantdch—s vyuzitim TKSL/C v jedné z dimenzi a s apli-
kaci pouze vyse zminénych metod v obou dimenzich. Pro porovnani byly vyuzity funkce
z predchozi sekce a aplikace byla spousténa s parametry -p 100 -e 1e-70 -w 128 -s 1
-a 0 -d [dxdyldydx] -t [110] -m [rectangle|trapezoidal|simpson], je tedy vyuzit
pouze jeden diléi interval. Odchylky vysledkd vypoctt integralti danych funkei fesenych jed-
notlivymi metodami na oblasti (0, 1) x (0, 1) jsou uvedeny v tabulkdch 8.2a a 8.2b, v nichz
kazdy radek odpovida jedné funkci v takovém poradi, v jakém jsou uvedeny v tabulce 8.1.
Zvyraznény jsou hodnoty, které predstavuji pro kazdou funkci nejmensi ziskanou chybu.

S vyuzitim TKSL/C Bez pouziti TKSL/C
Obdélnikova Lichobéznikova Simpsonova Obdélnikova Lichobéznikova Simpsonova
0 0 0 0 0 0
0 0 0 2,083 -102 1,667 103 0
3,053 -1072 2,42 -1071 9,954 -10—4 6,075- 1072 5,039 - 102 1,991-1073
8,118 103 6,557 - 102 2,768 -10—4 1,632 - 102 1,256 - 103 5,538 .104

4,167 -10—2 3,333.10°1 0 9,375-102 7,5-1073 0
3,716 - 1073 2,843 1072 6,486 -10—4 3,716 -1073 2,843-103 6,486 - 10— 4
(a) Pro parametr differential roven dxdy
S vyuzitim TKSL/C Bez pouziti TKSL/C
Obdélnikova Lichobéznikova Simpsonova Obdélnikova Lichobéznikova Simpsonova
0 0 0 0 0 0

2,083 -102 1,667 -10~1 ~0 2,083 -102 1,667 103 0
3,053 1072 2,42 1071 9,954 -10—4 6,075- 1072 5,039 - 1072 1,991 - 1073
8,118 103 6,557 - 102 2,768 104 1,632 102 1,256 - 103 5,538 . 104
5,208 - 10~ 2 4,167 101 4,167 106 9,375-10"2 7,5-1073 0

~0 ~0 ~0 3,716 -1073 2,843-1073 6,486 - 10~

(b) Pro parametr differential roven dydz

Tabulka 8.2: Chyba feseni urcitého dvojného integralu podle pouzité metody vypoctu




V tabulce se vyskytuje nékolik hodnot, které byly aproximovany na 0. Jsou to ¢isla fadu
10717 a mensiho. Za piedpokladu, ze délka slov viceslovni aritmetiky pouzité pro piedchoz
vypocty poskytuje presnost 1- 1077, miizeme chyby mensi nez je tato hodnota povazovat
za nulovou odchylku vypoctu, jelikoz se jedna pouze o chybu zaokrouhlovaci.

P1i porovnévani t¥i implementovanych vztahti pro numerickou integraci dosahuje pti po-
¢tu jednoho rezu nejvyssi chyby metoda lichobéznikova. O néco presnéjsi vysledky poskytuje
metoda obdélnikova a nejlepsi aproximace vytvari metoda Simpsonova. Po zkoumaéani, zda
je TeSeni postizeno mensi chybou pii pouziti TKSL/C, nebo bez néj, bychom vyhodnotili
jako presnéjsi vypocet s vyuzitim TKSL/C. Vyjimku tvoii pouze dva piipady, kdy samotnd
Simpsonova metoda dosdhla chyby nizsi nez jeji kombinace s TKSL/C. Pro dalsi experi-
menty s aplikaci mis bude tedy pouzit vypocet spojenim TKSL/C a Simpsonovy metody.

V tabulkdch 8.2a a 8.2b stoji také za povsSimnuti, Zze numerické metody bez vyuziti
TKSL/C poskytuji vysledky nezavisle na hodnoté parametru differential, ziskali jsme
tedy stejné velikosti chyb pri spusténi s hodnotou dzdy jako pti zadéni dydz. To je ddno tim,
Ze tyto numerické metody vyuzivaji k vypoctu pouze funkéni hodnoty v ekvidistantné roz-
lozenych bodech. Poradi integrovanych proménnych neméni polohu téchto uzlovych bodi,
zustava tedy stejna i hodnota Teseni.

8.3 Srovnani aplikace mis s jinymi aplikacemi

Ve druhé c¢ésti testovani se zamétfime na porovnani presnosti vysledkt ziskanych z aplikace
mis s hodnotami poskytnutymi matematickymi prostredimi MATLAB a Maple. Konkrétné
se bude jednat o metody kombinujici TKSL/C s lichobéznikovou a Simpsonovou metodou
v aplikaci mis a funkci implementujicich lichobéznikovou a Simpsonovu metodu v obou
komerc¢nich prostfedich (funkce trapezoid a simpson v prostfedi Maple a funkce trapz
a simpsons v MATLABu). Pro vSechny vypocty byl zvolen jeden dil¢i interval a v aplikaci
mis byly ostatni parametry nastaveny na stejné hodnoty jako v predchozi sekci. Prehled
vysledkt provedenych experimenti je uveden v tabulce 8.3, kde je pro kazdou funkci a me-
todu vypoctu tucéné vyznacena nejnizsi odchylka. Piiklady byly feseny se zadanim obou
moznych poradi diferencialii. V tabulce je vzdy uvedena nizsi z téchto dvou chyb a také
to poradi diferenciali, které pro danou funkci umoznilo ziskat vysledek s nizsi chybou,
pripadné pomlcka, pokud si byly tyto dva vysledky rovny.

mis Maple MATLAB
Pofadi TKSL/C + TKSL/C + . R Lichobé&znikova,/
. lichobéznikova Simpsonova Lichobéznikova | Simpsonova .
integrace Simpsonova
metoda metoda
dxdy 0 0 0 0 0
dzdy 0 0 1,667 -10~1 0 1,667 101
- 2,42-10"1 9,954 .10—4 5,039 -10"1 1,991 -1073 5,039 -10"1
- 6,557 -10—2 2,768 104 1,226 - 101 5,538 - 104 1,255-10"1
dxdy 3,333-10"1 0 7,5-1071 0 7,5-1071
dydx ~0 ~0 2,843 -102 6,486 - 10~ 4 2,843 102

Tabulka 8.3: Srovnani chyby vypoctu lichobéznikové a Simpsonovy metody aplikace mis
s prostfedimi MATLAB a Maple
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8.4 VIiv hodnot prepinacti na velikost chyby vypoctu

Posledni c¢ast testovani bude vénovana prozkouméni vlivu hodnot parametri average,
stepsize a width na presnost vypoctu. Pravé tyto piepinace ovliviuji velikost chyby
vysledkt, jelikoz zodpovidaji za zaokrouhlovaci odchylky, nebo za nepfesnosti zptsobené
nedokonalostmi numerickych metod.

8.4.1 Parametr average

Prepinac¢ average popsany v sekci 7.4.2 byl navrzen za Gcelem zvyseni presnosti vypoctu.
Bylo tedy provedeno nékolik experimentti spousténych ptikazy s parametry —p 100 -e 1e-70
-s 1 -w 128 -a [0]1] -d [dxdyldydx] -t 1 -m [rectanglel|trapezoidal|simpson].
Na zakladé ziskanych hodnot vznikla tabulka 8.4 zobrazujici odchylky feseni urcitého dvoj-
ného integralu dané funkce pro obé mozné poradi diferencidlu (tedy dzdy a dydz) a déle
chyby vysledkl ziskanych pii pouziti parametru average. Vsechny uvedené metody byly
pouzity v kombinaci s prostiedim TKSL/C.

Obdélnikova Lichobéznikova Simpsonova
dxdy dydx average dxdy dydx average dxdy dydx average
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 2,1-1072 | 1-1072 0 1,7-107! | 8,3-10—2 0 ~0 ~0
31-1072 | 3,1-1072 | 3,1-10—2 2,4.1071 | 24.1071 | 2,4.10°1 1-10-3 1-10-3 1-10-3

8,1-1073 | 8,1-1073 | 8,1-10~2 6,6-10~2 | 6,6-102 | 6,6-10~2 2,8-107% | 2,8-10~* | 2,8-10~¢

42-1072 | 5,2:1072 | 4,7-10—2 3,310~ | 42.1071 | 3,7-10°1 0 42.-107% | 2,1-10°6

371073 ~0 1,9-10—3 2,8.10—2 ~0 1,4-10—2 6,5-10~4 ~0 3,2-1074

Tabulka 8.4: Chyby feseni urc¢itého dvojného integralu podle pouzité metody pii poradi
integrace dxdy, dydx a s vyuzitim parametru average

Vysledky prvni funkce nejsou postizeny zddnou chybou, nastaveni parametru average
tedy v tomto piipadé nijak nezménilo piesnost Feseni. Zadny vliv na velikost chyby nemél
prepina¢ ani na funkce e**¥ a sin(z + ), jelikoz se jedna o funkce symetrické podle primky
x =y. U funkei 22 +y a 23 4 22 + 93 4+ 2 - y? byl nejpiesnéjsi vypocet s poradim diferencialii
dxdy, méné presny s parametrem average a nejveétsi odchylku mél vysledek s diferencidly
dydz. Piesné naopak tomu bylo u funkce 2.

Pokud by byl fesen piiklad, jehoz analytické feSeni ndm neni zndmo, nebyli bychom
schopni urcit, jaké poradi diferencialii je v takovém piipadé pfesnéjsi. Spusténi vypoctu se
zapnutim parametru average by v takové situaci mohlo napomoci snizeni chyby.

8.4.2 Parametr stepsize

Parametr stepsize udava pocet dil¢ich intervalli, na které bude v kazdé z dimenzi rozdélena
integrovand oblast. Je tedy zfejmé, ze hodnota tohoto prepinace ma velmi vyznamny vliv
na presnost vypoctu.

Nejprve byly provedeny experimenty za tcelem zjisténi, pro jaky pocet dil¢ich intervala
1ze u jednotlivych metod dosdhnout jednoduché presnosti (na 6 desetinnych mist). Vypocty
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vSech funkci z testovaci sady tedy byly spoustény s parametry -p 100 -e 1e-70 -w 128
-d dxdy -a 0 -t [1|0] -m [rectanglel|trapezoidal|simpson] a vzrustajici hodnotou
piepinace stepsize, az dokud nebyla dosazena piesnost 1- 1076, Pocet diléich intervalii
potfebny k dosazeni minimélné takto presného vypoctu je pro jednotlivé metody a funkce
uveden v tabulce 8.5. Kazdé funkci prislusi jeden radek a jsou opét uvedeny v takovém
poradi, v jakém byly predstaveny v tabulce 8.1. Zvyraznéné hodnoty predstavuji pro kaz-

dou funkci tu metodu, kterd pri vzrustajicim poctu dilé¢ich intervalu jako prvni dosédhla
pozadované presnosti.

S vyuzitim TKSL/C Bez pouziti TKSL/C
Obdélnikova Lichobéznikova Simpsonova Obdélnikova Lichobéznikova Simpsonova
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1582 1582 1
528 665 7 747 940 8
266 345 5 376 488 6
409 578 1 613 867 1
417 1794 18 417 1794 18

Tabulka 8.5: Pocet dil¢ich intervali potiebny k dosazeni jednoduché presnosti (1-1079)

Zavislost vstupni hodnoty parametru stepsize na velikosti chyby vysledku byla zkou-
mana pro vypocty se vstupnimi parametry -p 100 -e 1e-70 -w 128 -d dxdy -a 0 -t
[110] -m [rectangle|trapezoidal|simpson]. Grafy téchto zavislosti pro jednotlivé me-
tody lze nalézt v obrazku 8.1. Kazd4 jedna hodnota v grafu predstavuje aritmeticky prumeér
chyb vysledku vsech Sesti funkci z testované sady pri danych parametrech vypoctu.

104 1073
6 ! ] ‘
| 1 i
£ 4 12 |
= \ = \
3 “ G} w‘
% | % |
o | ] X
: | :
< 9 X i <05 N
0 ! \Tw”%'””ﬂ‘”**f*—% IV 0 ! \T%x"""ﬂ‘”*ff*—% NV
0 20 40 60 80 100 120 140 160 0 20 40 60 80 100 120 140 160

Pocet diléich intervalu Pocet diléich intervalu

(a) Taylorova fada s obdélnikovou metodou (b) Obdélnikovad metoda v obou dimenzich
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(e) Taylorova fada se Simpsonovou metodou (f) Simpsonova metoda v obou dimenzich

Obréazek 8.1: Vliv poctu diléich intervald vypoctu na velikost chyby vysledku

7 graft je patrné, Ze nejvice citlivd na pocet podintervalt je metoda obdélnikova, nao-
pak Simpsonova metoda poskytuje velmi presné vysledky i pro jednociferny pocet dil¢ich
intervalti.

8.4.3 Parametr width

Pocet biti viceslovni aritmetiky je mozné nastavit prepinacem width. Ten ovliviiuje pres-
nost vypoctu predevsim velikosti zaokrouhlovacich chyb, pro velmi malé hodnoty bude
tedy vysledek ovliviiovat znac¢né, dale vSak jeho vyznam prudce klesd a od uréité hod-
noty je chyba témér konstantni. Zavislost velikosti odchylky feseni na poc¢tu bitl viceslovni
aritmetiky je pro jednotlivé metody uvedena v grafu 8.2. Zobrazené hodnoty byly ziskany
spousténim vypocth Sesti testovanych funkci s parametry -p 100 -e 1e-70 -w 128 -a
0 -d dxdy -t 1 -m [rectangle|trapezoidal|simpson] a odchylky jednotlivych funkei
byly opét zpramérovany.
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Pocet bitu viceslovni aritmetiky

Obrazek 8.2: Vliv délky slova viceslovni aritmetiky na velikost chyby vysledku vypoctu
kombinaci TKSL/C s numerickou metodou

7 grafu vyplyva, ze nizkym pocCtem biti je nejvice ovlivnéna Simpsonova metoda,
nejméné postizené vysledky poskytuje metoda lichobéznikova. Od hodnoty 12 nedochazi
k vyraznému ovlivnéni presnosti vysledki, pro ne vysoce presné vypocty (pozadujici pies-
nost 1-107% a mensi) by tedy mél byt dostacujici rozsah standardnich datovych typi.
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Kapitola 9
Zaver

V této bakalarské praci byly pripomenuty definice z oblasti integralniho a diferencialniho
poc¢tu. Nasledné byly uvedeny dva pristupy k reseni integralti—analytickd a numerické in-
tegrace a jejich klady i zapory. Posledni kapitola vénovana teorii se zabyvala nepresnostmi
souvisejicimi se zpusobem ulozeni desetinnych ¢isel v pocitaci. Prakticka cast této prace
byla uvedena ndvrhem implementované aplikace mis a popisem naprogramované numerické
metody. Poté byl proveden ndhled do implementace vzniklé aplikace a na zavér byla aplikace
nékolika zplisoby testovana.

Cilem prace bylo navrhnout numerickou metodu pracujici na principu vytvareni fezu
skrze funkci dvou proménnych. Obsahy takto vzniklych fezt byly poté pocitany pomoci pre-
vodu urc¢itych integrali na diferencidlni rovnice feSené s vyuzitim Taylorovy fady v prostredi
TKSL/C. Na hodnoty téchto dil¢ich integralu byla poté aplikovdna nékterd z predstavenych
metod numerické integrace —obdélnikového, lichobéznikového, ¢i Simpsonova pravidla.

Jako soucast prace vznikl vysledny program mis, ktery je implementovan jako konzo-
lova aplikace v jazyce Python 3. Umoznuje pouziti viceslovni aritmetiky, pro jejiz realizaci
vyuzivd knihovnu GMPY2. Ovladani parametriu vypoctu probihd pomoci udéni hodnot
prepinacu zadanych pri spusténi aplikace. Vysledky poskytované timto programem byly
srovnany s hodnotami ziskanymi ze dvou komerénich matematickych prostredi MATLAB
a Maple.

Vysledna aplikace poskytuje moznost feseni urcitych dvojnych integralt az Sesti riiznymi
metodami. Je také mozné fidit presnost vypoctu zménou hodnot parametri ovliviiujicich
naptiklad pocet dil¢ich integrali, kolik biti bude pouzito pro viceslovni aritmetiku, ¢i ménit
poradi diferencidli a dosdhnout tak vysledku s nizsi chybou. Obsahem této prace je také
par navrht, o jakou funkcionalitu by bylo mozné aplikaci rozsitit a jakym smérem by se
mohl jeji vyvoj ubirat do budoucna.

Dale lze napriklad doplnit implementaci o zptisob feseni integralti i nad jinymi nez
obdélnikovymi oblastmi, nebo zobecnit cely vypocet, aby jej bylo mozné vyuzit pro reseni
integrali vice nez dvou proménnych. Mezi dalsi moznosti rozsireni mizeme zaradit doplnéni
implementace o dalsi kvadraturni formule nebo zjistovani gradientu funkce a nasledného
pouziti neuniformni diskretizace oblasti integrace.
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