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Abstrakt

Predkladana préace se zabyva navrhem systému pro vypocet vicenasobnych integralu pro
ruzné diferen¢ni vyrazy prostorové proménné. V dnesni dobé je vypocet integrali jednim z
diilezitych problémi inZenyrstvi. Ctendi je nejdifve sezndmen s riiznymi metodami vypocétu
integrédlu. Nasledné je sezndmen s numerickou integraci a vyuzitim Taylorova rozvoje v
numerické integraci. Praktickym cilem této prace je navrh softwarového a hardwarového
systému pro vypocet vicendsobnych integralt.

Abstract

This thesis deals with the design system for multiple integrals for diferential expression with
space variables. Today, integration is one of engineering problems. Reader is acquainted
with different method of integration, then with numerican integration and Taylor series.
The practical aim of this work is to design software and hardware system of numerican
integration multiple integrals.
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Kapitola 1

Uvod

Integralni a diferencidlni pocet je vyuzivan ve velkém mnozstvi odvétvi jako je matematika,
fyzika, chemie, statika a mnoho dalsich aplikaci. Integralni a diferencialni rovnice mohou
predstavovat nepreberné mnozstvi abstrakci z realného svéta. V soucasné dobé existuji sice
velmi rozsdhle znalosti analytického TeSeni integrall, avsak dnes je potfeba pocitat velmi
slozité a komplexni integraly, pro které je analytické eSeni prilis pracné a slozité. Dokonce v
nékterych pripadech nejsou ani v soucasné dobé analyticky fesitelné. Tady vyvstava potfeba
tyto prilis slozité integraly vycislit numerickymi metodami.

Velmi vaznym problémem numerického reseni je vznik chyb zptisobeny nepresnosti apro-
ximace. P1i velmi komplexnich a rozmérnych problémech miize byt chyba natolik velika, ze
vysledek je prakticky nepouzitelny. Mohou také vznikat chyby zavislé na velikosti datového
typu. Jsou to takzvané chyby vzniklé ofezanim nebo zaokrouhlenim c¢isel. Se zvétsujicim se
rozmérem integralu se zvétsuje i velikost vysledné chyby numerického vypoctu integralu.
Pro prilis velké integraly, pro které klasické metody davaji velice nepresné vysledky, se pou-
ziva numerickd metoda Monte Carlo, ktera se snazi nepfesnost numerické integrace zvratit
uréitou mirou ndhodnosti ve vybéru vzorki integrované funkce.

Castym vyuzitim integrdlniho a diferencidlniho pocétu je simulace nejriiznéjsich pro-
blému. Simulace se vyuziva k predurceni pravdépodobného chovani fyzikalnich, chemickych,
a jinych jevl. Vyuziti byva pfi urceni pruznosti a pevnosti materiald nebo k predpovézeni
chovani elektrického obvodu. Proto je simulace dilezitou soucasti vyvoje modernich techno-
logii. Jeji pozitivni vliv na snizovani ceny vyvijeného produktu je nezanedbatelny. Vyuzitim
simulace je mozné ¢astecné otestovat vysledny produkt, aniz by bylo nutné dany vyrobek
vyrobit, coz usetii nemalé mnozstvi nakladt. Presnost simulaci je limitovana metodami v
simulaci pouzitymi. Jak jsem jiz uvedl diive, nékteré simulace vyuzivaji integralni a dife-
rencidlni pocet, proto jehoz zpresnénim ¢i zrychlenim dojde k zpresnéni ¢i zrychleni téchto
simulaci. Jakékoliv vylepseni simulace mé pozitivni vliv na vyvoj technologii.

Snahou této prace je ukazat aproximaci Taylorovym polynomem jako dostatecné rych-
lou a presnou metodu pro redlné pouziti. Prace je rozdélena na dvé ¢asti, teoretickou a
praktickou. V teoretické ¢asti je ukdzana moznost aproximace integralu pomoci libovolné
aproximacni metody. Nasledné se prace zabyva vyuzitim Taylorova polynomu k aproximaci
vicerozmérnych integrald a zvyseni presnosti integrovani pomoci viceslovni aritmetiky. Po-
kud zvysime presnost nad pozadovanou mez, muzeme nasledné snizit pocet kroka a tim
dosdhnout stejné presnych vysledkl s niz$imi naroky na strojovy cas. V posledni ¢asti se
prace vénuje urychlenim vypoc¢tu numerického integralu pomoci aproximace Taylorovym
polynomem pomoci masivniho paralelizmu. Dnes existuji dvé hlavni platformy pro masivni



paralelizmus reprogramovatelny hardware (FPGA) a obecné vypocty provadéné na grafic-
kych kartich (GPGPU).

Zajimavou literaturou je [10], zde je zminéno nékolik zajimavych algoritmu. Algoritmus
prevodu Lagrangeova interpola¢niho polynomu na Taylortiv polynom a algoritmus vypocetu
inverzni matice. V knize [3] se nachdzi nékolik dulezitych definic. Rozsdhlou publikaci o
aproximovani funkei je kniha [7].



Kapitola 2

Integral

K dobrému pochopeni integralniho poc¢tu je nutné znat derivace, limity a geometrii. I kdyz
vypocty kvadratur jsou znamé od starovéku, vznik integralniho poctu je spjat s modernéjsi
historii matematiky, zejména jsou s nim spojeni dva védci: Issac Newton (1643-1727) a
Gottfried Wilhelm Leibniz(1646-1716). Pomoci integralntho poctu lze pocitat riizné obsahy
a objemy téles ohranic¢enych kiivkami, rovinami piipadné jinymi vicerozmérnymi télesy, na-
priklad hyperkrychli. Pomoci integralniho poctu lze také odvodit rtizné vzorce pro vypocet
obsahu specifi¢téjsich, ale presto jesté obecnych téles. Klasickym odvozenim byva obsah
koule.

Zacnéme s jednoduchym vysvétleni derivaci: Méjme funkci y = f(z) definovanou na
mnoziné M =< a;b > k niz sestrojime funkei f’(z) definovanou na mnoziné M. Sestrojenou
funkci f’(x) nazvéme derivaci funkce f(z). Definujme piimku p, kterd je te¢nou funkce f(x)
v bodé x,. Piimka p svird s osou z thel a, pak pro thel « plati rovnost f’(z,) = tan(a).
Na obrazku 2.1 je zobrazena funkce f(x) = 22 — 10z a jeji derivace f'(x) = 2x — 10. Piimka
p(x) = 10z — 100 predstavuje te¢nu funkee f(z) v bodé = = 10.

7 matematického hlediska lze derivaci také vyjadrit pomoci vzorce vyuzivajici limity.

f/(:L‘) — lim f(.l" + Aw) — f(x)

Az—>0 Ax

Ze vzorce je patrné, ze derivaci f’(x) muZeme také chipat jako zménou funkce f(z) na
nekoneéné malém intervalu v daném bodé z. Uhel v miizeme také reprezentovat jako vektor.
Tento vektor lze v grafu zobrazit nakreslenim vektoru (1; f/(z)). Pokud hodnota funkce f’(x)
je kladnd, pak funkce f(z) je funkei rostouci v daném bodé z. Naopak pokud hodnota funkce
f'(x) je zéporna, potom je funkce f(x) klesajici v daném bodé x. Cislo nula neni ani kladné,
ani zaporné. V tomto pripadé se tedy nejedna ani o funkci klesajici, ani o funkci rostouci.
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Obréazek 2.1: Zobrazeni funkci f(x), f'(x) a pfimky p pro x,, = 10

2.1 Neurcity integral

Uloha spoéiva v nalezeni takové funkce F(x) k funkei f(z), kterd by spliiovala podminku

vvvvv

integrély je mozné pouzit napriklad tabulky [12].

2.2 Urcity integral

Pokud se bude jednat o jednorozmérny integrédl, pak po dosazeni konkrétni hodnoty a za
proménnou z dostaneme obsah plochy. Obsah plochy je omezen kiivkou f(z), osou x, osou
y a rovnobézkou s osou y protinajici bod a na ose x. Pak pro vypocet obsahu plochy
omezeného kiivkou f(x), osou x, a dvéma rovnobézkami s osou y a protinajicimi body a, b
plati:

b
= x)dx = z)dx = [F(z)]’ = — F(a
I= / f(a)d J/ f(x)dz = [F(z)]’, = F(b) — F(a)

Funkce f(z) musi byt spojitd na intervalu J =< a;b > Pro tplnost uvedme Weierstrassovu
vétu, pomoci které budeme néasledné definovat Riemantv urcity integral. Weierstrassova
véta tika: Pokud funkce f(x) je spojitd na omezeném a uzavieném intervalu < a;b >. Pak
je funkce f(z) na intervalu < a;b > omezend a nabyvad na ném svého minima i maxima.
Tedy v intervalu < a;b > existuji body x,, a xp; pro které plati:

m = f(xy,) = min f(z)|x €< a;b >
M = f(xpy) = max f(z)|r €< a;b >
[0, str. 35]



Urcity Riemantv integral je definovany pomoci hornich a dolnich souc¢tt. Budiz tedy
dén interval < a;b > na kterém chceme integrovat. Budiz také dédna funkce f(z) omezena
na intervalu < a;b >, kterou chceme integrovat. Nyni rozdélme interval < a;b > na n
stejnych ¢asti. Dostaneme tedy n + 1 bodu g, z1, ..., , jenz splnuji vztahy.

a=20<21 < ... <Tp_1<xTp=2>

Tyto body déli interval < a;b > na n Castecnych intervalt < xg;x1 >, < x1;22 >, ..., <
Tn—1; Ty >, anazyvame je délicimi body. Toto rozdéleni, definované délicimi body xg, x1, ..., Tn
ozna¢me pismenem D. Délku c¢astecného intervalu < x;_1,x; > oznacme A, tj. poloZme
A; = x; — x;—1. Nasledné oznacme znakem M; supremum a znakem m; infium funkce f(z)
v intervalu < x;_1;x; >. Danému rozdéleni D prifadime nyni dvé ¢isla: ¢islo

n
S(D) = ZMZ * Ax;
i=1
jenz budeme nazyvat hornim souctem prislusnym k rozdéleni D, a ¢islo
n
s(D) = Zm, * Ax;
i=1

jenz budeme nazyvat dolnim souctem prislusnym k rozdéleni D. Pro nazornost slouzi obra-
zek 2.2 zobrazujici horni a dolni Riemantiv integrdl. Tmavé modfe je zobrazen horni soucet
Riemanova integralu a svétle modfe je zobrazen dolni soucet Riemanova integralu.

r

2 -+

15 T

10 +

Obrazek 2.2: Dolni a horni Riemantv urcity integral [9]

Z predchozi definice je jasné, ze plati m; < M;. Tudiz taky plati s(D) < S(D). Nyni
definujme rozdéleni D', které obsahuje vsechny délici body obsazené v rozdéleni D. Nazvéme
rozdéleni D’ zjemnénim rozdéleni D. Pak pro tyto dvé rozdéleni plati:

DcD

s(D) < s(D') < (S(D")) < S(D)



Nasledné pro rozdéleni D™ u kterého délka casteéného intervalu A; se nekonecéné blizi k
nule, tedy A; = lim  x; — x;_1 plati.
Ti—1—>%;

s(D™) = S(D")
/ F@)da = s(K) = S(K)
K

7 této definice je patrné, proc je mozné rozdélit vypocet jednorozmérného integralu na
soucet dvou jednorozmérnych integrali.

/abf(:v)dx:/acf(x)da:+/cbf(z)dx

Jelikoz i integral funkce je funkce, 1ze tuto definici rozsitit i na dvojrozmérny integral

/ab/edf(a:,y)dyda::/ac/edf(x,y)dydx+/cb/6df(x7y)dyd$

Definice Reimanova integralu s pomoci Weierstrassovy véty neumoznuje pocitat integraly
funkce f(x) na intervalu < a,b >. Kde bod ¢ lezi v intervalu < a,b > a funkce f(z) je v
bodé ¢ nedefinovana. Takovyto integral lze vypocitat pomoci limity.

b
/ F@)de = (lim F(z) = F(a) + (F(b) — lim F(x))

r—>cC r—>cC

2.3 Vicerozmérny integral

Pro jednoduchost nejprve definujme dvojrozmeérny integral pomoci substituce. Pro definici
je dilezité definovat jednorozmeérnou integraci funkce vice proménych. Zde se chovame k
proméné, podle které se integruje, normalné a k ostatnim proménym se chovame jako ke
konstanté. Jak je uvedeno vyse integral funkce je zase funkce. Mtizeme dvojrozmérny inte-
gral definovat jako jednorozmérny integral funkce, ktera je zase integralem. Tedy integral [
lze vypocitat jako:

flz,y) = /g(w,y)dy

I= /f(w,y)dw://g(w,y)dydw

Dvojrozmérny integral mtizeme také definovat podobné jako Riemantv integral. Defi-
nujme tedy rozdéleni D =< a;b > X < ¢;d > jako rozdéleni plochy. Priklad rozdéleni plochy
je zobrazen na obrazku 2.3. Nyni definujme rozdéleni plochy D’ jako zjemnéni rozdéleni plo-
chy D. Pro toto zjemnéni bude také platit, Ze vSechny body obsazené v rozdéleni plochy D
jsou také v zjemnéném rozdéleni plochy D', tedy D € D’. Nyni mé&jme funkci f(z,y), kterd
je spojitda na intervalu A = Ag x Aj, kde Ag a A; jsou jednorozmérné intervaly. Funkce
f(z,y) musi na intervalu A nabyvat svého maxima a minima.

m = f(2m) = min f(z,y)la € Ao Ay € Ay

M = f(xy) = max f(z,y)|lr € Ag Ay € Ay



Definice je velice podobné definici jednorozmérného integrilu, jen se zménila mnozina
skalaru na mnozinu vektort. Tuto mnozinu mizeme také usporadat, jen je nutné definovat
razeni prvkia. Napriklad nejdrive seradime prvky podle hodnoty x. Prvky které maji stejnou
hodnotu z nasledné sefadime podle hodnoty y. Nyni mizeme definovat horni a dolni soucet.

S(D) = Z Zmij * Aij
=1 j5=1
Z Z Mij * Aij

S(D) =
i=1 j=1
Pokud nyni déleni dostatecné zjemnime, pak A;; = ( lim  ; — ;1) * ( lim  y; —
Ti_1—>T; Yj—1—>Yj
yj—1) bude zde platit nami jiz zndmy vztah S(D") = s(D"). Pro srovnani udejme, ze

jednorozmérny integral je soucet nekoneéné tzkych obdélniki. A dvojrozmérny integral je
soucet kvadri o nekoneéné malé podstave.

A
8 4
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Obrézek 2.3: Rozdéleni dvourozmérného integralu [0]

Nyni definujme obecny N-rozmérny integral. N-rozmérnym intervalem budeme rozumét
mnozinu, ktera je kartézskym soucinem jednorozmeérnych intervali. Tedy A = Agx Ay X... X
A,,. Mnoziny A; mohou byt omezené, neomezené, uzaviené, oteviené, nebo polooteviené [6].
Necht déleni D; =< x;0; Ti1; -..; Tin > je déleni mnoziny A;. Oznac¢me D = Dy x Dy X ... X Dy,
déleni n-rozmérného intervalu. Obrazek 2.3 zobrazuje déleni dvojrozmérného intervalu A.
Definujme zjemnéni déleni intervalu D! C D?. Pro vyjidfeni A, pouzijeme Euklidovu
normu.

Aig.j = maﬂﬁ\/(xi —2i1)? + (e —yr—1)? + .+ (25 — 25-1)?

kde x; € Do Ay, € D1 A ... N zj € D,.
Bud f(Z) ohrani¢end funkce n-proménnych definovana na mnoziné A. Necht D je déleni
mnoziny A. Definujme horni S(M) a dolni s(M) soucet jako:

S(D) = Z;il Z?:l Zzzl Mij..2 * Aij...z
s(D) =320 D00y Dy Mije % Dij



Nésledné pokud lim Ay, ; = 0 plati pro déleni D", potom také plati

s(D") = (D" :/---/Af(f)dxo...d:vn

Pro integrovani vicerozmérnych integralu existuje Fubiniova véta [6], kterd zjednodusuje
integrovani vicerozmérnych integralu zaménou poradi integrace proménych.

[ st.wizay - / b [ / df(m)] dz, dy = / ' [ / bf(x,y)] dy, dx
M

Kde M =< a;b > x < ¢;d >. 1 kdyz je mozné integrovat v libovolném poradi. Byva
jedna varianta vyhodnéjsi. Nebo pokud by jedna z mezi ¢, d byla funkce zavisla na néjaké
proménné, musel by byt integral vypocitdn v urcitém poradi. Napriklad:

b 92(v)
/ [/ fz, y)] dx, dy
a 91(y)

2.4 Transformace integralu

Transformace integralu je velice dulezitou soucasti integralniho po¢tu. Pomoci transformace
lze zjednodusit integral prevodem na jiny integral. Jednoduse fec¢eno transformace je zde-
formovani prostoru ve kterém je integral pocitan. Deformace prostoru se ridi podle ndmi
definované obecné funkce. Mezi nejcastéjsi transformace integralu patri transformace do
valcovych soufadnic, translace (posunuti), dilatace, transformace do sférickych soufadnic.

Transformace jednoduchého integralu se na stiednich skolach casto skryva pod nédzvem
substitu¢ni metoda.

B »(B)
/ f(a)de = / S () (1)t

(a)

Kde f(z) je spojitd funkce na intervalu < a,b > a ¢(t) je spojitd funkce na intervalu
< p(a);o(B) >, pricemz t €< a;b > pro Vo(t) €< a; f >. V této metodé jde o zjednoduseni
integralu do 1épe spocitatelné podoby.

Pro obecny tedy n-rozmérny integral plati:

/ / ()i = / / F(91(9), 92, -90(3)) * (77
A B

Nésledné je potfeba vypocitat Jakobidn J [0]:

991(y) 991(¥) 991 (%)
Oy Oya """ Oyn,
8982 €) 6%2 €) 3%2 (&)
N Y Y T Yn
i@ =J=" A :
agn(ﬁ) 8971(?7) 8gn (?7)
o1 0y T OYn,

Kde Z € R™ a ¢ € R™. Funkce f(Z) je spojitd na mnoziné A. Déle Vi : g;(§) jsou spojité
na mnoziné B, pficemz plati Vi : g;(¢) € B pro V§ € A. Jakobidn se nesmi rovnat nule
j(y) =J # 0 pro Vy € B.
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Uvedme priklad z literatury [6].Vypocitejme integréal, kde mnozina A je omezena kiiv-
kami y = 1/x;y = 3/x;y = x/2,y = 2x. Transformaci integrdlu se zna¢nym zpusobem
zjednodusi vypocet.

// f(ac,y)dxdy://f(g(u, v), h(u,v))J (u,v)dudv
A B

9u(u,0) gy (u,v)

T ) = 0 ) W ()

£0

Omezeni jsou dvé hyperboly a dvé piimky. Kazdym vnitinim bodem prvniho kvadrantu s
kartézskymi souradnicemi [zg; yo] prochazi pravé jedna z hyperbol y = up/x a pravé jedna
z piimek y = voz, kde ug > 0, vg > 0 jsou parametry. Cisla uy a vy jsou jednoznaéné
urcena: up = ToyYo a vo = Yo, /xo. Dvojici [ug, vo] lze tedy zvolit za nové souradnice daného
bodu. Vztah mezi pivodnimi a novymi soufadnicemi je tudiz dén rovnicemi zy = u a
y/x = v. Z nich snadno vypoéitame z = /u/v, y = /uv. Dostdvame tedy prosté zobrazeni
se souradnicovymi funkcemi g(u,v) = \/u/v a h(u,v) = y/uv. Tyto funkce maji uvnitf
prvniho kvadrantu spojité prvni derivace podle obou proménnych. Jakobidn je:

1 1 -1 U 1
J(u,v) = 21\/ uv 21 3| = 5
U U
Ve 3Ve v

Body lezici na hyperbole xy = 1 lezi na v prostoru B na piimce u = 1 analogicky
body hyperboly xy = 3 lezi v prostoru B na pifimce u = 3. Podobné body lezici na primce
y = x/2 lezi nyni na primce v = 1/2 a body na piimce y = 2x nyni vSechny lezi na primce

/ / Ldydy = / / %dudv - % « [inw) « ] = 210(2)
A B

2

Na obréazku 2.4 je vidét vzhled mnozin A, B po transformovéani integralu.

_1-':'."’.’ v

v=2
A _'=I,“2
xy=3

v=1/2

xy =1
0 o

Y

Obrazek 2.4: Transformace integralu z mnozina A do mnoziny B [0]
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Kapitola 3

Numericka integrace

Pro vypocetni techniku jsou daleko prirozenéjsi numerické vypocty nez analytické. Nume-
rickymi metodami 1ze pocitat pouze urcité integraly. Metody numerické integrace muzeme
rozdélit na dva druhy metod.

Metody prvniho druhu numerické integrace vychdazeji z podstaty aproximace funkce ji-
nou funkei. Definujme funkei f(x) a aproximaci A(z) této funkce. Pokud tedy aproximaéni
funkei A(z) integrujeme dostaneme aproximaci integralu I = [ A(z)dz dané funkce. Me-
toda vyuziva vlastnosti urcitych integrala, kdy urc¢ity integral dvou funkci, které maji na
integrovaném intervalu stejny prubéh je stejny. Necht je ddna funkce y = f(x) a je tieba

vypocitat integral
b
/ f(x)dx
a

Nyni lze nahradit funkci f(z) aproximac¢ni A(z) funkei, kde R(z) je chyba aproximace. Pak
dostaneme rovnici:

b b b

/ f(x)da = / (A(z) + R(x))dz ~ / Al)da

a a a
Tyto metody neintegruji samotnou funkci f(x), ale aproximaci A(x) dané funkce, kterd
je velice podobna funkci f(z). Mezi tyto metody patii Newtonovy-cotesovy kvadraturni
formule, Kubaturni formule a jiné.

Metody druhého druhu prevadi integral na diferencni rovnici s poc¢atecni podminkou

y(a) = 0 pro pocéatecni bod a. Derivace funkce udéva jeji pribéh. Vypocet integralu funkce
f(x) miuzeme zapsat:

Fz) = / f(@)da

Pokud se rovnice zderivuje vznikne diferencialni rovnice (3.1). Nyni zndme derivaci funkce,
tedy i jeji prubéh v jednotlivych bodech x. Pocitace jsou vsak diskrétni systémy a vypocet
realnych problému je nutné vzdy prevést na diskrétni problémy.

Fy(z) = f(x) (3.1)

Presna aproximace funkce na celém intervalu < a;b > je velice nepfesné, nebo velice
naroc¢né. Proto je potfeba vypocet numerického integralu rozdélit na n ¢asti. Timto rozdé-
lenim dojde k vyraznému zpresnéni vypoctu. Méjme mnozinu A =< a; b > na které chceme
funkeci f(x) numericky integrovat, kde funkce f(x) je na intervalu A spojitd. Definujme
usporddanou mnozinu B = {zg;x1;...;2, = b} C A, kde a = 29 < 1 < ... < x, = b.
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Mnozina B je zjemnénim déleni mnoziny A. Integral se vypocita jako soucet vSech inte-
gralti omezenych dvéma vedle sebe lezicimi body v mnoziné B. Pro lichobéznikové pravidlo
milzeme vyuzit vzorec nize zobrazeny.

n

b Y " T Ti_
/ flz) = Z/ f(x) ~ Z(l‘z — X)) * I (xi) +2f( 1)
“ i=1 " Ti-1

i=1

Tz € B

3.1 Vicerozmérny integral

Metody lze pouzit pro vypocet dvou a vice rozmérnych integralu a to dvéma zpusoby.
Prvni jednodussi zpusob je nejdrive aproximovat integral prvniho fadu. Néasledné vysledky
integrace prvniho radu pouzit pro vypocet integralu druhého radu.

F(o.y) = [ Fav)dody

Fl(z,y) = / f(x.y)dy

Reseni diferencialni rovnice vyssiho fadu lze rozdélit na reseni dvou diferencidlnich rovnic
prvniho radu.
/
Fe(z,y) = G(z,y)

G;(xvy) = f(l',y)

Pro teseni vicerozmérného integralu lze vyuzit aproximacnich funkci pro aproximaci
ploch. Tedy vicerozmérny Taylortiv polynom nebo kubaturni formule [2, p683]. Rozmér
integralu neni nikdy omezen, proto je nutné pocitat vicerozmérné integraly metodami, kte-
rymi se pocitaji ménérozmérné integraly.

[ sty - / b / " . x)drdy = / ' Py
D

D=<a;b>x<cd>

d
/ fly,x)dz = F(y)

Vicerozmérny integral je pfeveden na jednorozmérny integral, pfitom vnitini integral je
chapan jako funkce. Pro ukazku uvedme numericky vypocet vyse uvedeného obecného dvoj-
rozmérného integralu. Nejprve rozdélime interval < a;b > na vice intervall s délicimi body
Y0s Y1y -+ Yn—1, Yn- Pro jednotlivé délici body spocteme hodnoty funkce F(yo), F(y1), -y F' (Yn—1)-
Hodnoty v téchto bodech se vyuziji k vypocétu integralu vyssiho radu. Naptriklad prolozenim
polynomu pres vysledné hodnoty ziskdme aproximaci neur¢itého integrdlu G(z) = [ F(z).

Kde
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Obréazek 3.1: Dvojrozmérny integral [9]

3.2 Oblast stability

Numerické metody pro feseni pocatecnich tiloh maji oblast stability. Metodu je nutné pri
vypoctu drzet v oblasti stability, jinak by bylo vysledkem nepfesné a nepouzitelné reseni.
Stabilita je vétsinou zobrazovana na grafu s redlnou a imaginarni osou. Na takovémto grafu
lze zobrazit rtizné systémy, které aproximujeme. Graf lze rozdélit na dvé pilky. Systémy;,
které se nachazi v kladné ¢asti redlné osy, jsou nestabilni. Systémy, které se nachazi v
zaporné ¢asti realné osy, jsou stabilni. Pricemz oba systémy lze presné aproximovat. Pro
feSeni urcitych problému je nutné zjistit oblast stability a zvolit patficnou metodu k pro-
blému. Nestabilni systémy lze fesit nékterymi numerickymi metodami. Jejich feseni sice
bude spravné, ale bude odpovidat nestabilnimu systému. Nékteré metody maji oblast sta-
bility celou zapornou ¢ast komplexni poloroviny. Nazyvame je A-stabilnimi metodami.
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Obrézek 3.2: oblast stability nékterych metod [I]

Zajimavym problémem z pohledu stability metod je Dahlquistiv problém [18]. Mé&jme
diferencialni rovnice ve tvaru:

Y =Xy,y(0)=1,A<0
Analytické feSeni problému je ve tvaru

y(x) = y(0)e

Dahlquistv problém se s rostouci hodnotou konstanty |[A| dostdvd mimo oblast stability
vétsiny numerickych metod.

3.3 Newtonovy-cotesovy kvadraturni formule

Pro vypocet integrdlu uvazujme funkci y = f(x) a pocitejme integral

/a o)

Rozdélme interval < a;b > pomoci ekvidistantni sité na n stejnych c¢asti. Lze pouzit i

vvvvvv

bodi. Pouzitim neekvidistantni sité lze zpfesnit aproximaci nékterych funkei[7], tim paddem
i aproximaci hledaného integralu.

Pro tucel vypoctu integralu nahradime funkci f(z) Lagrangeovym polynomem n-tého
fadu Ly, (z) aproximujici danou funkci na intervalu < a;b >

/a " Fa)de ~ / L (2)d

Nyni lze integrovat samotny Langrangetuv polynom. Podle pravidel prepiSeme integral sumy
na sumu integralu. Jelikoz jsou hodnoty x; konstanty, potom je i funkce f(x;) v tomto bodé
konstanta a tudiz integrace téchto hodnot je trivialni.

n

b b n b
/ Lo (x)dr = / SO (i) ) = 3 (Fla) # / (1i(x))d) (3.3)
a a o a

i=0
Funkce [; je definovana jako:
(z — ;) ’ " @) - 1 —
li(x):'H p— =/ li(z)dx = i 11 p— dr =[] P [ @-=j)da

i=0i#j " =0,i#] ¢ j=0,i]
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Pomoci Newton-cotestovy kvadraturni formule je mozné odvodit Lichobéznikovou a
Simpsonovu formuli pro vypocet integralu. Odvozeni Simpsonovy metody je uvedeno v
literatufe [2]. Nésledujici priklad zobrazuje odvozeni Lichobéznikové metody. Jak je vidét
ve vzorci (3.3) je pouze potieba integrovat polynomy [;, vSe ostatni jsou konstanty. Za krajni
body a; b aproximace integralu lze zvolit jiné body nez xg;x1. U této metody to neni prilis
praktické, ale u metod odvozenych z polynomi vyssich radua se to muze hodit. Vysledkem
by byla interpolace integraltt pomoci vnéjsich boda. Pro Langrangetv polynom druhého

stupné Lo plati:
b
/ li(x)dx
b b b 2 b
T — T 1 e — 2T % x1
/a o(@)dz /a(xo—ﬂfl)x xo—xl/a(x m)de {Q(xo—éﬂl)L

b b b 2 b
T — X 1 T° — 2% * X
/a l(w) v /a(xl—wo) v 961—960/1 (x mo) v {2(901—560) L

Dosazenim xg, x1 za meze a,b dostaneme vysledek.

x

[ toraa = [f=2en] " ool _na

o 2(:60 — l‘l) zo 2(1‘0 — CCl) 2
1 2?2 —2x*xx ] (1 —20)® w1 — 20
hz)de = |————| = =
7 2(x1 — o) |, 2(x1 — 20) 2

Nésledné dostaneme vzorec

/ml f(x)dx = /xl Lo(z)dx = W * (1 — x0)

3.3.1 Kubaturni formule

Kubaturni formule jsou urceny k numerickému vypoctu dvojnych integréli. Vznikly roz-
sitenim Newtonovy-cotesovy kvadraturni formule do dvojrozmérného prostoru. Necht z =
f(z,y) je definovand a spojita v jisté omezené oblasti. Jak vime pro jednorozmérny integral
F(x) plati.

b N
F:/ f(a:)dx:ZAi*f(xi)
a i=1

Pak pro dvojrozmérny integral I musi platit:

I= /ab /cd f(z,y)dzdy = /abF(y)dy = iiV;AiF(yi)

Nyni aproximujme integral F'(z):

b N N M
I= / Fy)dy =Y AiF(y) =Y A | Y By f(xi,y;)
a i=1 7j=1

i=1
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N M

i=1 j=1
7 obecného popisu kubaturni formule vyplyva nasledujici vzorec pro vypocet integralu
I kubaturni formuli simpsonova typu. Odvozeni udélejme postupné. Nejdrive vyjadrime
dvojrozmérny integrél jako jednorozmérny integral pocitany simpsonovou metodou.

b pd 3
= / / flx,y)dzdy = ZAi « F(x;) = g « (F(x1) +4 % F(x2) + F(x3))
a Je i=1

Nyni ptiddme vypocet vnitiniho integralu.

b d h 3 3 3
= [ [ sodsdy =5« (37 Bix flanu) + 4% Y Bix flan) + 3 B o)
a Je i=1 i=1

7 ¢ehoz vyplyva vzorec pro vypocet integralu I kubaturni formuli simpsonova typu:

h k:
//fxyda;dy— 9

{If(@1,91) +4f (22, y1) + f(x3,91)]+ (3.4)
[Af(z1,y2) + 16 f (2, y2) + 4f (23, y2)]+
[f(w1,93) +4f(x2,y3) + f(x3,93)]}

3.4 Metoda Monte carlo

Klasickym metodam pfi zvétsujicim se po¢tu rozmeérnu narusta exponencialné slozitost vypo-
¢tu. Metoda Monte carlo vyuziva statistiku a pravdépodobnost k zjednoduseni a zpresnéni
vypoctu. Piikladem bud vypocet m-rozmérného integralu I:

:/-'~/f(:c1,:1;2,....,mm)dacldaﬁg...dwm
S

Geometricky predstavuje integral (m + 1) rozmérné téleso s podstavou S. Podstavu S
ohrani¢ime kvadr A tak, ze plati S C A. Nasledné integral I transformujeme tak, aby
kvadr A se stal m rozmérnou jednotkovou krychli. Mnozina S se také transponovala, a
stale lezi uvnitt jednotkové krychle A. Méjme mnozinu ndhodnych ¢isel M vygenerovanou
algoritmem, které nédlezi do mnoziny A.

MCACR"
SCACR"

Do sumy se zapocitavaji pouze prvky, které se nachazeji v mnoziné S. Proto definujme
mnozinu N, kterd bude obsahovat pouze prvky obsazené v S. Tedy x je nahodna hodnota
vygenerovand algoritmem patrici do mnoziny S. Pak pro integral I plati:

N={zlre M ANz eS}
[N

Zf

Veétsi presnost integralu lze dosdhnout zvysenim poctu prvka v mnoziné A.
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Obrazek 3.3: Podstava aproximace integralu [2]

3.5 Metoda Runge-Kutta

Metody Runge-Kutta pouzivaji vazeny primér derivaci v nékolika bodech mezi poc¢atec¢nim
a koncovym bodem. Jsou jednémi z nejpouzivanéjsich metod pro feseni pocatecnich tuloh.
Obecny tvar metod Runge-Kutta je zobrazen vzorcem (3.5).

Yn = Yn—1 + h x (sz*kz)

=1
m
i=1

Kde m je rad metody a k; je derivace vypoctend v i-tém radu metody. Pro metody
Runge-Kutta existuji explicitni a implicitni varianty. Pfi¢emz implicitni varianty mivaji
vetsi stabilitu. Metoda Runge-Kutta prvniho rfadu je shodné s Eulerovou metodou. Nize je
zobrazen vzorec pro explicitni Eulerovu metodu (3.6) a implicitni Eulerovu metodu (3.7) a
explicitni metodu Runge-Kutta ¢tvrtého fadu (3.8) se zadanou rovnici ' = f(x,y).

(3.5)

Yn+1 = Yn + h f(xna yn) (3'6)
Ynt1 = Yn+h* f(Tns1, Ynt1) (3.7)
k'l :f(x'na yn)
h h
k2 =f(xn + 5 yn + 5k1)
h h
k3 =f(xn + §ayn + §k’2) (3.8)

ka =f(xn + h,yn + hks)

ki ky ks kg

= (L 2 3 M
Yn+1 =Yn + (6+3+3+6)

Na obrazku 3.4 je zobrazen vypocet metody Runge-Kutta ¢tvrtého fadu. V prvnim

kroku je vypocitana derivace ki1 v bodé t. Pomoci derivace ki se néasledné posuneme do

bodu t + h/2 a spoéitame derivaci k2. Nyni se vypocet posune zpatky do bodu t. Nasledné

se znovu posuneme do bodu ¢ + h/2 nyni uz ale s pomoci derivace k2 a spoc¢itame derivaci
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k3. Pak pomoci derivace k3 se posuneme z bodu t do bodu ¢+ h a zde je spocitana derivace
k4. Nakonec je udélan posledni posun z bodu ¢ zprimérovanim derivaci do bodu t + h

yit+h)

|

-
,-/
Fd 1

s

t t+h/2 t+h time

Obrazek 3.4: Vypocet metodou Runge-Kutta [14]

3.6 Metoda Taylorovy rady

Oproti ostatnim metodam vyuzivajicimi pouze derivace prvniho fadu metoda Taylorovy
fady vyuziva derivace vysSich fadid v jednom bodé. Vyuzitim vyssiho poctu derivaci je
mozné zveétsit krok simulace ¢i integrace a pritom zachovat presnost vypoctu. Bylo doka-
zano, ze metoda dosahuje velké presnosti a rychlosti. Problémem je vSak vypocet derivaci
vyssiho fadu. Ten lze provést nékolika zpusoby. Jednim ze zpusobi je vyuziti inverzni ma-
tice vzniklé z Taylorovy rady. Tento zpiisob je popsan v kapitole 3.7. Dalsim zptisobem
muze byt metodika tvoricich diferencialnich rovnic. Tato metoda je nejpresnéjsi, ale zato

vvvvvv

vace pomoci limity je nejednodussi metodou, ale zato nejméné presnou metodou vypoctu

derivaci. ot Ax) — f(2)
N T ) — f(z
Fla)= A}clzn>0 Az

Tuto rovnici 1ze i derivovat a ziskat tim druhou, tfeti, ¢tvrtou, atd derivaci.

() — lim O (@ + Ax) — f(a) Y
fe) = AL—>0 Ax

Taylortv polynom je aproximac¢ni metodou funkce. Lze vyjadrit jak nekoneény soucet
derivaci. Pti vyuziti vSech derivaci je aproximace absolutné presna a popisuje presné funkci

).
e (@) (g . e (g .
f@) = Fa)+ Y (f FNEE a)@) -3 (f 9o~ a)%) (3.9

=0

Na obrazku 3.5 je zobrazena aproximace funkce sin(z) Taylorovym polynomem 7 fadu.
Jelikoz funkce sin(z) ma nekonecné mnoho derivaci, pro jeji presnou aproximaci bychom
museli vyuzit nekoneéného poctu derivaci. Z obrazku je patrné, Ze aproximace funkce je
relativné presnd od pocatku na intervalu < —2;2 >. Od jednotlivych bodt 4 a —4 za¢ina
byt aproximace velice nepresna.
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sin(x)
taylor

Obrazek 3.5: aproximace funkce sin(z) Taylorovym polynomem 7. fadu

Aproximace uréitého integralu metodou Taylorovy fady predvedeme na ptikladu obec-
ného urcitého integralu I = f(f f(z)dz. U vypoctu uréitého integrdlu metodou Taylorova
polynomu muzeme psat F'(a) = 0. Dikaz tohoto tvrzeni budiz rovnice (3.10). Tento ¢len
se ve vysledku viibec neprojevi. Lze tedy pouzit jakoukoliv spodni mez a neni viibec nutné
provadét transformaci, tak aby a = 0, jako je to navrhovano v nékterych publikacich.

b " @) (g , " @ (g ‘
/ f(x)dz = F(b) — F(a) :F(a)—l—zf ,,( )(b—a)Z—F(a) :Zf ,'( )(b—a)z (3.10)
a i=1 : i=1 )

(3 1

Vyraz F(b) je horni mez integrélu, pro kterou plati nasledujici vzorec. V ném je zobrazen
vypocet bodu F(b) z bodu F(a) pomoci metody Taylorova rozvoje.

() .
F(b) = F(a)+ Y ! Z,!(a) (b — a)’
i=1
Obrazek 3.6 zobrazuje aproximace uréitého integralu funkce f(z) = x> metodou Tay-
lorova rozvoje s vyuzitim maximalniho poctu derivaci. Celkem bylo vyuzito tfech derivaci
pro znazornéni aproximacni funkce urcitého integralu taylor int z bodu x = 2. Z obrazku to
neni piimo patrné ale vypocet integralu pomoci metody Taylorovy fady s vyuzitim vsech
derivaci je stoprocentné presny. Dany rozdil mezi aproximaci integralu funkce Taylorovym
polynomem taylor int a analytickym vypoctem integralu int je konstantni hodnota rovna
J f(2). K rozdilu doslo diky posunu zac¢atku aproximace z bodu z = 0 do bodu z = 2.
Analyticky 1ze dosdhnout stejného vysledku posunutim pocatku integralu do bodu = = 0.
Tim ziskdme integral [} f(z)dz = F(y) — F(2).
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)

int f(x)

tylor int fly)
int fix) - tylor
e

Obrazek 3.6: Porovnani integrace Taylorovym polynomem z bodu z = 2

Pocitace maji omezenou datovou presnost a pocitaji v koneéném case. Proto neni mozné
v metodé Taylorova polynomu vyuzit nekoneéné mnoho derivaci. Aproximace na celém
intervalu by tudiz byla neefektivni. S vyuzitim definice Riemmanova urc¢itého integralu lze
rozdélit vypocet integralu I na mnoziné J na soucet nékolika urcitych integrald s mensim
krokem. Rozdélme tedy mnozinu J na n podmnozin. V kazdé podmnoziné J; vypoctéme
urcity integral I;, pro které plati J;NJ, = () a UJ; = J. Vysledny integrél I ziskdme se¢tenim
vSech integralu I;. Ve vzorci (3.11) fadek znazornuje vypocet integralu. Vysledkem sectenim
vsech radku je integrdl I. Konstanta k predstavuje pocet derivaci pouzitych pro vypocet
integralu metodou Taylorova polynomu. Konstanta n je pocet na kolik integrala byl rozdélen
vypocet. Konstanta C' predstavuje poc¢ateéni hodnotu aproximace.
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k) (g |
1322‘)02.(!2)*@3—%2)@ (3.11)

Diky vlastnosti s¢itani lze pouzit integral I; 1 jako pocatecni hodnotu ve vypoctu na-
sledujictho integralu I;. Nyni nebudeme tedy pocitat integraly na intervalech Ji, ale na
intervalu UJg, pro k < 1.

Iy=C
ko 40) .
Il :Io—FZif ('xO) *(1‘1 —ZUO)Z

i=1 ’

k40 (g .
I2:I1+Zfi('1)*(:v2—x1)’

i=1 )

k() . .
I3:IQ+Zf7(!xg)*(iL'3—l‘2)l (312)

. 1
=1

Ep) (g |
ILy=1,-1+ Z f(le) * (J:n - xnfl)z
i=1 ’

I1=1,

3.7 Numericky vypocet derivaci pomoci diferenci

Pri vypoctu urcitych integralt vyssich rada je nutné vyuzit numerickych metod derivovani.
Pro numerické derivovani, nebo taky aproximaci derivaci vyssich radu, je nutné vypocitat
okolni body bodu, ve kterém chceme znat derivace vyssich 7fadt. Numerickym vypoctem
derivaci z okolnich bodi se zabyva celd kapitola v literatute [2]. MoZnostmi jsou napiiklad
Newtonova interpolac¢ni formule nebo Stirlingova interpolac¢ni formule. V této publikaci se
budu zabyvat aproximaci derivaci pomoci Taylorova polynomu uvedenou v préci[l1].

Na obrazcich je zobrazena diference kombinovana 3.7, diference doprednd 3.8, a dife-
rence zpétna 3.9. VSechny derivace jsou pocitany z bodu f(x)|z € {ug, u1,ua, us, us}. Pro
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kombinovanou diferenci jsou derivace v bodé us. Pro doprednou diferenci jsou pocitana
derivace pro bod ug. Nakonec pro zpétnou diferenci jsou derivace pocitany v bodé wuqiq

g/ 5

Up U Uz Uz Uz Us Ug Uy Ug Ug Ujg

Obrézek 3.7: kombinovand diference [9]

gl
i 3h. ' !
E 2h: 1
ey

/Y
Up Up Up U3 Us Us Ug U7 Ug Ug Ugd

Obrazek 3.8: dopfednd diference [9]

T b
Up Uiz Uy Uz Ug Us Ug Uz Ug Ug UjpUyz Ui
Obrézek 3.9: zpétna diference [9]

Pokud zndme hodnoty derivaci v bodé a funkce f(x). Muzeme aproximovat hodnoty
funkce f(x) v okoli bodu a metodou Taylorova rozvoje. Obracenym postupem lze ziskat
derivace v bodé a z hodnot funkce f(x). Pokud tedy zndme hodnoty funkce f(z) v bo-
dech D = {xzg,1,...,x,}. MizZeme aproximovat n derivaci funkce f(x). Sestavme tedy
rovnice(3.13), kde z, je bod pro kterj budou poéitany derivace f@(zy). Pocet derivaci,
které chceme vypocitat je dan cislem n.
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(2) (n) x n
)(.’L'()—m'k> +f (, )(xo—xk)2 +... +f ( 2)($0—$k>
Tk)

() (")z
O (g )2 e 4Ll gy gy

Flap1) = f(z) +f(1)($k)(xk I +f 2>(1‘k)(xk_1 _ xk)Q 4o +f(">($2)(xk L — )"

W (e )z
flani) = flan) 598 @ — o)+ (g — a)? e L2 g — )

' ' M) (2 - 2) (g - (n) (g :
flen) = flan)  +58 @, — ) L8 (@, — ) 1l LR, gy

(3.13)

Jak je vidét v soustavé (3.13) je n nezndmych. VyfeSenim soustavy zjistime pribliznou

hodnotu derivace v bodé zj. Pokud pouzijeme ekvidistantni sit, kde vzdalenost mezi dvéma

sousednimi body je vzdy stejnd, pak lze psat h misto x; —x;_1. Nasledné soustavu prepiseme
do tvaru (3.14).

fo) = far) +L2E 0 —kyp) L% (0 — k)2 4.+ (0 — kyp)e
fo) =S U1 ggry L0 (1 g2 . L0 (1 e
Flana) = Flan) +f()( )( 1h) +f()(mk)( 1h)2 . —l—%(—lh)"
[ S S (SR P LT TS SULCI S P
Faa) = fan) +E5E (=R 20 (= k)2 4 L7 () — )
(3.14)

Presunutim vsech zndmych hodnot doleva dostaneme soustavu rovnic (3.15):

flwo) = flaw) = 2@ (0 —kyn) +L260 (0 — kyn)? + 2702 (0 — yh)n

. +... 2)
Flo — flo) = LA - ) L1~ . Ly

1!

flawr) = fla) = L0 an B cqpe g Sy
flawn) = flan) = L@ an) O e ey

flan) = fla) = L2 (k) +E5E (k)2 4. LD (0 - k)
(3.15)
Soustavu (3.15) lze prepsat jako ndsobeni matice s vektorem b = Ay, kde v rovnici
(3.16) b predstavuje vzdalenosti jednotlivych bodu od bodu zx, A je matice koeficienti a y
je matice nezndmych derivaci v bodé xy, :
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[ ((0—Kk)xh)t  ((0—k)xh)? ((0—k)xh)™ 7

] _ ) ) ] _
f(xo) — f(:ck) 1! 2! n! n f(l)(xk)
f(w1) = flaw) (Copehl (Qogebl | @Sl 7@ ()

b= |flzr_1) — flzp)| A= ((—11)!*}1)1 ((—12)!>f<h)2 ((—171% y=| f® ()

f(@rr1) — flae) (et (@2 (@ FOD ()
| f(xn) = flan) ()t (K (kg L ) ()
S ' - (3.16)

3.7.1 Inverzni matice

Vynasobenim rovnice b = Ay inverzni matici vznikne rovnice A~'b = y. Nevyhodou to-
hoto prevodu je potfeba vypoctu inverzni matice. Jak znamo vypocet inverzni matice je
Pro pouzitelnost této metody je nutné Tesit inverzni matici, tak aby byla inverzni matice
znovupouzitelna. Napriklad parametrizaci nebo prevedenim parametri na levou stranu. Ne-
vyhoda naro¢ného vypoctu je pak odstranéna vicenasobnym pouzitim jedné inverzni matice
v programu. Vypocet inverzni matice lze provést pouze pfi startu programu nebo pfi pre-
kladu. Pro vypocet inverzni matice je mozné pouzit analytické reseni nebo pseudoinverzni
matici. Aby inverzni matice mohla byt znovupouzitelna je potieba volit ekvidistantni sit
nebo sit s periodickym opakovanim vzdalenosti jednotlivych bodi. Vzorec (3.17) zobrazuje
priklad posloupnosti bodt, kde se pravidelné vzdéalenost méni od predchazejictho bodu s
periodou dva. Napiiklad body X = {1,2,4,5,7,8,10}. Vypocet inverzni matice lze provést
algoritmem Gaussovy eliminace nebo pomoci Moore-Penrose pseudoinverzni matice.

9 e lich
-3 = Pro -t AeRe (3.17)
1 pro ¢ je sudé

Numerické feseni: nevyhodou soustavy (3.16) je zavislost vypoctu inverzni matice na
vzdélenosti jednotlivych bodu. Zavislost lze odstranit prevedenim parametru do vektoru y.
Pro jednoduchost pouzijme ekvidistantni sit Nyni dostaneme soustavu (3.18) Soustava lze
vyresit numerickou metodou. Napriklad Gaussovou eliminaci nebo pseudoinverzni matici.

[ fa) = fa) ] TO=k 0—Rk? . -k [ )i
Flar) = fla) (1—k)' (1 k) (1— k)" FO (xy) * G
b= | flar) — flan)| A= | (c1' (-1)2 Cm [y= | By«
flaw) - 7o) oW " FO#D () 0 B2
IF(CORITSN B (ORI CR ) I IR
(3.18)

Po dosazeni hodnot za b a vyndsobeni A~! % b = y ziskdme vektor y obsahujici derivace
zavislé na vektoru c. Pokud nyni vytvoirime vektorovy soucin vektoru y s vektorem v ziskame
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pozadované derivace f() (zx). Vektor v je inverznim zobrazenim vektoru ¢, vztah mezi nimi
Ize vyjadiit jako v = ¢! Vektor v je jednoduse vyéislitelny pii béhu programu.

- % - - 17! -
! 1
h? hQ!!
2! X
k k!
Cc= % v = I
Bk (k+1)!
(k+1)! hFE+1
W al
L 1 A L A

Analytické feSeni: Pomoci analytického feSeni inverzni matice A (3.16) je mozné vy-
resit soustavu tak, aby vznikly rovnice o nékolika neznamych. Do téchto rovnic je potom
mozné dosazovat. Metoda je nevyhodna pri velkém poctu derivaci, kdy je potreba analyticky
velky pocet rovnic. Vysledky metody jsou docela presné, ale pouzitelnost klesa vysokym po-
¢tem matic, pro pripadny vypocet dopfednou, kombinovanou, zpétnou metodou. Uvazujme
rozmisténi bodu na ekvidistantni siti. Soustavu vyfesme obecné s parametrem h = x; —x;_1
urcujicim vzdalenost bodi na ekvidistantni siti. Pro analyticky vypocet inverzni matice lze
pouzit Cramerovo pravidlo (3.19), kde f (n) je n-ta derivace v daném bodé.

|Anl
Al

Priklad (3.20) ukazuje postup analytického vypoc¢tu na ekvidistantni siti péti bodu z,
T1, T2, T3, T4. Bodem ve kterém chceme znat derivace je bod x9 = x1. Pouzitim pouze péti
bodu lze ziskat maximalné Ctyri derivace funkce v daném bodé. Pro priklad jsou pozity
hodnoty n = 4, k = 2 a matice Ay pro vipocet druhé derivace f(2).

Fm = (3.19)

((0— k)*h) ((0—=k)xh)2  ((0—k)xh)®>  ((0— k:)*h) (=2n)!  (=2)hR%2  (=2h)3> (=2n)"
21 3! 1 21 31 nl
(= 1)*h) (=1)xh)? (=Dxh)? (= 1)*h)” =nt =2 (= h)3 (=m)"
A= 21 31 _ 1l Pl nl
(1 )*h)1 ((1)2*'71)2 ((U;lh):” (1 )*'h) (f%l (/;732 (h) @
((n— k)*h) (n—k)xh)2  ((n—k)xh)3 ((n—k)*h)” (2h)! (2h)2 (2h)3 (2h)"
21 31 nl il 21 nl
(3.20)
((0— k)*h) a ((071;)*}1)3 ((0— k)*h)
((= )*h)1 b ((*13);*h)3 ((= )'*h)"
= @w @ @ (3.21)
((n—k)*h)1 d ((n—k)xh)>  ((n—k)xh)"
1! 3! n!

Po vyuziti vzorce (3.19) vznikne rovnice (3.22) s parametry a, b, ¢, d, h. Parametr h je
vzdélenost dvou nejblizsich bodi. Vypocet ostatnich parametru je zobrazen ve vzorci (3.22)

T(a+d) +3(b+c)

F®(a,b,c,d,h) = -

(3.22)
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Kde:

a = f(zo) — f(a2)
b = f(z1) — f(z2)
¢ = f(z3) — f(z2)
d = f(z4) — f(22)

3.7.2 Resenim soustavy rovnic

Dalsi moznosti je feSit soustavu linearnich rovnic za béhu programu. Pti kazdém kroku
simulace ¢i integrace je sestaveni a vyfeSeni soustavy rovnic nakladnéjsi nez opakované
pouziti jednou vypoctené inverzni matice. Pokud neni garantovana zadna perioda bodu pro
provadény vypocet, pak ndm bohuzel nezbyva nez fesit soustavu rovnic o n neznamych
v kazdém kroku. Metoda je nakladna na procesorovy cas, proto je dobré se této metodé
vyhnout. ReSeni soustavy rovnic lze fesit napiiklad Gauss-Saidelovou metodou nebo New-
tonovou metodou.
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Kapitola 4

ld

Paralelni vypocet a jeho vyuziti v
metodé Taylorovy rady

Paralelni systém je definovan jako mnozina aritmeticko-logickych jednotek (ALU) pracu-
jicich na stejném tkolu (Problému). Mnozina ALU jednotek muze byt vice pocitaci, vice
procesort, vice jader, ¢i jejich kombinace. Problém je rozdélen na nékolik mensich ¢asti,
a pak je vykondvan na riznych ALU jednotkdch. Usilim paralelizace je predevsim sniZzen{
celkové doby vypoctu soucasnym zpracovanim vétsiho mnozstvi dat. ALU jednotky mezi
sebou komunikuji pomoci sdilené paméti, nebo pomoci zasilani zprav po sbérnici.

U Kklasickych jednoprocesorovych algoritmi se udava slozitost algoritmus, kterd urcuje
jak je algoritmus ¢asové efektivni. U paralelnich algoritmi se udavaji tii idaje casova slozi-
tost, prostorova slozitost, a posledni slozitost je roznasobenim ¢asové a prostorové slozitosti.
Casova slozitost je zde ¢as spotfebovany pro vyfeseni problému v zavislosti na jeho velikosti.
Prostorova slozitost udavé, kolik procesorii je potieba pro vyfeseni problému v zavislosti
na velikosti problému. Vétsinou velikost problému se udava jako n, tedy pocet prvkia nad
kterymi je tiloha provadéna. Dalsim dulezitym parametrem paralelnich algoritmu je skdlova-
telnost. Skalovatelnost, uréuje o kolik vice zdroji je potfeba, a o kolik se sniz{ ¢as potebny
pro vypocet, pfi pfidani jednoho procesoru do vypoétu. Skalovatelnost je prevazné déna
synchronizaci mezi jednotlivymi ALU jednotkami. Castym diivodem je nerovnomérnd zatéz
jednotlivych ALU jednotek.

4.1 Urovné paralelizmu
Paralelizmus 1ze rozdélit do nékolika trovni.

e uvnitT instrukei — nejjemnéjsi typ paralelismu nachazejici se na trovni bitt, prikladem
pouziti jsou 8, 16, 32, 64 bitové procesory

e mezi instrukcemi — Procesor je velice slozitd jednotka, obsahuje jednotky pro séitani,
odcitani, nasobeni, déleni, a jiné. Vétsina operaci pouziva pouze jednu tuto jednotku.
Proto se zavedlo soubézné provadéni nékterych instrukei, ¢imz se znac¢né zvysil podil
pracujicich podkomponent v procesoru. Tento druh paralelizmu neni programatorovi
viditelny.

e mezi vldkny — procesy paralelniho systému se rozdéluji na vypocetni vldkna. Vldkna
pracuji se sdilenou paméti. Vlakna mohou bézet na vsech ALU jednotkach v systému.
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e mezi procesy — Problém je feSen na nékolika procesorech soucasné. Kazdy z procest
disponuje vlastni pameéti, kterou nesdili s jinymi procesy.

Paralelizmus na drovni instrukci a mezi instrukcemi neni tézké zacit pouzivat. Progra-
mator nepotfebuje zadné vétsi znalosti o dané architektufe paralelnitho systému, staci k
tomu pouze podpora prekladace. Prekladac seradi instrukce, tak aby jednotlivé instrukce
byly co nejméné zavislé na predchazejicich instrukcich. Vyuziti paralelizmu na trovni vla-
ken, nebo procesu je treba zohlednit paralelni konstrukci, pritom je nutné také pocitat s
nutnou komunikaci mezi jednotlivymi bloky.

4.2 Komunikace paralelnich systémiu

V systémech se sdilenou paméti sdileji vSechny vypocetni jednotky stejny adresovy pro-
stor. Jednotlivé ALU komunikuji pomoci jedné sdilené paméti. Komunikace probihé ¢tenim
a zapisem dat do této paméti. U tohoto pristupu je nutnd synchronizace ¢teni/zapisu do
sdilené paméti. U tohoto pristupu je pomyslné 1izké hrdlo ldhve komunikace s paméti.

T 1

Obrazek 4.1: sdilend pamét

V systémech s distribuovanou paméti komunikace probihd preposilanim zprav jed-
notlivym procesorum. V téchto systémech ma kazda ALU jednotka svoji pamét ve které jsou
ulozena potirebna data. U tohoto pristupu je pomyslné 1izké hrdlo ldhve komunikace mezi
jednotlivymi ALU jednotkami. Tento problém ma dvé roviny. Prvnim ptipadem je nizky
pocet propojeni. Zde dochézi k problému s malou prenosovou propustnosti sité mezi ALU
jednotkami. Druhym extrémem je prilis velky pocet propojeni. Zde je sice velka propustnost
sité mezi ALU jednotkami, ale jsou zde velké naroky na prostor na ¢ipu.

r I 1 ]
JL= = I
I 1 r 1
e (= ) (=) [ =]

Obrazek 4.2: sdilend pamét
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4.3 Flynnova klasifikace

Viceprocesorové pocitacové systémy se podle Flynnovy klasifikace déli do nékolika kategorii.
Cast4 klasifikace téchto systémil je déleni podle uspoiddani operacni paméti. [13]

e SISD (Single Instruction Single Data) — Nejednd se o paralelni systém, ale o jedno-
procesorovy systém. Jeden Procesor provadi sekvenéni posloupnost instrukei nad daty
uloZzenymi v paméti.

e SIMD (Single Instruction Multiple Data) — Nékolik procesort se spoleénym fizenim
pracuje paralelné nad riznymi daty. Komunikace probiha pomoci zasilani zprav nebo

//////

sesynchronizovany. Neni tak univerzalni jako nasledujici varianty.

e MISD (Multiple Instruction Single Data) — Stejnd data se zpracovavaji v nékolika
jednotkéach. Tento typ architektur je vyuzivan jen velmi ziidka.

e MIMD (Multiple Instruction Multiple Data) — Paralelni nezévisle fizené procesory,
které pracuji nad riznymi daty. Procesory mezi sebou mohou komunikovat pomoci
zasilani zprav nebo pres sdilenou paméf. Univerzalnost této architektury je nejveétsi
ze zminénych. Vétsina dnesnich modernich paralelnich architektur patii pravé do této
tridy.

4.4 Vyuziti Paralelizace v metodé Taylorovy rady

Navrhnout rozsahly systém je velice obtizné. Musi zde byt efektivné propojeno nékolik
vypocetnich uzli a efektivné vytvoreno fizeni téchto uzli. V nasem piipadé je ALU jednotka
velice specifickd jednotka pocitajici integrdl pomoci Taylorova fady. U metody Taylorovy
rady, kdy aproximujeme integral pomoci uzlovych bodu z derivac¢ni funkce, existuje nékolik
moznosti paralelizace.

Na turovni procesu vlaken existuji dvé myslitelné moznosti paralelizace. Prvni moznosti
je vyuziti definice Riemanova integralu. Principem je rozdélit nejvyssi integral na nékolik
casti. Kazdou z téchto ¢asti vypocitat a nasledné vse secist dohromady. Druhou moznosti je
paralelni vypocet uzlovych bodu. Tyto uzlové body mohou byt také integraly. Uzlové body,
ze kterych je aproximovan integral, jsou na sobé nezavislé a vypocet jednoho uzlového bodu
neovliviiuje vypocet druhého uzlového bodu. Jedna se vlastné o vypocet hodnot f(z)|x €
{u1,ug,...,ul0} zobrazenych v obrazcich 3.7, 3.8, a 3.9.

4.4.1 Paralelni vypocet integralu z uzlovych bodiu

Dalsi moznosti paralelizace je vektorové, tedy SIMD (single instruction multiple data). Me-
toda Taylorovy rady pro vypocet integralu z aproximacnich bodt probiha v nékolika kro-
cich. Vypocet derivaci vyssich radu je uveden v kapitole 3.7 Pro ukazku zvolme aproximaci
¢ty derivaci v bodé x9 pomoci péti bodid zg, x1, 2, x3, x4 majici vlastnost z; — ;1 = h,
kde h je konstantni krok. Vznikne tedy soustava
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a= f(xo) — f(z2)
b= f(z1) — f(x2) (4.1)
c = f(x3) — f(z2)
d= f(z4) — f(22)
hl
d1:f(l)(m'g)*?:(G11*G+G12*b—|—G13*C+G14*d)
h2
d2=f(2)(562)*5=(Gzl*a+G22*b+G23*C+G24*d) @2)
; 4.2
h3
d3:f(3)(£172)*§:(Ggl*CL+G32*b—|—G33*C—|—G34*d)
h4
d4Zf(4)(332)*5=(G41*G+G42*5+G43*C+G44*d)

Hodnota G;; ve vzorci (4.2) reprezentuje hodnotu v inverzni matici G ulozenou na pozici
i, . Jelikoz pii vypoctu integralu neni potfeba vypocitat derivace, nybrz jen hodnoty, které
se nachdzi v levé ¢asti vzorce (4.2). Je zlomek uveden v levé ¢asti vzorce. Jednd se vlastné
o koeficienty ptivodni Taylorovy fady. V nasledujici tabulce 4.1 kazdy sloupec predstavuje
jednu ALU jednotku. Jednotky mohou byt fizeny jak synchroné, tak asynchroné. kazdy
radek reprezentuje aktualné provadénou operaci v procesoru. Tabulka predstavuje pouze
pravou Cast vzorcu (4.1) (4.2). Algoritmus mé celkem 8 krokia. Na konci algoritmu jsou
vysledky uloZeny v proménych t1,to, t3,14.

cislo Operace

Jednotka 1

Jednotka 2

Jednotka 3

Jednotka 4

1 a=f(zo) = flw2) | b= f(z1) — f(w2) | ¢ = flxs) = fwa) | d = f(as) — f(2)
2 tnan*a t21:G21*a t31:G31*a t41:G41*a
3 t12:G12*b tQQZGQQ*b t32:G32*b t42:G42*b
4 t13:G13*C t23:G23*C t33:G33*C t43:G43*C
) t14=G14*d t24=G24>kd t34=G34*d t44=G44*d
6 di = t11 + t12 dg = to1 + to2 ds = t31 + t32 dy = tg1 +ta2
7 di =dy +t13 dg = do + ta3 ds = d3 + ts3 dy = dy + 143
8 di =dy +1t14 do = do + toy ds =ds +t3y dy =dy + tyy

Tabulka 4.1: Paralelni vypocet koeficientii Taylorovy rady

Nejefektivnéjsi vypocet integralu Taylorovym polynomem z je sekvencni, algoritmus

zobrazen v tabulce 4.2 nelze jiz provadét asynchroné. Jelikoz v systému jsou jiz paralelni
jednotky. Je vhodné jejich pouziti, a vyuziti stromového séitani. Ve vzorci (4.3) a tabulce
4.2 je zobrazen vypocet integralu funkce v bodé F(xz2 + j), kde F'(x2) je hodnota integrélu
v bodu F'(z32), pokud je to pocdtek aproximace, pak hodnota F(z2) je rovna 0. Hodnota
J predstavuje velikost integracniho kroku. Pro vypocet je potfeba jesté spocitat hodnoty
k; = %, tento vypocet je mozné provadét paralelné s vypoctem zobrazenym v tabulce
4.1.

-2 i3 -4 5

J J
+dax +d3*4*h3+d4*5*h4

(4.3)

Flrz+3) = Flaz) + f(e2) % 55 + do » Py

1! 2% h
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¢islo Operace | Jednotka 1 Jednotka 2 | Jednotka 3 | Jednotka 4
1 tl:dl/Q t2:d2/3 t3:d3/4 t4:d4/5

2 t1 =11 x Kk to = tg x ko tg = tg x k3 ta =tax kg
3 t1 =11 + 1o ts3 = t3 4+ 14

4 t1 =11 + 13

b u = f(.’EQ) * ]{30

6 u=1u-+1t

7 F(x2)+u

Tabulka 4.2: Paralelnich integrali pomoci Taylorovy rady

Vypocet integralu je paralelni jen do kroku 3, dale pak je pouze sekvenc¢ni. V kroku 7
je jiz vypocitan integral v bodé f(xo + 7)
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Kapitola 5

Numerické vypocty

5.1 Datové typy

V podstaté existuji dva zakladni datové typy s desetinnou ¢arkou. Prvnim typem je datovy
typ s pevnou desetinnou ¢arkou. Je to jednoduchy typ, kde se uréi napevno pozice desetinné
carky. Tento datovy typ mé jednu velkou nevyhodu: neni mozné ménit dynamicky rozsah
podle velikosti uklddanych cisel.

Cela &ast desetinna cast
Obrazek 5.1: ¢islo s pevnou desetinnou ¢arkou

Druhym typem je datovy typ s plovouci desetinnou ¢arkou. Cislo s plovouci desetinnou
¢arkou je rozdéleno na ¢tyri ¢asti. Prvni ¢asti je jednobitova informace o znaménku. Druhou
casti je exponent. TTreti ¢asti je jednobitova informace o normalizaci ¢isla. Pokud je zde nula,
¢islo neni normalizovano. Je tedy prilis malé nebo prilis velké aby se veslo do datového typu.
Jeho exponent se nevejde do ¢asti pro exponent. Posledni ¢asti je setinnéd ¢ast éisla. Cislo
ma tedy tvaru (£1.101elll)s.

exponent fraction
sign (11 bit) (52 bit)
IT
Innmm
o o o
63 52 0

Obrézek 5.2: double podle standardu IEEE (wikipedia)

Klasické datové typy s plovouci fadovou ¢arkou maji prilis malou desetinnou cast i
exponencialni ¢ast. Proto jsou pro slozitéjsi integrovani nepouzitelné. Maximalni presnost
mé datovy typ long double, ktery mé pouze 63 binarnich desetinnych mist, coz odpovida
zhruba 18.96 desetinnym mistim. Je tedy nutné zvysit pocet desetinnych mist. V imple-
mentaci jsem pouzil k zvySeni presnosti knihovnu gmp[!7]. Knihovna umoziuje na zac¢atku
programu zvolit velikost setinné ¢asti. Cést pro ulozeni exponentu je vétsi nez u klasickych
datovych typu s plovouci fadovou ¢arkou. Soucasti knihovny nejsou jiz implementace funkei
jako je sin(z),cos(x),e”, pro x € R, tyto funkce musely byt doimplementovany.

33



Zajimavym datovym typem je datovy typ signed bit popsany publikaci [16]. Jednd se
vlastné o Boothovo prekdédovani s radixem 2. Tento typ pridava pred kazdy bit bit se zna-
ménkem. Vyssi pamétoveé naroky jsou kompenzovany absenci pfenosu pfi s¢itani do vyssich
bitd. P zvétSovani typu nedochazi k prodluzovani kritickych cest v designu hardwarové
komponenty. Boothovo prekdédovani s radixem 2 je naro¢né na zdroj, jelikoz misto jed-
noho bitu je potieba udrzovat dva bity. Proto bych spiSe doporucil Boothovo prekédovani
s vyssim radixem. Naptiklad 8 ¢i 32. Klasické datové typy

(1010)2 = (10)19
Datovy typ Signed bit

(01 01 11 00)3 = (01 00 01 00)3 = (10)10

5.2 Chyby v numerickych vypoctech

V numerickych vypoctech vznikaji chyby aproximace funkce, nebo numerické chyby. VSechny
druhy chyb jsou nezddouci a mohou vysledek zdlouhavého vypoctu degradovat na nepou-
zitelné ¢islo. Proto je nutné zabyvat se jednotlivymi druhy chyb a snazit se odstranit jejich
priciny.

Existuje mnoho dalsich chyb, ke kterym muze dojit. Jednou z téchto chyb je chyba
formulace matematické ulohy [2]. Pfi zkoumdani jevi jsme nuceni tlohu zjednodusit. Neni
v sildch jak lidskych tak vypocetnich vyfesit nezjednodusenou tlohu. Dalsi chyby jsou
zpusobeny tim, ze nékteré hodnoty lze urcit pouze priblizné. Mérici pristroje maji odchylky
a vstupni hodnoty simulace ¢i integralu neni tedy urcena presné, ale s néjakou neptesnosti.
Dalsi chyby souvisi z ¢iselnou soustavou ve které ¢islo zapisujeme. Tyto hodnoty musime
zaokrouhlit nebo ofiznout. Hodnoty jako napiiklad 7 maji neukonceny desetinny rozvoj,
coz zpusobuje chybu. Nebo ¢islo 0, 1 v desitkové soustavé ma ukoncéeny rozvoj, ale zapiseme
li ho v dvojkovém doplnkovém koédu jeho rozvoj bude neukonceny.

Existuji dvé metriky pro uréeni chyby: absolutni a relativni. Prvni metrikou je metrika
absolutni chyby. Definujme mnozZinu A jako okoli bodu a a bod r € A, ktery se lisi dostatecné
malo od bodu a. Bod r budeme nahrazovat bodem a ve vypoctech. Absolutni chyba se
vypocita jako absolutni hodnota z rozdilu ¢isel a a r A =|a — r|. Bod a ¢asto nezndme,
proto nelze absolutni chybu urcit. Lze ji vSak odhadnout. Mé&jme naptiklad éislo m vime,
ze 3.14 < 7 < 3.15 lze tedy odhadnout absolutni chybu jako A = 0.01 = 3.15 — 3.14. Pak
aproximujme bod 7 bodem 3.14. Definujme mnozinu B =< 3.14—A;3.14+ A >. Je patrné,
ze3.14c€¢ AC B. Atudizm e B

Dalsi pouzivanou metrikou je relativni chyba §. Relativni chyba, zobrazena v rovnici
(5.1), je pomér absolutni chyby A k hodnoté ¢isla a. Relativni chyba tedy reprezentuje
procentudlni odchylku od skuteéné hodnoty.

_ 1Al

~

5 (5.1)
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5.2.1 Chyba aproximace

V aproximacnich vzorcich funkci se ¢asto objevuji nekonecné fady. Obecné nelze nekonecny
proces popsat koneénym poctem krokt. Musi dojit k ofiznuti vysledku u néjakého ¢lenu
n. Tim je zpusobena chyba aproximace. Chyba aproximace E(x) se projevuje jako rozdil
puvodni funkce f(x) a aproximacni funkce A(x). Dulezitou hodnotou je maximéalni absolutni
hodnota funkce chyby E(x) na dané mnoziné J, pro kterou aproximace méa jesté smysl.
Matematicky ji lze vyjadrit (5.2).

B(x) = f(z) - A()
ERR = maz{E(z)|E.(x) = 0} (5.2)

Pri numerickych vypoctech neni mozné vétsinou chybu aproximace ziskat, proto se po-
uzivd odhad aproximac¢ni chyby. Pro odhad aproximacéni chyby F(z) se pouzivd metoda
porovnani dvou aproximacnich metod. Mize jit o jinou aproximac¢ni metodu, nebo pouze
o zjemnéni kroku v metodé. V pripadé metody Taylorovy fady lze jako druhou metodu
pouzit Taylorovu fadu s vyssim poctem pouzitych derivaci pii vypoctu. Pro odhad chyby
je pouzit vzorec pro vypocet presné chyby. Pouze misto piuvodni funkce f(z) se pouzije
vysledek presnéjsi aproximac¢ni metody. Jelikoz se jednd pouze o odhad chyby, mize byt
tento odhad velice nepresny. Prikladem bud: Funkce f(x) a jeji aproximace pomoci Taylo-
rova polynomu prvniho fddu al(x) a pomoci Taylorova polynomu tfetiho fadu a3(z). Oba
Taylorovy polynomy jsou aproximovany z bodu —4. Pti pouziti nastinéné metody k odhadu
chyby muze dojit k velmi nepresnému odhadu chyby. Tento problém je zobrazen na grafu
5.3, kde je odhad v bodé 2 velmi nepresny. V tomto pripadé budeme v numerickém vypoctu
predpokladat malou chybu, ale skute¢na chyba bude enormni. Detail funkci je zobrazen ve
vzorci (5.2.1). Déle na obrazku 5.3 je vidét relativné presnou aproximaci do bodu —3,5
pomoci funkce al(z) a do bodu —1 pomoci funkce a3(x). Na obrazku5.3 jsou zobrazeny
funkce nésledovné f(z) ¢ervend, al(x) modra a a3(x) je Cernd.

f(z) = a*
256
al(x) = 256 — ST (x —4) (5.3)
256 192 96
a3(x) =256 — —— % (v —4) + —— * (x — 4)* — = * (v + 4)°
1! 2! 3!
2000 |-
O —
-2000 | | | | | | |
-4 -3 -2 -1 0 1 2

Obrazek 5.3: chyba aproximace
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5.2.2 Numerické chyby

Néktera cisla maji vétsi pocet platnych cislic nez cisla, se kterymi jsme schopni pocitat.
Proto jsou tato c¢isla ofiznuta nebo zaokrouhlena na ¢isla s poctem cislic, se kterym jsme
schopni jiz pocitat. P provadéni operaci s ¢isly se prenasi chyba vstupnich ¢isel na vystupni
¢isla. Pro nékteré operace jsou zndmy techniky pro zmenseni chyby. U séitani je vhodné
s¢itat od nejmensiho séitance po nejvetsi séitanec.

Definujme okoli bodu a jako mnozinu A a okoli bodu b jako mnozinu B. Pak pro k = aob
plati K = (Ao B) a k € K. U vétsiny aplikaci nemusime brat v tvahu celé mnoziny, staci
pouze brat v ivahu krajni body. Z krajnich bodi mnozin A, B je jednoduché spocitat krajni
body mnoziny K. Napiiklad u operace s¢itani 1ze mnozinu K =< ki; ko > uréit vybérem
maxima a minima ze souctu krajnich hodnot mnozin.

Z = {min(A) + min(B); min(A) + maz(B); max(A) + min(B); max(A) + max(B)}
k1 =min(Z)
ko = max(2)

Existuji vSak operdtory u kterych toto zjednoduseni neni mozné. Napiiklad absolutni hod-
nota. Zde dojde k prevraceni zapornych meznich hodnot do kladnych hodnot. Naptiklad
méjme ¢islo £ €< —1;1 >. Pokud bychom chtéli vypocet chyby zjednodusit, dopustili
bychom se chyby. Vysledek takového poc¢inani by byl £ €< 1;1 > coz je chybné. Spravny
vysledek ke kterému bychom se méli dostat je kK €< 0;1 >.
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Kapitola 6

Implementace v SW

Pro implementaci v Softwaru jsme zvolil programovaci jazyk C. Vzhledem k povaze vypoctu
je potieba se neomezovat jen na klasickou aritmetiku, ale pouzit viceslovni aritmetiku.
Aby byla préace s aritmetikou co nejjednodussi vytvoril jsem modul "variable.h'. Pomoci
tohoto modulu je jednoduché prepinat mezi klasickou aritmetikou a viceslovni aritmetikou.
Viceslovni aritmetika je implementovana pomoci knihovny "gmp".

6.1 Navrh aplikace

Navrh programu je objektovy. Program je skalovan do nékolika moduli tak, aby jeho oprava
pripadné preprogramovani jednotlivych ¢asti bylo co nejlehéi.

V souboru macros.h jsou ulozeny konstanty pro nastaveni prekladu projektu. Jednou
dulezitou konstantou je konstanta urcujici velikost inverzni matice. Velikost inverzni matice
urcuje kolik je potfeba prvnich derivaci pro aproximaci derivaci vyssich rada.

//src/header /macros.h
#ifndef _MACROS H
#define _MACROS H

//velikost inverzni matice (pocet derivaci)
#define INV_MATRIX SIZE 4

//velikost typu

//0 — float , 1-double, 2—long double, 3 — dlouhy datovy typ (gmp),
#define TYPE TYPE 3

// pocet bitu v datovem typu gmp (platny pouze, kdyz TYPE TYPE = 3)
#define TYPE_ SIZE 8192

#endif

Modul variable.h obsahuje implementaci s¢itani, od¢itani, ndsobeni, a déleni. Vybér
implementace je proveden nastavenim makra v modulu macros.h. Vyhodou tohoto uspo-
radani je jednodussi ladéni. Staci pfepnout makro a lze pracovat se standardnimi typy.

Slozitéjsi funkce , jako jsou sin(z), cos(z), a €*, jsou implementovany v extra modulu
int__math. Zde jsou také ulozeny konstanty pi a e potfebné pro vypocty. Modul je nutné
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pri startu programu inicializovat, kvili prevodu konstant z textové podoby do aktualné
zvoleného datového typu.

Pri pouziti nestandardniho datového typu je potieba provadét inicializaci, alokaci, de-
alokaci proménné s kazdym spusténim funkce. Modul program__stack zabranuje ¢astym
alokaci a dealokacim. Modul alokuje souvislou pamét, kterou po vyzadani prirazuje jednot-
livym funkcim. Jde o obdobu klasického zdsobniku v PC. Na zacatku prace s modulem je
nutné pamét inicializovat funkci program__stack_init. Na konci prace je nutné pamét dea-
lokovat funkci program, _stack__destroy. Nize je zobrazen ukazkovy kéd pro vytvoreni dvou
lokalnich proménnych a, a b.

void fce (program_stack * stack){

const unsigned int prom_num = 2;

int__variable % tmp = program_stack_get(stack, prom_ num);
int variable x a = tmp + O;

int__variable * b = tmp + 1;

program_ stack_ release(stack, prom_num);
¥

Modul matrix se stara o vypocet inverznich matic. Inverzni matice slouzi k aproximaci
derivaci Taylorovym polynomem. Vypocet matic probiha na zacatku programu metodou
Gaussovy eliminace. Start programu je proto docela pomaly. Dal by se urychlit ulozenim
inverzni matice predem do souboru. Pfi startu programu by se jen inverzni matice nacetla
ze souboru.

Struktura vstupu se nachazi v modulu problem. Modul obsahuje datovou strukturu
predstavujici integral, ktery ma program za tkol vypocitat. Samotny problém je popsin
jako pole instrukci. Seznam a vyznam jednotlivych instrukei se nachazi v modulu equation.
Kazd4 instrukce ma maximalné tii operandy. VSechny operandy nemusi byt vzdy vyuzity. V
nasledujicim dryvku kédu je zobrazen datovy typ ¢t problem predstavujici feseny integral.
V tomto typu existuje nékolik proménnych. Prvni proménnou je fece jedna se o ukazatele
na instrukce prestavujici nejnizsi fesenou funkei f(Z). Druhou proménnou je pole ukazatel
na instrukce int_start, kterd predstavuje program pro jednotlivé irovné integrali k urceni
horni a dolni meze aktualné pocitaného integralu. Proménna constants obsahuje potrebné
konstanty. Nejcastéji mize jit o meze integrald. Proménnd z je pole obsahujici aktudlni
hodnoty x jednotlivych drovni integral. Pti inicializaci nizsich integralt se zde ulozi dolni
mez. Dalsi proménnd z_end je pole prestavujici horni mez jednotlivych drovni integrali.
Pri inicializaci nizsiho integralu se zde ulozi horni mez integralu. Predposledni proménnou
je step__diff. Zde je ulozena hodnota kroku predstavujiciho vzdédlenost mezi derivacemi v
jednotlivych trovnich integralti. Posledni proménou je step int predstavujici integracéni
krok v jednotlivych trovnich integrali.
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typedef struct{

//equation

int__equation_prog * fce; //function

//setup variables (start and end of integral can be function)
int__equation_prog xx int_start;

int__variable % constants;
int__variable x x;

int variable % x end;
int__variable x step_ diff;
int__variable % step_int;

unsigned int

dim; //dimensions

}t_problem;

Vv

v nékolika krocich. Jedna se o rekurzivni vykonavani kédu. Na obrazku 6.1 je zobrazen
deriva¢ni krok modrou barvou na funkci f/(x) a integraéni krok ¢ervenou barvou na funkci
f(x). Derivaéni krok slouzi pro vypocet hodnot funkce a aproximaci hodnot derivaci vyssich
radu. Integracéni krok slouzi pro vypocet integralu funkce v bodé f(z + h).

1. Pokud jsi na trovni integrované funkce vykonej funkci a skonci

2. Nastav limity integralu, tedy pocatek a konec integrace.

S deriva¢nim krokem vypocti n derivaci . (zavolej funkei solve s parametrem dim-1)
Pomoci inverzni matice vypocitej derivace zavislé na koeficientech.

Krok numerické integrace s integracnim krokem.

I A e

Pokud neni konec numerické integrace vrat se na bod 3 jinak skondi.

Obréazek 6.1: deriva¢ni a integra¢ni krok
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Na obréazku 6.2 je zobrazena zavislost jednotlivych moduli. Modul problem__sim pred-
stavuje jiz specificky problém, a lze nahradit prekladovym modulem. Piekladovy modul
by mél mit na praci preklad problému z textové podoby do reprezentace problému pomoci
datového typu t_probelm.

Macros.h Variable
Stack Matrix
h 4 Y v
Equation Problem
v ¥ h 4
problem_sin Solve Main

TJ\

Obrazek 6.2: Softwarovy navrh modult

6.2 Implementace sin, cos, exp

Pro implementaci téchto algoritmu jsem prevazné vyuzil literaturu [2]. Algoritmus je defi-
novan jako konec¢na posloupnost predepsanych tkoni. Pro vypocet vsech zminénych funkei
je potfeba nekonecnych tad, a proto je nutné nékde definovat ukonceni vypoctu. Vypocet
je ukoncen, az kdyz prictenim nésledujiciho ¢lenu se vysledna hodnota nezméni. Ze vsech
vzorcu (6.3) (6.6) (6.7) vyplyva, ze kazdy dalsi ¢len je v absolutni hodnoté mensi nez ten
predchozi.

U funkci sin a cos se veskery vypocet prevede do prvni poloviny prvniho kvadrantu.
Funkce jsou periodické po periodé 2w, proto je mozné prevést x do mnoziny < 0;2m).
Nésleduje prevod do prvniho kvadrantu podle vzorce (6.1) pro sin, a (6.4) pro cos. Déle je
proveden prevod do prvni poloviny kvadrantu podle vzorce (6.2) pro sin, a (6.5) pro cos.
Nakonec jsou vy¢isleny funkce sin(x)(6.3) a cos(x)(6.6).
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sin(x) kdyz <z < 7§
im(— kdyz Z <z <
sin(z) =  ¥M) E=t= (6.1)
—sin(z) kdyzm <z <5
—sin(—z) kdyz 3 <z <2r
kdyz 0 <z < %
sin(z) = 4 @) yerst=a (6.2)
cos(5 —x) kdyz T <x <7
B 0 ( 1)nx2n+1
sin(x) = nz:O Gn 1) (6.3)
cos(z) kdyz <z <%
—cos(—z) kdyr T <z <
cos(a) = { ) Mvigswsw (6.4
—cos(r) kdyzm <z <<
cos(—x) kdyz 3F <z <2m
kdyz0<x <%
cos(x) = cos(z) y% == (6.5)
sin(§ —z) kdyz § <z <73

n—

Funkce €* je implementovana podle vzorce (6.7).

(e 9] n

exp(z) = Z J:L! (6.7)

n=0
6.3 Spusténi programu

V prvni fadé je nutné pred spusténim projekt prelozit prikazem "make'v adresaii src. V
adresari src/src/test se nachazi nékteré programy, které byly vyuzity v experimentech.
Programy je mozné prelozit pomoci piikazu "make test'. Testovaci programy se nachazi v
adresari src/src/test.

Aplikace se spousti prikazem src/debug k, kde k je celé ¢islo, a oznacuje jiz predpri-
praveny problém vypoctu integralu ve vnitiné interpretovatelnych instrukei. Nize v tabulce
jsou uvedeny mozné parametry. Cislo k v levém sloupci a predpiipraveny integral v pravém
sloupci. Implementace neobsahuje modul pro preklad integralu popsaného v textové podobé
do integralu popsaného v interpretovatelnych instrukci. V budoucnu je mozné vyuzit yaml
a bison pro preklad problému do navrzenych vnitfnich instrukei.
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10

1 / sin(z) * cos(x)dz
010

2 / cos(x)dz
016

3 / etdx
026 Y .2

4 / / x—dxdy
19 Jo Y
| Y .

5 / evdzrdy
10 J-4

Tabulka 6.1: Seznam moznych parametri

Po startu aplikace se spusti inicializace problému. V priloze je ukazka funkce pro inicia-
lizaci jednoho z konkrétnich integralu pouzitého v experimentech. Do prislusnych promén-
nych je ulozen dany problém v podobé virtudlnich instrukeci. Pro kazdy rozmér integralu je
potfeba vytvorit funkci, ktera se zavola pred vypoctem daného rozméru a nastavi poc¢atecni
a koncovy bod integrace. Nasledné jsou inicializovany moduly int_matha program__stack .
Pak je spustén vypocet inverzni matice. Nakonec je spusténa funkce solve, ktera rekurzivné
tesi dany integral.
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Kapitola 7

Experimenty v SW

Softwarové experimenty probihaly na PC gigabyte 965p-ds3 s CPU intel core 2 duo s 8GB
ram. Pro experimenty byly pouzity moduly s implementaci inicializace pozadovanych pro-
blémt. Pro nékteré experimenty byly pozity programy ulozené v adresari src/src/test Slouzi
napriklad pro vypocet a vypis derivaci pomoci numerického feseni inverzni matice 3.7.1.
Program byl ovérovan pro rizné kroky, rtizné velké inverzni matice, a rtizné velké datové

typy.

7.1 Matematické funkce

Jako prvni jsem testoval pfesnost vypoctl implementovanych matematickych funkei sin(z),
cos(x), *. V tabulce 7.1 je uvedena presnost, rychlost, a orienta¢né vysledek vypoctu. Cely
predpokladany vysledek by zabiral prilis mnoho mista. VSechny vysledky se shoduji od
zacatku na vice jak 1800 platnych dekadickych mist.

Function doba béhu vysledek rozdil

sin(12) 0.012177s -0.536572918 0.16510358e-2466
cos(12) 0.012056s 0.843853958 0.10498275e-2466
exp(12) 0.000101s 162754.7914 0.14751490e-1817
sin(0.125) 0.009979s 0.124674733 0.94362691e-2483
cos(0.125) 0.009900s 0.992197667 0.89533474¢-2483
exp(0.125) 0.002463s 1.133148453 0.96358385¢-1823
sin(1000) 0.012169s 0.826879540 0.17495061e-2464
cos(1000) 0.012241s 0.562379076 0.25723411e-2464
exp(1000) 0.000273s 1.970071114e431 0.26402525e-1382
sin(-100000) 0.008835s -0.035748797 0.31120419e-2462
cos(-100000) 0.008681s -0.999360807 0.11132291e-2463
exp(-100000) 0.000412s | 3.562949565e-43430 | 0.12210180e-45244

Tabulka 7.1: presnost vypoctu funkef sin(x) a cos(x) s typem gmp-8192
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7.2 Rychlost vypoctu Taylorova polynomu

V této sekci jsem testoval zavislost poctu potfebnych derivaci na velikosti kroku. Ptritom
byla zkoumaéana i rychlost vypoctu v podobé celkového poc¢tu potirebnych séitani. Test byl
proveden na funkcich sin(x) a e®. Derivace byly vypoéitany pomoci vzorce (7.1) pro sin(z)
a pomoci vzorce (7.2) pro e*.

sin' ()

kdyz i mod 4 = 0
kdyz i mod 4 =1
kdyz i mod 4 = 2
kdyz i mod 4 = 3

exp(a)(i) = "

(7.1)

(7.2)

V prvni tabulce 7.2 je zndzornén vypocet hodnoty sin(x), pro x = 100 s po¢atkem v
bodé x = 0. V druhé tabulce 7.3 je znazornén vypocet hodnoty e*, pro x = 100 s pocatkem
aproximace x = 0. V obou piipadech byly vSechny vysledky i mezivysledky naprosto presné
pro zadanou velikost aritmetiky. Vypocet probihal s datovym typem o velikosti gmp-16384.

Velikost kroku | pocCet krokti | Minimalni pocet | Maximalni pocet | celkovy pocet
derivaci na krok | derivaci na krok s¢itani

0.125 800 1378 1379 1103 118

0.25 400 1490 1491 596 064

0.5 200 1618 1619 323 664

1 100 1768 1770 176 863

10 10 2526 2528 25 272

50 3518 3518 7 036

100 1 4186 4186 4186

Tabulka 7.2: rozdil ziskané a pozadované hodnoty pri vypoctu integralu Taylorovou meto-

dou z uzlovych bodu

Velikost kroku | pocCet krokti | Minimalni pocet | Maximalni pocet | celkovy pocet
derivaci na krok | derivaci na krok séitani

0.125 800 1374 1369 1 097 059

0.25 400 1479 1484 592 444

0.5 200 1606 1612 321 742

1 100 1756 1762 175 862

10 10 2509 2516 25 119

50 3487 3488 6 975

100 1 4138 4138 4 138

Tabulka 7.3: rozdil ziskané a pozadované hodnoty pii vypoctu integralu Taylorovou meto-

dou z uzlovych bodu
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7.3 Vypocet derivaci

V téchto experimentech zjistuji zavislost chyby vypoctu vyssich derivaci v bodé x; na veli-
kosti kroku pro vypocet prvnich derivaci, poc¢tu prvki v inverzni matici a velikosti datového
typu. Cisla v tabulkéch jsou velice velka a maji mnoho platnych ¢islic. Pro zobrazeni ¢isel
v pozadované délce byla vyuzita metoda ofezani. V prvni fadé je vhodné ovérit presnost
inverzni matice. Pfesnost inverzni matice jsem ovéroval pomoci jednotkové matice. Nejdrive
se sestavi jednotkova matice. Nésledné je Gaussovou eliminaci vypoctena inverzni matice.
Po roznasobeni matice a inverzni matice by méla vzniknout jednotkova matice. Porovnanim
jednotkové matice a vysledné matice dostaneme pozadovanou chybu.

Prvnim experiment je zaméfen na presnost vypoctu inverzni matice pro doprednou
diferenci. V nékolika experimentech jsem zjistil, Ze pro ostatni diference je maximalni chyba
v inverzni matici mensi. V tabulce 7.4 je udand maximalni odchylka vysledné matice od
jednotkové matice. V prvnim sloupci tabulky je datovy typ pouzity pro vypocet inverzni
matice. Cislo za pomlckou znazoriiuje velikost desetinné ¢asti datového typu v bitech. V
hlaviéce tabulky je uveden rozmér inverzni matice predstavujici pocet pouzitych okolnich
bodti pro aproximaci derivaci. Ve sloupcich je uvedena maximalni odchylka od jednotkové
matice vztazena k odpovidajicimu datovému typu a poctu okolich bodu. Pro aproximaci ze
¢tyt okolnich bodi je potfeba znat pét bodii. Ctyii okolni body plus bod ve kterém chceme
znat derivace vyssich radua. jak je vidét v tabulce niZze pro datovy typ gmp-2048 je chyba
vypoctu inverzni matice relativné malé.

Type 4 10 30 50
float 1.52e-05 | 2.04e+03 nan nan
double -2.84e-14 | -1.90e-06 | -3.31e4+31 | 5.75e+65
long-double | 1.38e-17 | -2.32¢-09 | 1.91e+30 | 1.79e+65
gmp-64 2.02c-18 | -1.73¢-10 | 7.36e+25 | 1.55¢+66
gmp-128 1.58e-37 5.79e-30 | -1.60e+05 | -8.07e+49
gmp-256 4.66e-76 | -2.75e-68 4.81e-34 | -2.74e+07
gmp-512 4.02e-153 1.03-145 | -3.38e-111 2.20e-70
gmp-1024 3.00e-307 | -1.77e-299 | 2.96e-265 | -1.71e-224
gmp-2048 0.00e+00 | 0.00e+00 | 0.00e+00 | 0.00e400

Tabulka 7.4: Chyba vypoctu inverzni matice

Obrazek 7.1 zobrazuje klesajici absolutni hodnotu chyby vypoctu inverzni matice v
zavislosti na rostouci velikosti datového typu s plovouci fadovou c¢arou. Zajimavé je, ze
chyba klesd geometricky nikoliv linedrné. Na logaritmické y-ové ose je zobrazena chyba ve
vypoctu. Na x-ové ose je zobrazena presnost. Jednotlivé funkce v grafu predstavuji velikost
inverzni matice vypocitané pomoci rovnic pro doprednou differenci.

45



1x10100 T T T T

4 -
10
30
50 |- -
1x10 o0
1 ]
AN
1x1030 |- \ ]
1x10-100 |- \ 1
1x10-150 [ \\\ 1
1x10-200 [ \ 1
1x10-250 |- \\ |
1x10300 | Ny ]
0 1 1 1 1
0 500 1000 1500 2000 2500

Obréazek 7.1: presnost vypoctu inverzni matice

V naésledujicim experimentu jsem zjistoval pfesnost vypoctu derivaci na velikosti dato-
vého typu. Pro vypocet byla vyuzita inverzni matice pro aproximaci 50 derivaci pomoci
kombinované diference. V tabulce 7.5 je zobrazena pfesnost vypoctu nékterych derivaci.
Presnosti vypoctu derivaci byla mérena pomoci funkce sin(z), kterd ma nekoneény pocet
derivaci. Funkce sinus je systém, ktery se nachazi na hranici stability. Tabulka ukazuje
rozdil mezi ocekdvanym vysledkem a ziskanym vysledkem. V prvnim sloupci se nachazi
pouzity datovy typ. Pricemz gmp-x znaci datovy typ mpf t z knihovny gmp s minimélni
presnosti x bit. Ve druhém sloupci je krok.

V tabulkéich 7.6, 7.7 a 7.8 je zobrazena chyba nékolika sé¢itanctu Taylorovy fady DX (i) =
@R

(h').

1!

f(zr+h) = f(z) + DX1+ DX2+ ...+ DXN
_ 9@)

DX (4) Z,!

(n)

Tato chyba predurcuje pribliznou velikost integra¢niho kroku. Vétsinou je integracni krok
i+1

vétsi nez derivacéni. Kazdy prvek se pti nasledném integrovani nasobi koeficientem %, kde

k je integracni krok, h je derivacni krok a i je derivace. V tabulkach jsou pouzity kroky

h = 1,0.125 a 0.015625. V tabulce 7.5 jsou sudé derivace daleko presnéjsi jako liché, to

muze byt zptsobeno vlastnosti funkce sin(?(z) = 0]i je sudé
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Type h 1. der 4. der 7. der 10. der
sin®(0) | - 1 0 -1 0
float 1 2.58¢-04 | -7.63e-05 | -9.60e-02 3.24e-03
float 0.125 2.26e-06 | -1.55e-02 | -1.61e4+02 | 3.79e+05
double 1 2.53e-04 | -7.32e-15 | -9.55e-02 3.01e-13
double 0.125 3.27e-13 5.04e-12 | -3.13e-05 | -1.99e-04
double 0.015625 -7.10e-15 2.78e-09 2.15e-02 | -2.86e+04
long-double | 1 2.53e-04 | -6.75e-17 | -9.55e-02 2.89e-15
long-double | 0.125 3.34e-13 | -3.13e-15 | -3.13e-05 2.88e-07
long-double | 0.015625 1.20e-17 1.93e-11 | -4.35e-05 | 9.76e+-00
gmp-128 1 2.53e-04 | -1.08e-38 | -9.55e-02 2.78e-37
gmp-128 | 0.125 3.34e-13 | -3.66e-35 | -3.13e-05 1.58e-28
gmp-128 | 0.015625 3.12e-22 | -9.62e-32 | -7.69e-09 1.26e-19
gmp-512 1 2.53e-04 | -2.13e-154 | -9.55e-02 | 5.74e-153
gmp-512 0.125 3.34e-13 | -6.56e-151 | -3.13e-05 | 2.60e-144
gmp-512 0.015625 3.12e-22 | -1.32e-147 | -7.69e-09 | 1.68e-135
gmp-2048 | 1 2.53e-04 | 0.00e+4-00 | -9.55e-02 | 0.00e+00
gmp-2048 | 0.125 3.34e-13 | 0.00e4-00 | -3.13e-05 | 0.00e+00
gmp-2048 | 0.015625 3.12e-22 | 0.00e4-00 | -7.69e-09 | 0.00e+400
gmp-2048 | 0.000976562 | 2.84e-34 | 0.00e4+00 | -1.17e-13 | 0.00e+00

Tabulka 7.5: Chyba derivace 1.,4.,7. a 10. derivace pro funkeci sin(0)

Type 1. Clen 4. ¢len 7. ¢len | 10. ¢len
Analyticky 0.5 0 | -0.248...e-04 0
float 1.29¢-04 | -6.35e-07 -2.38e-06 | 8.1le-11
long-double | 1.26e-04 | -5.63e-19 -2.36e-06 | 7.25e-23
gmp-512 1.26e-04 | -1.77e-156 -2.36e-06 | 1.43e-160
gmp-2048 | 1.26e-04 | 0.00e+00 -2.36e-06 | 0.00e+00

Tabulka 7.6: Chyba jednotlivych ¢lenti Taylorova polynomu pro krok h=1

Type 1. ¢len 4. ¢len 7. ¢len | 10. élen
Analyticky | 0.0078125 0 ]-0.147...e-11 0
float 1.76e-08 | -3.95e-09 -2.38e-10 | 1.10e-12
long-double 2.6le-15 | -7.98e-22 -4.63e-17 | 8.39e-25
gmp-512 2.61e-15 | -1.67e-157 -4.63e-17 | 7.58e-162
gmp-2048 2.61e-15 | 0.00e+4-00 -4.63e-17 | 0.00e+00

Tabulka 7.7: Chyba jednotlivych ¢lenti Taylorova polynomu pro krok h=0.125
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Type 1. ¢len 4. Clen 7. ¢len | 10. ¢len
Analyticky | 0.122...e-03 0| -0.9...e-19 0
float -8.00e-10 -2.30e-10 | -3.20e-12 | 2.70e-14
long-double | 1.47e-21 1.50e-22 | -3.83e-24 | 3.31le-27
gmp-512 3.81e-26 -1.02e-158 | -6.78e-28 | 5.72e-163
gmp-2048 | 3.81e-26 0.00e+00 | -6.78e-28 | 0.00e+00

Tabulka 7.8: Chyba jednotlivych ¢lent Taylorova polynomu pro krok h=0.015625

V nésledujicich tabulkach jsou uvedeny chyby ve vypoctu derivaci pro rtizné velké in-
verzni matice. Derivace byly poc¢itany pro funkci sin(z) v bodé 0. Datovy typ byl pouzit
gmp-2048. Tabulky ukazuji postupné pouzité velikost kroku A = 0.125, h = 0.015625, a
h = 0.001953125.

der. ocek. 20 30 40 50 60 70 80
1. der. 1 2.2e-25 | 1.6e-37 | 1.2e-49 | 1.0e-61 | 8.7e-74 | 7.2e-86 | 6.1e-98
9. der. 1 1.5e-14 | 1.5e-26 | 1.4e-38 | 1.2¢-50 | 1.0e-62 | 9.3e-75 | 8.1e-87
15. der. -1 5.1e-07 | 1.2e-18 | 1.5¢-30 | 1.6e-42 | 1.6e-54 | 1.5e-66 | 1.4e-78
29. der. 1 - | 2.0e-02 | 6.5e-13 | 2.4e-24 | 4.9e-36 | 7.3e-48 | 9.2e-60
39. der. -1 - - | 2.6e-02 | 2.2¢-12 | 1.5e-23 | 4.8e-35 | 9.7e-47
49. der. 1 - - - | 3.3e-02 | 6.3¢-12 | 7.8¢-23 | 3.5e-34
59. der. 1 - - - -1 3.9e-02 | 1.5e-11 | 3.1e-22
69. derivace 1 - - - - - | 4.5e-02 | 3.3e-11

Tabulka 7.9: Chyba nékterych derivaci v zavislosti na velikosti inverzni matice a kroku
h=0.125

der. ocek. 20 30 40 50 60 70 80
1. der. 1 1.9e-43 | 1.3e-64 | 1.0e-85 | 7.6e-107 | 5.8e-128 | 4.6e-149 | 3.6e-170
9. der. 1 2.2e-25 | 2.1e-46 | 1.8e-67 | 1.4e-88 | 1.2e-109 | 9.9e-131 | 8.1e-152
15. der. -1 1.9e-12 | 4.4e-33 | 5.2e-54 | 5.2e-75 | 4.8e-96 | 4.2e-117 | 3.6e-138
29. der. 1 -1 3.2e-04 | 9.7e-24 | 3.4e-44 | 6.4e-65 | 8.9e-86 | 1.0e-106
39. der. -1 - - | 4.2e-04 | 3.4e-23 | 2.2e-43 | 6.3e-64 | 1.1e-84
49. der. 1 - - - | 5.2e-04 | 9.6e-23 | 1.1e-42 | 4.6e-63
59. der. 1 - - - -1 6.3e-04 | 2.3e-22 | 4.4e-42
69. der. 1 - - - - - 7.3e-04 | 5.0e-22

Tabulka 7.10: Chyba nékterych derivaci v zavislosti na velikosti inverzni matice a kroku
h=0.015625
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der. ocek. 20 30 40 50 60 70 80
1. der. 1 1.6e-61 | 1.0e-91 | 7.5e-122 | 5.3e-152 | 3.8e-182 | 2.8e-212 | 2.0e-242
9. der. 1 3.3e-36 | 2.9e-66 | 2.2e-96 | 1.7e-126 | 1.3e-156 | 1.0e-186 | 7.7e-217
15. der. -1 3.4e-06 | 2.8¢-35 | 1.7e-77 | 5.6e-95 | 1.3e-137 | 1.1e-167 | -9.1e-198
29. der. 1 - | 5.0e-06 | 1.4e-34 | 4.6e-64 | 8.1e-94 | 1.0e-123 | 1.1e-153
39. der. -1 - - | 6.6e-06 | 4.9e-34 | 3.0e-63 | 8.0e-93 | 1.4e-122
49. der. 1 - - - 82e-06| 14e-33 | 1.4e-62 5.9e-92
59. der. 1 - - - - | 9.8e-06 | 3.3e-33 6.0e-62
69. der. 1 - - - - - | 1.1e-05 7.3e-33

Tabulka 7.11: Chyba nékterych derivaci v zavislosti na velikosti inverzni matice a kroku
h=0.001953125

7 tabulek je zrejmé, ze se zvétsujici velikosti inverznim matice se zvysuje presnost jednot-
livych derivaci linearné. Zvétsovani inverzni matice do nekone¢na neni mozné. Pro inverzni
matici s 200 prvky je chyba prvni derivace 2.474040e — 01. Z toho je mozné vyvodit zavér,
ze zvétsovani je omezeno poctem platnych cisel v datového typu. Stejné tak zmenSovani
kroku je omezeno datovym typem.

7.4 Integrace

V nasledujicich experimentech zjistuji zavislost chyby vypoctu na velikosti kroku integrace a
vzdalenosti uzlovych bodu aproximace (velikost derivac¢niho kroku). Pfesnost integrace neni
zjistovana jen pro jednoduchy integral, ale také pro integraly vyssich rada. Pro experimenty
jsou pouzil integraly z literatury [6] a [12]. V tabulkich je v prvnim fadku vzdy zobrazen
predpokladany vysledek vypocitany analyticky. V prvnim sloupci je vzdy zobrazena velikost
inverzni matice.

Tabulka 7.12 pro integral:

k
/ cos(x)dx = sin(k) — sin(0)
0

49



pocet der int k=2 k=4 k=8 k=16
der krok krok

anal. - - 0.9092974 | -0.7568024 | 0.98935824 -0.2879033
10 0.125 1.0 0.573e-09 0.113e-08 0.399¢-09 0.118e-08
10 0.125 0.5 0.228e-13 0.338e-13 0.174e-13 0.376e-13
10 0.125 0.25 0.271e-14 0.349e-14 0.215e-14 0.402e-14
10 0.015625 1.0 0.196e-08 0.388e-08 0.136e-08 0.406e-08
10 0.015625 0.5 0.115e-11 0.171e-11 0.879¢e-12 0.190e-11
10 0.015625 | 0.25 0.500e-15 0.657e-15 0.394e-15 0.754e-15
20 0.125 1.0 0.220e-24 0.460e-24 0.150e-24 0.477e-24
20 0.125 0.5 0.286e-26 0.430e-26 0.217e-26 0.477e-26
20 0.125 0.25 0.816e-27 0.105e-26 0.646e-27 0.121e-26
20 0.015625 1.0 | -0.726e-21 | -0.151e-20 -0.494e-21 -0.157e-20
20 0.015625 0.5 | -0.327e-27 | -0.497e-27 | -0.249e-27 -0.550e-27
20 0.015625 | 0.25 0.363¢-43 0.451e-43 0.289¢-43 0.525e-43
40 0.125 1.0 0.395e-50 0.853e-50 0.265e-50 0.879¢-50
40 0.125 0.5 0.560e-51 0.850e-51 0.425e-51 0.941e-51
40 0.125 0.25 0.228e-51 0.296e-51 0.181e-51 0.340e-51
40 0.015625 1.0 | -0.291e-51 | -0.630e-51 -0.195e-51 -0.649e-51
40 0.015625 0.5 | -0.125e-64 | -0.192e-64 -0.948e-65 -0.212¢-64
40 0.015625 | 0.25 0.135e-82 0.180e-82 0.106e-82 0.206e-82
80 0.125 1.00 0.322e-99 0.705e-99 0.214e-99 0.725e-99
80 0.125 0.5 0.110e-99 0.168e-99 | 0.837e-100 0.185e-99
80 0.125 0.25 | 0.532e-100 | 0.688e-100 | 0.420e-100 0.792e-100
80 0.015625 1.0 | -0.304e-125 | -0.671e-125 | -0.202e-125 | -0.6893968¢e-125
80 0.015625 0.5 | 0.538e-161 | 0.833e-161 | 0.4067e-161 0.9180e-161
80 0.015625 | 0.25 | 0.290e-170 | 0.388e-170 | 0.228e-170 0.4438e-170

Tabulka 7.12: rozdil ziskané a pozadované hodnoty pii vypoctu integralu Taylorovou me-

todou

Tabulka pro integral:

k
/ edr = eF — e
0
pocet der int k=2 k=4 k=28 k=16
der krok krok
anal. - - 6.389056 53.59815 2979.9579 | 8886109.52
10 0.125 1.0 0.244e-8 0.205e-7 0.113e-5 0.339e-2
10 0.125 0.25 0.120e-13 | 0.100e-12 0.560e-11 0.167e-7
10 0.015625 1.0 0.827¢-8 0.693e-7 0.693e-7 0.115e-1
10 0.015625 | 0.25 0.218¢-14 | 0.183e-13 0.101e-11 0.303e-8
20 0.015625 | 0.25 0.165¢-33 | 0.138e-32 0.769e-31 0.229e-27
40 0.015625 | 0.25 | -0.588e-82 | -0.493e-81 | -0.274e-79 | -0.818e-76
80 0.015625 | 0.25 | -0.126e-169 | -0.106-168 | -0.589e-167 | -0.175e-163

Tabulka 7.13: rozdil ziskané a pozadované hodnoty pii vypoctu integralu Taylorovou me-

todou
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V tabulce 7.14 je zobrazen vysledek integralu zobrazeného pted tabulkou s deriva¢nim
krokem step_dif fi = 0.5, a integrac¢nim krokem step_int; = 2.0 pro proménou y, a de-
rivacnim krokem step dif fo = 0.5, a integra¢nim krokem step inty = 2.0 pro proménou

Y1 Y $2 v :US Y v q y3 0 1
dxdy:/ [*] dy:/ *<—>dy=y3—y3
/yO /0 Yy w 3 Yl w y oy 9( 1~ %)

yo = 10
pocet yp =12 yp = 14 y1 =18 y1 = 26
analyticky 80.888888 193.777777 | 536.8888888 1841.7778
10 0.9361e-2464 | 0.2053e-2463 | 0.5460e-2463 | 0.1530e-2462

Tabulka 7.14: rozdil ziskané a pozadované hodnoty pii vypoctu integralu Taylorovou me-
todou. step der; = 0.5 step_int; = 2

Pro dalsi experiment jsem zvolil integral (7.3), vysledky experimentu jsou zobrazeny
v nékolika tabulkich. Referenéni hodnoty byly vypocitany pomoci webového programu
wolfram alpha. Pro prvni tabulku 7.15 jsem zvolil derivacni krok step der; = 0.125 a
integracni krok step_int; = 2.0 pro proménou y. V tabulce 7.16 jsem zvolil deriva¢ni krok
step_dery = 0.125 a integracni krok step int; = 0.5 pro proménou y. V obou tabulkach
step__derg a step_intg predstavuji derivacéni a integra¢ni krok pro proménou z.

ko4,
/ / evdrdy (7.3)
10 J-4

pocet | step__dery | step__intg k=12 k=14 k=18 k=26
anal. - - | 16.357960 32.61315 64.952873 | 129.318198
10 0.125 1.0 0.701e-8 | 0.764562e-8 | 0.774333e-8 | 0.774753e-8
10 0.125 0.25 0.701e-8 | 0.764562e-8 | 0.774333e-8 | 0.774753e-8
10 0.015625 1.00 0.701e-8 0.764e-8 0.774e-8 0.774e-8
10 0.015625 0.25 0.701e-8 0.764e-8 0.774e-8 0.774e-8
20 0.015625 1.00 | 0.208e-15 0.211e-15 0.211e-15 0.211e-15
20 0.015625 0.25 | 0.208e-15 0.211e-15 0.211e-15 0.211e-15
40 0.015625 0.50 | 0.431e-35 0.431e-35 0.431e-35 0.431e-35
40 0.015625 0.25 | 0.431e-35 0.431e-35 0.431e-35 0.431e-35
80 0.015625 1.00 | 0.108e-52 0.108e-52 0.108e-52 0.108e-52
80 0.015625 0.25 | 0.108e-52 0.108e-52 0.108e-52 0.108e-52

Tabulka 7.15: rozdil ziskané a pozadované hodnoty pii vypoctu integralu Taylorovou me-
todou
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pocet | step__derqy | step__intg k=12 k=14 k=18 k=26
anal. - - 1 16.357960 | 32.61315 | 64.952873 | 129.318198
10 0.125 1.0 | 0.227e-16 | 0.249e-16 | 0.252e-16 0.252e-16
10 0.125 0.25 | 0.227e-16 | 0.249e-16 | 0.253e-16 0.253e-16
10 0.015625 1.00 | 0.226e-16 | 0.248e-16 | 0.251e-16 0.251e-16
10 0.015625 0.25 | 0.227e-16 | 0.249e-16 | 0.253e-16 0.253e-16
20 0.015625 1.00 | 0.773e-27 | 0.784e-27 | 0.784e-27 0.784e-27
20 0.015625 0.25 | 0.773e-27 | 0.784e-27 | 0.784e-27 0.784e-27
40 0.015625 2.00 | 0.580e-41 | 0.580e-41 | 0.580e-41 0.580e-41
40 0.015625 1.00 | 0.580e-41 | 0.580e-41 | 0.580e-41 0.580e-41
80 0.015625 4.00 | 0.580e-41 | 0.580e-41 | 0.580e-41 0.580e-41

Tabulka 7.16: rozdil ziskané a pozadované hodnoty pfi vypoctu integralu Taylorovou me-

todou
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Kapitola 8

Implementace v HW

V dnesni dobé je zvysSovani vykonu bez vyuziti paralelizmu velice tézké. Kiemikové cipy
zacinaji narazet na své fyzikalni limity a objevovani novych algoritmi je nepravdépodobné.
Proto se zejména v dnesni dobé zac¢ind vyuzivat masivni paralelizmus grafickych karet
(GPUGP), ASIC ¢ipt nebo reprogramovatelnych obvodi FPGA. Velkou vyhodou vestaveé-
nych systému je vysoky vykon a minimdlni pocet zdroju (velikost Fidici jednotky). Nevy-
hodou je specifickd aplikace, ktera nelze nikde jinde pouzit.

8.1 FPGA

Dnes existuji dva majoritni jazyky pro vyjadieni funkcionality navrhovaného obvodu. Prv-
nim jazykem je Verilog vyuzivany predevsim ve Spojenych statech americkych. Druhym
jazykem je VHDL vyuzivany hlavné v Evropé. Pro vytvafeni verifika¢niho prostiedi se vy-
uziva jazyk SystemVerilog, ktery je nadstavbou nad Verilogem. SystemVerilog se vyuziva
jak v kombinaci s Verilogem, tak i pro verifikaci obvoda popsanych jazykem VHDL.

Preklad z popisu obvodu do FPGA nebo ASIC ¢ipu probihd v nékolika fazich. Prvi fazi
je syntéza, pri které probiha preklad z popisu daného obvodu do reprezentace komponent
and grafem. Druhou dilezitou fazi je faze place and route. V této fazi dochazi k mapovani
and grafu do cilové architektury.

Zakladem FPGA jsou registry a look up table (LUT). LUT reprezentuji n-rozmérnou
funkci y = f(zo, 21, ..., Tn—1). Defini¢ni obor jednotlivych rozméru funkce je zbytkova tiida
dvou, tedy z; € {0;1}. Obor hodnot se taktéz nachdzi ve zbytkové t¥idé dvou, tedy
y € {0;1}. LUT je hardwarové implementovdna jako mald pamét, pak lze vstup funkce
interpretovat jako adresu zgzxi...x,_1 zapsanou ve dvojkové soustavé. Vysledna hodnota y
je binarni hodnota ulozena na dané adrese. Kombinaci paralelniho a sériového zapojeni lze z
vice LUT vytvorit témér libovolné funkce. Obvod se také sklada z registri, které jsou umis-
tény mezi LUT a slouzi k ulozeni mezivysledku. Pomoci registri se zkracuji kritické cesty,
které zhorsuji ¢asovani obvodu. Potieba primyslu dosla do bodu, kdy jiz nestaci pouzivat
v FPGA pouze registry a LUT. Obvody sestavené pouze z téchto komponent by zabiraly
prilis mnoho zdroju a nevesly by se do FPGA, nebo by nebyly schopné splnit ¢asovani.
Proto se v dnesni dobé integruji do FPGA RAM paméti, DSP procesory, posuvné registry,
a jiné komponenty.
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8.2 Navrh

Pro implementaci jsem vyuzil jazyk VHDI-2008. Tento jazyk jsem zvolil, protoze umoziuje
vytvaret pole, jejichz velikost je specifikovana generickymi parametry v entité. Moznost
pracovat s poli usetii pfi implementaci nemalo ¢asu. Nebylo potieba nékteré vstupy do entit
serializovat a nasledné deserializovat. Navrh systému je vyobrazen na obrazku 8.2. Snazil
jsem provést co mozna nejvhodnéjsi navrh pro pozdéjsi zmény. Vétsinu funkcionality jsem
proto rozdélit od entit. Systém obsahuje stavovy stroj zobrazeny na obrazku 8.1. V modulu
type.vhd je implementovan datovy typ. Jsou zde implementovany operace sc¢itani, od¢itani,
nésobeni, a déleni. Hodnoty potfebné pro integrovani se ukladaji do paméti. Zajimavym
vylepsenim by bylo sloucit komponenty LIM, FCE, a integrator. Z téchto komponent je
v jeden casovy okamzik vzdy pouzita jenom jedna. Komponenty lze sloucit a jednotlivé
funkce vykonavat mikrokédem.

Vypocet zacne prechodem do stavu S _INIT. Néasledné se systém dostane do stavu
S _INIT DIM, ve kterém se inicializuji vSechny trovné integralu. Dojde k inicializaci hod-
not x a x__end. Ve stavu se pomoci komponenty LIM inicializuji meze na zacatku vypoctu
aktudlni trovné integralu. Nasleduje piechod do stavu S INT DOWN, kde se hodnota =
ulozi do proménné z_ save. V tomto stavu se rozhoduje, zda se bude pocitat nizsi integral
nebo dojde k vy¢isleni funkce. Ve stavu S FCFE se vycisluje nejnizsi integrovana funkce. Ze
stavu se prechazi do stavu S_INT _UP po dokonceni vycisleni funkce. ve stavu S__INT _UP
se rozhodne podle proménnych do kterého stavu se prechézi. Nejcastéji se prechézi do stavu
S _ADD X DIF, ve kterém se pricte k x hodnota diferen¢niho kroku. Pro pfechod do stavu
S__Integrate, musi byt jiz spocitano potiebny pocet derivaci. Ve stavu dojde k numerické in-
tegraci pomoci komponenty Integrator. Ve stavu S__ADD X INT dojde k posuvu hodnoty
x o integrac¢ni krok. Ve stavu S_ADD X INT dochazi k rozhodnuti zda se mé pocitat
nizsi integral nebo dojde k ukonceni vypoctu stavajictho integralu a prechodu do stavu
S _INT UP. K tomuto prechodu dojde, pokud x = z_end. K ukonceni vypoctu dojde,
pokud ve stavu S INT UP je nastavena hodnota ulozend v konstanté dim. Konstanta
dim predstavuje pocet dimenzi v integralu.

Obrazek 8.1: Stavovy automat system
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Implementace integrac¢niho systému obsahuje nékolik komponent. Komponenty CONT-
ROL FSM a MEM nejsou implementovany jako podkomponenty. Komponenta CONTROL
FSM 1di cely chod integrovaciho systému. Komponenta LIM se stard o vypocitani krajnich
hodnot integralu. V komponenté miize byt implementovan vypocet funkce. Komponenta
ARITHMETIC slouzi k pric¢itani krokt k hodnoté z. Komponenta INTEGRATOR imple-
mentuje integrovani pomoci Taylorova rozvoje. Posledni komponentou je FCE, ktera slouzi
k implementaci primitivn{ funkce. Pro kazdy specificky integrél je potreba zménit hodnotu
konstanty dimension a implementaci podkomponenty LIM a podkomponenty FCE.

CONTROL |,
FSM

LIM Arithmetic Integrator fce

Mem <

Obrazek 8.2: system.vhd

Rozhrani komponent LIM FCE a jak maji komunikovat s okolnim prostredim.

8.3 Datovy typ

Velikost datového typu lze zménit v souboru type vivado.vhd pro preklad a v souboru
type__sim.vhd pro simulaci. Pro jednoduchost implementace jsem zvolil datovy typ s pev-
nou desetinnou ¢arkou. Vsechny ostatni moduly vyuzivaji s¢itacku, od¢itacku, ndsobicku, a
délicku z tohoto modulu. Je tedy jednoduché zménit datovy typ. Staci zménit implementaci
v modulu type.vhd a cely systém bude pouzivat po prekladu novy datovy typ. Implemento-
vany datovy typ s pevnou desetinnou ¢arkou méa nékolik parametri, kterymi je mozné ménit
velikosti jednotlivych c¢asti datového typu. Prvnim parametrem je my_ type_size, ktery ur-
¢uje celkovy pocet platnych ¢islic ve dvojkové soustavé. Druhym dilezitym parametrem je
my__type__decimal__point, ktery urcuje pocet platnych cislic za desetinnou ¢arkou.

Kazdé z jednotek mé stejné rozhrani. Rozhrani zobrazené niZe je rozhranim séitacky.
Prvnimi dvéma vstupy jsou hodiny a reset. Pro funkci obvodu musi byt reset nastaven do
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nuly. Rozhrani obsahuje jednoduchy komunikacni protokol nachézejici se na vstupu a vy-
stupu obvodu. Komunikacni protokol obsahuje dva signdly SRC__RDY a DST__RDY.
SRC__RDY predstavuje pripravenost zdroje predat data, a DST__RDY predstavuje pri-
pravenost cile prebrat data. Hodnoty jsou aktivni v jednic¢ce. K predanim hodnot dojde,
pokud jsou obé hodnoty nastaveny v jednicce. Vypocet probiha ve tfech krocich.

1. Pfedani vstupu (IN_SRC_RDY =1’ a IN_DST_ RDY ="1")
2. Vypocet
3. Predéani vystupu (OUT_SRC_RDY ="1"a OUT_DST_RDY ="1’)

Ze vsech ¢tyr jednotek je sestavena jedna jednotka arithmetic, kterd dokaze provadét
vzdy jednu ze ¢tyfech operaci. Navic ma pouze vstup urcujici operaci, jinak jeji rozhrani
ma totozné chovani s rozhranim jednotek pro provadéni operaci.

library ieee;

use ieee.std_logic_1164. all;
use ieee.numeric_std. all;
use work.type_pack.all;

entity add is

port (

CLK : in  std_logic;
RESET : in  std_logic;
IN SRC RDY : in  std_logic;
IN_DST RDY : out std__logic;
IN DATA 1 : in my_ type;

IN DATA 2 : in my_ type;
OUT SRC RDY : out std_logic;
OUT DST RDY : in  std_logic;
OUT_DATA : out my_type);

end entity add;

8.3.1 Scitani a odéitani
Scitani a odéitani je implementovano vestavénym algoritmem pro klasicky celoé¢iselny typ.
Zde se nemusi tvorit specialni tipravy pro datovy typ s pevnou desetinnou ¢arkou. Vysle-

dek je v taktu, ve kterém jsou data privedena na vstup obvodu. Jedna se tedy pouze o
kombinac¢ni logiku bez registri.

8.3.2 Nasobeni

Pro nédsobeni jsem zvolil Boothuv algoritmus nésobeni s radixem 2 [1]. Boothuv algorit-
mus je zaloZen na dil¢ich souctech a posuvech. V kazdém kroku se rozhodne podle dvou
nejvyznamnéjsich bita zda se bude néasobitel pri¢itat, od¢itat nebo se prictou samé nuly.
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Operace jsou zobrazeny v tabulce 8.1. Na konci kroku se vysledek vzdy posune jeden bit
doleva. Algoritmus nasobeni produkuje vysledek na n = ny + ns bitech, kde n; a ns je ve-
likost vstupti. Pro uchovani velikosti aritmetiky je vysledek vzdy ofiznut. Ofiznuti probiha
s ohledem na pozici fadové ¢arky, kterd se po nasobeni také posune na pozici k = k1 + ko,
kde k1 a ko jsou pozice fadovych ¢arek ve vstupech.

bob_1 | akce

00 nic

01 pri¢ti nasobitele
10 odecCti nasobitele
11 nic

Tabulka 8.1: Rozhodovaci tabulka nésobeni [15]

Tabulka 8.2 zobrazuje ukazku nasobeni dvou ¢isel s desetinnou ¢arkou (010.0)2 = (2)10
a (001.1)2 = (1.5)10. Jako nasobence pouzijeme ¢islo (001.1). Na konec ndsobence je potieba
pridat ¢islo nula. Vysledkem je ¢islo (011.0)2 = (3)10

iterace | akce .bg b_q
1 10 - odcitani 0000 | 0011

1 0100

1 1100 | 0011 | O
1 posun 1110 | 0001 | 1
2 11 - nic 1110 | 0001 | 1
2 posun 1111 | 0000 | 1
3 01 - pric¢itani | 1111 | 0000 | 1
3 0100 1
3 0011 | 0000 | 1
3 posun 0001 | 1000 | O
4 00 - nic 0001 | 1000 | O
4 posun 0000 | 1100 | O
- pripséni ¢arky | 0000 | 11.00 | O

Tabulka 8.2: Nasobeni

8.3.3 Déleni

Pro implementaci déleni jsem vyuzil algoritmus SRT popsany v publikacich [3], a [15].
Zkratka tohoto algoritmu je odvozena od iniciald jmen autorta. Algoritmus byl prezentovany
okolo roku 1995. Algoritmus SRT byl prvnim prezentovanym algoritmem, ktery dokazal
pocitat se zapornymi ¢isly. U algoritmii objevenych drive bylo nutné algoritmus provadeét
nad ¢isly s absolutni hodnotou. Po skonceni vypocétu bylo nasledné upraveno znaménko
vysledku.

SRT déleni pouziva ¢isla v plovouci radové Carce, proto je nutné zajistit prevod. Pro
deélitel D musi platit 0.5 < |D| < 1. Dale pro délenec R musi platit R < |D|. Algoritmus
se rozhoduje podle tabulky a trech nejvyssich biti pribézného zbytku. Sofistikovanéjsi
verze algoritmu vyuzivaji k rozhodovani vice bit pribézného zbytku. V kazdé iteraci se
rozhoduje zda se délitel pricte, odecte, nebo se nic neprovede. Na konci kazdé iterace se
prubézny zbytek posune doleva. Potrebny pocet iteraci je urcen podle velikosti datového
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typu. Cislo v plovouci fadové ¢arce je mozné zapsat jako m x 2¢. Pokud mamé dvé &sla
a =my%2° a b= mg=*2°, pak operace déleni a/b lze vyjadrit jako my/mqx 2172, Ukazka
vypoétu déleni délence 0,01111 25 = 15 a délitele 0, 11 * 22 je v tabulce 8.4. Vysledkem je
¢islo 1 — 11 — 100 * 2572, které se pirekédovanim piepise jako 0.10100 * 23 = 5. Vysledek lze
za béhu prekddovat pomoci algoritmu popsaného v publikaci [3].

Tp’n_1Tn—2 | D >0 D>0 D<O0 D<O0
Bit podilu | operace | bit podilu | operace
000 0 nic 0 nic
111 0 nic 0 nic
001 1 -d -1 +d
010 1 -d -1 +d
011 1 -d -1 +d
101 -1 +d 1 -d
110 -1 +d 1 -d
111 -1 +d 1 -d
Tabulka 8.3: Rozhodovaci tabulka déleni [15]
iterace | akce Tln—1"n—2 doplnéni | vysledek
0 vytvoreni ¢isla 15 0.01 | 111 | 00000
1 001 - odcitani 0.01 | 111 | 00000 1
1 -3 (1.01) 0.11 | 000
1 1.10 | 111 | 00000
1 posun 1.01 | 110 | 0000x
2 101 - pric¢itani 1.01 | 110 | 0000x -1
2 +3 (0.11) 0.11 | 000
2 0.00 | 110 | 0000x
2 posun 0.01 | 100 | 000xx
3 001 - odcitani 0.01 | 100 | 000xx 1
3 -3 (1.01) 0.11 | 000
3 1.10 | 100 | 000xx
3 posun 1.01 | 000 | 00xxx
4 101 - pric¢itani 1.01 | 000 | 00xxx -1
4 +3 (0.11) 0.11 | 000
4 0.00 | 000 | 00xxx
4 posun 0.00 | 000 | Oxxxx
5 000 - nic 0.00 | 000 | Oxxxx 0
) posun 0.00 | 000 | xxxxx
) 000 - nic 0.00 | 000 | xxxxx 0
6 zbytek = 0 0.00 | 000 | xxxxx

Tabulka 8.4: déleni
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8.4 Integrator

Komponenta slouzi k aproximaci pristi hodnoty integralu z hodnot funkce pomoci Taylorova
polynomu. Jednotka obsahuje nékolik jednotek arithmetic umoznujicich séitani, odéitani,
nasobeni a déleni. Pocet jednotek je zavisly na poctu pocitanych derivaci. Jednotky pra-
cuji paralelné podle tabulky 4.1. Operace v tabulce 4.2 se provadi jiz sekvencné. Vypocet
koeficientu k; = hf—il je provadén sekvenéné po ukonceni vypoctu zobrazeného v tabulce
4.2. Pokud by vypocet probihal paralelné s vypoctem z tabulky 4.2. Na integrovani by bylo
potieba asi o % kratsi dobu.

V komponenté je jednodussi protokol pro predédvani vstupnich a vystupnich hodnot, jako
v komponentach LIM, FCE. komponenta obsahuje dva signaly. Signal WORKIGN pokud
je v jednicce, tak komponenta integruje. Po nastaveni signalu do nuly je mozné prebrat si
vysledek na vystupu INTEGRAL. Pro start integrovani je nutné aby komponenta nepraco-
vala a tedy méla signdl WORKIGN nastaven do nuly. Po vloZeni dat na vstup derivaci a
pocatecni hodnoty je nutné pro start integrace nastavit signal START do jednicky. V na-
sledujicim taktu nastavit signal START do nuly. V témze taktu dojde k nastaveni signdlu
WORKING do logické jednicky. Obrazek 8.3 zobrazuje integrdtor integrujici pomoci péti

derivaci. Ctyfi jednotky arithmetic 0-3 aproximuji jednotlivé derivace f'~%(z). Jednotka
step_intit!

arithmetic alu 2 slouzi k vytvoreni koeficienti k; = = fep difT

| |

Arithmetic Arithmetic
0-3 alu 2

h

registrs

Obréazek 8.3: integrator.vhd

8.5 Pamét

Vv

aktualni pozici hodnotu proménnych. Proménnéd z_save slouzi k ukladani hodnot x pri
vypoctu derivaci. Na konci integrovani je k hodnoté ulozené v proménné z_save pri¢ten
integracni krok. Vysledek je ulozen zpatky do proménné z. Proménné z end urcuje konec
integrace. Pokud z; >= x_ end; pak dojde k ukonceni vypoctu dané trovné integralu.
Proménné step_int resp. step_ dif urcuji velikost integrac¢niho resp. derivac¢niho kroku v
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kazdé trovni integralu. Proménna y wval uklada mezivysledky jednotlivych trovni integralu.
Proménné dim uréuje aktudlné pocitanou troven integralu. Nakonec proménnd der urcuje
aktualné pocitanou derivaci pro jednotlivé tirovné integralu.

signal step_int : arr_my_ type(0 to dimension —1);
signal step_dif : arr_my_ type(0 to dimension —1);
signal x : arr_my_type(0 to dimension —1);
signal x_save : arr_my_type(0 to dimension —1);
signal x_end : arr_my_type(0 to dimension —1);

I

//vysledky jednotlivych podintegralu
type t_val is array (0 to dimension) of arr_my type(0 to derivation —1);
signal y_val : t_val;

//aktualne pocitany podintegral

signal dim : unsigned(log2(dimension+1)—1 downto 0);

//derivace v jednotlivych integralech

type t_der is array(0 to dimension) of unsigned(log2(derivation)—1 downto
signal der : t_der;

8.6 Vytvoreni systému pocitajici specificky integral

Pro vytvoreni systému fesictho specialni integral je nutné nastavit konstantu dimension
urcujici rozmér integralu. Dale je nutné zménit implementaci komponentdm LIM a FCE.
Komponenta LIM zajistuje vypocet horni a dolni meze jednotlivych trovni integrala. Kom-
ponenta FCE se stard a vypocet zadané funkce v integralu. Komponenty jenom musi do-
drzovat rozhrani. Preddvani vstupu a vystupu probihd stejné jako u datového typu. Na
zaCatku i na konci vypoctu se parametry prebiraji pomoci dvojice signalu DST RDY a
SRC _RDY. Podle toho, zda se jednd o komunikaci na zac¢atku resp. na konci, maji signaly
predponu IN resp. OUT. Signal X prestavuje aktualni hodnotu proménné Z. Nékdy také
reprezentované, jako xo = x, x1 = y, 2 = 2z, a dalsi. Tyto signaly jsou spolecné pro obé
komponenty.

Komponenta LIM obsahuje navic signaly DIM, X START, a X END. Signal DIM
slouzi k urceni pro kterou uroven integralu se bude pocitat horni a dolni mez. Vystupni
signdl X START je horni mezi aktualni irovné integralu. Nakonec vystupni signal X_ END
je dolni mezi aktudlni drovné integralu.

Komponenta FCFE obsahuje navic vystupni signal OUT _DATA. Hodnota tohoto signdlu
je na konci vypoc¢tu nastavena na hodnotu integrované funkce pro proménou & predanou
signdlem X.
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entity lim is

generic (
DIMENSION : integer
);
port (
CLK : in  std_logic;
RESET : in  std_logic;
IN _SRC RDY : in  std_logic;
IN DST RDY : out std__logic;
X : in arr_my_type(0 to DIMENSION-—1);
DIM : in unsigned (log2 (DIMENSION) downto 0);
OUT SRC RDY : out std_logic;
OUT _DST RDY : in  std_logic;
X START : out my_type;
X END : out my_ type
);

end entity lim;

entity fce is
generic (
DIMENSION : integer

);
port (
CLK : in  std_logic;
RESET : in  std_logic;
IN SRC RDY : in  std_logic;
IN DST RDY : out std_logic;
X : in  arr_my_type(0 to DIMENSION—-1);
OUT _SRC RDY : out std_logic;
OUT DST RDY : in  std_logic;
OUT_DATA : out my_type);

end entity fce;
Pro piiklad jsem ve zdrojovém kédu system.vhd zvolil implementovat integral (8.1).

Kéd komponent LIM a FCE je zobrazen v ptiloze. V tomto pfipadé je hodnota konstanty

dimension nastavena na hodnotu 2.
10 (10
/ / 2 dxdy (8.1)
1 1
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8.7 Simulace a preklad

Simulace se spousti v adresafi vhdl/sim piikazem vsim -do vhdl.fdo. Simulace se spusti s
predefinovanym problémem. Nepresnost vysledku v simulaci je zplisobena malou presnosti

zadané inverzni matice.
10 (10
/ / z2dxdy
1 1

Preklad se spousti v adresari vhdl/synth prikazem make. Dulezitym vystupem jsou
dva soubory synth.tim a synth.util. V prvnim souboru se nachézi souhrn o c¢asovani. V
druhém vystupu se nachazi souhrn o zabranych zdrojich na pouzitém c¢ipu. Nevyhodou mé
implementace je velka spotifeba zdrojui modulu DIV. Modul spotiebovava nejvice zdroju
pri prevodu z datového typu s pevnou radovou ¢arkou na datovy typ s pohyblivou radovou
c¢arkou. Tento problém jsem castecné vytesil prevodem ve vice hodinovych taktech, ale
modul mé stéle velky vliv na pocet zabranych LUT jednotek. Problém je vice patrny pfi
vétsich datovych typech. Datovy typ v hardwaru uvadim jako x/y, kde  predstavuje celkovy
pocet bitld a y pocet bith za desetinnou ¢arkou. Jak je vidét pri zvétseni datového typu
enormné narusta pocet zdroju, tento jev je nutné pro budouci pouziti odstranit. Snizeni
naroc¢nosti na pocet LUT je zavedenim postupného scitdni. V tabulce je zobrazen pripad,
kdy se jiz obvod nevleze do malého ¢ipu a potfebuje 4-krat vice LUT jednotek. Hodnota
LUT 2 v tabulce 8.5 vznikla odstranénim nékterych délicek z ndvrhu. Odstranéni délicek
bylo mozné prevodem operace déleni na operaci nasobeni. Doslo k nahrazeni konstanty
to__my__type(I+2) konstantou to__my_ type(1.0/(1+2)).

Cip Datavy | velikost | LUT (%) registry(%) | LUT 2 (%)
typ matice
XCTKT0tbg676-2 | 64/43 1| 24240 (59%) | 7932(9%) | 11312(27%)
XCTRT0tbg676-2 | 128/64 4| 54221 (132%) | 14622(18%) | 19015(46%)
XCTKT0tbg676-2 | 256/128 | 4 | 121668(296%) | 28872(35%) | 52773(128%)
XCTK70tbg676-2 | 64/43 5| 28318 (69%) | 8624 (11%) | 12169(20%)
XCTRT0tbg676-2 | 128/64 5| 64100 (156%) | 11312(15%) | 20832(50%)
xc7k70tfbg676-2 | 256/128 5 142428(347%) | 31758(38%) | 56410(137%)
xc7k70tfbg676-2 | 64/48 7 8505(10%) 13831(33%)
xc7k70tfbg676-2 | 128//64 7 16715(20%) | 27005(65%)
xc7k70tfbg676-2 | 256/128 7 32942(40%) | 62898(153%)

Tabulka 8.5: Tabulka spotieby zdroju HW implementace
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8.8 Zrychleni

V poslednim experimentu méfim zrychleni oproti softwarové implementaci. U softwarové
implementace je potfebny cas zméfen pomoci funkce clock. U hardwarové implementace
je potrebny cas zméfen pomoci kombinace prekladu a simulace. Pti prekladu jsem zjistil
mozné nastaveni hodinového signdlu. Nasledné jsem v simulaci nastaven hodinovy signal
tak aby odpovidal hodinovému signalu z pirekladu. Vysledny c¢as je urcen simula¢nim ¢asem,
kdy je ukoncéena prace obvodu. Pro tcely testu byl zvolen integral.

10 10
/ / 2?dzdy = 2997
1 1

Pro tento test jsem zvolil integrac¢ni krok 1.0 a deriva¢ni krok 0.125. V tabulce je zobrazena
rychlost v softwaru a hardwaru.

SW sw typ HW hw typ
0.000695s | double 0.003s | 64/48
0.004530s | gmp-256 | 0.014s | 256/128

Tabulka 8.6: Tabulka ¢asu SW a HW implementace
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Kapitola 9
Zaver

V této diplomové praci je popsan princip vyuziti Taylorovy fady pro vypocet integralu
vyssich r4dh s prostorovou proménnou. Byly navrzeny dva systémy pro vypocet integrali:
softwarovy a hardwarovy. Hardwarova varianta je daleko méné presna diky prevodu inverzni
matice z vestavéného datového typu real ve VHDL. To je zejména patrné na vysledcich. Pro
presnou matici by vysledky odpovidaly presnosti softwarové implementaci. Prace uvadi dale
také nékolik moznosti paralelizace Taylorovy fady pro vypocet vicenasobnych integrald. Pii
navrhu obou architektur jsem dbal na modularitu a jednoduchou rozsititelnost.

Bylo provedeno velké mnozstvi experimenti, ve kterych bylo dokazano, ze Taylorova
metoda je velice presnd. Pro integrovani funkci s poctem derivaci mensim nez je pocet
pocitanych derivaci je metoda absolutné presna. Vypocet je efektivnéjsi s vysokym poctem
derivaci a velkym krokem. Oba systémy umoznuji vypocet rtiznych vicendsobnych integrali
pro prostorové proménné.

Budoucim vylepsenim miize byt prechod od datového typu s pevnou radovou c¢arkou k
datovému typu s plovouci radovou ¢arkou. U obou variant lze vyuzit Boothovo prekédovani.
Zajimavou zménou by bylo, kdyby se vypocet funkce provadél paralelné pro vsechny uzlové
body. Paralelné by se mély pocitat jen funkce, které jsou potiebné pro krok integratoru.
Déle by se implementace integratoru, funkce a vypocet limit presunul do mikrokédu. Nad
stejnou jednotkou by se vykonavalo integrovani, vypocet funkci a vypocet limit jednotlivych
drovni integralu. Vylepseni by se usettil vyuzity prostor na ¢ipu.
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Priloha A

Ukazka definovani problému

26 Y .2
/ x—dwdy
10 Jo Y

N Y,
//PROBLEM int int (x"2/y) from 0 to y dx from 1 to 100 dy

[ILTTTEEETT T T i i r il rririlrrilly
//prozatim jenom sinus potom opravit na neco lepsiho
#define PROBLEM 4 DIM 2

//

static long double problem_ 4 step_ diff []
static long double problem_4_ step_int []

0—x 1—y
0.5L, 0.5L};
2.0, 2.0};

{
{

#define PROBLEM_4 CONST_SIZE 4
static long double problem_4_ const|[] = {0.0L, 10.0L, 26.0L, 3.0L};

//array of instruction for function

static int_equation_prog problem_4 fce[]= {

//start

{INT_EQ INSTRUCTION START , 2, 0, 0}, //get elements on stack
{INT_EQ_INSTRUCTION X TO LOC, 0, 0, 0}, //load actual x
{INT_EQ INSTRUCTION MUL , 0, 0, 0}, // tmp[0] = x"2
(INT_EQ INSTRUCTION X TO LOC, 1, 1, 0}, // tmp[1] =y

//end retun value save in data[0]

{INT_EQ_INSTRUCTION_DIV , 0, 0, 1}, // x"2/y tmp[0] = tmp[0]/tmp]1]
{INT_EQ_INSTRUCTION_RETURN, 0, 0, 0}

¥

//array of function definition start and end of integral x

static int__equation_prog int_4_step_0[]= {

//start

{INT_EQ_INSTRUCTION_START , 1, 0, 0},

//setup start x

{INT_EQ_INSTRUCTION_CONST TO _LOC, 0, 0, 0}, //load 0.0L from const[0]
(INT_EQ INSTRUCTION LOC TO X, 0, 0, 0}, /] to x 0
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//setup end x

{INT EQ INSTRUCTION X TO LOC, 0, 1, 0}, //load Y
{INT_EQ_INSTRUCTION_LOC_TO_XEND, 0, 0, 0}, // to x end 0
//end

{INT_EQ INSTRUCTION RETURN, 0, 0, 0}

b

//array of function definition start and end of integral y
static int__equation_prog int_4_step_1[]= {

//start

{INT EQ INSTRUCTION START , 1, 0, 0},

//setup start x

{INT_EQ_INSTRUCTION_CONST TO LOC, 0, 1, 0}, // load 1.0L from const[1]
{INT_EQ_INSTRUCTION_LOC TO X, 1, 0, 0}, // to x_1

//setup end x

{INT_EQ INSTRUCTION CONST TO LOC, 0, 2, 0}, // load from const [2]
{INT_EQ_INSTRUCTION_ILOC_TO XEND, 1, 0, 0}, // to x_end_ 1

//end

{INT_EQ_INSTRUCTION_RETURN, 0, 0, 0}

}s

//problem int (int(sin(x))dx)dy;
bool problems_ 4 init(t_problem % init){

//setup num of dimensions

init —>dim = PROBLEM 4 DIM;

//create function

init —>fce = problem_4_fce;

// create equention for creating inegral border for every sub integral

init —int__start = malloc(sizeof (void=*)*x PROBLEM 4 DIM);
init —int_start [0] = int_4_step_0;
init —int_start [1] = int_4 step_1;

//create space for x, step_dif and step int

init —>x = malloc(sizeof (int__variable) x PROBLEM 4 DIM);
init —>x_end = malloc(sizeof (int__variable) x PROBLEM 4 DIM);
init —>step__diff = malloc(sizeof(int_variable) x PROBLEM 4 DIM);
init —>step_int = malloc(sizeof(int_variable) % PROBLEM 4 DIM);

//init memory

int__variable_arr_init(init-—>x , PROBLEM_4 DIM)
int__variable__arr_init (init—>x_end , PROBLEM_4 DIM) ;
int__variable_arr_init(init —>step_ diff , PROBLEM 4 DIM);
int__variable_ arr_init(init—>step_int , PROBLEM 4 DIM)

//setup variable

for (int i = 0; i < PROBLEM 4 DIM; i++){
int__variable_create(init —>step__diff + i, problem_ 4 _ step_diff[i]
int__variable_create(init —>step_int + i, problem_4_ step_int[i])

9

)
)
9
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}

//if coumputing need some constants

init —>constants = malloc(sizeof(int__variable) % PROBLEM 4 CONST SIZE);
int__variable_arr_init(init —constants , PROBLEM 4 CONST SIZE);

for(int i = 0; i < PROBLEM 4 CONST SIZE; i++){

int variable create(init—>constants + i, problem 4 const[i]);

}

return true;

}
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Priloha B

HW implementace LIM a FCE

library ieee;

use ieee.std_logic_1164.all;
use ieee.numeric_std. all;

use work.math_pack. all;

use work.type_pack. all;

use work.integrator_pack. all;

entity lim is

generic (

DIMENSION : integer

);

port (

CLK : in  std_logic;

RESET : in  std_logic;

IN SRC RDY : in  std_logic;

IN DST RDY : out std_logic;

X : in arr_my_type(0 to DIMENSION—1);
DIM : in unsigned (log2 (DIMENSION) downto 0);
OUT _SRC _RDY : out std_logic;

OUT DST RDY : in  std_logic;

X _START : out my_ type;

X END : out my_ type

);

end entity lim;

architecture FULL of lim is
begin
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—no limit for DIM
IN_DST RDY <= OUT DST RDY;
OUT_SRC _RDY <= IN_SRC_RDY;

X _START <= to_my_type(1.0);
X END <= to_my_ type(10.0)

)

end architecture FULL;
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library ieee;

use ieee.std_logic_1164.all;
use ieee.numeric_std. all;

use work.type_pack. all;

use work.math_pack. all;

use work.integrator_pack.all;

entity pow2 is
generic (

DIMENSION : integer

E

port (

CLK in std_logic;

RESET in std_logic;

IN_SRC_RDY in std_logic;

IN DST RDY out std_logic;

X in arr_my_type(0 to DIMENSION-1);
OUT SRC RDY out std_logic;

OUT DST RDY in std_logic;

OUT _DATA out my_type);

end entity pow2;

architecture FULL of pow2 is
type t_fsm is (S_STOP, S MUL_START, S MUL, S _WAIT);

signal fsm : t_fsm

signal fsm_ next

signal alu_op

:= S _STOP;
t_ fsm;

std_logic_vector (1 downto 0);

signal alu_in_src_rdy : std__logic;
signal alu_in_dst_rdy : std__logic;
signal alu_in_data_1 : my_ type;
signal alu_in_data_2 : my_ type;
signal alu_out_src_rdy : std_logic;
signal alu_out_dst_rdy : std_logic;
signal alu_out_ data : my_type;
signal sig_set_out std__logic;
signal sig_set_in std__logic;
signal x_in my_ type;
signal reg_out my_ type;

begin
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PROC FSM : process (CLK)
begin

if (CLK = ’1’ and CLK’event) then

if (RESET = ’1’) then
fsm <= S_STOP;

else

fsm <= fsm_ next;

end if;

end if;

end process;

PROC_FSM._NEXT : process(all)
begin

fsm_next <= fsm;

case fsm is

when S STOP =>

if (IN.SRC_RDY = ’1’) then
fsm next <= S MUL START;

end if;

when S MUL START =>

if (alu_in_dst_rdy = ’1’) then
fsm_next <= S _MUL;
end if;

when S MUL =>

if (alu_out_src_rdy = ’1’) then
fsm_next <= S _WAIT;
end if;

when S WAIT =>

if (OUT_DST RDY = ’'1’) then
fsm next <= S STOP;

end if;

end case;

end process;

PROC FSM OUT : process(all)
begin

IN_DST RDY <= '07;

OUT_SRC _RDY <= 07
sig_set_out <= ’'0’;
sig_set_in <= '07;
alu_in_src_rdy <= ’'07;

case fsm is
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when S STOP =>
IN_DST RDY <= ’17;
sig_set_in <= ’'17;

when S MUL_START =>

alu_in_src_rdy <= ’17;
alu_op <= "10";
alu_in_data_1 <= x_in;
alu_in_data_2 <= x_in;

when S MUL =>
sig_set_out <= ’'17;
when S WAIT =>

OUT SRC RDY <= '1°7;

end case;
end process;

REG : process (CLK)

begin

if (CLK = ’1’ and CLK’event) then
if (sig_set_out = ’'1’) then
reg_out <= alu_out_data;

end if;

if (IN_SRC_RDY <= ’'1’ and sig_set_in = ’'1’) then
x_in <= X(0);

end if;

end if;

end process;

ALU : entity work.aritmetic

port map(

CLK => CLK,

RESET => RESET,

opP => alu_op,

IN SRC RDY => alu_in_src_rdy,
IN _DST RDY => alu_in_dst_rdy,
IN DATA 1 => alu_in data 1,
IN DATA 2 => alu_in_data_ 2,
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=> alu_out_src_rdy,

OUT SRC RDY
OUT DST RDY => alu_out_dst_rdy,
OUT DATA => alu_ out data

)i

alu_out_dst_rdy <= ’17;

OUT_DATA <= reg_out;
end architecture FULL;
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Priloha C

Obsah CD

latex - Zdrojové soubory této prace ve formatu INTEX

e src - zdrojové soubory integratoru v SW verzi

vhdl - zdrojové soubory integratoru v HW verzi

text této prace ve formatu PDF
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