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Abstrakt

Praca sa zameriava na rieSenie obycajnych diferencidlnych rovnic (ODR) a sustav obycaj-
nych diferencidlnych rovnic. Citatel je najskor obozndmeny s numerickym rieSenim dife-
rencialnych rovnic jednotlivymi metédami a porovnanim vysledkov, chyb medzi nimi a ich
stability. Dalej je ukézané rieSenie ststavy jednoduchych linedrnych rovnic jednotlivymi
metdédami a opéf porovnanie vysledkov, chyb metéd a ich stability a v zavere je ukdzané
riesnie ststav nelinedrnych obycajnych diferencidlnych rovnic Taylorovou radou a vstava-
nych funkcii MATLABU | porovnanie chyb medzi nimi a porovnanie ¢asovej naroc¢nosti
met6d. Dalej bude ukézany obvod, ktory je zloZeny zo 100 malych obvodov, ktoré budi po-
pisané diferencidlnymi rovnicami a vypocitané metédami a porovnanie ¢asovej narocnosti
ako u nelinedrnych rovnic. V poslednej ¢asti bude ukazané dalsie vyuzitie diferencidlnych
rovnic a to pre popis pohybu kyvadla.

Abstract

Work is focusing on solution of ordinary differential equations and systems of ordinary
differential equations. Firstly, reader is informed with numerical solution of differential
equations with each method and comparing results, errors between them and their stability.
Next is shown of solution of systems of ordinary differential linear equations with each
methods and comparing results, errors between them and their stability and in conclusion ,
there is showed solution of system of non linear ordinary differential equations with Taylor
series and built-in functions of MATLAB |, comparing error between them and comparing
time requirement between them. In next part, there is shown circuit created from 100 small
circuits, which will be described with differential equations and solved with method and
compared time requirement between them like with non linear equations. In the last part,
there will be shown another usage of differential equations and that will be for movement
of pendulum.
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Kapitola 1

Uvod

Cielom tejto prace je navrhnif metodu vyssieho rddu pre numericky vypocet linedrnch a
kvadratickych ststav obycajnych diferencidlnych rovnic a implementovat tito metédu v
softwarovom prostredi MATLAB a porovnat efektivitu tejto metédy s bezne pouzivanymi
metodami.

V kapitole 2 sa zoznamime so zakladmi diferencialnych rovnic a popiseme si jednotlivé
jednokrokové metddy pre ich riesenie. Predstavime si najcastejsie pouzivané metody ako st
Eulerova metoda, Taylorova rada a metoda Runge-Kutta.

V kapitole 3 si uvedieme jednoduchu diferencidlnu rovnicu, ktorda popisuje nabijanie
kondenzatoru v RC obvode a odvodime si analytické riesenie. Rovnicu, ktord popisuje RC
obvod si zaroven vypocitame jednotliviymi metédami, ktoré budd implementované v SW
prostredi MATLAB a na vysledkoch a grafoch porovname presnost a efektivitu jednolivych
metod.

V kapitole 4 si predstavime nieco zlozitejsie a to je RLC obvod, pre ktory si odvo-
dime uz sustavu diferencialnych rovnic. Ukazeme si analyticky vypocet rovnice a opét si
vypocitame sustavu jednotlivymi metédami implementovanymi v prostredi MATLAB a
porovname presnost a efektivitu metdd na vysledkoch a grafoch.

V kapitole 5 si predstavime sustavu nelinearnych rovnic, povieme si nieco o stiff sys-
témoch a ODE solveroch a vypotitame si sistavu nelinedrnych rovnic Taylorovou radou a
porovnanie vysledkov Taylorovej rady s ODE solvermi a porovname ¢asy vypoctov jednot-
livych metod.

V kapitole 6 si ukdzeme, ¢o sa vznikne zloZzenim 100 RLC obvodov, popiseme si to,
vypocitame Taylorovu radou, ODE solvermi a opat porovname casy jednotlivych metod.

Kapitola 7 ndm povie nieco o matematickom kyvadle a popise pohybu kyvadla diferen-
cidlnymi rovnicami.

V zaverecnej kapitole si zhrnemie vSetky naimplementované c¢asti prace do jednoduchej
aplikédcie s roznymi moznostami vypocétu ODR metédami a vykreslovanie grafov.



Kapitola 2

Obycajné diferencialne rovnice

Diferencialne rovnice maju Siroky rozsah praktického vyuztia vo véicsine vedeckych oborov.
Najviac st uplatnené v matematike a fyzike, kde je pomocou nich definovand vacsina fy-
zikdlnych zakonov. Diferencidlne rovnice su taktiez jednou z moznosti ako popisat a riesit
elektronické obvody. V tejto praci bude pouzity diferencidlny vypocet k popisu a rieseniu
RC a RLC obvodu a dalsich rovnic.

Diferencidlnu rovnicu definujeme ako rovnicu, v ktorej sa nezndma funckia nachadza v
derivacii. M6zeme ju opisat ako matematicki rovnicu derivacie funkcie jednej alebo viace-
rych premennych. Z toho vychadza delenie diferenidlnych rovnic na obycajné diferencidlne
rovnice a parcidlne diferencidlne rovnice. Ak funkcia, ktori hladdame, je funkciou jednej pre-
mennej, jedna sa o obyc¢ajnui diferencidlnu rovnicu. V pripade, ze je funkcia, ktort hladame,
funkciou viac premennych, nazyvame ju parcidlnou diferencidlnou rovnicou. Rad diferen-
cidlneh rovnice je rdd najvyssej derivacie v nej obsiahnuty. Za rad sustavy diferencidlnych
rovnic povazujeme hodnotu najvyssej derivacie, ktord sa v stustave vyskytuje. Podla radu
byvaju diferencidlne rovnice rozdelené na diferencidlne rovnice prvého radu a diferencialne
rovnice vyssich radov.

Obycajnu diferencidlnu rovnicu n-tého radu rozumieme ako rovnicu:

F(z,y,y ,..y™) =0 (2.1)

Ak je diferencidlna rovnica rozriesena vzhladom k najvyssej derivacii, vyjadrime ju v tvare:

Fla,yy oy ) =y (2.2)
Napriklad diferencidlnu rovnicu prvého radu:

’

F(z,y,y)=0 (2.3)

je rozriesnd vzhladom v prvej derivacii:

y = f(z,y) (2.4)

Ak chceme najst rieSenie diferencidlnej rovnice, musime najst fuknckiu v danom obore
¢isel, ktory mé prislusné derivacie a vyhovuje zadanej diferencidlnej rovnici. Riesenie dife-
rencidlnej rovnice zndzornime pomocou integralnej krivky a mozeme ho rozdelit na obecné
alebo partikuldrne. Obecné riesenie chapeme ako riesenie ktoré obsahuje Iubovolnu inter-
grac¢nu konstantu. Partikularne rieSenie je také riesenie, kde kazdej integracnej konstante
obecného riesenia pridelime urcité ciselné hodnoty. Partikuldrne riesenie je mozné ziskat



analytickou metédou alebo numerickou metédou riesenia diferencidlnych rovnic. Riesenia,
ktoré nemézeme ziskat z obecného riesenia a vyskytuji sa len v niektorych bodoch oboru,
nazyvame singularnym riesenim.[6] [10]

2.1 Pociatocné ulohy

Obycajné diferencidlne rovnice prvého radu zo zadanou pociatoénou podmienkou:

Y = f(x,y),y(x0) = yo

Zakladom, z ktorého vychddza véacSina numerickych metéd rieSenia zaciatoénych tloh
je diskretizacia premenngch. Znamena to, ze priblizné riesnie sa nekonstruuje ako spojita
funkcia, ale postupne sa pre mnozinu navzajom roéznych bodov xg, (bod, v ktorom je dana
zaciato¢nd podmienka), x1, z2, ... hladaju ¢isla yo (hodnota zaciato¢nej podmieky), y1, yo, ...
, ktoré aproximuji hodnoty y(x¢),y(x1), ... presného rieSenia v bodoch siete xq, x1, .... Body
siete (uzly) nemusia byt ekvidistantné to jest vzdialenost medzi nimi, tzv. krok metddy
h; = xi41 — x; moze zavisiet na i. Pritom aproximaécia y,, presného riesenia y(x,) v bode x,,
sa pocita z hodnot priblizného riesenia v uz vypocitanych uzloch. Tymto metédam hovorime
metody diskrétnej premennej alebo diferencné metody. Metdda, ktord k tomuto rieSeniu
pouziva rekurentny vztah, v ktorom je y,+1 vyjadrena pomocou k£ hodnot yn, Yn—1, ... Yntr1—k
sa nazyva k-krokovd metéda. Ak je k = 1, hovorime o jednokrokovej metdde. [!]

2.2 Analyticky vypocet diferencialnych rovnic

Jednou z variant vypoctu diferencidlnej rovnice je analytické riesenie. Vysledkom tohoto
riesenia je funckia ¢asu, ktord sa ziska dosadenim daného ¢asu do vypocitanej rovnice. V
akomkolvek bode, v ktorom je funkcia definovand, mézeme urcit konkrétnu hodnotu. Jedna
sa z jedného pohladu o velmi presni metédu. Z iného pohladu mdzeme u mnohych tloh
zistit, Ze je nemozné tlohu vyriesit, ¢i sa jedné o velmi ¢asovo naroény vypocet. V technickej
praxi sa pre svoju zlozitost prili§ nevyzivaji, vzhladom k moznostiam dnesnej vypocetnej
technike st uprednostiiované numerické metody, ktorymi mézeme riesit Sirsi okruh danych
uloh. Analyticky rieSime obycajné diferencidlne rovnice pomocou obecnych pravidiel, ktoré
platia pre dané typy diferencidlnych rovnic. Snazime sa najst risenie v zndmom tvare. R6zne
typy rovnic sa snazime previest na linearne rovnice s konstantnymi koeficientami. Neline-
arne rovnice prevedieme na linearne, ale ich rieSime pomocou priamej integracie.

Pre predstavu zlozitosti vypoctu analytickeho riesenia diferencialnych rovnic si analyzujeme
priklad jednoduchého elektrického obvodu RC a prevedieme porovnanie s numerickym rie-
Senim.

K postaveniu rovnic riesiace obvod RC podla Obr. 2.1 pouzijeme postupne
II. Kirchhoffov zdkon, Ohmov zékon a dif. rovnicu [13]:

U=upr+uc (2.5)

up = Ri (2.6)



Obrazek 2.1: RC obvod

, 1
= — 2.

Do rovnice (2.5) dosadime rovnicu (2.6) a dostaneme

U= Ri+ uc (2.8)
Z rovnice (2.7) vyjadrime i = u,C' a dosadime do (2.8)

U = RCug + uc (2.9)
Riesme nehomogénnu diferencialnu rovnicu prvého radu
Tup +uc = U, (2.10)
kde 7 = RC je konstanta. Pomocou charakteristickej rovnice prepiseme

TA+1=0

Ocakavané obecné riesenie rovnice ma tvar
_1
uc = C(t)e 7, (2.11)

kde C(t) je neznama premenna.
Pre dopocitanie konstanty ocakavané rieSenie derivujeme

up = C'(t)e " + (= 1)O(t)e
a spolu s o¢akdvanym riesenim (2.11) dosadime do rovnice (2.10) a upravime na tvar
TC”(t)e_%t =U
Pre vypocet nezndmej C(t) integrujeme a dostaneme tvar

C(t) = rUer" +k



Dosadime do obecného riesenia a upravime
_1y
uc =U+ ke™ 7

Pre dopocitanie integracnej konstanty k pouzijeme pociatoéni podmienku uc(0) = uc,,
ktort dosadime do obecného riesenia

uc, = U + ke®
k=uc, —U

Potom analytické riesenie je rovné

e =7U + (ucy — TU)e_%t (2.12)

2.3 Numericky vypocet diferencialnych rovnic

Pri modelovani elektrickych obvodov s vyuzitim diferencidlneho poctu je velakrat mozné
pouzit len jediné rieSenie. Danym riesenim je vyuzitie numerického vypoctu diferencidlnych
rovnic popisujtcich jednotlivé prvky elektrického obvodu. Numerickymi metédami diferen-
cidlnych rovnic mozeme ziskat priblizné riesenie obycajnych diferencidlnych rovnic. Tieto
metody su vicsinou rychlejsie a jednoduchsie nez analytické. Vysledkom numerického rie-
Senia je postupnost hodnét v ur¢enych bodoch a danom definicnom obore funkcie f(¢).
Hodnoty medzi ur¢enymi bodmi mézeme vypocitat opakovanym pouzitim zvolenej metddy,
zmensujucim sa krokom vypoctu, popripade interpoldciou z okolnych bodov, ktoré sme vy-
pocitali. Pri rieseni nam moze dojst k velkej chybe vypoctu, pokial nevhodne zvolime krok
vybranej metdody.

U numerického riesenia diferencidlnych rovnic vychadzame z bodu tp, kde mame urceni
pociatocni podmienku. Dalsi postup spociva v najdeniu riesenia v dalsich bodoch t,.

Majme obycajnu diferencidlnu rovnicu:

y (1) =f(ty) (2.13)
kde je pociatoCna podmienka:
y(to) = wo (2.14)

Zakladom vacsiny numerickych metdd pre rieSenie pociatoénych tloh na intervale <
a,b > je diskretizacia premennej. Mnozinu bodov t;,7 €< 0,k > z intervalu < a,b >, kde

a=ty<t1 <tg < - <t 1 <tpg=0b (2.15)

nazyvame siet a ich prvky uzly siete. Vyraz t,,+1 — t; = h nazyvame intergracnym krokom
siete v uzlu t;. Ak je naviac h; = h = konst., hovorime o pravidelnej sieti.

Numerickym riesenim rovnice 2.13 rozumieme postupnost y; hodnot y(to),y(t1), ..., y(ti),
ktoré odpovedaji prislusnym hodnotdm uzlov siete. Hodnoty y(¢;) numerického riesenia
budeme oznacovat ;.

Pre pouzitelnost numerickej metédy je nutnou podmienkou existencie limity postupnosti y;
pre h — 0,7 — oo, kde h; =t je pevné, to je postupnost y; musi konvergovat pre h — 0 k
exaktnému rieseniu.

V zavislosti na skutoc¢nosti, kolko potrebujeme k vypoc¢tu novej hodnoty predchadzaj-
tcich bodov, rozdelujeme met6dy numerickho riesenia diferencidlnych rovnic na [3]:



e Metddy, ktoré zistuji hodnoty funkcie f(t,y) medzi jednotlivymi uzlami siete (¢;,y;).
St zastupené jednokrokovymi metédami.

e Metddy, ktoré pocitaju hodnoty funkcie f(¢,y) len v bodoch (¢;,y;), kde y; je hodnota
numerického riesenia v bode t = t;. Jedna sa o viackrokové metody.
2.3.1 Jednokrokové metéody

U jednokrokovych metédach pocitame hodnotu riesenia v bode y; 11 len na zédklade hod-
noty rieSenia v predchddzajicom uzle y;. Medzi najzndmejsie jednokrokové metédy patri
Eulerova metoéda, metdody Runge-Kuttova a metéda Taylorovho radu.

Eulerova metéda

Jednd sa o najjednoduchsieho predstavitela jednokrokovych metéd. K vypoctu pouziva len
prvé dva ¢leny Taylorovej rady a preto je vypocet velmi rychly. Metéda je velmi jednoducha
a hruba. S rasticim krokom h sa jej presnost velmi znizuje a v rade praktickych aplikacii
nedava dostatocne presné vysledky. Ak je hodnota kroku h dostatoéne mald, mozeme v
Taylorovom rozvoji zanedbat vSetky cleny pravej strany zacinajice tretim a zapisat:

Yerh =y +hxy (2.16)
V prvom kroku tak dostaneme:

1 =y0+h*y;0 =yo + h * f(to,v0) (2.17)

Met6dy Runge-Kutta

Najpouzivanejsie pre numerické rieSenie diferencidlnych rovnic si metédy Runge-Kutta. Je
znamych viacero modifikacii podla poc¢tu ¢lenov, a to Runge-Kutta 2., 4. a 8. rddu. Najzna-
mejsia a najpouzivanejSia z nich je Runge-Kutta 4. radu. Metéda vypada na prvy pohlad
ako velmi zlozita, ale zaroven sa jedna o jednoducht metédu. Vychadza tiez z Tayloro-
vej rady, ale zahfnia aj ¢leny vyssich radov. Je preto presnejsia a takisto patri do skupiny
jednokrokovych numerickych metéd.

1
Yitl = Yi + gh(lﬁ + 2ky + 2k3 + ky) (2.18)

k1= f(ti,yi)
ko = f(tiy1 + sh,yi + 5k1)
ks = f(tiy1 + 3h, yi + 3ko)

ks = f(tiv1 + h,y; + tks)

Ukéazeme si aj tvar Runge-Kutta 2. aj 3. radu.

ki + k
Y1 = it g (2.19)




ki = f(ti,yi)

ko = f(tiv1 + k1)

1
Yi+l = Yi + §(2k1 + 3ky + 4k'3) (2.20)

kv = f(ti,vi)
ke = f(tix1 + 3h,yi + 3k1)

ks = f(tisr + 5h,yi + ko)

Metody Runge-Kutta st numericky stabilné. Teoreticky existuje niekolko variant
podobnych algoritmov, ktoré sa vyznacuju presnostou stvrtého radu. Pre vypocet ;11 st
potrebné medzivysledky ki,ks,ks a k4, co vypocet spomaluje. Uvedend varianta patri
medzi velmi oblubené. "]

Taylorova rada

Metéda Taylorovej rady patri medzi jednokrokové metddy. Pre vysledné riesenie, ktoré je
zavislé na pozadovanej presnosti pouziva metdda vyssi pocet ¢lenov Taylorovej rady. Po-
kial zvolime integra¢ny krok h a porovname vysledné hodnoty vypocitané Eulerovou a
Runge-Kuttovou metédou, dosahujeme presnejsie hodnoty. Taylorovu radu definujeme ako
nekonec¢nd mocninu rady:

2

h
yir1r = yi + hyi + 5

h? " ht (4) h" (n)
Y +Eyi +"'+Hyi ) (2.21)

vi +
Presnost vypoctu ovplyvinujeme zvolenim poétu ¢lenov Taylorovej rady a velkostou inte-
grac¢ného kroku, ktory nemusi byt konstantny a pre jednotlivé kroky vypoctu sa moze zme-
nit. Rychlost vypoctu sa vyrazne zvysuje za zviacsovani integracného kroku pri klesajucej
presnosti. Opac¢ny jav pozorujeme, pokial pouzijeme vacsi pocet clenov Taylorovej rady, ked
dosahujeme vyssiu presnost, ale znizuje sa rychlost vypoctu. Pri vypocte kazdého dalSieho
¢lena Taylorovej rady vyuzivame vyssej derivicie funkcie f(z), ktorej mozeme vypocitat z
predchadzajuceho ¢lena a tym sa vyhniaf priamemu a naroé¢nému vypoctu. Priklad a pouzi-
tie na vypocet obycajnej diferencidlnej rovnice si uvedieme v nasledujicej kapitole zaroven
s porovnanim jednotlivych metdd.

2.3.2 Viackrokové metédy

Viackrokové metédy pouzivaji k vyjadreniu nového stavu systému znalost n predchadzaj-
ucich stavov. Obecne nemo6zeme povedat, ze viackrokova metdda je nutne efektivnejsia nez



jednokrokova. Pokial budeme predpokladat spojity systém, ktory sa nevyvija prilis dra-
maticky, je pravdepodobné, ze odhad nového stavu bude presnejsi. Viackrokové metddy
pouzivaju pri Starte vypoctu niektoré jednokrokové metédy. Pomocou jednokrokovych me-
tod vypocitame prvych n hodnét, ktoré si potrebné k vypoctu prvej hodnoty.

Obecne vypada linedrna k-krokova metdda takto:

Ynt1 = @1Yn + @1Yn—1 + . + ApYn—rr1 + h(bofrr1 +b1f1 + oo + bk fry1-k) (2.22)

kde k je prirodzené cislo a aspon jedna z konstant ay, by je rézna od nuly. Zrejmou nevy-
hodou k-krokovej metédy je, ze rieSenie v prvych k uzlovych bodoch zg, ..., xx_1 musime
ziskat nejakym inym spdsobom. K tomuto tcelu sa zpravidla pouziva jednokrokova metdda
rovnakého radu presnosti, ako je dalej pouzita viackrokova metdda.

2.4 Stabilita numerickych metéd

U nestabilnej metédy sa relativne malé chyby v jednotlivych krokoch vypoctu postupne
akumuluju tak, ze déjde k velkej strate presnosti numerického riesenia tlohy.

U stabilnych metéd rastie chyba vysledku s poc¢tom krokov N nanajvys linedrne. U nesta-
bilnych rastie chyba rycheljsie.

Nestabilita metody vznika v dosledku akumulédcie chyb. Typicky sa objavuje v rekurziv-
nych algoritmoch. Nestabilita met6dy moze vznikat v désledku akumulacie zaokrihlovacich
chyb, akumuléacie chyby metddy, stabilita metody moze zavisiet na velkosti pouzitého kroku
h. Nestabilita metdédy sa casto objavuje pri numerickom rieseni pre obycajné a parcidlne
diferencidlne rovnice. A my si taktiez budeme porovnavat stabilitu jednotlivych metéd pri
vypoctoch v nasledovnych kapitolach.
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Kapitola 3

Riesenie ODR a porovnanie metéd

3.1 Dolezitost kroku

Vezmime si jednoduchy priklad poéiatoénej ulohy y = 22—y, y(0) = 1 a riesme explicitnou
Eulerovou metédou pre ODR na intervale < 0;3 > najprv pre krok h = 0.2, potom pre

h =0.5.

Na vyrieSenie pouzijeme vzorec (2.17), dosadime hodnoty a tym dostaneme dalsi vzorec:
Yni1 = Yn+0.5(x2 —y,),n = 0,1,...,6 pomocou ktorého uz lakho vieme doplnit nasledujicu

tabulku.

n | x(n) | y(n)Eul y(n)Exact

0 0 0.5 1

11 05 0.375 | 0.643469340287367
2 1 0.6875 | 0.632120558828558
3| 1.5 1.4688 | 1.02686983985157
4 2 2.7344 | 1.864664716763387
51 2.5 | 4.4922 | 3.167915001376101
6| 3 6.7461 | 4.950212931632136

Stipec y(n)Ezxact je presné rieSenie v danych uzlovych bodoch, ktoré sme dostali pou-

zitim analytického riesenia z dole uvedenej rovnice, a pouzijeme ju na vypocet chyby:

y(n)Exact = —e~ % 4+ 2% — 2z + 2

(3.1)

Tabulku vysledkov pred krok h = 0.2 si neukdzeme. Ukazeme si len grafické vysledky a
porovname si vplyv velkosti kroku A na riesenie zadanej tilohy.
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Presné a pribliZné riesenie
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Obréazek 3.1: Presné a priblizné riesenie pri velkom kroku
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Obrazek 3.2: Presné a priblizné riesenie pri malom kroku

Na obrazku 3.1 vidime riesenie, kde bol pouzity vac¢si krok v porovnani s exaktnym
rieSenim a vidime, ze chyba je dost vysokad a na obrizku 3.2 vidime rieSenie s mensim
krokom a vidime, Ze chyba je ovela nizsia a rieSenie sa blizi k exaktnému viac ako u vécsieho
kroku.

3.2 Riesenie diferencialnych rovnic Eulerovou metédou

V tejto Casti si vypocitame hodnotu pre prvy krok Eulerovou metédou. Tentokrat budeme
namiesto x(n) pouzit ¢ ako ¢as. My budeme riesit rovnicu RC obvodu podla obrazku 2.1.
Mame zadané nasledujtice tidaje odpor R = 20012 , kondenzitor C' = 107°F, pociatoény
c¢as t = 0 a zdroj napétia U = 100V. Pre rovnaky integrac¢ny krok h = 0.1 a pociatoént
podmienku u.(0) = 1 mame zadéni pociatoc¢ni tlohu, ktord vyzera nasledovne:

12



u, = —2u.+U

a ideme ju riesit podla vzorca (2.17).
Implementaciou metdédy sme ziskali nasledovné hodnoty, ktoré sme doplnili do nasle-
dovnej tabulky:

t uC(t)Eul
0.1 10.99
0.2 20.8801

0.3 30.671299
0.4 40.36458601

=l Wl —| B

49 | 0.49 | 389.4938777067
50 | 0.5 | 395.5989389296
51 | 0.51 | 401.6429495403

98 | 0.98 | 626.9091838262
99 | 0.99 | 630.6400919879
100 1 634.3336910680

3.3 Riesenie diferencialnych rovnic metédou Runge-Kutta

V tejto casti si vypocitame hodnotu pre prvy krok metédou Runge-Kutta. V prvom rade
si musime vypocitat hodnoty medzivysledkov s pouzitim konstant z predchadzajicich pod-
kapitol k1,ke,ks a k4 podla vzorcov. Dosadime to vzorca (2.18) a vyplnime nasledujicu
tabulku:

t y(t)RK4
0.1 | 10.9402160338
0.2 | 20.7815253649
0.3 | 30.5249119326
0.4 | 40.1713502836

=SlwiN B

49 | 0.49 | 387.9862321846
50 | 0.5 | 394.0758709216
51 | 0.51 | 400.1049167408

98 | 0.98 | 625.0642122166
99 | 0.99 | 628.7948856381
100 1 632.4884382388

3.4 Riesenie diferencialnych rovnic Taylorovou radou

Pre vypocet zadanej diferencidlnej rovnice je pouzita Taylorova radu 8. radu. Vzorec (2.21)
je mozné prepisat na tvar:

13



kde vyznam jednotlivych ¢lenov je nasledujtci:

DYli = hyz-
h? h
h3 h
ht h
h" h
n! n

(3.3)

Implementéaciou metdédy sme ziskali nasledovné hodnoty, ktoré sme doplnili do nasle-
dovnej tabulky:

t y(t)Taylor
0.1 10.9402160838
0.2 | 20.7815253649
0.3 | 30.5249119826
0.4 | 40.1713502836

=lwlinol | B

49 | 0.49 | 387.9862321846
50 | 0.5 | 394.0758709216
51 | 0.51 | 400.1049167408

98 | 0.98 | 625.0642122166
99 | 0.99 | 628.7948856381
100 1 632.4884382388

3.5 Porovnanie presnosti a stability metéd

Teraz, aby to bolo prehladne, vSetko si zhrnieme do nasledovnej tabulky a porovname s
exaktnym riesenim:

14



n t y(t)Eul y(t)RK4 y(t)Taylor y(t)Exact

1 0.1 10.99 10.9402160838 | 10.9402160846 | 10.9402160846
2 0.2 20.8801 20.7815253649 | 20.7815253666 | 20.7815253666
3 0.3 30.671299 30.5249119826 | 30.5249119850 | 30.5249119850
4 0.4 40.36458601 40.1713502836 | 40.1713502868 | 40.1713502868
49 | 0.49 | 389.4938777067 | 387.9862321846 | 387.9862322098 | 387.9862322098
50 | 0.5 | 395.5989389296 | 394.0758709216 | 394.0758709471 | 394.0758709471
51 | 0.51 | 401.6429495403 | 400.1049167408 | 400.1049167665 | 400.1049167665
98 | 0.98 | 626.9091838262 | 625.0642122166 | 625.0642122475 | 625.0642122475
99 | 0.99 | 630.6400919879 | 628.7948856381 | 628.7948856690 | 628.7948856690
100 1 634.3336910680 | 632.4884382388 | 632.4884382697 | 632.4884382697

Dalej si zobrazime grafické vysledky:

Avsak nie je vidno velky rozdiel medzi metédami. Pre porovnanie metéd vsak bude

750

Grafické vysledky jednotlivych metéd

700
650
600

500
450

yit)

O Taylor

B Euler W RK4

Obrazek 3.3: Grafické vysledky jednotlivych metod

najjednoduchsie zobrazit ich absoliutnu chybu. e, = |y(t,) — yn|
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y(t)Eul

y(t)RK4

y(t)Taylor

0.0497839154

0.0000000008

0.000000000000078

0.0985746334

0.0000000016

0.000000000000021

0.1463870150

0.0000000024

0.000000000000043

=l Wi~ B

0.1932357232

0.0000000032

0.000000000000007

49

1.5076454969

0.0000000252

0.000000000000057

50

1.5230679825

0.0000000255

0.000000000000057

o1

1.5380327738

0.0000000257

0.000000000000171

98

1.8449715787

0.0000000309

0.000000000000341

99

1.8452063189

0.0000000309

0.000000000000455

100

1.8452527983

0.0000000309

0.000000000000341

Teraz si zobrazime grafy chyb jednotlivych metdd.
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Obrazek 3.4: Chyba Eulerovej metody
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Obrazek 3.5: Chyba RK4 metody
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5 +10'® Absolitna chyba Taylorovej metody 8. radu

Error

\ -
1+ 11 I w'lrl.'q‘HI I\r\l |‘| \ "ﬁlll “ HHI-
U1 | i | |
TRnRilE
||\| |||||‘||
\ 1, H
]

L
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9

=]
o

o

Obrazek 3.6: Chyba Taylorovej metddy

7 grafov a tabulky je jednoznac¢né, ktord z metdd je najpresnejsia. A tou je metdda
Taylorovej rady, ktora je presnd az na 14 desatinnych miest, za niou nasleduje metéda RK4,
ktora je presnd na 7 desatinnych miest a najmenej presnd ale zase zaroven najrychlejsia
je Eulerova metéda. Z pohladu stability vidime, ze u Eulerovej metédy sa chyba presnosti
postupne akumuluje a vedie v vécsej odychlke od exaktného riesenia. U metédy Runge-
Kutta sa chyba akumuluje zna¢ne pomalsie ako u Eulerovej metédy a u metédy Taylorovej
rady sa chyba akumuluje este pomalSie nez u metédy Runge-Kutta, z ¢oho vyplyva, ze
metdda Taylorovej rady je z tychto metdéd najstabilnejsia. Stabilitu jednotlivych metéd by
bolo vyraznejsie vidiet v pripade pouzitia vacsieho integracného kroku h.

3.6 Vyuzitie Taylorovej Metody

Riesenie diferencidlnych rovnic metdédou Taylorovej rady sa vyznacuje vysokou presnos-
tou a stabilitou. Pri prevadzani experimentalnych vypoctov bolo zistené, Ze tato metdoda
dosahuje daleko rychlejSie a presnejSie vypocéty nez u bezne v praxi pouzivanych metdd
numerickeho riesenia diferencidlnych rovnic. Metéda Taylorovej rady je moderna metdda
a mnoho vypoctov, ktoré su pomocou metédy realizované, mozu byt prevadzané nezavisle
na sebe v paralélne oddelenych procesoch. Podla pozadovanej presnosti je pouzitych tolko
¢lenov Taylorovej rady, kolko je potreba k danej presnosti. Stabilitu a rychlost je mozné
ovplyvnit tpravou dizky pouzitého integracného kroku pre dany rad. Metédu Taylorovej
rady navrhol a vyvinul na Ustave informatiky a vypocetnej techniky FEI VUT v Brne Doc.
Kunovsky.
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Kapitola 4

Riesenie sustavy linearnych
diferencialnych rovnic

Stustavou linedrnych diferencidlnych rovnic s konsstantnymi koeficientami rozumieme sistavu

Y1 = a1 + a2+ + arpyn + b1
Yo = a21y1 + aze + -+ + agnyn + b2

yiz = ap1y1 + an2 + - + AupYn + bn,

kde a;; € R,i,j7 = 1,2,...,n nazyvame koeficienty stustavy a fukncia b;,i = 1,2,...,n
definovanej na nejakom intervale I nazyvame pravé strany.

Ak st pravé strany nulové, nazyvame siustavu homogénnou, v opa¢nom pripade neho-
mogénne. Pociatoénymi podmienkami v bode ¢y € I rozumieme

y1(to) = y1,0,
y2(to) = y2,0,
yn(tO) = Yn,0-

Sustavu diferencidlnych rovnic mozeme tiez zapisat v maticovom tvare

/
Yy ail; a2 ... Qin Y1 bl
/
y2 agsr a2 ... Q2p Yo 62
= : . o +
/
Yn apl QAp2 ... Gpp Yn bn,

alebo taktiez vektorovo N
Y =AY+ b, (4.1)
4 . / - , 4 T , . /.
kde vektorové funkcie 7, 7 a b su zapisané ako stlpcové vektory. Matica A sa nazyva

matica ststavy.|[2]
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4.1 Analytické rieSenie

Obréazek 4.1: RLC obvod

Méme zadany sériovy obvod RLC ako na Obr.4.1 na vetvy tvorenej sériovo spojenym
odporom R = 10, cievkou L = 2,5H a kondenzdtorom C' = 0,1F v okamihu ¢ = 0s
pripojime na zdroj jednosmerného napétia. Napétie na kondenzatore v okamihu ¢ = Os je
uc(0) = 0V,i(0) =0A,U = 1V.

Riesenim obvodu na Obr.4.1 pomocou II. Kirchhoffovho zdkona, Ohmovho zdkona a dif.
rovnic, dostdvame diferencialnu rovnicu 2. rddu obecne takto:

Obvod popiSeme systémom rovnic [14]:

ur,=U—u, —uc =U — Ri —uc
UIC = %uLqu(O) =1
i = tur,ip(0) =1

Derivaciami a dosadenim dostaneme:

i,(0 1
LCu¢ + RCup +uc = U, uc(0) =1, Uy = ZLC(, ) _ el (4.2)
Hladdme analytické riesnie nehomogénnej dif. rovnice 2. rddu (pociatocnej tlohy) s
konstantnymi koeficientami (4.2).

Riesime najprv charakteristickii rovnicu homogénnej diferencidlnej rovnice:

LCXN 4+ RCA+1=0

_RC + /(RO —4LC
A2 =

2LC

Rovnica (4.3) ma 3 mozné rieSenia, rozhodujeme podla hodnoty diskriminantu
D = (RC)? — 4LC:

(4.3)

1. Mg redlne rozne D >0 — A\ # A € R
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2. Mg redlne zhodné D =0 — A\ =X € R

3. A12 komplexne zdruzené D <0 — Ao =aEibel
potom ocakavané riesenia k jednotlivym moznostiam budi:

1. ucy = CreMt 4+ Cohert

2. ucp = eM(C1t + Cy)

3. ucy = e(Cy cos(bt) + Cy sin(bt))

V nasom pripade \; 2 st redlne zhodné. D = (10 0.1)2 — (4% 2.5%0.1) =0
Hladédme obecné analyticke rieSenie pre pripad ked D = (RC)? — 4LC = 0, korene
charakteristickej rovnice (4.3) potom sii:

R
)\1 - )\2 - _ﬁ
Ocakavané riesenie homogénnej rovnice je
UChH = eAt(Clt + CQ)

Teraz vypocitame partikularne integraly:

ucy = C3
I

Uey, = 0
1 _

Uy, = 0

Dosadime ucyp,ug, a ug¢, do pdvodnej nehomogénnej rovnice (4.2)
C3=U

Obecné riesnie nehomogénnej diferencialnej rovnice (4.2)

uc = uch + ucp
uc = e 2Oyt + Co) + U (4.4)

Pociato¢ni podmienku uc(0) = 0 dosadime do obecného riesenia (4.4):

0=Cy+UCy =-U (4.5)

Pre dosadenie u;-(0) = 0 musime najprv obecné riesnie (4.4) derivovat

g = LB (it + o) + e Ty (4.6)
= 72LC2 + C'l
R RU
Cy= ﬁcz =57 (4.7)

Vysledné analytické riesenie uc je potom

—RU
Partikularne rieSenie i ziskame zo vztahu ¢ = u*C', derivaciu ug, sme uz vypocitali (4.6)
R RU RU
iL = (—ﬁ‘f—%t(—ﬁt -U)+ e_%t(—i)) *C (4.9)
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4.2 Numerické riesenie

Majme diferencialne rovnice popisujice napétie na kondenzatore a prud pretekajuci cievkou
obvodom Obr.4.1.

1
iy = Z*(U—R*iL—uc),
/ L * 1
U = ——
C C L
(4.10)
s pociatocnymi podmienkami
ir(0)=0
uc(0) =0,
kde U, R, L, C st konstanty.
4.3 Riesenie stustavy Eulerovou metodou
Majme explicitni Eulerovu metédu (numerickd metéda prvého radu) tvaru
y(tiv1) = y(ti) + by (t:), (4.11)

kde h je intergracny krok.
Ak riesime diferencidlne rovnice (4.10) pomocou Eulerovej metédy (4.11) dostaneme
vysledny vztah
. . 1 .
WLiyr = L+ h (Z * (U — Rx* Ly — uCz))
.
uc,,, = uci+h*(—6*zLi) (4.12)

Stistava je rieSend nasledovnych vzorcom:

_>
Yirt = Ui +hx (Axyi + b) (4.13)
kde
0o 1/C 0 0
_ 7 _ _
A=1_yr —r|""=\o]|"* v

V nasledovnej tabulke si ukazeme vysledky stustavy Eulerovou metédou pre uc a ip, .
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n t Euler(iL) Euler(uC)

1 | 0.00000 0 0.0

2 | 0.05000 0.02 0

3 | 0.10000 0.036 0.01

4 | 0.15000 0.0486 0.028

19 | 0.90000 | 0.0600378541188 | 0.549716094109003
20 | 0.95000 | 0.05703596141286 | 0.579735021168402
21 | 1.00000 | 0.05403406870692 | 0.608253001874832
38 | 1.85000 | 0.015409425288738 | 0.904704869924907
39 | 1.90000 | 0.014233442832493 | 0.912409582569277
40 | 1.95000 | 0.013138562614609 | 0.919526303985523

4.4 RieSenie

sustavy metédou Runge-Kutta

Metoda RK4 pre stistavu rovnic ma nasledovny tvar:

KZ?(%E)),

@:F(ti+%h@+%h*;¥),

@zfz(tﬁ%h@vtéh*?z),

ki = F(ti+h, T +hx k),
m:@+éh*(ﬁ+2*5+2*%+ﬂ).

— =
kde ? je vektor rovnic (4.10) vektory k1 — k4 st vektory konstant pre rovnice a Vi pre
1 = 0 je vektor pociatocnych podmienok a pre ¢ > 0 vektor velkosti hodndt napétia a priadu.

Ako v predchadajicej kapitole si vyplnime nasledovnt tabulku:
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t

RKA4(iL)

RK4(uC)

0.00000

0

0.0

0.05000

0.018096666666667

0.004679166666667

0.10000

0.032749085250000

0.017523672343750

=l Wi~ B

0.15000

0.044448900637345

0.036937074812096

19

0.90000

0.059507422762287

0.537163728444138

20

0.95000

0.056835911401652

0.566251566346164

21

1.00000

0.054133962087255

0.593994661141933

38

1.85000

0.017001766842945

0.892620316924255

39

1.90000

0.015788674000642

0.900814647040510

40

1.95000

0.014652496729288

0.908421811100356

Okrem najpouzivanejsieho typu metédy Runge-Kutta 4. rddu pozname aj iné dalsie
typy. Pre zaujimavost si spravime podobnt metédu zalozent na RK4 nazyvani Ralstonova
metoda a porovname si ju s RK4. M& nasledovny tvar:

kl = f(tnayn)7
2 2
ko = f(tn + §h’ Yn + ghkl)a

1 3
i1 = Un + h(=k1 + Sko).
Ynt1 y+(41+42)

t

RKA(iL)

RK4(uC)

Ral(iL)

Ral(uC)

0.00000

0

0.0

0

0.0

0.05000

018096666666667

0.004679166666667

0.018

0.005

0.10000

0.032749085250000

0.017523672343750

0.03258

0.018075

Wi~ B

0.15000

0.044448900637345

0.036937074812096

0.04422735

0.062359704375

0.90000

0.059507422762287

0.537163728444138

0.059370520541353

0.537313072941617

20

0.95000

0.056835911401652

0.566251566346164

0.056715338928253

0.566343241820518

21

1.00000

0.054133962087255

0.593994661141933

0.054028822873757

0.594033428129130

38

1.85000

0.017001766842945

0.892620316924255

0.017023683339887

0.892357557828929

39

1.90000

0.015788674000642

0.900814647040510

0.015811865881087

0.900556427542734

40

1.95000

0.014652496729288

0.908421811100356

0.014676654997317

0.908168985051509

Dalej si zobrazime grafické vysledky a nasledované porovnanim tychto metéd. Na ob-
razku 4.2 vidime graficky vysledok oboch metéd a na obrazku 4.3 vidime ich rozdiel medzi

sebou.
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Obrazek 4.2: Graficky vysledok

1074 Porovnanie RK metod
T T T T T T T

Obrazek 4.3: Rozdiel medzi metédami

4.5 Riesenie stistavy Taylorovou radou

Najpresnejsie numerické riesenie diferencialnych rovnic ndm poskytuje Taylorova rada tvaru
/ h’2 ! h’n
yltivr) = y(ti) + hy'(t) + 5y () + - + my(n) (), (4.14)

kde h je integrac¢ny krok. Riesme ststavu diferencidlnych rovnic (4.10) pomocou Taylorovej
rady (4.14)

. . . h2 ) h

iy = L; + h’/ZLi + jzgz 4+ o Z%’:)
h? hn

UC; 1 = UC; + h’uci + 5u/c/,z 4.4+ = ug)

Musime si vyjadrif vyssie derivacie funkcie iy,
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= 20— R, —afp = LR - Riy - _La
L — L ZL u(] - L( (L< 1L uc)) C(ZL>)
i = LU = Rl —ulh = +(~R(-(~R(-(U = Riy, — uc)) — =(i1))) — = (+(=Riy, — uc)))
L—r Lo L L C C'L
a vyssie derivacie uc
1.
U/C = 6(’%)
1 . 1.1 .
c= 6(Z,L) = G(Z(U — Rip, —uc))
1 1.1 1 . 1 .
Ul(’f = 5(12) = 5(5(*R(3(U — Rip, —uc)) — 5(%)))

Vysledny tvar Taylorovej rady pre numerické riesenie sustavy diferencidlnych rovnic
(4.14) je

) ) 1 )
ZLi+1 = ZLZ' + h(z(_Rsz - UCZ)“—
h? 1 1 1

RO W Ris, —we)) ~ LG+
RO ROV~ Rir, —u6) — (i1.0) — (- (~Riz, — )+
+...
ucit1 = uc; + h(é(iLi))-f-
LW = Rin, —ue)) - L)+
G CRGW - Ri—ue)) - S+
+...

Rovnicu (4.10) si prepiSeme na maticovy zapis

/ 1
U, 0 ol Ue

NS o

= R * . +

S

Pomocou vektorového zépisu (4.1) a maticového zapisu si vieme zapisat na podobny
tvar ako je (3.2)

Jil =7 + DY1, + DY1, + DY2, + DY3, +--- + DYN, (4.15)
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kde jednotlivé ¢leny podobne ako u vzorcov (3.3) vieme rozpisat na

DYl=7

DY = hijl' = h(AY +b)

2 2
Dys = g B (Ayl") = %ADYi

Y T or

DY§ = %ADY%

DYN = %ADY(N —1)

a vSeobecny tvar pre vypocet n-tej derivacie je odvodeny nasledovne

DYN = h—'(A"7 A1)
n:

Po vypoctoch vidime vysledky v nasledovnej tabulke:

t

Taylor(iL)

Taylor(uC)

0.00000

0

0.0

0.05000

0.018096748360714

0.004678840160466

0.10000

0.032749230123110

0.017523096306461

=l wlno B

0.15000

0.044449093240891

0.036936313113819

19

0.90000

0.059507599759758

0.537163112979615

20

0.95000

0.056836075304589

0.566251004254412

21

1.00000

0.054134113294633

0.593994150290212

38

1.85000

0.017001786610683

0.892620295090417

39

1.90000

0.015788690927725

0.900814633915569

40

1.95000

0.014652511110985

0.908421805556338

4.6 Porovnanie presnosti a stability metod

Na zhrnutie si v nasledujucich tabulkich ukazeme vysledky a porovndme ich s exaktnym

riesenim.
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n t Eul(il) RK4(il) Taylor(il) Exact(il)

1 0 0.0 0.0 0.0 0.0

2 10.05 0.02 0.018096666666667 | 0.018096748360714 | 0.018096748360719
3 | 01 0.036 0.032749085250000 | 0.032749230123110 | 0.032749230123119
4 10.15 0.0486 0.044448900637345 | 0.044449093240891 | 0.044449093240903
19 | 0.90 | 0.0600378541188 | 0.059507422762287 | 0.059507599759758 | 0.059507599759771
20 | 0.95 | 0.05703596141286 | 0.056835911401652 | 0.056836075304589 | 0.056836075304601
21 1 0.05403406870692 | 0.054133962087255 | 0.054134113294633 | 0.054134113294645
38 | 1.85 | 0.015409425288738 | 0.017001766842945 | 0.017001786610683 | 0.017001786610686
39 | 1.9 | 0.014233442832493 | 0.015788674000642 | 0.015788690927725 | 0.015788690927727
40 | 1.95 | 0.013138562614609 | 0.014652496729288 | 0.014652511110985 | 0.014652511110987
n t Eul(uc) RK4(uc) Taylor(uc) Exact(uc)

1 0 0.0 0.0 0.0 0.0

2 10.05 0.01 0.004679166666667 | 0.004678840160466 | 0.004678840160444
3 | 0.1 0.028 0.017523672343750 | 0.017523096306461 | 0.017523096306422
4 10.15 0.0523 0.036937074812096 | 0.036936313113819 | 0.036936313113767
19 | 0.90 | 0.579735021168402 | 0.537163728444138 | 0.537163112979615 | 0.537163112979558
20 | 0.95 | 0.608253001874832 | 0.566251566346164 | 0.566251004254412 | 0.566251004254358
21 1 0.635270036228292 | 0.593994661141933 | 0.593994150290212 | 0.593994150290162
38 | 1.85 | 0.904704869924907 | 0.892620316924255 | 0.892620295090417 | 0.892620295090405
39 | 1.9 | 0.912409582569277 | 0.900814647040510 | 0.900814633915569 | 0.900814633915558
40 | 1.95 | 0.919526303985523 | 0.908421811100356 | 0.908421805556338 | 0.908421805556329

Teraz si zobrazime grafické chyby pre lepsi prehlad.

0.018
0.016 F
0.014 F
0012 F
0.01 F
ocosl /
0.006 ‘,-"I
f
0.004 | /
|

[
0.002 1/

absolitna chyba abs| u, - u___ |
absolitna chyba abs| i, i, |

.

\\\ 1
N

Obréazek 4.4: Chyba Fuler
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Obrazek 4.6: Chyba Taylor

Opét sa ukazalo, ze Taylorova rada je najblizsie k exaktnému rieseniu, nasledované me-
tédou Runge-Kutta a Eulerovou metédou. Z pohladu stability je to podobné ako v predcha-
dzajicej kapitole. V tomto pripade bol pouzity maly integra¢ny krok a narast a akumulécia
chyb pri jednotlivych metddach je velmi maly avSak opéat sa ukazalo, ze najstabilnejsie me-
téda je Taylorova rada nasledovand metédou Runge-Kutta a nakoniec Eulerovou metédou.
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Kapitola 5

Riesenie sustavy nelinearnych
diferencialynch rovnic

5.1 Stiff systémy

Stiff systémy(rovnice) su diferencidlne rovnice, pre ktoré numerickd metéda je numericky
nestabilna, pokial nieje krok metdédy extrémne maly. V rovnici sa vyskytuju ¢leny, ktoré
sposobuji rychlu zmenu riesenia. St to napriklad rovnice typu:

y =ky+ f(t),

kde k € C, |k]| je velka
alebo sustavy

y = Ky+ f(t),

kde K je pomer tuhosti, ktory sa ziska podielom maximéalne realnej casti vlastného cisla v
absolitnej hodnoty a minimélnej realnej ¢asti vlastného ¢isla v absoltitnej hodnote.

5.2 ODE Solvery

ODE solver je sucast softwaru MATLAB, ktory je ureny pre riesenie obyc¢ajnych diferenci-
alnych rovnic. Jedna sa o funkciu s danymi parametrami ako je ¢asovy interval, pociatocné
podmienky, dand rovnica na vyriesenie a popripade dalsie moznosti pre funkciu. V nasle-
dovnej kapitole sa stretneme s ODE solvermi ODE23 a ODE45. Obidva tieto solvery st
zalozené na metdode Runge-Kutta, ODE23 na ziklade RK2 a ODER45 na zaklade RK4.
Budu vyuzité na porovnanie presnosti a ¢asu vypoc¢tu s Taylorovou metodou a aj medzi
sebou na niekolkych réznych prikladoch stiff aj nonstiff ODR.

5.3 Riesenie SNDR a porovnanie s ODE solvermi

Doposial sme pocitali s jednoduchymi linedrnymi rovnicami a ststavami linedrnych rovnic.
Tento krat si budeme pocitat ststavy nelinedrnych rovnic, ktoré budu zahrnovat nelinearny
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¢len v tomto pripade to bude kvadraticky Clen a zmiessany clen.
Maéme nasledovnu ststavu rovnic:

Y = a11y} + a12ys + biy1ye + criyr + ciaye
Yy = an1y? + axny3 + bayrys + ca1y1 + caoyo,

kde vidime, Ze uz mame okrem linedrneho ¢lenu (c11y1, c12y2, - . - ) kvadraticky ¢len (a11y%, a12y3,
...) a zmieSany ¢len (b1y1y2, bay1y2). My si dalej budeme rozoberat kvadraticky ¢len.

Méme nasledovny kvadraticky ¢len:

/ 2 2
Y1 = a1y + ai2y;

/ 2 2
Yo = a21Y1 + a22Y3,

ktory vieme zapisat skratene vektorovo

Y =AxY?

kde
un ailp ai2 y%
7 = 7A = 72/2 = 2
Y2 ag1 a22 Y5
alebo maticovo
ail a2 y1 0 Y1 any? + a2y3
* * = 2 2
a1 G2 0 Y2 a21y7 + a22Y;
alebo
a11yr  ai12y2 Y1 auy% + a12y§
k =
a21y1  a22Y2 Y2 amy% + a22y§

Dalej si odvodime vyssie derivacie rovnic.

Yl = anyiyl + anyiy) + a2ybye + a12y2yh
Yy = a21yiy1 + a21y1y) + axybyz + aznyyh
(5.1)

V tomto pripade vidime, Ze plati pravidlo komutativnosti.A to nasledovne:

7”:2*14*7’*7:2*14*7*7’,
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kde
2 Y1y
i N yéyz

Takze druhi derivaciu (5.1) vieme zjednodusit na

Yyl = 2a11y1y1 + 2012925
Yy = 2a21911 + 2a22y29h

Tretiu derivaciu zapiSeme maticovo/vektorovo nasledovne:
Y =25 Ax (W'« Y) =25« Ax (Y« Y+ Y'Y (5.2)
Stvrta derivaciu podobne:
V=2 A (T T YT T 4T T 53

Na vsetkych tych derivacidch vidime istd podobnost. A to, ze vSetky vyrazy v zatvorkach
pri jednotlivych vyssich derivacidch zodpovedaji presnej polovici Pascalovho trojuholnika,
ktory vyzera nasledovne aj s doplnenymi derivaciami.

y': 1(y*y)
y': 1 *y) 1W'*y)
Y 1" *y) 2y *y’) 1 (")
y@: 1" 1=y) 3" *y’) 3" *y") 1(y=y™")
y®): 1(w**y) 4" *y") 6w *y") 4" =y"") 1(y*y4))

Avsak okrem zapisu vyssSich derivacii podla Pascalovho trojuholnika, je mozné vztah
pred nasu sustavu obecne a to takto:

= Ax Z?P 1*17(1“* +7 7(1)1

A teraz ukazeme konkrétny priklad a jeho riesenie réznymi metodami, porovname vy-
sledky a vypocitame absolttne chyby metéd a porovname rozdiely v ¢ase vypoctu jednot-
livych metod.

Majme zadant jednoduchu sistavu dvoch nelinedarnych rovnic a ich pociatoc¢né podmi-
enky:

Y =2 (y1 — y1y2), y1(0)
vy = —(y2 — y1y2), y2(0)

9

1
3,
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Urcéime si matice pre vypocet, kde matica A zodpoveda konstantdm pri rydzo kvadratic-
kych ¢lenoch, matica B zodpoveda konstantam pri zmiesanych ¢lenoch, matica C zodpoveda
konstantam pri linedrnych ¢lenoch a matica D st len konstanty.

A= (0 D)= (D=0 %)= (0)

A teraz vypocitame sistavu jednotlivymi metédami, ukazeme si grafy vysledkov tychto
metdd, urcime absolitne chyby a porovname c¢asové rozdiely vypoctov jednotlivymi meto-
dami. [12].

Na nasledujtcich dvoch grafoch uvidime vysledky ststavy Tayolorovou radou a Ode23
solverom pre intergracny krok h = 0.05 a ¢as Tmax = 1, kde

e x-0va osa zobrazuje ¢as Tmax

e y-ova osa zobrazuje hodnotu riesenia v danom casovom okamihu

Riesenie Taylorovou radou
T T T T T

3 T

¥1

25F ~.L 1

151 T

051 8

Obrazek 5.1: Graf vysledkov Taylorovou radou
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Riesenie pomocou ode23

yi

Obréazek 5.2: Graf vysledkov Ode23 solverom.

Tabulka 5.1: Tabulka medidnov ¢asov vypoctu a porovnanie pre stiff(tuhé) systémy a druha
¢ast pre nonstiff(netuhé) systémy

Steps  Ode23[s] Ode45[s] Taylor[s] Ratiol(ode23/Taylor) Ratio2(ode45/Taylor)
C4 100 0.2120 0.2053 0.1501 1.6554 1.4427
Cs 100 0.1404 0.1199 0.0781 1.6841 1.4452
D1 59 0.1150 0.0956 0.0443 2.8193 2.2121
D4 35 0.1362 0.0993 0.0243 5.8295 4.2522
F2 100 0.1226 0.0929 0.0361 3.0653 2.5214
Steps  Ode23[s] Ode45[s] Taylor[s] Ratiol(ode23/Taylor) Ratio2(ode45/Taylor)
B1 20 0.1059 0.0876 0.0202 5.2356 4.3374
B3 20 0.2540 0.2103 0.0499 6.4821 4.4399
B5 20 0.1609 0.0985 0.0206 7.3935 4.6942
E4 20 0.1081 0.0881 0.0180 5.9157 4.9080

Na grafoch Obr.5.1 a Obr.5.2 a vidime vysledny graf vysledkov pred tieto metédy. Grafiky
vysledok metédou odedb si nebudeme ukazovat pretoze je aj tak velmi podobny ostatnym
dvom grafom. Vidime, ze su si celkom podobné, avsak mi nebudeme tentokrat skiimat chyby
medzi metédami ale Casovii narocnost pre jednotlive metédy. Casové naro¢énosti najdeme
v tabulke 5.1 pre niekolko réznych tuhych aj netuhych systémov. Pre zadania jednotlivych
prikladov viz. priloha alebo [1]. Viac informécif o stiff systémoch najdete tu [7].
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Podla tabuliek vysledkov vidime, ze rychlost Taylorovej rady je niekolkokrat vyssia ako
u ostatnych metod.
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Kapitola 6

Telegraficka linka

V tejto kapitole si predstavime nasledujici obvod, ktory reprezentuje Telegrafickd linku
zlozenu z S segmentov. V nasom pripade to bude S = 100 segmentov.

C R;

rq[-,l@ e, | T .[j"l Wire Cyg_ Urs o
T T
L * * I I -

Segment 1 ! Segment S

Obréazek 6.1: Model linky - Séria S segmentov

6.1 Telegraficka rovnica

Teraz si podme tento obvod vyriesit. Riesenie daného obvodu sa da popisat vektorovo na-
slediijucou rovnicou:

y = Ay +b,y(0) =yo (6.1)

kde, A je matica konstant (R, L, C parametrov obvodu), y je vektor premennych (napétia
a prudy), b je vektor konstant a yq j evektor poc¢iatoénych podmienok. Blokova struktira
matice A a vektorov y a b je nasledovna:
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uc, 0
A An UCy O

A: Y = i 7b: ,
A An VT | a w
Ly
18 0

1 -1
& oo 0 e e 0
00 0
1 -1
S Oz & 0
Apn=1: : : Ao =
—1
00 Yo )
—1
7 0 0 0 n
7+ 0 0
L =1 g ¢ ... : !
Lo Lo :
A21 = . . . . . . A22 =
0 o0 0
-1 1
0 Iy Is
Pre nase experimenty, kapacity a indukcie st rovnaké, C = C; = --- = Cg = 1pF a
L =1L, =---=Lg=10nH. Naviac je prenosové linka uprvend ak R; = Ry = /L/C =

10092. Uhlova rychlost je udand w = 3 * 10%rad/s. Vstupné napitie ug by malo byt vseo-
becne konstantné (DC obvod) alebom harmonicky signal (AC obvod). V pripade DC obvodu
vstupné napétie ug je skryté v konstantach pravej strany b. V pripade AC obvodu vstupné
napéitie ug = Upsin(wt) moze byt spocéitané pouzitim pomocnej ststavy linedrnych ODR

Uy = W, up(0) =0

r = —wup, x(0) = Uy

V nasom priklade pouzivame AC obvod so vstupnym napatim ug = sin(wt). Sirenie kon-
Stant pre jednotku dizky jedného segmentu pre jednoduchy model prenosovej linky Obr. 6.1
is zndma ako trc = v/LC. Potom celkové opozdenie vstupného signélu méze byt spoéitané
ako tgeiqy = Strc. Opozdenie vystupného napétia uc,,, pre 100 segmentov je ukdzané v na-
sledujiicom obrazku. Cas simulacie bol nastaveny na t,qe = 2tdelay PTE vSetky experimenty.
[11]

My sme si telegraficki rovnicu naprogramovali vo MATLABE ako ststava linearnych
ODE vypocitanych Taylorovou radou. Pri vypoctoch bola testovana sada prikladov s roz-
nym poctom segmentov. V nasom pripade pocet segmentov ovplynuje len T'maz nie pocet
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Obrazek 6.2: Opozdenie signdlu v prenosovej linke.

Tabulka 6.1: Porovnanie ¢asov

S Taylor Ratiol(ode23/Taylor) Ratio2(ode45/Taylor) ORD
200 0.0243 5.8295 4.2522 20
600 0.0361 3.0653 2.5214 20
1000 0.0443 2.8193 2.2121 20
1400 0.0781 1.6841 1.4452 20
1800 0.1501 1.6554 1.4427 20

malych obvodov v linke. Vysledky Taylorovej rady boli porovnané s MATLABovskymi ex-
plicitnymi ode solvermi. Presnost pre vSetky rieSenia bola nastavend na 10~7. Referencéné
vysledky pre Taylorovu radu s konkretnym poctom krokov ty,q./h = 200 si ukézané v
tabulke 6.1. Pomery ¢asov vypoc¢tu ratio = ode/Tay > 1 indikuja rychlejsi vypocet vo
vsetkych pripadoch Taylorov rady.

38



Kapitola 7

Matematické kyvadlo

Matematické kyvadlo je idealizovanym modelom realneho kyvadla. Tento model sa sklada z
nehmotnej, neroztiahnutelnej tyce, na ktorej je zaveseny hmotny bod. Ty¢ je pripevnena k
zévesu, u ktorého zanedbavame trenie. Pohyb matematického kyvadla popisuje nelinearna
diferencidlna rovnice ¢” + k14’ + sing = 0 [9]. Konstanta a predstavuje tuhost kyvadla a
k1 Utlm.
Nasou tlohou je najst pociatocni uhlovt rychlost gol (0), tak aby kyvadlo preslo hornym
uvratom.
Rovnicu si upravime. siny nahradime premennou u.

Dostaneme tvar

"+ kip+au=0 (7.1)

V dalsom kroku pouzijeme Laplaceovu transforméaciu a dostaneme nasledujici operatorovy
tvar:
o+ kipp +au=0 (7.2)

Dalej uplatime metédu znizovania radu diferencidlnej rovnice

P’ = —(kipy + au)

12
Py = —pp
p
1
P =—py
P

a vide ndm nasledovna sustava dvoch rovnic:

1
Py = —];(kl * pp + au), pp(0) =7

—_

¢ = —(py), ©(0)=0

=
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UZ ndm ostava vypocitat u. Hodnotu u dostaneme z tvoriacich diferencidlnych rovnic, ktort
dostaneme nasledovne:

u = sin(p)

q = cos(p)

u' = ¢cos(yp)
¢ = —¢'sin(p)

7 tohoto odvodenia dostaneme sistavu dvoch diferencialnych rovnic:

u'=¢'q
¢ =—¢'u
Odvodime si pociatoéné podmienky:
u(0) = sin(»(0))
q(0) = cos(¢(0))
u(0) =0
q(0) =1

Dalej si odvodime operatorovy tvar ako s rovnicami na zaciatku a dostaneme:

pu = pq
pPq = ppu
L (ppa)
U = —(p¥Yq
p
1
q = ——(ppu)
D

Dostali sme tvoriace diferencialne rovnice, z ktorych ziskame wu.
Teraz méme stustavu 4 diferencidlnych rovnic s pociatoénymi podmienkami:

/

pp = —(k1*pp + au), pp(0) =7
0 = (pp), p(0) =0
u' = (peq), u(0) =0
q = —(pou), (0) =1

z ktorych si odvodime matice pre ich vypocet. Jedné sa o stistavu nelinedrnych rovnic, takze
budeme mat dve matice,maticu B pre zmiesané ¢leny a maticu C' pre linearne ¢leny a tie
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su nasledovné:
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Obrézek 7.2: Riesenie vo fazovej rovine

Po mnohych experimentoch sme nasli taki pociato¢nt uhlovi rychlost, aby kyvadlo
preslo hornym tvratom. Hodnota tejto uhlovej rychlosti sa pohybuje od 8.35 rad/s. [¢]
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Obréazek 7.3: Tlmené kmity

Obrazek 7.4: Riesenie vo fazovej rovine
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Kapitola 8
Aplikacia

Vsetky implementované metédy v predoslych kapitolach si zhrnieme do jednoduchej aplika-
cie, ktora sa bude skladat z niekolkych casti. Prva ¢ast bude zahrniovat riesenie RC obvodu
s vyberom metédy a RLC obvodu s vyberom metody. Prva ¢ast vyzera nasledovne:

Riesenie linearnych ODR

RieSenie metody

Rad Taylorovej rady 0
Potet krokov(Pre RC obvod) (Pre RLC obvod)

Obrazek 8.1: Prva cast aplikacie, ktora ukazuje rieSsenie ODR, jednotlivymi metédami

Vidime, ze aplikacia bude ukazovat len grafické vysledky a chybu metédy podla vy-
beru. Pre RC obvod bude moznost si zadat pocet krokov pre riesenie a pre RLC obvod
bude moznost zadania radu Taylorovej rady. Je to odlisné z dévodu roznej implementacie
jednotlivych metéd. Tlacitkom Nelinedrne systémy sa prepneme do druhej casti aplikacie,
ktora vyzera nasledovne:
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RieSenie nelinearnych systémov

Lineéme systémy Teegatciiinka | Kyvado )
Porownanie rychlosti vpoctov (ODE/Tay)
Cislo problému St
( Clar
Taylor ODE23 ODE45

Obrézek 8.2: Druhé cast aplikacie, ktord ukazuje riesenie nelinedrnych ODR

Uzivatel mé moznost zadat ¢slo problému, ktory chee vyriesit. Cisla jednotlivych pro-
blémov najdeme v prilohe. V pripade, ze uzivatel nezada ¢islo problému, ¢islo je automaticky
nastavené na problém 105. Po stla¢ni tlacitka Start sa na jednotlivych grafoch ukazu rie-
Senia vybraného problému. Pod kazdym grafom sa vypiSe ¢as vypoctu prislusnou metédou
a napravo sa ukaze kolkokrat rychlejsi/pomalsi bol vypocet Taylorovou radou. Pred kaz-
dym prepnutim sa do inej casti aplikdcie je nutné pouzit tlacitko Clear, ktoré vynuluje
hodnoty premennych, aby sa predoslo chybnym vysledkom. Tlacitkom Telegrafickd Linka
sa prepneme do 3. Casti aplikdcie, ktord vyzera nasledovne:

Telegraficka Linka

Porovnanie ¢asov vjpottov
Pocet segmentov et
Rad Taylorovej rady [ cear
Taylor ODE23 ODE45

Obrazek 8.3: Tretia cast aplikacie, ktorad ukazuje rieSenie Telegrafickej linky
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V tomto pripade uzivatel ma moznost zadat Pocet segmentov, ktory ovplyvinuje T'max
a rad Taylorovej rady, ktory ovypliuje ¢as a presnost vypoctu. Podobne ako u predchéad-
zajucej Casti, tlacitko Start nam vykresli grafy rieseni jednotlivych metéd s ¢asom vypoctu
a porovnanie rychlosti vypoctu s rychlostou Taylorovej rady. A nakoniec, tla¢itko Kyvadlo
nés presunie do poslednej casti aplikdcie, ktora vyzera takto:

Matematické kyvadlo

Miera tuhosti GraitaEné zrychlenie Uhlova rychiost Vychylka

Obrazek 8.4: Stvrta cast aplikicie, ktord ukazuje riesenie pohybu Kyvadla

Vidime, ze uzivatel ma moznost zvolit si hodnoty istych premmenych, ktore boli po-
pisané v predchadzajucej kapitole. Pokial uzivatel nezada ziadne hodnoty budi nastavené
automaticky, kde miera tuhosti bude 1, gravita¢né zrychlenie 9.81, uhlova rychlost 1, a vy-
chylka 0. Po spusteni sa nam v lavo vykresli graf zavislosti uhlovej rychlosti na case, ktory
zobrazi tlmené kmity a napravo sa nam vykresli graf zobrazujuci zavislost uhlovej rychlosti
od vychylky kyvadla.

45



Kapitola 9

Zaver

Cielom tejto bakalarskej prace bolo navrhnit metédu vyssieho radu zalozent na Taylorovej
rade pre numericky vypocet linedrnych a nelinedrnych kvadratickych ststav obycajnych
diferencidlnych rovnic, implementovat ju v prostredi MATLAB a porovnat efektivitu nasej
metdédy s ostatnymi metédami, ktoré sa bezne pouzivaji. Pre implementidciu casti bola
vuzitd verzia MATLABu R2015a.

V tejto prace sme si predviedli najprv rieSenia jednoduchych diferencidlnych rovnic
bezne pouzivanymi metédami a Taylorovou radou vyssieho radu a porovnali sme presnost
nasich vysledkov s vysledkami exaktného riesenia ikézali chyby jednotlivych metéd a na
zaklade tychto chyb sme porovnali stabilitu jednotlivych metod.

Dalej sme si predviedli riesenie stistav ODR Eulerovou metédou, metédou Runge-Kutta
4. rddu a Taylorovou radu, ktorych vysledky sme opét porovnali s vysledkami exaktného
rieSenia a pozorovali sme efektivitu Taylorovej rady vyssieho radu oproti Eulerovej metody
a metode Runge-Kutta 4. radu a opat sme porovnali stability jednotlivych metdd.

V dalSej casti sme si predviedli nieco zlozitejsie a to je rieSenie stustavy nelinearnych
oby¢ajnych diferencialnych rovnic, ktoré zahriinovali kvadratické aj zmiesané ¢leny. Ukazali
sme si riesenie Taylorovou radou vyssieho radu a pomocou ODE solverou v MATLABu a
porovnali sme opat vysledky metdéd a porovnali sme ¢asovil naroc¢nost jednotlivych metéd
a ukdazalo sa, ze Taylorova rada bola v kazdom pripade niekolkokrat rychlesia nez ostatné
metddy.

Ukézali sme si co vznikne hromadnym poskladanim RC a RLC obvodov v podobe
telegrafickej linky, kde sme si porovnali ¢as vypoc¢tu Tayolorej rady s ODE solvermi.

Ako posledné sme si ukazali dalsie vyuzitie diferencidlnych rovnic a to pre popis pohybu
kyvadla. A nakoniec sme vsstky implementované Casti zhrnuli do vyslednej aplikécie, ktora
moze byt pouzitd na rdzne ucely.
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Priloha A

Zadania rovnic vypocitanych v
tabulkach

C4 (105) pre krok h = 1072, 3 = 10 a Tmax = 1:

Y1 = —y2 +2, y1(0) =1,
Yy = —10y2 + Byt y2(0) =1,
ys = —40ys + 48y +v3), y3(0) = 1,
yh = —100ys + 108(y7 + 45 + 13), ya(0) =1

C5 (106) : Zadanie a krok h je rovnaké ako u C4, len C5 je pre 8 = 20

D1 (201) pre krok A = 1.7+ 1072 a Tmax = 1:

Y1 = 0.2(y2 — 1), y1(0) =0,
yy = 10y1 — (60 — 0.125y3)y2 + 0.125y3, y2(0) =0,
D4 (204) pre krok h = 2.9 % 1072 a T'max = 0.01:
y) = —0.013y1 — 1000y ys, y1(0) =1,
Yo = —2500y2ys3, y2(0) =1,
y3 = —0.013y; — 1000y1y3 — 250092y, y3(0) =0

F2 (402) pre krok h = 1072 a Tmaz = 1:
Y1 = —y1 — y1y2 + 294ys, y1(0) =1,

yi(1—y2
Yy = (98) — 3y2, y2(0) =0
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B1 (501)pre krok h = 5% 1072 a Tmax = 2:

Y1 = 2(y1 — Y1y2),
/

Yo = —(y2 - y1y2)7

B3 (502) pre krok h = 5% 1072 a Tmax = 1:

yi = Y1,

/ 2
Yo = Y1 — Yo,
Y5 = U3,

B5 (503) pre krok h = 5% 1072 a Tmax = 1:
Y1 = Y23,
Ys = —Y19s3,
ys =y — 0.51y192,

E4 (504) pre krok h = 51072 a Tmax = 1:

y,l = Y2,
yh = 0.032 — 0.493,
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yl(o) = 17
y2(0) =3
yl(o) = 17
y2(0) =0,
y3(0) =0
y1(0) =0,
yQ(O) =1,
y3(0) =1
y1(0) = 30,
y2(0) =0



	Úvod
	Obyčajné diferenciálne rovnice
	Počiatočné úlohy
	Analytický výpočet diferenciálnych rovníc
	Numerický výpočet diferenciálnych rovníc
	Jednokrokové metódy
	Viackrokové metódy

	Stabilita numerických metód

	Riešenie ODR a porovnanie metód
	Dôležitosť kroku
	Riešenie diferenciálnych rovníc Eulerovou metódou
	Riešenie diferenciálnych rovníc metódou Runge-Kutta
	Riešenie diferenciálnych rovníc Taylorovou radou
	Porovnanie presnosti a stability metód
	Využitie Taylorovej Metódy

	Riešenie sústavy lineárnych diferenciálnych rovníc
	Analytické riešenie
	Numerické riešenie
	Riešenie sústavy Eulerovou metodou
	Riešenie sústavy metódou Runge-Kutta
	Riešenie sústavy Taylorovou radou
	Porovnanie presnosti a stability metód

	Riešenie sústavy nelineárnych diferenciálynch rovníc
	Stiff systémy
	ODE Solvery
	Riešenie SNDR a porovnanie s ODE solvermi

	Telegrafická linka
	Telegrafická rovnica

	Matematické kyvadlo
	Aplikácia
	Záver
	Literatura
	Přílohy
	Zadania rovníc vypočítaných v tabuľkách

