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Abstrakt

Cielom tejto prace je vytvorit jednoducho pouzitelnt kniznicu, ktord bude poskytovat
zékladné prostriedky pre manipuldciu booleovskych funckii prostrednictvom Siestich rdz-
nych variant bindrnych rozhodovacich diagramov — BDD, ZDD, CBDD, CZDD, TBDD a
ESRBDD. Kniznica je implementovana v IS0 C, pouziva zatvorené hashovanie, referencova-
nie uzlov zalozené na indexoch, garbage collector na principe mark and sweep algoritmu a
vytvaranie diagramov zalozené na depth-first prechode. Implementované varianty tychto
diagramov boli porovnané na benchmarkoch a hoci optimalna volba varianty zavisi na rie-
senom probléme, vo vSeobecnosti sa ako najlepsia volba z pohladu velkosti vysledného grafu
a zaroven CPU casu ukézali TBDD.

Abstract

The aim of this thesis is to create an easy-to-use library that will provide the basic means
for Boolean function manipulation based on six different variants of Binary Decision Dia-
grams — BDD, ZDD, CBDD, CZDD, TBDD, and ESRBDD. The library is implemented
in the IS0 C programming language, uses closed hashing, index-based node referencing,
mark and sweep based garbage collector and diagram construction is based on classical
depth-first traversal. The implemented variants of these diagrams were compared on
benchmarks and although the optimal choice of decision diagram variant depends on given
problem, in general TBDD proved to be the best choice in terms of the resulting graph size
and also CPU time.
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Kapitola 1

Uvod

Boolova algebra je jednym zo zakladnych kamenov informatiky. Okrem toho, Ze je dblezita
v oblasti digitalnych systémov, mnoho tloh napriklad z oblasti kombinatorickej optima-
lizacie, matematickej logiky alebo umelej inteligencie sa daji vyjadrit ako séria operacii
na booleovskych funkcidch. Z toho dovodu je efektivna reprezenticia a manipuldcia boole-
ovskych funkcii délezita pre mnoho algoritmov a Sirokt skalu aplikécii. Jednym zo spésobov
ako to dosiahnut je pouzit binarne rozhodovacie diagramy. Ich vyhodou napriklad je, ze na
rozdiel od klasickych reprezentacii ako st pravdivostné tabulky alebo Karnaughove mapy
sa binarne rozhodovacie diagramy dokazu v mnohych pripadoch vyhntt exponencidlnej zlo-
zitosti. Ich zlozitost totiz zavisi na velkosti diagramov a nie na velkosti domény funkcie.
Zéasluhou Bryanta a jeho priace Graph-Based Algorithms for Boolean Function Manipula-
tion [4] sa zvysil zdujem o tuto datovi Struktiru na baze grafov urcent na manipuldciu
booleovskych funkcii. To viedlo k vytvoreniu jej viacerych variant, ktoré sa liSia v réznych

aspektoch.
Cielom tejto prace je nastudovat datova struktiru bindrnych rozhodovaci diagramov
(BDD) a jej pat dalsich varidnt — bindrne rozhodovacie diagramy s implicitnou nulou

(ZDD), retazovo redukované BDD (CBDD) a ZDD (CZDD), znacené bindrne rozhodovacie
diagramy (TBDD) a bindrne rozhodovacie diagramy s hranovo specifikovanou redukciou
(ESRBDD). Na zaklade toho je potom dalej cielom prace navrhnit a implementovat kniz-
nicu, ktora bude poskytovat zakladné prostriedky pre reprezentaciu, vytvaranie a manipula-
ciu booleovskych funkcii vo forme tychto siestich variant rozhodovacich diagramov. Napokon
budu vykon a vlastnosti jednotlivych variant experimentalne vyhodnotené. Niektoré préce,
ktoré zavadzaju tieto novsie varianty diagramov, ako napriklad Binary Decision Diagrams
with Edge-Specified Reductions [2] a Chain Reduction for Binary and Zero-Suppressed De-
cision Diagrams [8] sice porovnavaji a experimentalne overuju ich velkosti, ale nie celkovy
cas.

Jadro prace je celkovo rozdelené do troch kapitol. Kapitola 2 sa po vysvetleni niekto-
rych dolezitych pojmov v tvode zaoberd tedriou Binarnych rozhodovacich diagramov. Je
v nej vysvetlené Co vlastne tato datova struktira vo svojej zdkladnej forme je a aky je
jej vyznam. Takisto vysvetluje ¢o znamend usporiadanost a redukovanost binarnych roz-
hodovacich diagramov, a preco su tieto dve vlastnosti pre tito datovi struktiru doélezité.
Dalsia ¢ast pojednava o ZDD, ktoré st zalozené na rozdielom redukénom pravidle. Je v nej
popisany ich prinos a rozdiel oproti klasickym BDD. Vo zvysku tejto kapitoly st popisané
dalsie styri verzie rozhodovacich diagramov, ktoré sa snazia vyuzif vyhody oboch vyssie
spominanych verzii — CBDD, CZDD, TBDD a ESRBDD.



Kapitola 3 sa venuje navrhu a implementécii kniznice. Na zaciatku je vysvetlené co je
to hashovanie a aké st zakladné hashovacie techniky. Dalej st popisané zakladné datové
struktiry potrebné pre manipulaciu s rozhodovacimi diagramami — tabulka uzlov a ta-
bulka vysledkov. Kapitola takisto popisuje vntutornd struktiru uzlov jednotlivych verzii
rozhodovacich diagramov, ako st tieto uzly reprezentované interne a ako sa javia uzivate-
lovi kniznice. Osobitna sekcia je venovana garbage collectoru a referencovaniu uzlov.

Napokon kapitola 4 pojedndva o experimentoch, ktoré poukazuju na Specifikd jednot-
livych verzii rozhodovacich diagramov a ich implementacie. Experimenty st zamerané na
rieSenie kombinatorickych problémov, reprezentovanie informécii v kompaktnej forme a re-
prezentovanie typickych digitalnych obvodov.



Kapitola 2

Teoreticky ivod

2.1 Terminologia

Tato sekcia uvadza zakladné definicie a terminoldgiu, ktord bude pouzivand dalej. Informa-
cie v tejto sekcii su prevzaté z [7] a [4].

Nech z oznacuje vektor booleovskych premennych zi,...,x,. Budeme uvazovat
booleovské funkcie nad tymito premennymi, ktoré budemem zapisovat ako f(z) alebo
len f, pokial budd argumenty dostatoc¢ne zrejmé. Nech a oznacuje vektor hodnét aq, ..., an,
takych, ze pre kazdé a;, kde i = 1,...,n plati a; € {0,1}. Potom ohodnotenie funkcie f
vzhladom na a budeme zapisovat ako f(a). Zatial ¢o f(z) je funkcia, f(a) je hodnota 1
alebo 0.

Funkcia, ktora vznikne, ked je nejaky argument x; funkcie f nahradeny konstantou b,
sa nazyva restrikcia f a zapisuje sa ako f|;,—p. Teda pre akykolvek vektor premennych x,

f|xi<—b($) = f($1, vy Lj—15 Ljy Tij4-1, ,J?n) . (2.1)

Dve restrikcie funkcie f vzhladom na premennt z; sa oznacuju aj ako kofaktory f vzhla-
dom na ;. f|g,«1 sa nazyva pozitivny kofaktor a f|,,. o negativny kofaktor. Pomocou
dvoch kofaktorov f vzhladom na x; kazda booleovskil funkciu mézeme rozlozit na:

f= @A flaer) V (i A flaieo) - (2.2)

Tato identita sa oznacuje ako Shannonov rozvoj f vzhladom na x;. Niekedy sa vyskytuje
aj pod nazvom Boolov rozvoj vzhladom na to, ze ju formuloval uz Bool roku 1854 vo
svojom spise An Investigation of the Laws of Thought.

Niektoré funkcie nemusia zavisiet na vsetkych svojich argumentoch. Funkcia f je zavisla
na argumente x; ak plati

fleie1 # fleseo - (2.3)

Funkcia, ktord pre vsetky mozné hodnoty svojich argumentov stile vracia 1 sa nazyva
tautolégia a je oznacend 1. Funkcia, ktora naopak pre vsetky hodnoty argumentov vracia
0 sa nazyva kontradikcia a je oznacena O.

Funkcia je splnitelna ak existuje nejaky vektor a, pre ktory f(a) = 1.

Podobne restrikcii je definovania kompozicia. Nech f a g st booleovské funkcie na
vektorom premennych z. Kompozicia f a g vzhladom na x;, ktord sa znac¢i ako f|z,«g,
je funkcia, ktora vznikne nahradenim premennej z; funkcie f funkciou g. Teda pre vektor
premennych x:

flaicg(@) = f(z1, .., zic1, 9(21, ooy Tn), Tig1, -y Tn) (2.4)



2.2 Redukované usporiadané binarne rozhodovacie diagramy
- BDD

Redukované usporiadané bindrne rozhodovacie diagramy (anglicky. Reduced ordered binary
decision diagrams), dalej len BDD, vytvaraja zéklad pre datovu Struktiru, ktord umoziuje
efektivnu reprezenticiu a manipulaciu booleovskych funkcii. Ich vyuzitie spada predovset-
kym, no nie vyluéne do oblasti verifikdcie, generovania testov, simulécii zlyhani a logickej
syntézy[9]. Napriek tomu, Ze reprezentovanie booleovskych funkcii ako rozhodovacich grafov
mé uZ svoju histériu’ — ako prvy ich uvadza Lee v roku 1959[12] a neskér Akers v roku
1978[1] — o ich zviditelnenie a SirSie nasadenie sa zasluzil az Bryant v roku 1986 svojim
¢lankom “Graph-based algorithms for Boolean function manipulation”[4], formulovanim al-
goritmov operujtcich nad touto struktirou. Jednym z klticovych prvkov pre tieto algoritmy
bolo zavedenie podmienky usporiadanosti (bude vysvetlena nizsie), ¢im sa vyrazne znizuji
vypocetné naroky.

Vo vseobecnosti Binarny rozhodovaci diagram reprezentuje booleovsku funkciu f
definovant nad vektorom premennych x1, ..., x, ako acyklicky orientovany graf majuaci
dva typy uzlov. Netermindlne uzly v tomto grafe prezentuji premenné, nad ktorymi je
funkcia definovana a listové (termindlne) uzly zasa konstantné hodnoty 1 (pravda) a 0 (ne-
pravda). Podla vzoru p. Bryanta budeme premennt asociovani s netermindlnym uzlom v
oznacovat ako var(v), zatial ¢o pre listovy uzol v jeho asociovani hodnotu ako val(v). Dalej
kazdy neterminalny uzol mé prave dve vystupné hrany bezne oznacované ako hi, ¢o kores-
ponduje s pripadom kedy ma premenna daného uzla hodnotu 1 a lo, ¢o zasa koresponduje
s pripadom kedy ma premennd daného uzla hodnotu 0. ? hi(v) a lo(v) oznacuji dvoch
potomkov uzla v. Takto mdzeme definovat booleovskt funkciu reprezentovanti BDD tym,
ze asociujeme funkciu f, s uzlom v, ktory bude slizit ako koren daného grafu[7].

Definicia 1 Bindrny rozhodovaci diagram G s korenovym uzlom v reprezentuje booleovski
funkciu f, definovani rekurzivne ako:

1. Ak v je termindlny uzol:

(a) ak val(v) =1, tak f, =1
(b) ak val(v) =0, tak f, =0

2. Ak v je netermindlny uzol s indexom i, tak f, je funkcia:
fo = (var(v) A friw)) V (mvar(v) A fiow))

Vidime, ze kazdy z uzlov v BDD je sém o sebe booleovské funkcia pricom jeden (alebo
aj viac koreniovych uzlov pri pouziti zdielanej reprezentécie, vid nizsie) s tie funkcie, ktoré
referencuje aplikdcia. Takisto si mézeme vSimnutf vztah medzi BDD reprezenticiou neja-
kej booleovskej funkcie a Shannonovym rozvojom. Dvaja potomkovia uzlu koresponduju
s dvoma kofaktormi vzhladom na premennt asociovani s danym uzlom [7]. Na BDD sa tak
v podstate mdzeme pozerat ako na rekurzivnu dekompoziciu funkcie, ktord reprezentuje
koren grafu pomocou Shannonovho rozvoja.

1y starSej literatire sa niekedy BDD vyskytuji pod ndzvom "branching programs"(vetviace programy)
2hi sa tradi¢ne zobrazuje ako plnd &iara a lo ako preruSovand ¢iara, netermindlne uzly budeme ako je
zvykom kreslit ako kriuzky a listové uzlu ako stvorce. Hrany st v obrazkoch stale orientované smerom dole.



Pre akékolvek ohodnotenie (ay, ..., a,) premennych (z1, ..., z,) funkcie f, je hodnota fun-
kcie urcend cestou zacéinajiicou v korenovom uzle v a konciacou v jednom z listovych uzlov,
nasledujic uzly podla zadanych hodndt. Ak je hodnota premennej aktualneho netermindl-
neho uzla po ceste rovna 1, pokracuje sa do hi potomka, ak je hodnota rovna 0, pokracuje
sa do lo potomka. Funkéna hodnota je pre toto zadanie napokon hodnota listového uzla,
v ktorom cesta skocila. Na obrazku 2.1 mézeme vidiet iplny binarny rozhodovaci diagram
pre booleovskt funkciu zadant vyrazom (z1 A x2 A —x3) V (021 A 3).

SR @ e

0 1 0 1 0 0 1 0

Obr. 2.1: Uplny bindrny rozhodovaci diagram (bindrny rozhodovaci strom) reprezentujici
(1‘1 N x2 N —|:L'3) V (—L%'l VAN 1'3).

Kazdy BDD, ako uz napoveda jeho nézov, musi navyse spltiat dve dolezité podmienky
- musi byt usporiadany a redukovany. Obe tieto vlastnosti si vysvetlime nizsie.

2.2.1 Usporiadanost

Usporiadanost znamend, Ze existuje nejaka permutacia m nad premennymi xy, ..., T,, teda
nejaké usporiadanie premennych danej funkcie a na kazdej moznej ceste grafom sa tieto pre-
menné musia vyskytovat v stile rovnakom poradi. Zaroven sa ziadna premennd nesmie na
tejto ceste vyskytnit viackrat ako raz[9]. Diagram, ktory sme si ukazovali na obrézku 2.1 je
prikladom usporiadaného binarneho rozhodovacieho diagramu. Obrazok 2.2 zasa zobrazuje
neusporiadany bindrny rozhodovaci diagram pre nejakil neznamu funkciu troch premen-
nych, pretoze na ceste grafom, ked je x1 rovna 0 sa xo vyskytuje pred 3, avSak na inej
ceste, ked je x1 rovna 1 sa xo vyskytuje za xs.

0 1 1 1 0 0 1 0

Obr. 2.2: Neusporiadany binarny rozhodovaci diagram pre nejaki booleovskt funkciu troch
premennych.

V principe sa usporiadanie premennych moéze zvolit [ubovolne a algoritmy budu fungovat
stale korektne, avSak ako uvidime, pre rézne usporiadania mézeme dostat rézne BDD.
Nevhodné usporiadanie méze mat znacny dopad na velkost BDD a tym aj na efektivitu



algoritmov. Napriklad na obrazku 2.3 vidime dva BDD reprezentujtice booleovsku funkciu
zadani vyrazom (a1 Aby)V(aa/Abz)V(agAbs). BDD nalavo mé premenné usporiadané v poradi
a1, b1, a9, b, as, bs, kdezto BDD napravo ich ma v poradi a1, as, as, by, b, b3. Tuto funkciu by
sme mohli zovseobecnit na funkciu (aq Aby) V...V (an Aby). Pre zovSeobecnené usporiadanie
premennych ai, b1, ..., ay, b, dostavame BDD s 2n neterminalnymi uzlami, kde n je pocet
premennych. Na druhej strane pre zovseobecnené druhé usporiadanie ai, ..., a,, b1, ..., b,
dostaneme BDD s 2(2" — 1) netermindlnymi uzlami. Je zjavné, ze pre vicsie n bude dopad
na paméatové naroky a efektivitu algoritmov medzi linedrnym rastom prvého usporiadania
a exponencidlnym rastom druhého dramaticky[5]. Poznamenajme este, ze oba BDD si
skutocne usporiadané a redukované.

Vicsina aplikacii vyuzivajica BDD zvoli nejaké fixné usporiadanie premennych a podla
toho potom konstruuje vsetky grafy. Toto usporiadanie sa bud zvoli manuélne alebo ne-
jakou vhodnou heuristickou analjzou systému, ktory treba reprezentovat. Co sa tyka tych
heuristik, tak tie nemusia nevyhnutne najst najlepsie mozné usporiadanie, nakolko to nema
vplyv na korektnost vysledkov. V praxi sa ukazuje, ze pokial sa najde usporiadanie, ktoré
neimplikuje exponencidlny rast, tak operacie nad BDD su stale efektivne.[5, 10]

Obr. 2.3: Dva BDD pre funkciu (z1 Ay1) V(22 Ay2) V(23 Ay3) demonstrujice vhodné (vlavo)
a nevhodné (vpravo) usporiadanie premennych.

2.2.2 Redukovanost

To, ze graf musi byt redukovany znamend, Ze musi navyse splnat nasledujice pravidla.
Treba poznamenat, Ze tieto pravidla nijako nepozmenia reprezentovanu funkciu.

1. V celom grafe mdéze byt maximéalne jeden listovy uzol s danou hodnotou — teda
v celom grafe existuji len dva listové uzly, jeden s hodnotou 1 a jeden s hodnotou 0.

2. V grafe sa nemoze vyskytnit uzol, pre ktory by platilo hi(v) = lo(v), teda uzol, kto-
rého obe vystupné hrany smeruja do jedného potomka. Je zjavné, ze takito premenna
nijako neovplyvnuje funkciu reprezentovanu grafom.



3. Graf nemdze obsahovat izomorfné podgrafy, teda nemézu byt viaceré netermindlne
uzly v a u, pre ktoré by platilo var(v) = var(u), hi(v) = hi(u),lo(v) = lo(u).

7 kazdého neredukovaného usporiadaného binarneho rozhodovacieho diagramu mo-
zeme jednoducho spravit BDD opakovanou aplikaciou nasledujicih troch pravidiel. Pravidla
treba aplikovat dovtedy, dokym to uz nebude mozné, pretoze aplikicia jedného pravidla
moze vytvorit priestor pre dalsiu redukciu.

Redukcné pravidla:

1. ak listové uzly v a u majui rovnaké hodnoty, teda val(v) = val(u), odstranime jeden
z nich a presmerujeme vsetky jeho vstupné hrany do toho druhého,

2. ak nejaky uzol v ma hi(v) = lo(v), tak ho odstranime a vsSetky jeho vstupné hrany
presmerujem do jeho potomka,

3. ak pre uzly v a u plati var(v) = var(u), hi(v) = hi(u),lo(v) = lo(u), tak jeden z nich
odstranime a takisto vsetky jeho vstupné hrany presmerujeme do toho druhého.

Na obrazku 2.4 moézeme vidiet priklad redukcie grafu zadaného booleovskym vyrazom
(x1 N 29 A —x3) V (—1 A 23). Povodny neredukovany diagram je na obrazku 2.1. Ako to
moézeme vidief na obriazku 2.4a, po aplikdcii prvého redukéného pravidla sa ndm pocet
terminalnych uzlov znizi na dva. Aplikéciou tretieho redukéného pravidla, ako to vidime na
obrézku 2.4b odstrdnime z grafu vSetky uzly v, pre ktoré plati var(v) = var(u) A hi(v) =
lo(u) A lo(v) = lo(u) . V nasom ukdzkovom pripade sme mohli odstranit najlavejsi uzol
prezentujtci premennt z3. Napokon aplikidciou druhého pravidla odstranime vsetky ,,don’t
care uzly, teda uzly, ktorych obe hrany smeruji do toho istého potomka. Takéto uzly
nemaju ziaden vplyv na dant funkciu. Tym dostavame findlny BDD pre zadani funkciu,
ktory znazornuje obrazok 2.4c.

(a) Odstranenie duplikdtnych (b) Odstranenie izomorfnych (¢) Odstrdnenie uzlov, kto-
terminalnych uzlov. podgrafov. rych obe hrany smerovali do
jedného potomka.

Obr. 2.4: Redukcia bindrneho rozhodovacie diagramu zadaného funkciou (z1 A xg A —z3) V
(mx1 A x3).

Zmyslom redukcie je odstranenie redundancii - izomorfnych podgrafov a premennych,
ktoré nemajui na vysledni hodnotu funkcie ziaden vplyv. Bez tychto redukcii by mali dia-
gramy velkost exponencialne zavislii na pocte premennych a nebolo by mozné naplno vyuzi-
vat vyhody tejto formy reprezentécie booleovskych funkcii. Prave preto je dolezité aby graf



mal ¢o najmensiu moznt velkost. V najhorsom moznom pripade, kedy nebude mozné uplat-
nit ziadne redukéné pravidlo okrem prvého, bude mat BDD 2" — 1 netermindlnych uzlov,
kde n je pocet premennych funkcie. No v praxi ma vécsina funkcii rozumnu velkost[7, 10].

Co sa tyka korektnosti, tak redukéné pravidld je mozné aplikovat v hocijakom porady,
stale dostaneme rovnaky BDD, avsak pri postupe od listov smerom hore je mozné pri pouziti
vhodného algoritmu tuto redukciu uskutocnit v linearitmickom alebo dokonca v linedrnom
Case [14]. Postup smerom z dola hore je pre efektivitu délezity z toho dévodu, ze nejaké
redukéné pravidlo méze byt aplikovatelné na nejaky uzol v po tom, ¢o aplikujeme nejaké re-
dukéné pravidlo na jeho potomka. Na druhej strane aplikacia nejakého redukéného pravidla
na uzol u nikdy nevytvori prilezitost uplatnif redukéné pravidlo na jeho potomkov. Teda
uplatnenie redukéného pravidla na potomka méze vytvorit prilezitost pre rodica, ale nikdy
nie naopak. Tuto situaciu si mézeme vSimnit aj na obrazku 2.4. Uplatnif druhé pravidlo na
Tavy uzol reprezentujici premennt zo (obr. 2.4b) mézeme az po tom, ¢o odstranime jeden
z dvoch najlavejsich uzlov reprezentujicich premennd z3 (obr. 2.4a).

2.2.3 BDD ako kanonicka reprezentacia booleovskych funkcii

Bryant ukazal, ze BDD st kdnonickou reprezenticiou booleovskych funkcii. To znamena, ze
pre dané usporiadanie premennych 7 ma kazda booleovskd funkcia definovand nad tymito
premennymi prave jednu unikdtnu reprezentaciu v podobe BDD [4].

Prezentovanie booleovskych funkcii ako BDD ma viaceré vyhody, z ktorych spomenieme
len niektoré:

e dve funkcie s ekvivalentné vtedy, ak ich BDD st izomorfné,

e funkcia je splnitelnd, ak nie je reprezentovand jedinym termindlnym uzlom s hodnotou

0,

e pre najdenie jedného ohodnotenia, pre ktoré je funkcia splnitelnd stac¢i najst cestu
z korena do listu s hodnotou 1. Najdenie tejto cesty si nevyzaduje ziaden backtracking,
pretoze s vynimkou hrén, ktoré vedu priamo do listu 0, druhé redukcéné pravidlo
zabezpecuje, ze kazda hrana je stucastou cesty veducej do listu s hodnotou 1,

e funkcia je tautoldgia ak je reprezentovand jedinym termindlnym uzlom s hodnotou 1
a naopak, funkcia je kontradikcia ak je reprezentovana jedinym terminalnym uzlom
s hodnotou 0,

e ak je nejaka funkcia nezavisld na premennej x, tak BDD reprezentacia tejto funkcie
nemoéze obsahovaf ziadne uzly oznacené touto premennou,

e v najhorsom moznom pripade takato reprezenticia booleovskej funkcie moze mat
pocet uzlov, ktory je exponencidlne zavisly na pocte premennych danej funkcie, avsak
v skutocnosti mnoho v praxi vyznamnych funkcii mé relativne maly BDD [10].

2.2.4 Prezentovanie viacerych funkcii

7 implementacného hladiska existuji dva spGsoby pre reprezentaciu viacerych funkcii ako
BDD - oddelend a zdieland. V oddelenej reprezentacii ma kazda funkcia svoj vlastny BDD,
ktory mé prave jeden koren. V zdielanej reprezentéacii, ktorej priklad moézeme vidiet na ob-
razku 2.5, je zasa celd kolekcia booleovskych funkcii reprezentovana ako jeden BDD, ktory
ma viacero korenov (pre kazdu funkciu jeden). Okrem toho, Ze zdieland reprezentacia ma
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mensie paméfové naroky, ma navyse ta vlastnost, ze ekvivalencia dvoch funkcii sa da skon-
trolovat v konstantnom case. Dve funkcie st v zdielanej reprezentacii BDD ekvivalentné
vtedy a len vtedy, ak si reprezentované tym istym vrcholom. Takisto umoznuje efektivnej-
sie vykonavanie niektorych dalsich operacii. Jej nevyhodou je, Ze je potrebna nejaka forma
,garbage collectoru, aby uzly, ktoré uz nie st dosiahnutelné z akéhokolvek aktivneho ko-
rena zbytocne nevycerpavali miesto. V praxi sa vic¢sinou uchovava pocet referencii na dany
uzol, ¢i uz to je referencia z rodic¢ovského uzla alebo externd referencia na korenovy uzol.
Prirodzene pokial tento pocet klesne na nulu, uzol mozno uvolnit.[7]

Obr. 2.5: Zdielana reprezentécia viacerych booleovskych funkcii ako BDD.

2.3 Binarne rozhodovacie diagramy s implicitnou nulou -
ZDD

Bindrny rozhodovaci diagram s implicitnou nulou (angl. Zero-Suppressed binary decision
diagram), dalej len ZDD je varianta klasickych BDD zalozend na novom redukénom pra-
vidle, ktoru zaviedol Minato roku 1993 [13]. Tym, Ze ZDD umoziuji unikdtnu a kom-
paktni reprezentaciu mnozin si obzvlast vhodné na riesenie kombinatorickych problémov,
reprezentovanie riedkych mnozin alebo akykolvek iny problém, ktory sa da efektivne riesit
manipulaciou riedkych mnozin bitovych vektorov.

2.3.1 Kombinaéné mnoziny

Informacie v tejto sekcii st prevzaté z [13]. Kombinacia n objektov méze byt reprezento-
vand n bitovym bindrnym vektorom (x,x,_1...x221), kde kazdy bit z; € {1,0} vyjadruje
to ¢i korespondujuci objekt je stucastou kombindcie alebo nie. Vychadzajic dalej z toho,
mnozina kombindacii méze byf reprezentovand mnozinou n bitovych bindrnych vektorov.
Takéto mnoziny sa nazyvaji kombina¢né mnoziny. Kombina¢né mnoziny moézeme takto
povazovat za podmnoziny poten¢nej mnoziny n objektov. Mozeme nimi popisovat riesenia
kombinatorickych problémov a ich manipulaciou mézeme kombinatorické problémy riesit.

Kombina¢nii mnozinu mézeme reprezentovat booleovskou funkciou s n vstupnymi pre-
mennymi - pre kazdy bit vektora mnoziny jedna premenna. Vystupna hodnota tejto fun-
kcie potom vyjadruje ¢i kombinacia Specifikovana hodnotami vstupnych premennych je
obsiahnutd v mnozine alebo nie. Takéto booleovské funkcie sa nazyvaju charakteristické
funkcie. Operacie nad mnozinami ako zjednotenie, prienik alebo rozdiel mézu byt takto
nahradené logickymi operaciami nad charakteristickymi funkciami. Kedze BDD sa daju
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x3
x2
x1 x1
0 1
0 1

(b) {001,010}
(a) {0001,0010}

Obr. 2.6: Kombina¢né mnoziny vyjadrené pomocou BDD.

efektivne pouzit na reprezentaciu booleovskych funkcii, m6zeme ich vdaka charakteristic-
kym funkciam vyuzit aj na kombina¢né mnoziny. V tychto BDD cesty z korenového uzla do
terminalneho uzla s hodnotou 1 reprezentuji mozné kombinacie v mnozine. Vdaka prvému
a tretiemu redukénému pravidlu, ktoré odstranuji izomorfné podgrafy a umoznuju takto
viacerym kombinacidm zdielat uzly maju takto reprezentované mnoziny kompaktnua velkost.
V mnohych praktickych pripadoch je velkost grafu podstatne mensia ako pocet elementov
mnoziny.

Hoci je manipulacia s mnozinami pomocou BDD efektivna, je tam jedna neprijemnost
spocivajica v tom, ze forma BDD zavisi na pocte vstupnych premennych. Tym padom
musime mat fixny pocet vstupnych premennych este pred tym ako sa vygeneruje BDD.
Tato neprijemnost vyplyva z toho, ze v kombina¢nych mnozinach je predvolena hodnota
premennych 0, pokial je hodnota charakteristickej funkcie rovna 1. To je z toho dovodu, ze
takéto premenné (objekty) sa nikdy nevyskytnit v ziadnej kombinécii. Zial takéto premenné
nevieme v BDD vynechat, tam vieme zasa vynechat premenné, na ktorych hodnote nezalezi.
7 toho dévodu musime v pripade riedkych mnozin vygenerovat mnoho zbytoénych uzlov
kvoli objektom, ktoré sa v mnozine nenachadzaji. Prave to bolo motivaciou pre vytvorenie
7ZDD.

Pre demonstraciu vyssie uvedeného uvazujme velmi jednoduchy priklad. Chceme pomo-
cou BDD vyjadrit tito kombina¢ni mnozinu: {0001,0010}. Mame teda déta zakédované
ako bitové vektory, v nasom pripade o dizke §tyri bity a teda mézeme mnozinu vyjadrit ako
charakteristicka funkciu definovani nad Styrmi premennymi, ktorej vyslednd hodnota bude
rovna 1, pokial sa bitovy vektor odpovedajici zadaniu premennych nachadza v mnozine.
BDD pre dany mnozinu moézeme vidiet na obrazku 2.6a. Mdzeme si vS§imnut, ze z korena
(uzol x4) vedd do termindlneho uzla s hodnotou 1 len dve cesty a to v pripade kedy je
x2 = 1 a vSetky ostatné premenné st rovné 0 a v pripade kedy je x1 = 1 a vSetky ostatné
premenné su rovné 0. Ten isty priklad, ale vyjadreny na troch bitoch, teda kombinaéna
mnozina {001,010} je zobrazena na obrazku 2.6b. Vidime teda, ze musime navyse vytvarat
uzly pre premenné, ktoré sa nevyskytnu nikdy v ziadnej kombinéacii, pretoze forma BDD
je zévisla na pocte vstupnych premennych. Ako uvidime dalej toto nebude platit pre ZDD
vdaka novému redukénému pravidlu.
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2.3.2 Rozdiely ZDD oproti BDD

7ZDD sa od BDD lisia len v interpretacii pripadu kedy nejaka hrana preskakuje jednu alebo
viac premennych. Ide teda o pripad kedy hrana vychadzajica z vrcholu v, pre ktory plati
var(v) = z; vchadza do vrcholu u, pre ktory plati var(u) = z; a sucasne plati j > ¢ + 1.
V pripade BDD takato hrana indikuje situaciu, kedy je reprezentovana funkcia nezavisla na
vynechanych premennych. Obrézok 2.4c znazornuje priklad kedy je f|;,«0 nezavisld na xs.
V pripade ZDD takto vynechany vrchol znamen4, ze ak je hodnota jeho premennej rovna 1,
tak celkova hodnota reprezentovanej funkcie je rovna 0. V pripade kombina¢nych mnozin to
znamena, ze ak ma bit vektoru asociovany s takymto vrcholom hodnotu 1, tak dany vektor
sa v mnozine nenachédza.[7]

V praxi to znamend, ze druhé redukéné pravidlo BDD - pre ziaden uzol v nemoze
platit hi(v) = lo(v), je pri ZDD nahradené pravidlom, ze ziaden uzol neméze mat ako
svojho hi potomka termindlny uzol s hodnotou 0. Pri redukcii sa takyto uzol odstrani
a jeho vstupnd hrana sa presmeruje do jeho lo potomka. [13] Prvé a tretie pravidlo ostévaji
nezmenené. Rovnako ako BDD tak aj ZDD st kanonickou reprezenticiou booleovskych
funkcii. To znamena, Ze pri fixnom usporiadani premennych mé kazda funkcia jednoznacni
reprezenticiu v podobe ZDD.

Na obrazku 2.7a a 2.7b mame zobrazené BDD a ZDD (v tomto poradi) pre kombina¢nu
mnozinu {0001,0010}. AZ na dva pripady méa kazdy vrchol u; v ZDD odpovedajuci vrchol
v; v BDD. Prvy rozdiel je vo vrchole u4, ktorého obe vystupné hrany smeruji do toho
istého potomka. Takéto vrcholy sa v ZDD neodstranuju. Druhy rozdiel je, ze ZDD nema
odpovedajuci vrchol pre v4 v BDD, kedze nové redukéné pravidlo neumoznuje, aby nejaky
vrchol mal ako svojho hi potomka terminalny vrchol s hodnotou 0. [7]

Obrazok 2.7c ukazuje ZDD pre kombina¢né mnoziny z obrazku 2.6. Vlastnostou ZDD
je, ze ich forma nezavisi na pocte vstupnych premennych pokial sa jedna o rovnaké kombi-
nac¢né mnoziny vyjadrené na réznych bitovych sirkach. Z toho dévodu je odpovedajici ZDD
rovnaky pre mnozinu {0001, 0010} aj mnozinu {001,010}. Pri ZDD nie je potrebné fixovat
pocet vstupnych premennych pred generovanim grafu. ZDD automaticky ,,potlacaja“ pre-
menné reprezentujice objekty, ktoré sa nikdy neobjavuju v ziadnej kombindcii [13]. Z toho
dovodu st ZDD obzvlast vyhodné pri reprezentéacii riedkych kombinac¢nych mnozin, ktoré
maju tieto dve vlastnosti [6]:

1. celkovy pocet prvkov mnoziny (bitovych vektorov) je podstatne mensi ako 2", kde n
je pocet premennych

2. samotné bitové vektory majui vicsinu svojich prvkov (bitov) nastavenych na 0

Dalsou vyhodou ZDD pri reprezentacii kombina¢nych mnozin je, Ze celkovy pocet viet-
kych ciest z korena do terminalneho uzla s hodnotou 1 presne odpovedd poctu prvkov
v kombinac¢nej mnozine. V klasickych BDD sa kvoli druhému redukénému pravidlu tato
vlastnost straca. [13]

Co sa tyka porovnania pamitovych narokov BDD a ZDD, Knuth ukizal, Ze pre aku-
kolvek booleovsku funkciu f plati:

N n
Ny = 2 ( )
Nz n
Np = 2 (2:6)
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0 1 0 1 0 1

(a) {110,001,011} ako BDD (b) {110,001,011} ako ZDD (¢) mnozina {0001,0010}
z obr. 2.6 ako ZDD

Obr. 2.7: Vlavo a v strede porovnanie BDD a ZDD pre mnozinu {110,001,011}. Vpravo
ZDD reprezenticia mnoziny {0001,0010}.

kde Nz je pocet uzlov ZDD, Ng pocet uzlov BDD a n je pocet vstupnych premennych danej
funkcie [11]. To znamenda ze ZDD nejakej funckie moze byt az (n/2) krat kompaktnejsi ako
BDD a naopak BDD moze byt az (n/2) krat kompaktnejsi ako ZDD pre nejaku int funkciu.
Zalezi to na funckii, ktordt mame reprezentovat. ZDD st obzvlast efektivne ak sa jedna
o kombinatoricky problém alebo ma funkcia dve vyssie spomenuté vlastnosti ,riedkosti
Na druhej strane pri beznych funkciach st vyhodnejsie klasické BDD, obzvlast ak ma dana
funkcia va¢si pocCet premennych, ktorych hodnota neovplyviiuje vyslednt hodnotu funkcie.
[13]

2.4 Retazovo redukované BDD a ZDD

BDD aj ZDD umoznuji kompaktnt reprezentaciu booleovskych funkcii, avsak vzhladom na
to, ze obe vyuzivaja rozdielne redukcéné pravidlo, ich velkost do istej miery zavisi na repre-
zentovanej funkcii. BDD st vhodné pre funkcie obsahujice premenné, na ktorych hodnote
nezalezi, kdezto ZDD st vhodné pre funkcie, ktoré su splnitelné ak ma viacero premennych
priradentt hodnotu 0. No existuju pripade, pre ktoré by bolo vyhodné mat vlastnosti BDD
a zaroven aj ZDD. Jedno z moznych rieseni tohoto problému priniesol Bryant a to tym, ze
zaviedol retazové redukcie (chain reductions) pre BDD aj ZDD. Nasledujtce priklady ako
aj informécie v celej tejto sekeii st prevzaté z [8].

Obrazok 2.8 znazornuje tri bindrne rozhodovacie diagramy reprezentujice kombinacnu
mnozinu S definovani ako S = {0001,0011,0101,0111,1000}. Graf A zndzorneny na ob-
razku 2.8a, reprezentuje usporiadany binarny rozhodovaci diagram, ktory neobsahuje ziadne
izomorfné podgrafy a ani nadbytocné listové uzly. Nie je to BDD, pretoze neboli odstra-
nené uzly, ktoré maji jedného a toho istého potomka (vg,v3) a ani ZDD, pretoze obsahuje
uzly, ktorych hi hrana smeruje do listového uzla s hodnotou 0 (vs, vg, v7). Na tomto grafe
si mézeme vsimnut, Ze jeho uzly vytvaraji dva retazce (chains).

Vrcholy wve,v3 vytvaraju takzvany don’t care chain — neprerusend postupnost uzlov,
ktorych obe hrany smeruji do jedného potomka, ktory je o jednu troven nizsie. Hodnoty
tychto uzlov nemaji vplyv na vysledny hodnotu funkcie a ako sme videli st implicitné
v BDD. Obréazok 2.8b zobrazuje ti istd mnozinu reprezentovani ako BDD — graf B,
v ktorom hrana nalavo smerujica z vrcholu u; do vrcholu usg je ekvivalentna don’t care chain
v grafe A. Vrcholy vs, vg, v7 grafu A vytvaraji zasa takzvany OR chain, o je neprerusend
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(a) Graf A (b) Graf B - BDD (c) Graf C — ZDD

Obr. 2.8: Tri grafy reprezentujtice kombina¢ni mnozinu S = {0001,0011,0101,0111, 1000}.

postupnost uzlov, ktorych hi hrany smeruji do jedného a toho istého uzla. V pripade grafu
A je to listovy uzol s hodnotou 0. OR chain, v ktorom vsetky hi hrany smeruji do listu
s hodnotou 0 bude dalej oznacovany ako zero chain. Uzly formujice zero chain si zasa
implicitné v ZDD a pokial mé niektory z nich priradenti hodnotu 1, tak vyslednad hodnota
celej funkcie je 0. Na obrazku 2.8c vidime ZDD reprezentaciu mnoziny S oznacent ako
graf C. Jeho hrana z korenového uzla w; do listového uzla s hodnotou 1 je ekvivalentna so
zero chain grafu A. Vidime, ze ¢i uz je funckia vyjadrend ako BDD alebo ako ZDD stéle
je pritomny jeden z tychto retazcov. Zavedenie retazovych redukcii (chain reductions), tak
ako ich navrhol Bryant, umoznuje BDD aj ZDD vyuzit obe typy tychto retazcov a znizit
tak este viac paméatové naroky.

2.4.1 Retazové redukcie

Obrazky 2.9a a 2.9b demonstruju zovseobecnent formu don’t care chain a OR chain. Tieto
retazce siahaji od trovne t po droven b, pricom plati 1 < ¢t < b < n. Za nimi na urovni
vacsej ako b st potom uzly f a g, ktoré si nakreslené ako trojuholniky, pretoze reprezentuju
korene dvoch podgrafov. V. OR chain lo hrany jednotlivych uzlov smeruji do nasledujiceho
uzla v retazci a hi hrany do uzla g. V don’t care chain obe hrany smeruji do nasledujiceho
uzla v retazci.

Ako bolo spomenuté vyssie, BDD vynechavaju don’t care chains a ZDD zasa zero chains
na zaklade svojich vlastnych redukénych pravidiel, ktoré boli opisané v predoslych sekcich.
Hlavnou myslienkou refazovych redukcii je, aby BDD aj ZDD mohli vyuzivat redukéné
schopnosti toho druhého a tak kompaktne reprezentovat oba typy retazcov, ¢im sa zni-
zia pamitové naroky i vypocetna doba. To je umoznené tym, ze s kazdym vrcholom st
asociované dve turovne ako to je na obrazku 2.9c. Kazdy netermindlny vrchol ma dvojicu
urovni ¢ : b, pricom plati 1 <t < b < n. V retazovo redukovanych usporiadanych binarnych
rozhodovacich diagramoch (anglicky chain-reduced ordered binary decision diagrams, dalej
len CBDD) takyto vrchol nahradza cely or chain ako je na obrazku 2.9b. V retazovo redu-
kovanych bindrnych rozhodovacich diagramoch s implicitnou nulou (anglicky chain-reduced
zero suppressed binary decision diagrams, dalej len CZDD) takyto vrchol nahrddza don’t
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care chain ako je na obrazku 2.9a. Uzol, v ktorom pre trovne t a b plati t = b predstavuje
standardny uzol reprezentujtci jednu premennt danej funkcie.

tb

/N L

(¢) Zredukovand forma

(a) Don’t care chain

Obr. 2.9: Don’t care chains, ktoré ostdvaju v ZDD a zero chains — Specidlny pripad or
chains, ktoré su zasa pritomné v BDD mozu byt prezentované v zredukovanej forme.

Obréazok 2.10 demonstruje efekt retazovych redukcii. Graf A je pévodny graf z 2.8a bez
tychto redukcii. Na obrazku 2.10b je CBDD reprezentacia mnoziny S. Vidime, Ze vrcholy
v9 a v su tam implicitne ako je to v klasickom BDD z obréazka 2.8b, avsak vrcholy vs, vg
a vy formujuce zero chain, ktoré v 2.8b ostali ako us, uq, us st v CBDD nahradené jednym
vrcholom ugz. CZDD reprezentacia mnoziny S je na obrazku 2.10c. Opéat moézeme vidiet, ze
vrcholy vs,vg a v7 su rovnako ako v ZDD z obrazka 2.8c aj v . CZDD implicitne, ale don’t
care chain pozostavajici z vrcholov vy a ws, ktoré v ZDD ostali ako wy a ws, je v CZDD
zacleneny do v4 a formuje tak vrchol ws. Tieto nové uzly su nakreslené ako ovily, aby sa
zvyraznilo, ze siahaji cez viac ako jednu troven, avsak vsetky uzly v CBDD aj CZDD maja
dvojicu drovni, vid napriklad u; alebo wy.

2.5 Znacené redukované usporiadané binarne rozhodovacie
diagramy

Rovnaky problém ako CBDD a CZDD — teda ako vyuzit redukéné schopnosti klasickych
BDD aj ZDD, ale inym spdsobom riesia aj znacené redukované usporiadané binarne roz-
hodovacie diagramy (anglicky tagged binary decision diagrams, dalej len TBDD), ktoré
zaviedli van Dijk, Wille a Meolic. Nasledujuce informécie st prevzaté z ich prace v [16].

2.5.1 Znacenie hran

TBDD kombinujtu redukéné pravidla BDD aj ZDD, teda okrem odstranenia nadbytoc¢nych
listovych uzlov a izomorfnych podgrafov — ¢o su pravidla spolo¢né pre obe varianty, redu-
kuji aj vrcholy, ktorych obe hrany smeruji do jedného potomka (pravidlo BDD) a takisto
redukuju aj vrcholy, ktorych hi hrana smeruje do listu s hodnotou 0 (pravidlo ZDD). Tymto
dosahuju este kompaktnejsiu reprezentaciu booleovskych funkcii. Pre akikolvek booleovskt
funkciu je zarucené, ze jej TBDD nebude mat viac uzlov ako BDD alebo ZDD reprezenta-
cia danej funkcie [8]. Pravidlo osobitné pre BDD budeme dalej oznacovat ako bdd-pravidlo
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u3 | X2:x4

1 0 1 0 0 1

(a) Graf A (b) Graf D — CBDD (c) Graf E — CZDD

Obr. 2.10: Ukazka retazovych redukcii na kombina¢nej mnozine S =
{0001,0011,0101,0111,1000}. CBDD aj CZDD vyuzivaji redukéné schopnosti toho
druhého a redukuji oba typy retazcov.

a pravidlo osobitné pre ZDD ako zdd-pravidlo. Na rozliSenie toho, ktoré z tychto dvoch pra-
vidiel bolo na odstranenie uzla alebo uzlov pouzité sa pouziva znacenie hran. Tieto znacky
(tags) su na kazdej jednej hrane grafu a mézu byt dvojakého typu — mézZe to byt oznacenie
premennej, teda z;, kde 1 < ¢ < n an je pocet premennych funkcie alebo symbol 1. Hrany
smerujuce do neterminalnych uzlov mézu byt oznacené len premennou z;, hrany smerujtce
do listov mozu byt oznacené premennou alebo symbolom L. Premennd pouzita ako znacka
hrany musi byt podla usporiadania premennych v grafe vzdy za premennou uzla, z ktorého
hrana vychadza a sicasne pred alebo rovnakd ako premenna uzla, do ktorého hrana smeruje,
pokial sa nejednd o listovy uzol. Premenné, ktoré v grafe chybaji a st pred znackou z;, boli
odstranené na zaklade bdd-pravidla zatialco chybajice premenné, ktoré su za znackou x;
alebo rovnaké ako tato znacka, boli odstranené na zaklade zdd-pravidla. Nazornejsi popis
tychto pravidiel je v popise k obrazku 2.11, ktory zobrazuje vieobecny fragment TBDD. Co
sa tyka znacky L, tak vsetky chybajice premenné pred touto znackou boli odstranené na
zéklade bdd-pravidla.

Obr. 2.11: Fragment TBDD s usporiadanim premennych x; < x; < x3. Vsetky uzly zy,,
pre ktoré plati x; < x,, < x; boli odstrdnené podla bdd-pravidla. Vsetky uzly x,, pre ktoré
plati z; < x, < x; boli odstranené na zaklade zdd-pravidla.

Na obréazku 2.12b mo6zeme vidiet konkrétny priklad TBDD, ktory reprezentuje funkciu

f(l’l, ey 1’8) = T1Z2X3T5TeL7 V T1X2XT4T5 V T1T2X4L5L7 -
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(b) TBDD

0 1 1 1 0

(a) Graf A — vSeobecny bindrny rozhodovaci diagram

Obr. 2.12: Dva grafy reprezentujice f(z1,...,8) = T1Z223T5T6L7 V T1X2T4T5 V T1LoT4L5TT

Vedla neho na 2.12a je pre porovnanie graf A — vSeobecny binarny rozhodovaci diagram,
z ktory neobsahuje izomorfné podgrafy a reprezentuje t1 isti funkciu. Pre lepsiu prehladnost
boli v nom ponechané viaceré listové uzly. Moézeme si napriklad vSimnuf znacku x5, na
hrane z vrcholu w2 do listu s hodnotou 0. Tato znacka znamend, Ze na tejto cesto grafom
bol odstraneny uzol premennej x4 na ziklade bdd-pravidla a uzly premennych x5, z¢ a 7
na zaklade zdd-pravidla. Dalej znacka L na lo hrane z vrcholu vz do listu 1 znamena, 7e
uzly premennych xg a x7 boli odstranené na zdklade bdd-pravidla.

TBDD sa snazia aplikovat redukéné pravidld v maximalnej moznej miere, avSak v pri-
padoch kedy sa uzly odstranené bdd-pravidlom a zdd-pravidlom striedajui to nie je Uplne
mozné. V takomto pripade, aby bolo mozné rozlisit, ktory uzol bol odstraneny podla akého
pravidla je potrebné ponechat bud kazdy posledny uzol, ktory by vyhovoval zdd-pravidlu,
alebo kazdy prvy uzol, ktory by vyhovoval bdd-pravidlu. Obrazok 2.13 demonstruje jednu
takito situaciu. V tomto pripade boli odstranené uzly vyhovujice zdd-pravidlu, a preto bolo
potrebné ponechat uzol, ktorého obe hrany smeruji do jedného potomka. Zdd-pravidlo bolo
pouzité preto, lebo v praxi sa tieto grafy redukuji z dola nahor pocas ich konstrukcie a ke-
dykolvek nejaky skonstruovany uzol vyhovuje niektorému pravidlu, tak to dané pravidlo sa
hned uplatni.

2.6 Binarne rozhodovacie diagramy s hranovo Specifikovanou
redukciou

Bindrne rozhodovacie diagramy s hranovo specifikovanou redukciou (anglicky Fdge-specified
reduction binary decision diagrams, dalej len ESRBDD) st dalSou variantou rozhodovacich
diagramov, ktoré sa snazia o vyssiu efektivitu tym, ze vyuzivaji redukéné pravidla BDD aj
ZDD. Podla tvrdeni ich autorov — Babar, Jiang, Ciardo a Miner — st ESRBDD oproti
variantdm, ktoré sme spominali vyssie (CZDD, CBDD a TBDD) konceptudlne jednoduch-

18



Obr. 2.13: TBDD, ktorého dva uzly maju list s hodnotou 0 ako hi potomka a jeden uzol,
ktorého obe hrany smeruji do jedného potomka. Tento prostredny uzol nemohol byt od-
straneny lebo by nebolo mozné rozlisit aké pravidlo bolo kedy pouzité.

sie, ich uzly zaberaji menej miesta, neuprednostnuji nejaké redukéné pravidlo pred inymi
a su flexibilnejsie v tom, Zze v budicnosti je mozné pomerne jednoducho pridavat dalsie
redukéné pravidla [2]. Nasledujice informécie su takisto prevzaté z [2].

Tak ako v predoslych variantiach rozhodovacich diagramov aj ESRBDD st definované
ako acyklicky orientovany graf, v ktorom st dva terminalne uzly, s hodnotami 0 a 1, a ne-
termindlne uzly s dvoma hranami (hi a lo) smerujicimi do uzlov na nizsich trovniach
podla daného usporiadania premennych. No narozdiel od variant spominanych vyssie hrana
v ESRBDD je definovand ako dvojica < k,p >, kde & je redukéné pravidlo z mnoziny pravi-
diel {S, Lo, Hy, X } a p je uzol, do ktorého hrana smeruje. ESRBDD pouziva pojem kratka
a dlha hrana. V pripade, ze hrana nepreskakuje ziadnu tiroven, teda spaja uzly, ktoré sa lisia
prave o jednu troven, jedné sa o kratku hranu, ktora vyzaduje pravidlo x = S. V pripade,
ze hrana preskakuje jednu alebo viac drovni, jednd sa o dlhi hranu, ktorej k € {Lg, Hy, X }.
Redukéné pravidlo hrany Specifikuje jej vyznam. Hy (zero-suppressed) znamend, ze uzly,
ktoré hrana preskakuje boli odstranené na zaklade pravidla specifického pre ZDD. Pravidlo
X znamend, ze vynechané uzly boli zredukované na zaklade pravidla $pecifického pre BDD.
Ly (one-suppressed) je nové pravidlo analogické k zero-suppressed, ktoré redukuje uzly po-
kial ich lo hrana smeruje do listového uzla s hodnotou 0. Napriek tomu, ze S je v mnozine
redukénych pravidiel, takto oznacend hrana je klasickd hrana, ktora ni¢ neredukuje. Pre
lepsiu nazornost si mézeme BDD predstavit ako ESRBDD kde redukéné pravidla pre hrany
st obmedzené na {S, X}. Podobne si mézeme predstavit ZDD ako ESRBDD kde mnozina
redukénych pravidiel je obmedzend na {S, Hy}. Verzii ESRBDD kde je mnozina pravidiel
obmedzend na {S, Lo} nekoresponduje ziadna doposial zndma varianta rozhodovacich dia-
gramov.

V ESRBDD je booleovska funkcia reprezentovand hranou — teda dvojicou < k,p >.
Formalne mo6zeme povedatf:

Definicia 2 Nech i € {1,...,n}, kde n je pocet premenngch a nech lvl(p) znaci uroveZ
uzla p. Nech (zi.,) je skrdteny zdpis (xi,...,zn) a plhi], p[lo] si hi a lo hrany uzla p. Dalej
predpokladajme, Ze do korenia ESRBDD wvedie visiaca hrana s pravidlom k = S, pricom
v pripade korena toto pravidlo nemd Ziaden vyznam. Hrana ESRBDD < k,p > definuje
rekurzivne booleovski funkciu foyps(x1.m) ako:
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val(p) ak p je list,

(var(x;i) A ferps(Titim)) V (mvar(x;) A fepps(Titin)) ak Wi(p) <i, k=X,

f<l€,p> (wzn) = 0v (_"UQT(ZEZ') A f</<,p> (:EiJrl:n)) ak lvl(p) <1, k= Hy,
(var(x;) A ferps(Titim)) VO ak ll(p) < i, k = Lo,
(UCL’F(p) A fp[hi] (‘Ti-i-l:n) N (ﬁUCLT(p) A fp[lo] (xi-i-l:n)) indc

Dalej mézeme povedat, ze ESRBDD je redukovany, ak pre neho platia nasledujice obme-
dzenia:

1. neobsahuje zZiadne izomorfné podgrafy,
2. neobsahuje uzly, na ktorych je funkcia nezévisla,
3. neobsahuje ziadne uzly, ktorych hi hrana smeruje do listu s hodnotou 0,

4. neobsahuje ziadne uzly, ktorych lo hrana smeruje do listu s hodnotou 0 (nové pravidlo
specifické pre ESRBDD),

5. pre kazda hranu e =< k,0 > musi platit x € {S, X}.

Posledné obmedzenie zamedzuje v redukovanom ESRBDD hrany < Hy,0 > a < Lg,0 >. To
je z toho dovodu, Ze fom, 0> = f<ry,0> = f<x,0> = 0 a to brani kanonicite redukovanych
ESRBDD. Preto autori zvolili < X,0 > ako jednotnd reprezentaciu vsetkych takychto
dlhych hréan.
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Kapitola 3

Navrh a implementacia kniznice

Kniznica implementuje Sest verzii binarnych rozhodovacich diagramov popisanych vyssie
(BDD, ZDD, CBDD, CZDD, TBDD, ESRBDD). Vsetky implementované verzie teda pred-
stavuju usporiadané a redukované rozhodovacie diagramy pricom redukcéné pravidla sa
uplatnuji hned pocas toho ako sa vytvaraju jednotlivé uzly. To znamenad, ze v kniznici nie je
mozné vytvorit tplny (neredukovany) alebo neusporiadany rozhodovaci diagram. Vsetkych
Sest verzil vyuziva zdieland reprezentaciu tak ako bola popisand v 2.2.4. V ¢ase pisania nie
st implementované hrany s atribitmi (attributed edges)' a ani dynamické re-usporiadanie
premennych. To znamend, ze vykon aplikacie do velkej miery zavisi na tom aké usporiadanie
zvoli uzivatel kniznice. Kniznica je navrhnutd tak, aby poskytovala zakladné prostriedky
pre reprezentaciu, vytvaranie a manipuldciu booleovskych funkcii vo forme rozhodovacich
diagramov. Je napisand v ISO C s tym, Ze ju je mozné pouzivat aj v C++.

V nasledujucich sekcidch budi podrobnejsie popisané zakladné datové struktiry a al-
goritmy pouzité pri implementacii kniznice. No najprv spomenieme nie¢o o hashovacich
tabulkach a hashovacich funkciach, pretoze tie tvoria zdklad implementovanych diagramov.

3.1 Hashovacie tabulky a hashovacie funkcie

Hashovacia tabulka (tiez nazyvana aj ako hash mapa) je datova struktira implementujica
abstraktny datovy typ asociativne pole, ktoré asociuje kltce s odpovedajicimi hodnotami.
Na toto mapovanie klticov na hodnoty sa vyuziva hashovacia funkcia a bezne sa deje v dvoch
krokoch:

hash = hash func(key)

index = hash % table_size

kde hashfunc je hashovacia funkcia, key je unikatny klac¢ identifikujici polozku, ktoru
chceme zahashovat, table size je velkost hashovacej tabulky a % je operdcia modulo —
zvysok po deleni.

Hashovacia funkcia na zaklade kluca vypocita hash, na ktory sa potom pouzije modulo
operator s velkostou hashovacej tabulky. Tym sa urci index, na ktorom sa v tabulke nacha-
dza hodnota k danému klItcu. Pre dobrt hashovaciu funkciu plati, Ze hashe st rovnomerne
rozdelené medzi indexy tabulky a podobné klice maju od seba vzdialené hashe. Idedlne

YHrany s atribatmi predstavuji techniku pouzivant v rozhodovacich diagramoch, ktord umoziiuje uréit
komplement zadaného diagramu v konstantnom case
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hashovacia funkcia priradi kazdému kltic¢u unikatny hash, avsak vic¢sina hashovacich fun-
kcii nie je idedlna, ¢o spolu s operdciou modulo moéze spésobovat kolizie. To znamené, ze
pre viac roznych klucov dostaneme rovnaky index do tabulky.

PodTa sposobu riesenia kolizii sa hashovacie tabulky delia na dva zakladné druhy:

1. otvorené hashovanie,
2. zatvorené hashovanie, tiez zname aj ako otvorené adresovanie.

Za Specidlne varianty sa dd povazovat dokonalé hashovanie, kedy kolizie nevznikaji alebo
sa jednoducho ignoruju a hodnoty sa prepisuji, no v takom pripade nie je zarucené, ze
ulozend hodnota v tabulke bude.

Pri otvorenom hashovani st jednotlivé polozky, ktoré sa zahashovali na rovnaké miesto
tabulky usporiadané do nejakej zretazenej datovej struktiry. Typicky je to bud jednosmerne
zviazany zoznam (linked list) alebo do bindrny vyhladdvaci strom. Hashovacia tabulka
tak neobsahuje priamo zahashované hodnoty, ale ukazatele na zaciatok tohoto zretazeného
zoznamu kolizii. Pre dobrt hashovaciu tabulku plati, Ze tieto zretazené zoznamy kolizii si ¢o
najmensie. Vyhodou otvoreného hashovania je, ze je flexibilnejsie pri operacidch vkladania
a odstranovania prvkov, nevznikaji v nej zhluky (clusters) a faktor naplnenia méze byt vacsi
ako 1. Faktor naplnenia je pomer medzi aktudlnym poc¢tom ulozenych prvkov a velkostou
hashovacej tabulky.

Pri zatvorenom hashovani sa vsetky polozky ulozené priamo v poli hashovacej tabulky.
Ked pri vkladani prvku nastane kolizia, nejakym vhodnym algoritmom sa ur¢i nahradné
miesto. To sa opakuje dovtedy, dokym sa nepodari najst volné miesto. Pri vyhladavani sa
postupuje podobne. Jednotlivé polozky tabulky sa prechiadzaji rovnakou sekvenciou ako
pri vkladani dokym sa nenajde hladané polozka alebo volné miesto, ¢o znamena, ze dand
polozka v tabulke nie je. Vyhodou tejto formy hashovania je, ze sa dé lepsie vyuzit lokalita
odkazov a cache. Takisto z pohladu paméte okrem samotnej tabulky nema ziadne rezijné
néklady — zaberd len tolko paméte, kolko méa hashovacia tabulka. Pretoze vsetky polozky
sa ulozené priamo v poli tabulky, faktor naplnenia neméze prekrocit hodnotu 1 a ¢im viac
sa blizi k 1, tym viac degraduje vykon tabulky. Preto ak faktor naplnenia presiahne urcity
limit, je nutné cely obsah tabulky re-hashovat do vicsej tabulky.

Na Obrazku 3.1 mbézeme vidiet zndzorneny rozdiel medzi otvorenym a zatvorenym has-
hovanim. Zatvorené hashovanie (vlavo) pouziva konkrétne techniku ,linear probing®, kde
je pri vzniku kolizie ako ndhradné miesto vybrané to, ktoré je najblizsie volné za pévodnou
poziciou. Pri zatvorenom hashovani (vpravo) si kolizie zretazené do viazaného zoznamu.

3.2 Tabulka uzlov — Unique table

Tabulka uzlov je pre redukované rozhodovacie diagramy zdkladna datova struktira, ktora
zabezpecuje, aby sa nikdy nevytvorili dva ekvivalentné uzly — z toho doévodu sa nazyva
,unique table“. Tym zarucuje jednu z podmienok redukovanosti — konkrétne ze sa v grafe
nemoézu vyskytovat ziadne izomorfné podgrafy. Vdaka tomu je tak zaroven zabezpecena
kanonicita diagramov. Podla odporiic¢ania v [3] namiesto dvoch oddelenych struktir pre tiato
tabulku unikdtnych uzlov a rozhodovaci diagram ako orientovany acyklicky graf (DAG) st
tabulka uzlov a rozhodovaci diagram zlticené do jednej struktury. Tato datova struktira je
implementovand ako hashovacia tabulka. Takto si jednotlivé obsadené polozky hashovacej
tabulky pospajané do jedného alebo viacerych multi-korenovych grafov. No zaroven su takto
niektoré zdanlivo ndhodné uzly grafu pospajané do koliznych retazcov hashovacej tabulky.
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Obr. 3.1: Nézorna ukézka rieSenia kolizii medzi zatvorenym hashovanim (vlavo), konkrétne
sa jednd o techniku zvant ,linear probing“ a otvorenym hashovanim (vpravo), kde su kolizie
zretazené do viazaného zoznamu.

Tradi¢ne, no nie vylucéne sa tabulka uzlov implementuje ako open hashing s koliznymi
retazcami, kvoli vacsej flexibilite[15], no v mojej implementécii som pouzil closed hashing
z nasledujtcich dévodov:

1. lepsie sa da vyuzit lokalita odkazov a cache pamaéte,

2. nie su potrebné ukazatele, pretoze uzol sa da referencovat pomocou indexov. Vdaka
tomu moézu byt v Struktire uzla polozky pre low a high potomkov 32 bitové ¢isla uda-
vajtce index do pola hashovacej tabulky. Takto sa d& na 64 bitovych architektarach,
kde ukazatel zabera 8 Bytov do znac¢nej miery zmensit velkost uzla.

3. Napokon pri zatvorenom hashovani nie st potrebné casté alokicie paméte spojené
s vytvaranim novych uzlov. Alokdcia paméite sa deje len pri inicializdcii hashovacej
tabulky a jej pripadnom zvacsovani.

3.2.1 Technika rieSenia kolizii

Ako konkrétne techniky rieSenia kolizii som implementoval linear probing, quadratic
probing a double hashing. Linear probing riesi kolizie tym, ze ako ndhradné miesto pre
kolizny prvok vyberie miesto o jednu poziciu dalej. Ak ani to nie je volné, zviacsuje indexy
o 1 dokym sa voIné miesto nendjde. Vyhladavacia sekvencia ma teda tvar ¢ +1, i + 2, 7 + 3,
..., kde 7 je povodny index, ktory vratila hashovacia funkcia. Tato technika m& velmi dobré
vyuzitie cache, kedze kolizie st ulozené v paméti linedrne. Napriklad do 64 Bytovej cache-
liny sa takto zmestia styri BDD uzly, ktoré maju v implementécii kniznice pri pouziti tejto
techniky velkost 16 Bytov. Nevyhodou je, Ze ako sa postupne zvacsuju kolizne refazce, tak
tieto retazce zacéna posobit ako siet, ktord zachytéva dalsie prvky, ktoré budu takto pridané
na koniec retazca a dalej tito siet zvac¢sovat. Tento jav sa nazyva primédrne zhlukovanie (pri-
mary clustering). Aby som néasledky tohoto javu zmiernil, pridal som do $truktir pre uzly
polozku next, ktord sa v tradi¢nej implementécii tejto techniky neobjavuje. T4 obsahuje
index dalsieho prvku, ktory sposobil koliziu a vytvara tak kolizne retazce. To umoznuje
v istych pripadoch preskocit spominané zhluky a urychlif tak vyhladavanie a vkladanie
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prvkov. Pokial v tejto polozke next je hodnota rozna od 0, pokracuje sa indexom, ktory je
v nej ulozeny. Inaé sa pokracuje klasickym zvySovanim indexu o 1.

Quadratic probing zvic¢suje medzery medzi koliznymi prvkami kvadraticky. To znamena,
ze vyhladdvacia sekvencia mé tvar i + 12, i + 22, i + 32, ..., kde i je povodny index, ktory
vratila hashovacia funkcia. Takto st medzery medzi koliznymi prvkami vécsie a nevznikaju
primarne zhluky. Avsak kvoli tomu, ze vyhladavanie ndhradného miesta je nezdvislé na
kltic¢och hashovaného prvku, je tato technika stale nachylnd na sekundarne zhlukovanie. To
znamend, ze ak sa pri slabej hashovacej funkcii viac prvkov zahashuje na rovnaké miesto,
kazdy prvok pri hladani volnej pozicie kraca v stopach toho predoslého az dokym ned6jde
na koniec kolizneho refazca.

Double hashing pouziva na ndjdenie nahradnej pozicie pre kolizny prvok druhii hasho-
vaciu funkciu. T4 urcuje krok, ktorym sa pri hladani bude zvéicsovat pévodny index, ktory
vratila prva hashovacia funkcia. Vyhladavacia sekvencia ma teda tvar ¢ + 1 % j, i 4+ 2 % 7,
1+ 3 %7, ..., kde i je pévodny index, ktory vratila prva hashovacia funkcia a j je vysledok
druhej hashovacej funkcie. Vzhladom na to ze j je zavislé na klu¢i hashovaného prvku, je
tato technika odolnd voci primarnemu aj sekunddrnemu zhlukovaniu. Nevyhodou je, ze mé
z tychto troch technik najhorsie vyuzitie cache a lokality odkazov. Zaroven musi platit, ze
velkost hashovacej tabulky a vysledok druhej hashovacej funkcie musia byt nesidelitelné
c¢isla. To sa da dosiahnutf napriklad tym, ze velkost tabulky bude prvocislo. Obrazok 3.2
znézornuje vyhladavacie sekvencie pre spominané techniky zatvoreného hashovania.

Obr. 3.2: Nézorna ukézka postupu pri vyhladavani prvku alebo volného miesta pri vkla-
dani nového prvku pri ,linear probing“ (vlavo), ,quadratic probing® (v strede) a ,double
hashing“ (vpravo), pri ktorom krok je uréeny druhou hashovacou funkciou.

V nasledujicich tabulkich st zhrnuté experimenty s hashovacimi technikami v troch
kategériach:

1. celkovy CPU ¢as (Iavy stipec),
2. percentudlny podiel ,cache miss“ k celkovému poctu cache referencii (stredny stipec),

3. poéet vykonanych instrukcii (pravy stipec).
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Jednotlivé ¢isla v tabulkéch udévaji pomer priemernej nameranej hodnoty hashovacej tech-
niky v danom riadku tabulky k hashovacej technike daného stipca tabulky. Kazdy typ
rozhodovacie diagramu mé vlastné tri tabulky pre kazdd z kategérif. Cislo mensie ako 0
tak znamenad, ze technika na prislusnom riadku dosiahla lepsi vysledok ako technika v pri-
slusnom stipei. Testy boli vykonané s takymi pociatoénymi velkostami tabuliek uzlov, aby
nebolo potrebné ich dynamické zvécsovanie. Prebehli na sade benchmarkov, ktord obsaho-
vala problém 12 kralovien (vid 4.1), slovnik na Macintosh systémoch (vid 4.2), tri ndhodne
vygenerované funkcie v konjunktivnej normalnej forme vo formate DIMACS CNF zo zbierky
SATLIB, ktoré mali 50 premennych a 218 klauzuli a digitdlne obvody ¢432, ¢3540, c499,
6288 zo sady ISCAS85 (vid 4.3) na systéme s procesorom 2.6 GHz Intel Xeon a 32 GB
paméte, a operaénym systémom Debian 10.

Cas: Cache-miss: Instrukcie:
BDD:
LP QP DH LP QP DH LP QP DH
LP 1.000 0.953 0.891 LP 1.000 0.976 0.983 LP 1.000 0.976 0.926
QP 1.054 1.000 0.934 QP 1.026 1.000 1.007 QP 1.026 1.000 0.949
DH 1.132 1.072 1.000 DH 1.020 0.995 1.000 DH 1.081 1.054 1.000
ZDD:
LP QP DH LP QP DH LP QP DH
LP 1.000 0.967 0.920 LP 1.000 0.979 0.980 LP 1.000 0.978 0.938
QP 1.035 1.000 0.952 QP 1.023 1.000 1.001 QP 1.023 1.000 0.959
DH 1.088 1.051 1.000 DH 1.022 1.000 1.000 DH 1.066 1.043 1.000
CBDD:
LP QP DH LP QP DH LP QP DH
LP 1.000 1.067 1.003 LP 1.000 0.993 1.004 LP 1.000 0.990 0.922
QP 0.940 1.000 0.940 QP 1.011 1.000 1.010 QP 1.010 1.000 0.931
DH 1.001 1.064 1.000 DH 1.003 0.991 1.000 DH 1.085 1.074 1.000
CZDD:
LP QP DH LP QP DH LP QP DH
LP 1.000 1.057 1.000 LP 1.000 0.988 0.991 LP 1.000 0.974 0.887
QP 0.949 1.000 0.946 QP 1.013 1.000 1.002 QP 1.027 1.000 0.910
DH 1.003 1.058 1.000 DH 1.012 0.998 1.000 DH 1.128 1.099 1.000
TBDD:
LP QP DH LP QP DH LP QP DH
LP 1.000 1.043 0.973 LP 1.000 1.002 0.999 LP 1.000 1.005 0.940
QP 0.960 1.000 0.933 QP 0998 1.000 0.996 QP 0995 1.000 0.935
DH 1.030 1.072 1.000 DH 1.002 1.004 1.000 DH 1.065 1.070 1.000

25



~

Cas: Cache-miss: Instrukcie:

ESRBDD:

LP QP DH LP QP DH LP QP DH
LP 1.000 0.953 0.894 LP  1.000 0.977 0.981 LP 1.000 0.995 0.946
QP 1.050 1.000 0.937 QP 1.025 1.000 1.005 QP 1.005 1.000 0.950
DH 1.123 1.068 1.000 DH 1.020 0.995 1.000 DH 1.058 1.052 1.000

7 vykonanych experimentov vyplynulo, ze pri dostato¢ne velkych pociatoénych velkostiach
tabuliek uzlov mala najlepsie vysledky pre BDD, ZDD a ESRBDD technika ,linear pro-
bing* (LP) a pre CBDD, CZDD a TBDD ,quadratic probing“ (QP). To je pravdepodobne
z toho dovodu, ze tieto diagramy maju pri LP uzly velké 24 bytov (CBDD a CZDD) a 20
bytov (TBDD), no pri QP sa vSetky tri zmensia na 16 bytov. Pri tychto velkostiach tabuliek
uzlov bola lokalita odkazov priblizne rovnaka pre vsetky tri hashovacie techniky. ,,Double
hashing“ (DH) bola vo vsetkych pripadoch najpomalsia kvoli tomu, Ze je na niu potrebny
najvacsi pocet instrukcii, ¢o je pochopitelné, nakolko vypocitat duhy hash je narocnejsie
ako inkrementovat index alebo vynasobif dve ¢isla. Pri mensich pociato¢nych velkostiach
tabuliek uzlov vykazuje najlepsie vysledky LP pre vsetkych sest typov diagramov. Priloha
A ukazuje ako sa meni CPU cas a cache-miss pre jednotlivé typy diagramov so zmensovanim
tabuliek uzlov.

3.2.2 Hashovacia funkcia

Co sa tyka hashovacich funkcii, implementoval som viacero moznosti:

e hashovaciu funkciu pre kombinéciu dvoch ¢isel prevzati z Boost C++ kniznic (dalej
oznacenu skratkou BST), ktord ma tvar:

f(kl, k‘g) =k (kg + 029e3779b9 + (kl << 6) + (kl >> 2))

kde & znamena operaciu XOR a >>, a << su bitové posuny. V pripade, Ze ma kluc
tri hodnoty, najprv sa zahashuju prvé dve a s ich vysledkom sa znova zahashuje tretia.
Podobne sa postupuje pri viacerych hodnotéch.

e Cantorova parovacia funkcia (dalej oznacena skratkou CAN), ktord sa pouziva na
zakédovanie dvoch prirodzenych ¢isiel do jedného. V pripade, ze ma kli¢ viac hodnot,
postupuje sa ako pri predoslej funkcii. Tato funkcia ma tvar:

1
f(ki, ko) = §(k1 + ko) (k1 + ko + 1) + ko

e Fowler-Noll-Vo hashovacia funkcia verzia la (FNV-1a, dalej oznacend skratkou FNV),
ktora hashuje pole bytov. V pripade, ze mé kIi¢ viac hodnét, st ulozené v paméti za
seba a funkcia ich vnima ako jedno stuvislé pole bytov. Jedna sa o nekryptograficki
hashovaciu funkciu, ktord pouziva operacie nasobenia a XOR. Jej implementacia je
dostupnd na http://www.isthe.com/chongo/tech/comp/fnv/#alt-FNV-source.

e Upravend FNV-1la (dalej oznacend skratkou DEF), ktora neiteruje cez byty, ako ori-
ginalna verzia ale cez celociselné hodnoty, ktoré tvoria jeden zlozeny klIuc.
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e Klasickd DJB2 (dalej oznacend skratkou DJB) nekryptografickd hashovacia funckia,
ktorej algoritmus vyzerd nasledovne:

unsigned long hash = 5381;

int c;

while (c =
hash = ((hash << 5) + hash) + c; /* hash * 33 + c */

*str++)

e A napokon PJW hashovacia funkcia (dalej oznacend skratkou PJW). Jedna sa takisto
o nekryptograficki hashovaciu funkciu, ktorej algoritmus je dostupny na https://
www.cs.hmc.edu/~geoff/classes/hmc.cs070.200101/homework10/hashfuncs.html

V nasledujicich tabulkich st zhrnuté experimenty s hashovacimi funkciami. Jednot-
livé ¢isla v tabulkach na lavej polovici strany udavaju priemerné pomery casov hashovacej
funkcie daného riadka k hashovacej funkcii daného stlpca pre dany typ rozhodovacieho dia-
gramu. V tabulkach na pravej polovici strany st uvedené priemerné pomery poctov kolizii
hashovacej funkcie daného riadka k funkcii daného stipca pre dany typ rozhodovacieho dia-
gramu. Cislo mensie ako 0 tak znamend, ze funkcia na prislusnom riadku dosiahla leps
vysledok ako funkcia v prislusnom stipci.

Priemerné pomery casov:

Priemerné pomery poctov kolizii:

BDD:
DEF CAN BST FNV DJB PJW DEF CAN BST FNV DJB PJW
DEF 1.000 0.982 0.991 0.861 0.714 0.910 DEF 1.000 0.987 0.957 0.940 0.474 0.369
CAN 1.019 1.000 1.009 0.879 0.729 0.928 CAN 1.032 1.000 0.971 0.975 0.491 0.363
BST 1.010 0.991 1.000 0.871 0.722 0.919 BST 1.066 1.035 1.000 1.010 0.494 0.373
FNV 1164 1.144 1.154 1.000 0.824 1.056 FNV 1.073 1.066 1.035 1.000 0.503 0.400
DJB 1487 1.462 1.475 1.269 1.000 1.338 DJB 3.335 3.362 3.117 3.160 1.000 0.989
PJW 1.104 1.086 1.096 0.948 0.780 1.000 PJW 3536 2729 2719 3517 13.39 1.000
ZDD:
DEF CAN BST FNV DJB PJW DEF CAN BST FNV DJB PJW
DEF 1.000 0.992 1.011 0.820 0.682 0.744 DEF 1.000 1.508 0.943 0.877 0.511 0.441
CAN 1.008 1.000 1.019 0.826 0.686 0.750 CAN 0.868 1.000 0.852 0.771 0.410 0.404
BST 0990 0.982 1.000 0.811 0.676 0.734 BST 1.085 1.842 1.000 0.944 0.578 0.466
FNV 1237 1.226 1.249 1.000 0.822 0.908 FNV 1166 1.801 1.094 1.000 0.583 0.482
DJB 1582 1.566 1.602 1.267 1.000 1.194 DJB 3.812 4475 3.731 3.412 1.000 2.254
PJW 4708 4.697 4.730 3.758 3.405 1.000 PJW 436.8 452.1 433.5 296.4 100.5 1.000
CBDD:
DEF CAN BST FNV DJB PJW DEF CAN BST FNV DJB PJW
DEF 1.000 0.978 1.008 0.886 0.737 0.917 DEF 1.000 1.003 0.901 1.164 0.605 0.399
CAN 1.023 1.000 1.030 0.906 0.755 0.937 CAN 0.997 1.000 0.898 1.162 0.604 0.399
BST 0993 0971 1.000 0.880 0.733 0.910 BST 1.216 1.218 1.000 1.588 0.774 0.416
FNV 1133 1.108 1.141 1.000 0.826 1.036 FNV 0919 0.922 0.866 1.000 0.539 0.395
DJB 1454 1.424 1.465 1.274 1.000 1.324 DJB 2940 2945 2782 3.136 1.000 1.002
PJW 1.094 1.070 1.101 0.966 0.801 1.000 PJW 5350 5.367 3.726 8.257 3.464 1.000
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Priemerné pomery casov: Priemerné pomery poctov kolizii:

CZDD:
DEF CAN BST FNV DJB PJW DEF CAN BST FNV DJB PJW
DEF 1.000 0.983 1.102 0.880 0.752 0.950 DEF 1.000 0.903 0.748 0.889 0.879 0.352
CAN 1.017 1.000 1.122 0.895 0.766 0.968 CAN 1.181 1.000 1.088 0.986 1.219 0.371
BST 0913 0.898 1.000 0.801 0.682 0.864 BST 1.851 1.777 1.000 1.743 1.313 0.624
FNV 1140 1.122 1.254 1.000 0.852 1.079 FNV 1199 1.018 1.096 1.000 1.238 0.382
DJB 1382 1.360 1.513 1.209 1.000 1.310 DJB 2302 2227 1.296 2228 1.000 1.195
PJW 1.066 1.049 1.169 0.933 0.799 1.000 PJW 5596 4.638 5.149 4.567 6.107 1.000
TBDD:
DEF CAN BST FNV DJB PJW DEF CAN BST FNV DJB PJW
DEF 1.000 0.994 1.015 0.896 0.692 0.778 DEF 1.000 0.991 0.809 0.767 0.686 0.320
CAN 1.006 1.000 1.021 0.901 0.696 0.782 CAN 1.009 1.000 0.816 0.775 0.690 0.321
BST 0987 0.981 1.000 0.884 0.686 0.768 BST 1904 1.892 1.000 1.661 1.541 0.361
FNV 1120 1.113 1.135 1.000 0.767 0.865 FNV 1384 1372 1.182 1.000 0.876 0.502
DJB 1571 1560 1.600 1.393 1.000 1.233 DJB 2606 2576 2279 1.719 1.000 0.727
PJW 2146 2132 2174 1922 1.649 1.000 PJW 264.0 253.5 198.0 233.8 103.7 1.000
ESRBDD:
DEF CAN BST FNV DJB DEF CAN BST FNV DJB
DEF 1.000 1.002 1.060 0.801 0.835 DEF 1.000 0.912 0.683 0.872 0.726
CAN 0.998 1.000 1.058 0.800 0.833 CAN 1.171 1.000 0.684 0.918 0.754
BST 0947 0.949 1.000 0.759 0.790 BST 29.21 15.21 1.000 8.244 5.278
FNV 1259 1.262 1335 1.000 1.043 FNV 1503 1.166 0.689 1.000 0.806
DJB 1207 1.210 1.279 0.960 1.000 DJB 2103 1.554 0.799 1.287 1.000

7 vykonanych experimentov vyplyva, ze z pohladu CPU ¢asu je najlepSou volbou pre BDD
hashovacia funkcia DEF? (hashovacia funkcia na $tyl FNV-1a pracujtca s &slami a nie
bytmi). Pre ostatné typy diagramov dosahovali experimenty najlepsi ¢as pri pouziti hasho-
vacej funkcie BST, pri¢om tesne za nou boli DEF alebo CAN. Z pohladu poc¢tu kolizii bola
pre BDD, CZDD, TBDD a ESRBDD najlepsia DEF, pre ZDD mala najlepsi priemerny vy-
sledok CAN a pre CBDD mala najmensi priemerny pocet kolizii klasickd FNV-1a funkcia.
Z pohladu ¢asu i poc¢tu kolizii najhorsie dopadla PJW funkcia. Pri ESRBDD tato funkcia
nie je uvedend pre obzvlast slabé vysledky, ziaden z testov totiz neskoncil v ¢ase do pol
hodiny. Podstatne horsie z pohladu kolizii dopadla pri ESRBDD oproti ostatnym typom
funkcia BST. To moze byt z dévodu, ze dva z troch prvkov zlozeného kluca st 64 bitové
¢isla, v ktorych z vrchnych 32 bitov st vyuzité len 2. Pri ostatnych funkciach, obzvlast
DEF a CAN to nie je problém, zrejme preto, ze st multiplikativneho charakteru, pricom
BST je implementovana len ako bitové posuvy a scitanie. To je vyhodné z pohladu rych-
losti, no nie z pohladu kolizii. Hashovacie funkcie multiplikativneho charakteru v spojeni
s tabulkami, ktorych velkosti si zarovnané na mocniny 2 st odporicané aj v [15]. Vsetky
funkcie si v implementacii kniZnice a je ich mozné menit definovanim prislusnych makier
pri preklade, no predvolena je DEF.

2Pre vjznam skratiek vid 3.2.2.
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3.2.3 Vytvaranie uzlov

KIicom, a teda aj vstupom pre hashovaciu funkciu, ktory jednoznacne identifikuje uzol
rozhodovacieho diagramu je trojica: index premennej, ktort uzol zaobaluje a low a high
potomkovia daného uzla, ktori st reprezentovani indexom do hashovacej tabulky. Pred kaz-
dym vytvorenim nového uzla sa najprv skontroluje ¢i sa dany uzol uz v tabulke nenachadza.
Ak 4no, ni¢ sa nevytvara a pouzije sa existujuci uzol. Ak dany uzol este neexistuje, tak sa
vytvori a ulozi do tabulky na miesto urc¢ené hashovacim algoritmom na zdklade spomina-
ného kluca.

Tym, Ze uzivatel nemé cez API kniznice priamo pristup k tabulke uzlov, a ani k funkcii
vytvarajucej uzly, je stdle zabezpecené, ze low a high potomkovia uzla, ktory méa byt
vytvoreny uz v tabulke uzlov si. Booleovska konstanta 0 mé vzdy fixny identifikator a teda
aj poziciu v hashovacej tabulke — nachddza sa na indexe 0 a to u vsetkych implementovanych
rozhodovacich diagramov. Pre konstantu 1 je situdcia odlisna. Co sa tyka BDD a CBDD
tam rovnako ako 0 aj 1 ma fixny identifikator a poziciu v tabulke uzlov — na indexe 1. No
v ZDD a CZDD nie je jednoducho mozné vyjadrif booleovski konstantu 1 ako jeden listovy
uzol s hodnotou 1 ako to je mozné u BDD alebo CBDD a s malou modifikaciou i u TBDD
a ESRBDD, kvoli tomu ako ZDD a CZDD interpretuji hrany presahujtice jeden alebo
viac uzlov. Jeden listovy uzol s hodnotou 1, ako to je na obrazku 3.3a totiz v tychto dvoch
typoch diagramov znamend funkciu, v ktorej sa vsetky premenné danej domény nachadzaju
v negovanej podobe. Pri ZDD je treba na vyjadrenie tejto konstanty jeden listovy uzol
a tolko netermindlnych uzlov kolko je kardinalita domény. Pri CZDD na to staci jeden
listovy uzol a jeden neterminalny uzol, ktory bude siahat od drovne prvej premennej az
po poslednt. Z toho doévodu nie je v kniznici konstanta 1 pre tieto dva typy diagramov
reprezentovana premennou ako je to u ostatnych verzii diagramov, ale funkciou. Co sa tyka
TBDD a ESRBDD tam na to postacuje jeden listovy uzol so znackou L na vstupnej hrane
u TBDD a s pravidlom X na vstupnej hrane u ESRBDD. Na zaklade, ktory tvoria tieto
dve konsStanty si potom vytvarané funkcie reprezentujice jednoduché premenné a z nich
dalsie komplexnejsie funkcie. Na Obréazku 3.3 st zndzornené vyjadrenia konstanty 1 pre
jednotlivé druhy rozhodovacich diagramov.

(=)
@ T : T3
5 1 X

g L

1 1 1 1 1

(a) BDD, CBDD  (b) ZDD (c) CZDD (d) TBDD (e) ESRBDD

Obr. 3.3: Vyjadrenie booleovskej konstanty 1 v roéznych typoch rozhodovacich diagramov
pre doménu (z1, 2, x3).

Funkcia vytvarajica jednotlivé uzly mé zaroven na starosti kontrolu, ¢i nie je potreba
celt tabulku uzlov re-hashovat do vécsej tabulky. Stéle pre pridanim nového uzla sa skontro-
luje, ¢i by tento prirastok nespdsobil prekrocenie maximéalneho povoleného faktoru naplne-
nia. Ak dno tabulka sa re-hashuje do novej tabulky, ktor4 je dvakrat viacésia ako t4 povodna.
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Prednastaveny limit pre faktor naplnenia je na zéklade [17] stanoveny na 0.68, no ttato hod-
notu je mozné zmenit pomocou podmieneného prekladu: -D MAX_LOAD_FACTOR=XY, kde XY
je dany limit.

3.3 Uzly diagramov a ich struktira

Interne s jednotlivé uzly diagramov BDD, ZDD, CBDD a CZDD reprezentované 32 bi-
tovym ¢islom (uint32_t), ktoré vyjadruje index do hashovacej tabulky obsahujicej uzly.
Na tomto indexe v tabulke je potom ulozeny uzol so vSetkymi potrebnymi informéaciami.
Struktira uzlov BDD a ZDD, a teda polozka ich tabuliek uzlov vyzera nasledovne:

struct bdd_zdd_s {
uint32_t lo, hi;
uint32_t next;
uint32_t var_idx : 19;
uint32_t ref_count : 12;
uint32_t mark : 1;

} bdd_zdd_t

Celkovo uzly BDD a ZDD zaberaji v paméti 16 Bytov. 1o a hi st indexy do hashova-
cej tabulky pre low a high potomkov daného uzla. next je index do hashovacej tabulky.
na ktorom sa nachadza dalsi uzol, ktory pri hashovani vytvoril koliziu. var_idx je index
premennej, ktort uzol zaobaluje. Na to je pouzitych 19 bitov, ¢o umoznuje, aby funkcie
reprezentované tymito typmi diagramov mali maximalne 524287 premennych. ref_count
vyjadruje aktudlny pocet referencii. Na to je vyhradenych 12 bitov. Posledny jeden bit sluzi
ako znacka, ktord sa pouziva predovsetkym pri garbage collectingu, re-hashovani a v algo-
ritmoch, ktoré prechddzaji grafom, napriklad pri pocitani kolko uzlov graf obsahuje. Viac
bude spomenuté v sekcii 3.6.

Struktiira zretazenych verzii (CBDD a CZDD) vyzerd takto:

struct chained_s {
uint32_t lo, hi;
uint32_t next;
uint64_t start_idx : 20;
uint64_t end_idx : 20;
uint64_t ref_count : 20;
uint64_t mark : 1;
uint64_t used : 1;
uint64_t reserved : 2;

} chained_t

Uzly CBDD a CZDD zaberaja v paméti 24 Bytov. Efektivna velkost je sice len 20 Bytov,
ale na 64 bitovych architektirach si to prekladac¢ kvoli vacsej efektivite zaokriihli na 24. To
bolo potvrdené aj experimentom, kedy bola velkost struktiry vynatend na 20 Bytov, ¢o
viedlo k zhorseniu celkového vykonu.

Polozky lo, hi, next a mark si rovnaké ako pri BDD alebo ZDD. Vieme, Ze tieto
diagramy asociuju s kazdym uzlom dvojicu trovni. Pri beznych hranach, kedy sa nepreskocil
ziaden uzol sa tieto dve hodnoty rovnaju. V pripade, ze doslo k redukcii, tieto hodnoty
vyjadruju zaciatoéni (start_idx) a koncovi (end_idx) troven ,don’t care“ alebo ,or*
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retazca zaleziac na verzii diagramu. Velkost struktiry umoznuje, aby pre tieto hodnoty bolo
pouzitych az 20 bitov, ¢o umoznuje rozsirit doménu reprezentovanych funkcii az na 1048 575
premennych. 20 bitov je pouzitych takisto na pocet referencii na dany uzol. Jedno bitova
polozka used vyjadruje ¢i dané polozka v tabulke uzlov je zabraté alebo prazdna. Teda ¢i sa
jedna o redlny uzol alebo o ,empty bucket“. Pri BDD a ZDD by jeden bit viedol k znizeniu
rozsahu pre pocet premennych alebo pocet referencii o polovicu, preto je vyuzitost polozky
tabulky uzlov testovanad inidc¢. Kedze BDD nemoézu obsahovat ,,don’t care® uzly, tak sa
porovna lo hodnota voc¢i hi hodnote. Ak s rovnaké, miesto v tabulke je volné. Pri ZDD sa
porovnd hi s nulou. Ak je vysledok porovnania pravda, miesto v tabulke je voIné, pretoze
ZDD nesmu obsahovat ,high zero“ uzly, t.j. uzly, ktorych high potomok je booleovska
konstanta 0. Posledné 2 bity oznacené ako reserved st momentalne nevyuzité.

Pri zvysnych dvoch typoch diagramov je situdcia odlisna. Na to aby sme jednoznacne
identifikovali TBDD je potrebnd aj vstupna hrana do uzla obsahujica znacku (tag). Preto
s interne jednotlivé uzly TBDD identifikované 64 bitovym ¢islom (uint64_t). Spodnych
32 bitov vyjadruje index do hashovacej tabulky obsahujtcej uzly. Najvrchnejsi 64. bit je
nastaveny na 0. Tym sa vie, Ze sa jednd o internt reprezenticiu uzla a nie o uzivatelovu
referenciu na uzol. Viac o tychto referencidch bude v sekcii 3.6. Zo zvysnych 31 bitov je 16
bitov pouzitych na znacku hrany. Struktira TBDD uzla je nasledovna:

struct tbdd_s {
uint32_t lo, hi;
uint32_t next;
uintl6_t var_idx;
uintl6_t lo_tag;
uintl6_t hi_tag;
uintl6_t ref_count : 14;
uintl6_t mark : 1;
uintl6_t used : 1;

} tbdd_t

Polozky lo, hi, next, var_idx a mark su rovnaké ako pri BDD alebo ZDD s tym,
ze pre index premennych je pouzitych 16 bitov. To umoznuje reprezentovat funkcie v do-
méne 2'6 — 1 premennych. Najvyssia hodnota z tohoto rozsahu je 65535 a ta je pouzitd na
Specidlnu znacku L. Polozky lo_tag a hi_tag urcuji znacky na hranach do low a high
potomkov. Ako bolo spomenuté v sekcii 2.5 znacka hrany mdéze byt bud index premennej
alebo Specialna znacka 1 vyjadrujica ,don’t care* redukciu do listového uzla. Z toho do6-
vodu musia mat tieto polozky rovnaki velkost ako polozka vyjadrujica index premennej
a takisto preto je 16 bitov zo 64 bitovej reprezentéicie uzla pouzitych na znacku vstupnej
hrany. Pochopitelne do jedného uzla moze viest viacero vstupnych hran a prave preto ne-
stac¢i na jednoznacnu identifikdciu TBDD len index do tabulky uzlov. Napriklad lo potomka
je takto mozné z daného rodic¢ovského uzla ziskat operaciou (((uint64_t) tbdd.lo_tag
« 32) | tbdd.lo), pricom tbdd je struktira pre rodi¢ovsky uzol. Jeden bit pre used je
vyznamovo rovnaky ako u CBDD alebo CZDD a to isté plati aj pre ref_count, na kto-
rych ostalo zvysnych 14 bitov, ¢o umoznuje 16 383 referencii. Celkovo zabera TBDD uzol
v pamati 20 Bytov.

Co sa tyka ESRBDD, situacia je velmi podobné ako u TBDD. Tam je pre jednoznaént
identifikaciu ESRBDD potrebné aj pravidlo vstupnej hrany. No na vyjadrenie 4 redukénych
pravidiel stacia len 2 bity oproti 16 bitom potrebnym na znacku hrany v mojej implementacii
TBDD. Avsak ubrat 2 bity z 32 bitového ¢isla by znamenalo znizit maximéalny pocet uzlov
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na Stvrtinu, preto je pre interni reprezenticiu ESRBDD hrany s uzlom pouzitych 64 bitov.
Spodnych 32 bitov je pouzitych ako index do tabulky uzlov. Najvyssi 64. bit takisto ako
u TBDD odlisuje interni reprezentéiciu uzla od uzivatelom definovanej referencie na uzol.
Zo zvysnych 31 bitov st len 2 bity pouzité na oznacenie pravidla vstupnej hrany. Struktira
uzla vyzerd nasledovne:

struct esrbdd_s {
uint32_t lo, hi;
uint32_t next;
uint32_t var_idx : 15;
uint32_t lo_edge_rule : 2;
uint32_t hi_edge_rule : 2;
uint32_t ref_count : 11;
uint32_t mark : 1;
uint32_t used : 1;
uint64_t reduce_cache;

} esrbdd_t

Polozky lo, hi, next, var_idx, ref_count, used a mark si vyznamovo rovnaké ako
u TBDD len s trochu odlisnymi bitovymi sirkami. Pre pocet referencii je pouzitych 11 bi-
tov a pre pocet premennych 15 bitov ¢o umoznuje funkcie s maximélne 32 767 premennymi.
Pri implementacii som sa snazil udrzat velkost uzla ¢o najmensiu, no v pripade potreby
je jednoducho mozné navysit velkost struktiry o 4 Byty a tym dramaticky navysit maxi-
malny pocet premennych a referencii. lo_edge_rule a hi_edge_rule vyjadrujt redukéné
pravidla na hranach vedicich do low a high potomkov, preto vyuzivaji po 2 bity. Polozka
reduce_cache sluzi ako cache pre vysledok unarnej opericie, ktora redukuje ESRBDD uzol.
Celkovo zabera uzol ESRBDD v paméti 24 Bytov.

Vsetkych Sest verzii pouziva pre index do tabulky uzlov 32 bitov. To umoziuje 232
roznych hodné6t. Pri prednastavenom maximalnom load factore 0.68, ktory je v pri-
pade potreby mozné zmenit, to znamend, ze je mozné mat naraz vytvorenych maximalne
2920577761 uzlov. Pre BDD a ZDD to znamenda 43.5 GB, ktoré by boli pouzité len na
tabulku uzlov. Pre CBDD, CZDD a ESRBDD to je 65.27 GB a pre TBDD 54.4 GB paméte
pouzitej len na tabulku uzlov.

Teoreticky by bolo mozné pouzit viac bitov na index do tabulky uzlov, obzvlast pri
TBDD a ESRBDD, kde je zo 64 bitového ¢isla identifikujiiceho uzol nevyuzitych 15 bitov pre
TBDD a 29 bitov pre ESRBDD. No to by znamenalo, ze by bolo potrebné zvacsit velkosti pre
polozky lo, hi a next, ¢im by sa dost zvéicsila celkové velkost struktar. To by v konec¢nom
dosledku viedlo k este mensiemu maximalnemu poctu uzlov pre stroje s pamétou do 64
GB a takisto k zhorseniu celkového vykonu pre pouzitd hashovaciu techniku, pretoze do
cacheliny by sa zmestil mensi pocet uzlov. Na druhej strane navysovat len o par bitov pri
nezarovnanej velkosti Struktiar uz vobec nemé zmysel, lebo to by viedlo k este vacsiemu
zhorseniu vykonu.

3.4 Uzivatelove referencie na uzly diagramov

V predchadzajicej sekcii sme spominali, ze interne st jednotlivé uzly rozhodovacich dia-
gramov reprezentované ako 32 bitové (pre BDD, ZDD, CBDD a CZDD) alebo 64 bitové

(pre TBDD a ESRBDD) ¢isla bez znamienka. Z pohladu uzivatela st vsak vSetky uzly re-
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prezentované 64 bitovym ¢islom typu uint64_t a to plati pre vSetky implementované typy
diagramov. To je z nasledujucich dévodov.

Interna reprezentacia uzla udava index do tabulky uzlov, na ktorom sa dany uzol na-
chadza. Avsak v pripade re-hashovania tabulky, ktoré sa spusta automaticky na zdklade
aktualneho faktoru naplnenia sa tieto indexy pre jednotlivé uzly zmenia. Preto je potrebné
aby uzivatelove referencie na uzol boli nezavislé na tabulke uzlov. Zaroven som nechcel aby
musel uzivatel stale na kazdy uzol, ktory je vysledkom nejakej operacie priddvat referenciu.
Niekedy je totiz potrebné nejaky diagram vytvorit len ako medzi-vysledok, ktory sa hned
pouzije ako operand v nasledujicej operacii. V takomto pripade by bolo referencovanie ta-
kéhoto diagramu zbyto¢nd operacia a navyse by potom bolo potrebné tuto referenciu rusit,
aby dany diagram, ktory uz nie je potrebny nezaberal miesto. Preto funkcie implementujice
jednotlivé operdcie s rozhodovacimi diagramami vracaji interni reprezentaciu, teda index
do hashovacej tabulky a zalezi na uzivatelovi, ¢i si na dany vysledny diagram prid4 referen-
ciu, ¢im bude zarucené, ze pri automatickom uvolnovani paméti o neho nepride, alebo ho
pouzije v nasledujicej operacii. No v pripade, ze neurobi ani jedno z toho, existuje riziko, ze
takyto diagram bude odstraneny, nakolko nasledujtica operacia vytvarajica diagram moze
spustit automatické uvoltiovanie paméti (viac bude naznacené v 3.6). Z toho vyplyva po-
treba, aby bolo mozné ako parametre funkcii implementujicich operacie s rozhodovacimi
diagramami pouzivat aj uzivatelove referencie, aj interné indexy. Z toho dalej vyplyva, Ze
tieto dva rézne reprezentacie diagramu — internti a uzivatelovu, treba nejakym sposobom
rozlisit.

Referencovanie sa deje nasledujicim spdsobom. V kniznici je implementovany kontaj-
ner, v ktorom sa ulozené vsetky uzivatelom priamo referencované uzly diagramov. Tento
kontajner je interne implementovany ako pole 32 bitovych ¢isel. V pripade pridania referen-
cie na nejaky uzol, ktory je reprezentovany indexom do tabulky uzlov — ide teda o internt
reprezenticiu, sa v tomto kontajneri na najblizsiu volnu poziciu tato interna reprezenticia
uzla ulozi a vrati sa index, na ktory bola uloZend. K tomuto indexu sa potom v pripade
BDD, ZDD, CBDD a CZDD pripocita 232 a pretoze tieto typy diagramov s interne 32
bitové ¢isla, takto vzniknutéd referencia bude stdle odlisna. V pripade TBDD a ESRBDD,
¢o su aj interne 64 bitové ¢isla, no s najvyssim bitom nastavenym stale na 0, sa v indexe
do pola referencovanych uzlov najvyssi bit nastavi na 1.

Tym je vyrieSeny problém s re-hashovanim, pretoze ak k nemu d6jde nové hashe sa
ulozia v tomto poli referencovanych uzlov presne na tie isté miesta, kde boli staré hashe.
Zaroven funkcie implementujiice operacie s diagramami vedia ¢i sa jedna rovno o index do
tabulky uzlov alebo o referenciu, ktora treba najprv dereferencovat. To sa deje opa¢nym
sposobom. V pripade napriklad BDD sa vezme referencia, odpocita sa od nej 232, ¢im
ziskame index do pola referencii, na ktorom je stale aktualny index do tabulky uzlov.

3.5 Tabulka vysledkov — Computed cache

Computed cache funguje ako softwarova cache pre vysledky rekurzivnych operécii rozhodo-
vacich diagramov a z hladiska vykonu je najdolezitejSou stcastou implementacie. Stéle na
zaciatku kazdej netrividlnej operécie na diagramoch sa najprv skontroluje ¢i dané operacia
s danymi operandmi uz nebola niekedy pocitand a nie je uloZené v tejto cache. Ak dno hned
sa vrati jej vysledok, ¢im moéze odpadnit velké mnozstvo rekurzivnych operacii. Ak tam
ten vysledok nie je, opericia normélne pokracuje pokym sa nenarazi na medzi-vysledok,
ktory v cache je alebo dojde na problém, ktory uz je trividlny, to znamend taky, ktory
ukoncuje rekurziu. Obvykle, ale nie vyluéne to znamené, ze oba operandy si rovnaké alebo
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aspon jeden z nich je konstanta. Na konci kazdej netrividlnej operacie sa potom operandy,
operator a vysledok ulozia do tejto cache s nddejou, ze budt vyuzité neskor.

Tato tabulka je implementovana na styl jedno-cestnej (priamo mapovanej) cache. V pod-
state ide o hashovaciu tabulku, kde sa ignoruju kolizie a novy prvok jednoducho prepise
pévodny. Niektoré implementacie pouzivaju oddelené tabulky pre jednotlivé typy opera-
cii (mysli sa napr. jedna tabulka pre operdcie AND, jedna pre operacie OR a podobne),
iné pouzivaju jednu spoloénu tabulku pre vsetky operéacie. Vyskytuju sa aj hybridné rie-
senia. Takéto riesenie som pouzil aj ja — jedna tabulka vysledkov je pre operacie s dvoma
operandmi ako napriklad APPLY a jedna tabulka pre operacie s troma operandmi ako napri-
klad ITE. V pripade pouzivania operacii len s dvoma operandmi je mozné kniznicu prelozit
s makrom ALGEBRAIC_ONLY®, kedy sa alokuje len jedna tabulka, ¢im je mozné usetrit pamit.

Polozka tejto tabulky ma pre BDD, ZDD, CBDD a CZDD nasledujicu strukttru:

struct cache_entry {
uint32_t u;
uint32_t v;
uint32_t res;
int operation;

}

u a v st operandy a res je vysledok. VSetky tri st 32 bitové ¢isla a udavaji index do
tabulky uzlov (,,unique table*), na ktorom sa nachédza koren grafu reprezentujici funkeiu,
ktora je operandom alebo vysledkom operécie. operation udéva interny operacny kéd pre
dany typ operdcie. Pre TBDD a ESRBDD vyzera struktira rovnako s jedinym rozdielom,
ze operandy a vysledok si 64 bitové ¢isla. Analogicky vyzerd Struktira pre operacie s troma
operandmi.

Pri ESRBDD s implementované len operacie s dvoma operandmi, preto tam cache pre
operécie s troma operandmi vébec nie je. AvSsak ESRBDD v algoritme pre operaciu APPLY
vykonéva rekurzivnu redukciu vysledného uzla. Z toho dévodu som pridal istt formu cache
aj pre tuto redukciu uzlov. Vzhladom na to, Ze to je unarna operacia a kvoli lepsej lokalite
odkazov som tuto cache umiestnil priamo do uzla ESRBDD (vid sekciu 3.3).

Ako uz bolo povedané, computed cache je z hladiska vykonu rozhodujicim prvkom roz-
hodovacich diagramov, a to aj napriek tomu, ze funkcie, ktoré s nou pracuji, na nej stravia
viac ako polovicu celkového casu. Praca s computed cache zabera BDD, ZDD, CBDD,
CZDD a TBDD okolo 65% c¢asu z celkového ¢asu funkcii implementujtcich opericie s roz-
hodovacimi diagramami, ako je napriklad APPLY. Pre ESRBDD je to kvoli komplexnejsim
algoritmom priblizne 50%. Priklad dopadu computed cache na vykon diagramov ukazujd
nasledujice dve tabulky, ktoré udavaju celkovy ¢as potrebny na vytvorenie diagramu pre
obvod ISCAS85 ¢3540 a diagramu pre vsetky riesenia problému 8 krélovien s vyuzitim
computed cache a bez nej pre rézne typy rozhodovacich diagramov. ZDD verzia nema bez
cache hodnotu, pretoze sa nezmestila pod vrchny limit 7 mintt, pricom s cache to bolo do
par sekund. To je z toho dévodu, Ze pre ZDD pri manipuldcii s booleovskymi funkciami
ma reprezentacia jednej premennej tolko uzlov, aka je velkost domény plus dva listové uzly
navySe. Tym sa oproti ostatnym typom diagramov znacéne navysuje pocet rekurzivnych
operacii. Je to podobny pripad ako s reprezentaciou konstantnej hodnoty 1, ktory je na
Obrazku 3.3. Pocet tychto rekurzivnych operécii pre dva vyssie spominané pripady je v ta-
bulkéich a grafoch prilohy C.

3Rozdelenie oprécii na algebraické a nealgebraické je podla [7].
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¢3540 & kralovien

typ s cache bez cache typ s cache bez cache
BDD 2.003 s 17.202 s BDD 3.294 s 30.361 s
7DD 3.659 s N/A ZDD 1.917 s N/A
CBDD 2.188 s 21.031 s CBDD 3.087 s 32.446 s
CZDD 2.766 s 57.925 s CZDD 3.062s 213.935s
TBDD 2.247 s 20.404 s TBDD 3.036 s 13.677 s
ESRBDD 3.750 s 67.547 s ESRBDD 3.670s 335.611 s

3.6 Garbage collector a referencovanie uzlov

Pri operaciach s rozhodovacimi diagramami ¢asto vznika vela prechodnych diagramov.
7 toho dovodu je potrebny nejaky mechanizmus, ktory by uvolmnoval pamét zabrana dia-
gramami, ktoré uz nie si potrebné.

Na tento ucel som v kniznici implementoval jednoduchy , garbage collector” zalozeny
na principe ,mark and sweep® algoritmu. Z toho dévodu sa takisto v struktirach uzlov
nachadza znacka — mark a polozka na pocitanie referencii — ref _count. Garbage collector
mé takisto vlastny zasobnik (stack), na ktory sa ukladajt interné referencie na uzly, ktoré
figuruju ako operandy alebo medzi-vysledky rozpracovanej operacie. Operacie nad rozhodo-
vacimi diagramami, ktorych vysledkom je rozhodovaci diagram ako napriklad APPLY totiz
volaju funkciu, ktord vytvara uzly a tato funkcia moze spustit garbage collecting. Z toho
dovodu je treba zaistif aby tieto operandy a takisto stdle potrebné medzi-vysledky neboli
pri pripadnom garbage collectingu odstranené a na to slizi spominany zasobnik.

Implementovany algoritmus Garbage collectingu vyzerd nasledovne. Najprv sa postupne
pre vsetky uzly v zasobniku internych referencii a takisto rekurzivne pre ich potomkov
nastavi znacka (mark), znamenajica, Ze uzol je z niekade dosiahnutelny. Potom sa linedrne
prechadzaja vsetky uzly v tabulke uzlov. Ak dany uzol mé nastavend znacku alebo ak ma
nejaky pocet referencii v polozke ref_count, neché sa tak, ak uzol nemal ani znacku ani
externu referenciu zmaze sa. Nasledne sa zmazu vSetky zdznamy v computed cache, ktoré
mali ako operand alebo vysledok nejaky mftvy uzol. Nakoniec sa odstrénia znacky (mark)
zo vsetkych uzlov, aby mohli byt pouzité v dalSsom behu alebo v inej operécii (napriklad
pocitanie uzlov).

V pocitadle referencii (ref_count) si zapocitané jednak priame referencie na dany
uzol vytvorené uzivatelom zavolanim prislusnej funkcie a jednak referencie rodicovskych
uzlov, ktory maju dany uzol ako low alebo high potomka. No toto pocitanie sa deje len
ak je iniciované prvym spdsobom (referencovanie uzivatelom zavolanim prislusnej funkcie)
ma koreni nejakého grafu. V takom pripade sa rekurzivne zvysi pocet referencii na jeho
potomkoch a dalej ich potomkoch az po listové uzly. Analogicky to plati pri odstraneni
referencie. Pocet referencii sa neudrzuje stile aktudlny. Teraz mame na mysli to, ze pre
nejaky uzol sa nezvysuje/neznizuje zakazdym ak ten uzol je pridany/odobrany ako potomok
iného uzla z toho dovodu, Ze vela grafov vznikd len ako medzi-vysledky, ktoré sa dalej
nepouziju. Takto by musel garbage collector vsetkym tymto uzlom znizovat rekurzivne
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referencie, ¢o nemusi, ale moze zabrat zna¢nui cast CPU ¢asu. [15] Zaroven takto pre pocet
referencii stacia polozky s mensimi bitovymi sirkami. No aj napriek tomu sa z dévodu
obmedzeného rozsahu tychto pocitadiel pouzivaji saturovany inkrement a dekrement. To
znamend, ze ak pocet referencii dosiahne maximalnu hodnotu dant rozsahom pocitadla,
dalej sa uz nezvysuje, ale ani neznizuje, lebo uz nie je jasné kolkokrat presiahol maximalnu
hodnotu.

Garbage collector by mal byt spusteny vtedy, ak to opraviuje dostato¢ny pocet mitvych
uzlov. Z pohladu vyuzitia paméte, by tento pocet mal byt maly, no z pohladu vykonu je
lepsie pockat kym sa naakumuluje vacsi pocet mitvych uzlov. Tym sa jednak amortizuju
rezijne néklady garbage collectingu, no hlavne sa tym zvysi vykonnost computed cache a to
niekedy dramaticky. Viac zdznamov znamend vacésiu pravdepodobnost, ze sa v nej bude
nachadzat pozadovany vysledok. Vzhladom na to, ze na zédklade sposobu referecovania uzlov,
ktory pouziva aj tato kniznica nie je presne zndmy pocet mitvych uzlov, garbage collector sa
spusta ak pomer poctu vytvorenych uzlov od posledného behu k celkovej kapacite tabulky
uzlov presiahne stanoveny limit. Musi teda platit vztah:

nodes created after last GBC
unique table size

> GBC* trigger threshold

Tento limit sa d4 nastavovat pri preklade definovanim makra -D GBC_TRIGGER=X, kde X je
¢islo vyjadrujice limit.

Garbage collector m4 v stuvislosti so zatvorenym hashovanim este jeden neziadtci efekt.
On totiz v podstate vymazuje polozky z hashovacej tabulky. No pri zatvorenom hashovani
vyhladavacie algoritmy koncia ak sa v tabulke narazi na volni poziciu. Vymazanie po-
lozky takto mdze vytvorit dieru vo vyhladavacej sekvencii, ¢o dalej moze zapri¢init priskoré
ukoncenie vyhladavacieho algoritmu. Z toho dévodu sa typicky v technikach zatvoreného
hashovania polozky nemazu, ale len oznacuju ako ,,vymazané“. Takéto polozky sa nazyvaju
,nahrobky*“ (,tombstones*). V implementécii kniznice st tieto polozky identifikované rézne
v zévislosti na pouzitej hashovacej technike a type rozhodovacieho diagramu. Pri vkladani
sa na ich miesto moze vlozit vkladany prvok, no najprv sa musi prezrief cely zvysok , koliz-
neho retazca“ az pokym sa nenarazi na prvi normalnu volnd poziciu alebo hladany prvok,
pretoze dany prvok by sa mohol nachddzat v tomto ,refazci“. Takto tieto nahrobky ne-
blokuji miesto a nekontaminuji hashovaciu tabulku, no zbyto¢ne predlzuji vyhladavacie
sekvencie. Z toho dévodu sa po urc¢itom pocte garbage collectingov celd tabulka re-hashuje
do rovnako velkej tabulky, aby sa tym skratili vyhladavacie sekvencie. Pocet po kolkych
behoch garbage collectora sa to stane sa da nastavit pri preklade definovanim makra -D
REORGANIZE=X, kde X je celé kladné cislo. Ak je X rovné 0, tato funkcia je vypnuta. V suvis-
losti s touto reorganizaciou a vyssie spominanym limitom pre sptstanie garbage collectora
boli vykonané experimenty, ktorych vysledky st zhrnuté v prilohe B.

4skratka pre Garbage collection
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Kapitola 4

Experimenty

V tejto kapitole sii popisané benchmarky, ktoré poukazujui na niektoré specifikd jednot-
livych typov rozhodovacich diagramov a ich implementacie. Bechmarky st zamerané na
rieSenie kombinatorickych problémov, reprezentovanie informécii v kompaktnej forme a re-
prezentovanie typickych digitdlnych obvodov.

Pre kazdy z experimentov boli vsetky testy pre kazdy diagram vykonané sStyrikrat:
dva s hashovacou technikou linear probing a dva s technikou quadratic probing s réznymi
pociatocnymi velkostami tabuliek uzlov a tabuliek vysledkov, aby sa aspon ¢iastocne znizila
pravdepodobnost, Ze nejaky z diagramov mal stastny zédsah do tabulky vysledkov. Z tychto
styroch testov bol pre kazdy diagram vybrany najlepsi vysledok.

Vsetky experimenty boli vykonané na procesore 2.6 GHz Intel Xeon s 32 GB pamaéte
a operacnym systémom Debian 10.

4.1 Problém N kralovien

Tento experiment sa tyka reprezentovania vsetkych moznych rieseni problému N kralovien
vo forme booleovskej funkcie. Problém N kralovien spociva v tom, ako rozlozit N kralovien
na Sachovnicu o velkosti N x N, tak aby ziadna kralovnd nemohla podla pravidiel sachu
ohrozif int kralovnu.

Vstup experimentu bol vo formate DIMACS CNF, to znamena ze problém bol vyjadreny
ako stibor obmedzujtcich podmienok v konjuktivnej normélnej forme. Jedno policko sachov-
nice znamenalo jednu premenni. Teda napriklad pre problém 10 kralovien bolo potrebnych
100 premennych. Experiment bol vykonany pre N =7,...,14.

Tabulka 4.1 zobrazuje vysledky experimentu pre N = 14 v kategériach CPU cas v se-
kundéach, pocet celkovo vytvorenych uzlov za beh programu, pocet uzlov vysledného grafu,
pocet netrividlnych rekurzivnych operacii a pocet CPU instrukcii.

Ked sa na vysledky pozrieme z pohladu velkosti vysledného grafu, uz z povahy problému
N krélovien a vstupného formatu — DIMACS CNF mézeme usudzovat, Ze sa tam bude
vyskytovat vela negovanych premennych, ¢o je vyhoda pre vsetky typy zicastnenych dia-
gramov, okrem BDD, pretoze BDD neredukuju ,high zero* uzly. Takisto vidime, ze velkosti
vyslednych grafov st pre ZDD, CZDD a TBDD identické, z ¢oho mozeme usudzovat, zZe
vysledné grafy neobsahuju ziadne ,don’t care” uzly. Z toho dévodu BDD nemajui ¢o redu-
kovat a velkost vysledného grafu je pre ne najvécsia. Z toho istého dévodu CZDD a TBDD
neusetria oproti ZDD ani jeden uzol, no na druhej strane to znamena vyhodu pre CBDD,
ktoré st kvoli redukcii ,,OR-chains® az 4.8 krat kompaktnejsie ako obycajné BDD. Najlepsie
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Tabulka 4.1: Vysledky experimentu na probléme 14 kralovien v kategériach CPU c¢as v se-
kundach, pocet celkovo vytvorenych uzlov za beh programu, pocet uzlov vysledného grafu,
pocet netrividlnych rekurzivnych operacii a pocet CPU instrukcii.

typ CPU cas vyt. uzl. celk. poc. uzlov  pocet rek. op. pocet instr.
BDD 4047.01  2,491,955,908 9,572,420 21,934,758,195  4,919,986,455,492
ZDD 1536.25 515,418,070 911,422 24,022,730,093  2,094,022,543,353
CBDD 1517.02 1,133,503,766 1,992,396  8,744,432,499  2,452,369,193,557
CZDD 3151.93 515,419,259 911,422 24,068,428,916  7,288,773,384,468
TBDD 904.92 517,096,313 911,422  8,318,248,736  1,707,223,665,025

ESRBDD 12141.44 6,082,865,652 909,616 43,804,543,252 14,327,749,157,480

st na tom ESRBDD, ktoré dokazu navyse redukovat aj ,low zero“ uzly, teda uzly, ktoré
maju 0 ako low potomka.

Ak sa na vysledky pozrieme z pohladu CPU c¢asu, jednozna¢nym vitazom st TBDD. Ak
ich porovname so ZDD, tak maji rovnako velky vysledny graf a priblizne rovnaky pocet
celkovo vytvorenych uzlov v priebehu programu. No ZDD st pri manipulécii s booleovskymi
funkciami v znac¢nej nevyhode kvoli tomu ako vyzeraju funkcie reprezentujice jednotlivé
premenné. Vyjadrenie premennej v TBDD je nezavislé na velkosti domény problému. Stéle
tam pre aktukolvek premennu staci jeden netermindlny uzol a dva listové uzly, no pre ZDD
to neplati. Tie musia explicitne vyjadrit kazdy ,,don’t care* uzol. Pri tomto konkrétnom
pripade, kde je 196 premennych to znamenad, ze kazda jednotlivd premennd musi mat 196
internych uzlov a dva listové. To je nastastie zmiernené tym, ze ZDD maju zo vsetkych Sies-
tich typov diagramov najjednoduchsie algoritmy implementujiice binarne operéacie. Jadrom
tychto algoritmov je v podstate jedno if - else if - else vetvenie, kde v dvoch vetvach
sa vola funkcia rekurzivne raz a v tretej vetve dvakrat.

Rovnako velky vysledny graf a priblizne rovnaky pocet celkovo vytvorenych uzlov maji
aj CZDD. Tie tym ze redukuju ,don’t care chains“ maja oproti ZDD vyhodu pri repre-
zentacii jednotlivych premennych. Na vyjadrenie premennej stacia dva neterminalne uzly,
v pripade poslednej premennej jeden, a dva listové uzly. Avsak vzhladom na to, Ze vo vy-
slednom grafe v tomto konkrétnom probléme nie sii ziadne ,,don’t care“ uzly, neposkytuju
tu oproti klasickym ZDD ziadnu vyhodu. Takisto z trojice ZDD, CZDD a TBDD maju
najzlozitejsie algoritmy a preto boli pomalsie ako ZDD.

Prekvapivy vysledok bol v stvislosti s CBDD. Tie napriek tomu, Ze mali dvakrat vacsi
vysledny graf ako i pocet celkovo vytvorenych uzlov, boli zaroven dvakrat rychlejsie ako
CZDD a trochu rychlejsie ako ZDD. CBDD staci na vyjadrenie premennej 1 neterminalny
uzol a dva listové, ¢o ich stavia do vyhody oproti ZDD. Co sa tyka zloZitosti algoritmov,
st na tom velmi podobne ako CZDD. Hlavnou pri¢inou rozdielu medzi CBDD a CZDD
vo vykone bol pocet rekurzivnych operacii. Z nejakého dévodu mali CZDD v mojej imple-
mentécii zhruba dvakrat viac kolizil v tabulke uzlov i tabulke vysledkov. V siivislosti s tym
som skusal viacero hashovacich funkcii ako i rézne usporiadania poloziek zlozeného kluca,
aby som znizil pocet kolizil v CZDD, no nedosiel som k vyraznejsiemu pokroku. Na druhej
strane o¢akdvany bol rozdiel v porovnani s klasickymi BDD. CBDD tu mohli naplno vyuzit
redukéné pravidla ZDD, a preto boli 2.67 krat rychlejsie ako klasické BDD.

Paradoxne najpomalSie boli v mojej implementécii ESRBDD, ktoré maji najmensi vy-
sledny graf. Tie vSak majui zo vSetkych Siestich typov diagramov najkomplexnejsie algoritmy.
Takisto vytvaraju v priebehu konstrukcie grafu najvacsi pocet uzlov, o ¢o sa pricinuje strie-
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danie redukénych pravidiel a ich spajanie. Ak ich porovndme s TBDD, ktoré na vyjadrenie
redukcii pouzivaji ako znacky indexy premennych, tak redukéné pravidla ESRBDD mozno
st konceptudalne jednoduchsie, avsak znacka hrany v podobe indexu umoznuje jednoduchsie
algoritmy a navyse TBDD na prechod z ,,don’t care” uzla na ,high zero* uzol nepotrebuju

prechodny uzol navyse.
Vysledky experimentu pre N = 7,...,14 demonstruje graf 4.1 a tabulky D.1, D.2 a D.3

v prilohe D.

Vel'kosti grafov pre problém N kralovien

10’ ¥ — BDD
] CBDD
| —— zDD, CZDD, TBDD, ESRBDD
10°
2
© 10° 7
) ]
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> 104
103 5

7 8 9 10 11 12 13 14
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Obr. 4.1: Velkosti vyslednych grafov problému N kralovien pre N =7, .., 14.

4.2 Slovnik

Dalsf experiment je zamerany na schopnost kompaktne reprezentovat informécie. Vstupom
pre tento experiment bol slovnik, ktory sa nachddza na Macintosh systémoch v stibore
/usr/share/dict/words. Stibor slov moéze byt zakédovany ako funkcia mapujica slova
na 1, ak slovo v danom zozname je alebo 0 ak tam nie je. Slovd mézu byt dalej zakodované
ako sekvencia bitov. To umoznuje slova reprezentovat ako booleovsku funkciu, kde jednotlivé
premenné tejto funkcie st bity, ktorymi st zakédované slova.

Slovnik bol zakédovany bindrnym kédom, ktory vyzaduje log, r bitov na jeden znak,
kde r je pocet vSetkych moznych znakov. Kazdy znak je takto reprezentovany unikitnou
sekvenciou bitov, ktoré si pospajané do slov. Spominany vstupny slovnik obsahuje 235886
slov s maximélnou dizkou 24 znakov. Mozné znaky st malé a velké pismend anglickej abe-
cedy, pomlcka a NULL symbol, ktory znamend koniec slova. Teda 54 réznych znakov. Z toho
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vyplyva, ze funkcia, ktora reprezentuje tento slovnik ma 144 premennych ([logs 54| x 24).
Slova ktoré su kratsie ako 24 znakov boli doplnené potrebnym poc¢tom NULL symbolov. Slovo
je tvorené konjunkciou znakov — premennych a slovnik disjunkciou slov, ¢im vlastne dosta-
vame funkciu v disjunktivnej normalnej forme, ktord je zakladom pre vytvorenie grafov.

Tabulka 4.2: Vysledky experimentu so slovnikom na Macintosh systémoch v kategoériach
CPU cas v sekundach, pocet celkovo vytvorenych uzlov za beh programu, pocet uzlov
vysledného grafu, pocet netrividlnych rekurzivnych operacii a pocet CPU instrukcii.

typ CPU c¢as vyt. uzl. celk. poc. uzlov  poc. rek. op poc. instr.
BDD 150.504 778,993,968 1,104,755 817,182,079 270,317,569,649
7DD 91.241 369,049,997 651,995 745,942,751 137,773,270,145
CBDD 152.828 646,112,334 949,177 684,172,993 271,707,730,148
CZDD 158.825 390,609,486 651,994 791,245,307 306,257,856,018
TBDD 91.124 390,470,215 651,906 465,358,011  150,142,678,623

ESRBDD  258.304 822,057,267 461,156 1,711,377,133 665,413,448,556

Vysledky st zhrnuté v Tabulke 4.2. Ak sa pozrieme na velkosti vyslednych grafov, tak
najviac uzlov ma BDD, pretoze vo vysledku sa nachiddza len minimalne mnozstvo uzlov,
na ktorych je funkcia nezavisla. To je zrejmé z minimalneho rozdielu poctu uzlov ZDD,
CZDD a TBDD. O nieco lepsie je na tom CBDD vdaka redukcii ,,OR-chains®. No narozdiel
od predoslého experimentu v sekcii 4.1, kde bol pomer medzi velkostami BDD a CBDD
skoro patnasobny v prospech CBDD, tu je tento pomer len 1.164. CBDD totiz, aby mohli
redukovat tieto ,,OR-chains“ potrebuji z nich ponechat jeden uzol. To znamena, ¢im st
tieto retazce dlhsie, tym viac st CBDD vyhodné. Naopak ak je tychto refazcov vela a s
kratke, pomer medzi CBDD a BDD bude maly ako je to v tomto pripade.

Ako bolo spominané vyssie, najdlhsie slova v slovniku mali 24 znakov a tie kratsie
boli doplnené do konca symbolom NULL, ktory je zakdédovany ako 000000, ¢o znamend
Sest za sebou iducich negovanych premennych. To spolu s priemernou dizkou slova, ktord
je v tomto slovniku 10.57 znamené velké mnozstvo ,high zero“ uzlov. Vdaka tomu maju
v tomto experimente ZDD skoro polovi¢ne velky graf oproti BDD. O jeden uzol mensi graf
ako ZDD maja CZDD. Tie analogicky k CBDD, ak chci redukovat ,don’t care“ retazce,
potrebujui z nich jeden uzol ponechat. Z toho dévodu v tomto pripade neprindsaju skoro
ziadnu usporu. O nieco lepsie sit na tom TBDD, kedze tie na vyjadrenie ,,don’t care* uzlov
nepotrebuji uzol navyse. Jedinou vynimkou je pripad ked ,,don’t care” uzol nasleduje hned
za ,high zero“ uzlom. Najmensi vysledny graf vdaka redukénému pravidlu navyse maju
ESRBDD. Tie st v tomto pripade az 1.41 krat mensie ako TBDD a 2.4 krat mensie ako
BDD.

Co sa tyka CPU ¢asu potrebného na vytvorenie diagramov, tak ten nezéavisi na velkosti
vysledku, ale na pocte instrukcii, ktory sa odvija hlavne od poc¢tu rekurzivnych operacii. Tie
st zasa do velkej miery zavislé na stratégii pouzitej pri computed cache a garbage collectore.
Najlepsi ¢as mali TBDD, pretoze mali najmensi pocet rekurzivnych operacii. Za to moézu ich
redukéné schopnosti, ale aj dobré zdsahy do computed cache. Tesne za nimi skonéili ZDD,
ktoré sice mali 1.6 krat viac operacii, ale vynahradili to jednoduchymi algoritmami, c¢o
mozeme vidiet na celkovom pocte CPU instrukcii, ktory maji najmensi. Na trefom mieste
skoncili klasické BDD, ktoré v tomto pripade mali najmensie moznosti redukovat. Hned
za nimi boli CBDD, u ktorych prilezitosti redukovat ,,OR-chains“ neboli dostatoéné na to,
aby vykompenzovali vicsiu zlozitost algoritmov. Napriek tomu, Ze mali menej rekurzivnych
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APPLy operacii ako i celkovy pocet vytvorenych uzlov, ich celkovy pocet CPU instrukeii bol
0 0.5% vyssi ako u klasickych BDD. CZDD kvoli malému pocétu ,,don’t care” uzlov, nemali
takisto velku prilezitost na zlepsenie oproti ZDD. Zaroven ako bolo spomenuté v sekcii 4.1
sa na nich prejavil nedostatok spojeny s tym, ze v mojej implementacii pri nich vznika
podstatne vécsie mnozstvo kolizii ako u ostatnych typoch diagramov. Napriek tomu, ze
algoritmy st podobné ako u CBDD, v tomto probléme je mnozstvo ,high zero“ uzlov
a dokonca celkovy pocet vytvorenych uzlov bol podstatne mensi ako u CBDD, maja vacsi
pocet rekurzivnych operacii ako CBDD a horsi ¢as. Problém s koliziami sa v este vicsej
miere prejavil aj na ESRBDD. To spolu so zlozitostou ich algoritmov sposobilo, Ze napriek
tomu, ze maju naviac moznosti redukovat, vytvorili poc¢as chodu programu najviac uzlov,
no predovsetkym mali najvacsi pocet rekurzivnych APPLY operacii.

Tabulka 4.3: Postupny narast vysledného grafu pri budovani grafovej reprezentacie slovnika.

cast slov. BDD ZzDD CBDD CzDD TBDD ESRBDD

1 1104755 651995 949177 651994 651906 461156
9/10 1049802 617792 900857 617792 617706 435841
8/10 988218 579470 846700 579470 579391 407844
7/10 915909 535292 783640 535292 535214 375783
6/10 837072 487489 715258 487489 487419 341280
5/10 751003 435436 640594 435436 435370 303969
4/10 654791 377820 557498 377820 377761 262692
3/10 544312 311949 462110 311949 311908 216267
2/10 417374 237214 353207 237214 237189 163609
1/10 264226 147934 222209 147934 147924 101398

Tabulka 4.3 a graf na Obrazku 4.2 ukazuju ako sa postupne vyvijala velkost diagramov
pri budovani vyslednej grafovej reprezentécie slovnika.

4.3 Digitalne obvody

BDD sa zvyknt vyuzivat pri syntéze a verifikdcii digitdlnych obvodov[2], a preto dalsim
benchmarkom je skupina vybranych digitdlnych obvodov z benchmarkovej sady ISCAS ’85.
Tato sada bola povodne vyvinutd ako benchmark na generovanie testov, ale uchytila sa aj
pri testovani rozhodovacich diagramov. Oproti predoslym experimentom, tento je zamerany
na schopnost redukovat redundantné uzly. Tabulka 4.4 prezentuje velkosti rozhodovacich
diagramov reprezentujucich vsetky vystupy jednotlivych obvodov. Vsetky obvody mali via-
cero vystupov, preto ¢islo v tabulke je stic¢tom vsetkych vystupov daného obvodu.

Vzhladom na to, Ze test je zamerany na redundantné uzly, vo vSeobecnosti najlepsie
dopadli ESRBDD, TBDD, CBDD a BDD s malymi rozdielmi v pocte uzlov. CZDD boli
vdaka retazeniu ,,don’t care® uzlov v najlepsom pripade 1.5 krat lepsie ako ZDD, ktoré mali
s vynimkou obvodov ¢499 a ¢1908 vzdy najvécsie grafy. V spominanych dvoch obvodoch
skoncili na trefom mieste spolu s CZDD.

Co sa tyka casov, vietky obvody okrem ¢3540 a c6288 prebehli do jednej sekundy. Vy-
budovanie diagramu pre ¢3540, ¢o je 8 bitova ALU, trvalo od 2.6 do 5.75 sekind s najlepSim
c¢asom pre BDD a najhorsim pre ZDD, nakolko maly pocet ,high zero* a ,low zero“ uzlov
nestacil na vykompenzovanie zlozitejsich algoritmov TBDD, CBDD, ESRBDD a CZDD.
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1e6 Postupny narast vysledného grafu

—— BDD
CBDD
1.097 — zpp, czDD, TBDD

—— ESRBDD

pocet uzlov grafu

1/10 2/10 3/10 4/10 5/10 6/10 7/10 8/10 9/10 1
Cast slovnika

Obr. 4.2: Postupny narast vysledného grafu pri budovani grafovej reprezentéacie slovnika.

Jednoduchost algoritmov a s tym spojeny najmensi pocet CPU instrukcii bol rozhodujici
aj pri obvode ¢6288. c6288 je 32 bitova nasobicka, pre ktort bolo dokazané, ze rozhodovacie
diagramy maju pri nej stdle exponencidlnu zlozitost a to aj pri idedlnom usporiadani [3].
Konkrétne vysledky pre tento obvod st v Tabulke 4.5.

Tabulka 4.4: Velkosti diagramov pre jednotlivé obvody.

obvod BDD ZDD CBDD CZDD TBDD ESRBDD
432 1,850 2,043 1,850 2,616 1,827 1,789
499 50,684 50,451 50,672 50,451 50,429 50,345
880 346,690 516,741 345,635 380,143 346,689 346,216
c1355 50,684 50,451 50,672 50,451 50,429 50,345
1908 49,325 49,651 49,198 49,421 48,196 48,179

¢3540 672,437 1,088,275 670,107 725,509 659,318 653,926
c6288 48,181,908 48,331,495 48,177,349 48,329,117 48,181,886 48,141,015
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Tabulka 4.5: Vysledky benchmarku pre obvod ¢6288 — 32 bitova nasobicka.

typ CPU cas vyt. uzl. celk. poc. uzlov  poc. rek. op poc. instr.
BDD 261.412 543,992,753 48,181,908 1,660,276,435 249,057,571,370
ZDD 263.913 545,755,885 48,331,495 1,672,090,135 257,190,432,781
CBDD 352.119 543,986,618 48,177,349 1,660,211,012 333,936,083,754
CZDD 361.467 545,716,661 48,329,117 1,671,936,616 417,175,679,967
TBDD 409.072 543,911,169 48,181,886 2,072,809,750 347,606,942,094
ESRBDD  544.662 583,773,953 48,141,015 2,012,085,302 742,026,801,271
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Kapitola 5

Zaver

Vysledkom tejto prace je kniznica, ktord podporuje Sest varidnt binarnych rozhodovacich
diagramov — BDD, ZDD, CBDD, CZDD, TBDD a ESRBDD. Tato kniznica je implemen-
tovand v jazyku ISO C, konstruovanie diagramov je zalozené na ,depth-first“ prechode,
pouziva garbage collector na principe ,mark and sweep® algoritmu, uzly diagramov su in-
tegrované do tabulky uzlov, ktord pouziva ,,otvorené adresovanie* a referencovanie uzlov
diagramov je zalozené na indexoch a nie ukazateloch. Tieto techniky umoznili znizit pa-
métové naroky na jeden uzol v niektorych pripadoch az na 12 bytov. Hashovacie kolizie
v tabulke uzlov st vyrieSené implementéciou troch zékladnych technik zatvoreného hasho-
vania. Konkrétnu implementéciu je potom mozné vybrat podmienenym prekladom.

Experimenty s kniznicou potvrdili, Zze vyber optimalnej varianty rozhodovacieho dia-
gramu zavisi na riesenom probléme. V pripadoch, kedy je mozné vyuzit len jedno z redukc-
nych pravidiel je vyhodnejsie pouzit BDD alebo ZDD zileziac, o aké pravidlo sa jedna.
Podobne je to v pripade, ked je zname, ze problém bude mat stale exponencidlnu zlozitost
ako je to napriklad v pripade nasobiciek. V takych pripadoch sa na ¢ase potrebnom na zo-
strojenie vysledného diagramu prejavia vyssie rezijne naklady ostatnych styroch variant. No
vo vSeobecnosti sa pouzitie sofistikovanejsich variant oplati. Ako najlepsia volba sa v ta-
kom pripade ukazali TBDD. Tie mali stale menej uzlov ako CBDD a CZDD a vo vicsine
pripadov aj lepsi ¢as. V porovnani s ESRBDD mali sice viac uzlov, no vzdy mali podstatne
lepsi cas.

Existuje viacero moznosti ako v budicnosti kniznicu vylepsit a rozsirit. Patri medzi ne
napriklad implementovanie dynamického preusporiadania premennych, podpora hran s at-
ributmi alebo implementovanie samostatnych Specializovanych funkcii pre komplexnejsie
operacie. Mozné je takisto implementovat iné stratégie garbage collectora a pocitania refe-
rencii alebo experimentovat s dalsimi hashovacimi funkciami a technikami riesenia kolizii.
To moze byt obzvlast prospesné pre CZDD a ESRBDD, pretoze pri nich v sticasnej imple-
mentacii vzniké viac hashovacich kolizii ako pri ostatnych variantiach diagramov. Zaujimava
je takisto otéazka paralelizacie kniznice.
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Priloha A

HW cache-miss a CPU c¢as

Tato priloha obsahuje na nasledujtcich strandch grafy k tomu ako sa meni percentuilna
hodnota cache-miss hardwarovej cache PC a CPU cas pre jednotlivé typy diagramov vzhla-
dom na zmensujicu sa pociatocnil velkost tabulky uzlov. Cache-miss st v percentach a CPU
¢as je vyjadreny ako relativna hodnota vzhladom na CPU ¢as techniky linear probing pre
tabulku s najvéic¢sou velkostou. Teda CPU c¢as pre linear probing najvicsej tabulky je vzdy
hodnota 1. Vyznam skratiek:

1. LP - linear probing,
2. QP - quadratic probing,

3. DH - double hashing.
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Priloha B

Garbage collector

V tejto prilohe st grafy a tabulka, ktoré popisuju ako vplyva nastavenie garbage collectora
na celkovy vykon diagramov merany ako CPU cas a velkost tabulky uzlov merany v uzloch.
RE=X, kde X je ¢islo, znamenda po kolkych behoch garbage collectora sa spusti reorganizacia
tabulky uzlov, kvoli skrateniu koliznych retazcov. Hodnota 0 znamend, ze tato funkcia
je vypnuta. GBC X, kde X je ¢islo, znamena limit kedy sa spusta garbage collector. Tento
limit vyjadruje podiel poctu vytvorenych uzlov od posledného behu garbage collectora ku
celkovej kapacite tabulky uzlov. RE=15 GBCO.2 napriklad znamena, Ze na spustenie garbage
collectora je potrebné aby sa vytvorilo 20% uzlov z celkovej kapacity tabulky a po 15 behoch
sa reorganizuje tabulka uzlov.

7 experimentov vyplynulo, Ze vyssi limit pre garbage collector znamend lepsi celkovy
cas a to jednak z dovodu amortizacie rezijnych nakladov garbage collecotra, no hlavne pre
lepsiu vykonnost computed cache. No na druhej strane s menej Castym garbage collec-
tingom sa zvysuju pamétové naroky — si potrebné vicsie tabulky uzlov. Z experimentov
takisto vidno, Ze obcasnd reorganizacia tabulky uzlov takisto zlepsuje celkovy ¢as. Hodnoty
v tabuke i grafoch su relativne hodnoty ¢asu a kapacity uzlov vztiahnuté k referené¢nému
nastaveniu RE=0 GBCO.O05.

setup load time tab size
0 RE=0 GBC0.05 10.000000 10.000000
1 RE=0 GBCO0.075 8.293335 10.000000
2  RE=0 GBCO0.1 7.559884 10.333333
3  RE=0 GBC0.125 7.051538 10.333333
4 RE=0 GBCO0.15 6.769421 10.666667
5 RE=0 GBC0.175 6.558213 10.666667
6 RE=0 GBC0.2 6.394480 11.400000
7 RE=0 GBC0.225 6.365315 12.066666
8  RE=0 GBC0.25 6.275633 12.466666
9 RE=0 GBCO0.275 6.308120 13.346666
10 RE=0 GBCO0.3 6.329855 13.013333
11 RE=5 GBC0.05 12.034057 10.000000
12 RE=5 GBCO0.075 9.489685 10.000000
13 RE=5 GBCO0.1 8.259659 10.333333
14 RE=5 GBC0.125 7.471164 10.666667

54



15 RE=5 GBCO0.15 6.764107 11.000000
16 RE=5 GBCO0.175 6.513278  10.666667
17 RE=5 GBC0.2 6.186196 11.733333
18 RE=5 GBC0.225 6.073618 12.066666
19 RE=5 GBC0.25 5.857440 12.466666
20 RE=5 GBCO0.275 5.715176 12.866666
21 RE=5 GBC0.3 5.598527 13.013333
22 RE=10 GBC0.05 10.698677 10.000000
23 RE=10 GBC0.075  8.571326 10.000000
24 RE=10 GBCO0.1 7.626525 10.333333
25 RE=10 GBC0.125  6.904015 10.333333
26 RE=10 GBCO0.15 6.517574 11.000000
27 RE=10 GBCO0.175  6.229540 10.666667
28 RE=10 GBC0.2 6.013407 11.800000
29 RE=10 GBC0.225 5.931504 12.466666
30 RE=10 GBCO0.25 5.775904  12.466666
31 RE=10 GBC0.275  5.695527 13.346666
32 RE=10 GBC0.3 5.603151 13.013333
33 RE=15 GBC0.05 10.245507  9.722222
34 RE=15 GBC0.075  8.352404 10.000000
35 RE=15 GBCO0.1 7.459858  10.666667
36 RE=15 GBC0.125  6.803107 10.333333
37 RE=15 GBCO0.15 6.424505 10.333333
38 RE=15 GBCO0.175  6.221224 10.666667
39 RE=15 GBCO0.2 5.965512  11.400000
40 RE=15 GBC0.225  5.927903 12.066666
41 RE=15 GBC0.25 5.787659 12.466666
42 RE=15 GBCO0.275  5.725272 13.346666
43 RE=15 GBC0.3 5.674859 13.013333
44 RE=20 GBC0.05 10.051096 10.000000
45 RE=20 GBCO0.075  8.221005 10.000000
46 RE=20 GBCO0.1 7.399641 10.333333
47 RE=20 GBC0.125 6.819961 10.666667
48 RE=20 GBC0.15 6.451238 10.666667
49 RE=20 GBCO0.175  6.242437 10.666667
50 RE=20 GBCO0.2 6.002929  11.400000
51 RE=20 GBC0.225  5.946282 12.066666
52 RE=20 GBCO0.25 5.800393 12.466666
53 RE=20 GBCO0.275  5.754082 13.346666
54 RE=20 GBC0.3 5.727811 13.013333
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Priloha C

Priklad dopadu Computed cache

V tejto prilohe je v navéznosti na sekciu 3.5 priklad dopadu computed cache na celkovy
pocet rekurzivnych APPLY operécii. Jeden priklad je zostrojenie diagramu pre obvod IS-
CAS85 ¢3540 a druhy pre zostrojenie diagramu reprezentujiceho vsetky riesenia problému
8 kralovien. ZDD nemaji bez vyuzitia cache hodnoty, pretoze sa nezmestili do limitu 7 mi-
nut. Pri¢ina preco je to tak je naznacend v sekcii 3.5. Na tychto prikladoch mozno vidiet, ze
computed cache moze znizit pocet rekurzivnych operacii niekedy az niekolko tisic nasobne
a to sa jednd o relativne malické diagramy. Nasledujice dve tabulky uvadzaji konkrétne
¢isla udévajice pocet rekurzivnych APPLY operacii pre dve vyssSie spominané diagramy.

¢3540 8 kralovien
typ s cache bez cache typ s cache bez cache
BDD 16062888 877117984 BDD 1713700 2095349444
7DD 28876081 N/A ZDD 1168828 N/A
CBDD 16039412 836807466 CBDD 898784 1293581104
CZDD 18679134 1748167012 CZDD 1822370 9375635682
TBDD 16246227 944681521 TBDD 634420 971310090
ESRBDD 20678128 2152854830 ESRBDD 1870272 12755260566
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ﬁ)qg:et rekurzivnych APPLY opracii pre c3540 s a bez computed cache

{ mmm s cache
1 B bez cache

10° -
108 -

typ diagramu

pocet rekurzivnych operacif

BDD
ZDD
CBDD
CzDD
TBDD
ESRBDD

Obr. C.1: Po¢et APPLY operacii pre zostrojenie diagramu pre obvod ¢3540 s a bez computed
cache.

polcv:éelg rekurzivnych APPLY opracii pre 8 krd'ovien s a bez computed cache

BN s cache
— 1ot I bez cache

1010

10°

108

107

106 l

10°
[a)
[a)
N

typ diagramu

pocet rekurzivnych operdac

BDD
CBDD
CzDD
TBDD

ESRBDD

Obr. C.2: Pocet APPLY operécii pre zostrojenie diagramu pre vSetky rieSenia problému 8
kralovien s a bez computed cache.

59



Priloha D

Problém N kralovien

Tabulka D.1: Pocty uzlov vyslednych grafov reprezentujtcich vsetky rieSenia problému N
krélovien pre N =7...,14.

7 8 9 10 11 12 13 14
BDD 1101 2453 9559 25947 94824 435172 2044396 9572420
ZDD 188 375 1311 3122 10505 45835 204783 911422
CBDD 386 772 2795 6601 22455 98900 445755 1992396
CZDD 188 375 1311 3122 10505 45835 204783 911422
TBDD 188 375 1311 3122 10505 45835 204783 911422

ESRBDD 188 373 1306 3113 10477 45706 204345 909616

Tabulka D.2: CPU c¢asy potrebné na zostrojenie vyslednych grafov reprezentujtcich vsetky

rieSenia problému N kralovien pre N =7,...,14.
7 8 9 10 11 12 13 14
BDD 0.021 0.072 0.297 2.449 14.582  84.009  528.889  4047.010
ZDD 0.017 0.047 0.149 1.282 6.850 38.589  230.553  1536.251

CBDD 0.020 0.053 0.212 1359 7.734 42.050 240.450  1517.024
CZDD 0.023 0.082 0.356 2.807 15.346 86.416  512.167  3151.925
TBDD 0.017 0.035 0.117 0.746  4.095 24.629  150.794 904.920
ESRBDD 0.032 0.127 0.655 4.594 26.295 148.961 1082.823 12141.448
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Tabulka D.3: Pocet rekurzivnych operacii APPLY potrebnych na zostrojenie diagramov re-

prezentujucich vsetky riesenia problému N kralovien pre N =7,...,14.

7 8 9 10 11
BDD 217,618 956,876 4,784,324 23,277,026 125,576,829
ZDD 274,486 1,136,664 5,495,531 25,613,141 136,533,748
CBDD 136,206 545,408 2,492,882 11,261,111 57,322,238
CZDD 252,141 1,093,628 5,427,243 25,465,997 136,274,198
TBDD 120,430 478,352 2,139,620 9,820,184 50,516,581
ESRBDD 433,794 1,906,952 9,946,280 45,349,365 244,154,695

12 13 14

BDD 680,640,592 3,867,271,348 21,934,758,195

ZDD 734,333,991 4,256,206,059 24,022,730,093

CBDD 295,365,533 1,613,288,513  8,744,432,499

CZDD 733,880,949 4,269,443,416 24,068,428,916

TBDD 267,178,425 1,492,517,968  8,318,248,736

ESRBDD 1,318,215,143 7,705,698,563 43,894,543,252
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Priloha E

Vybrané SATLIB benchmarky

V tejto prilohe st zobrazené vysledky vybranych SATLIB benchmarkov, ktoré st dostupné
na https://www.cs.ubc.ca/~hoos/SATLIB/benchm.html. Prvy riadok daného benchmarku
v tabulke vyjadruje CPU cas potrebny na vytvorenie diagramu a druhy pocet jeho uzlov.

Tabulka E.1: Vybrané SATLIB benchmarky:.

bench. BDD 7DD CBDD CZDD TBDD ESRBDD
aim 0.634 0.304 0.833 0.780 0.937 1.138
202 82 124 82 82 62
ais 25.628 11.755 12.484 27.006 5.910 46.143
25,618 2,881 5,762 2,881 2,881 2,857
460 81.413 114.138 86.668 98.454 61.726 145.631
1 1 1 1 1 1
493.560 688.063 496.837 527.96 473.981 1223.359

d66
1 1 1 1 1 1
fac 293.947 177.493 275.074 314.819 132.361 571.751
11,136 3,992 7,668 3,992 3,992 3,958
245.602 552.349 208.022 674.580 273.999 584.928
gt 308,396,305 430,308,312 245,437,517 422,116,970 308,396,305 292,930,609
uf50 29.670 46.598 34.400 52.675 30.227 65.662
64 36 48 36 36 24
par 6.408 5.173 5.719 8.276 11.082 24.892
325 81 111 81 81 48
pret 17.782 15.699 20.731 23.821 29.344 60.265
1 1 1 1 1 1

Zoznam jednotlivych stborov:

1. aim - AIM : Artificially generated Random-3-SAT (aim-200-6_0-yes1-4.cnf)
2. ais - All Intervall Series (ais10.cnf)

3. d60 - DUBOIS: Randomly generated SAT instances (dubois20.cnf)

4. d66 - DUBOIS: Randomly generated SAT instances (dubois22.cnf)

5. fgc - Flat Graph Colouring (f1at50-1.cnf)
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https://www.cs.ubc.ca/~hoos/SATLIB/benchm.html

. qg-m - SAT-encoded Quasigroup (qg1-07.cnf), znizeny pocet klauzuli
. uf50 - Uniform Random-3-SAT, 50 premennych 218 klauzuli (uf50-019. cnf)
. par - PARITY: Instances for problem in learning the parity function (par8-1.cnf)

. pret - PRET: Encoded 2-colouring forced to be unsatisfiable (pret60_25.cnf)
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Priloha F

Obsah prilozeného CD

Prilozené CD obsahuje tieto siibory a adresare:
e ddlib/ - priec¢inok obsahujici zdrojové kédy vytvorenej kniznice
e DOC/ - prie¢inok obsahujuci dokumentaciu k vytvorenej kniznici
e tex/ - priecinok obsahujuci sibory potrebné ku kompildcii toho to textu

LICENSE - subor obsahujuci licenciu k projektu

e README.md - kratky popis kniznice a jej pouzitia

thesis.pdf - text tejto prace v elektronickej podobe
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