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Abstrakt

Tato prace se zabyva problematikou automatického rozpoznavani matematickych vyraztu
pomoci neuronovych siti. Obsahuje prehled existujicich pristupu pro tuto tdlohu a zamé-
fuje se zejména na rozpoznavani rucné psanych matematickych vyrazi a vyuziti grafovych
neuronovych siti. Jadrem navrzeného systému pro rozpoznavani ruéné psanych matematic-
kych vyrazi je model neuronové sité typu kodér-dekodér vyuzivajici grafové neuronové sité
pro piirozenou préci s hierarchickou strukturou matematickych vyrazt. Uspésnost systému
je vyhodnocena na datové sadé CROHME, ktera byla publikovana v rdmci stejnojmenné
soutéze v rozpoznavani matematickych vyrazu. Soucasti prace jsou také experimenty, které
bliZze studuji navrzeny model. Navrzené feSeni dosahuje tispéSnosti 13.34% ExpRate, tedy
presného rozpoznani matematického vyrazu na testovacich datech sady CROHME 2019.
Prinosem této prace je zejména navrh metody pouziti grafovych neuronovych siti pro roz-
poznavani matematickych vyrazu z obrazka a obecné jejich zpracovani v grafové doméné.

Abstract

This thesis deals with automatic mathematical expressions recognition using deep neural
networks. It contains an overview of existing approaches and focuses mainly on handwritten
mathematical expressions and the use of graph neural networks. The core of the proposed
system for handwritten mathematical expressions recognition is an encoder-decoder neural
network model using graph neural networks to exploit the hierarchical structure of mathe-
matical expressions. The designed system is evaluated on the CROHME dataset, which was
published within the competition of the same name on mathematical expression recognition.
The work also includes description of experiments performed with the designed model. The
proposed solution achieves an exact expression recognition rate of 13.34% on the CROHME
2019 test dataset. The contribution of this work is mainly a method of using graph neural
networks for mathematical expression recognition from images and their processing in the
graph domain.
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Kapitola 1

Uvod

Rozpoznavani matematickych vyrazi (anglicky mathematical expression recognition - MER)
je problematika prevodu tisténych, ¢i ruéné psanych matematickych vyraza na jejich re-
prezentaci strukturovanym jazykem, ktery umoznuje jejich dalsi zpracovani. Matematické
vyrazy jsou standardnim védéckym dorozumivacim prostiedkem a jsou dulezitou soucasti
vétsiny védeckych a technickych dokumentii. Jejich rozpoznavani je dulezité pro rfadu loh,
napiiklad analyzu dokumentt, ziskdvani dat (anglicky data-mining) nebo prevod tisténych
dokumenti do elektronické podoby. Vzhledem ke komplexni struktufe matematickych vy-
razui a pouzivani nestandardnich symbolu je také komplikované jejich zadavani do pocitace
bez pouziti znackovaciho, ¢i jiného specializovaného jazyka jako je napriklad LaTeX. Ruéni
psani na papir nebo digitdlnim perem je pro nés zna¢né jednodussi a ptirozenéjsi. Metody
rozpoznavani ru¢né psanych matematickych vyrazi nam potom mohou umoznit tyto ruc¢né
psané vyrazy prevést elektronické podoby, napiiklad do nékterého z pouzivanych struktu-
rovanych jazykl a jejich vlozeni do digitalnich dokumenti. V porovnani s rozpoznavanim
prirozeného jazyka prinasi matematické vyrazy radu komplikaci vyplyvajicich z jejich dvou-
dimenziondalni struktury, siroké skaly pouzivanych symbolti a podobné.

Tato préce se zabyva problematikou automatického rozpoznavani matematickych vy-
razil pomoci neuronovych siti se zamérenim na rucné psané matematické vyrazy a vyuziti
grafovych neuronovych siti.

Nasledujici kapitola 2 se vénuje detailnéjsimu popisu problematiky rozpoznavani mate-
matickych vyrazi a soucasnym metodam zalozenych na neuronovych sitich. BliZe jsou tu
popsany zejména metody pouzivajici konvoluéni a rekurentni neuronové sité. Obsahuje také
souhrn dostupnych datovych sad pro trénovani neuronovych siti pro tuto tlohu a diskutuje
jejich vyhody a nedostatky.

Kapitola 3 rozsiruje prehled soucasnych metod o pristupy vyuzivajici grafové neuronové
sité a hloubéji rozebira vybranou metodu pracujici se vstupni i vystupni reprezentaci v po-
dobé grafu, kterou je nasledné inspirovana metoda navrzend v této praci. Obsahuje také
sekci vénovanou grafovym neuronovym sitim, jejich principu a klasifikaci.

V kapitole 4 je popsan pristup navrzeny v ramci této prace pro rozpoznavani rucné
psanych matematickych vyrazt z jejich obrazka. Jiadrem metody je model typu kodér-
dekodér pouzivajici grafové neuronové site.

Experimenty s navrzenym fesenim a jejich vysledky jsou popsany v kapitole 6.



Kapitola 2

Rozpoznavani matematickych
vyrazu

Rozpoznavani matematickych vyrazu [2] je bézné pouzivano k rozeznani matematickych
vyrazu z obrazkové formy tisténého ¢i ruéné psaného textu. V pripadé ruéné psanych mate-
matickych vyrazl se ¢asto pracuje také s tzv. online vstupem, tedy sekvenci tahii z naptiklad
digitalniho pera.

Jednd se o typickou tlohu rozpoznavéni strukturovaného textu [26]. Ve srovnani s roz-
poznavanim prirozeného jazyka, tedy nejbéznéjsi doménou optického rozpoznavani znakt
(anglicky optical character recognition - OCR), je situace komplikovanéjsi kvuli dvou-
dimenziondalni strukture vyrazu, ta vyplyva z vyskytu zlomkt, hornich a dolnich indext
a podobné [6]. Dalsim tskalim je proménlivy vyznam symbolu, ten muze byt ovlivnén je-
jich velikosti ¢i okolnimi znaky, z toho divodid je u matematickych vyrazu také silnéjsi
vazba na kontext, nez u bézného textu. Z téchto duvodu je tfeba specializovaného systému
pro optické rozpoznavani matematickych vyrazi, ktery je schopen spolehlivého prepisu do
strukturovaného, resp. znackovaciho jazyka jako LaTeX nebo MathML [2].

Proces rozpoznavani matematickych vyrazi [8] lze rozdélit na dvé ¢asti: (i) segmentace a
rozpoznani symbolt a (ii) analyza struktury vyrazu. Tradi¢ni metody obvykle tyto ¢asti Fesi
sekvencné nebo globalné (soucasné). V pripadé sekvencniho provedeni je nejprve vstupni
obrazek rozdélen, tj. segmentovan, na jednotlivé matematické symboly, které jsou néasledné
rozpoznany. V dalsi fazi je provedena analyza struktury vyrazu. Globalni pristupy provadi
oba kroky soucasné, coz umoznuje sdileni informaci. Obé metody vsak vyzaduji dobrou
znalost domény a metodiku ndvrhu podobnych komplexnich systému.

K popisu vztahti mezi symboly v ramci analyzy struktury vyrazu vyuziva rada zavede-
nych metod gramatik, napiiklad grafovych, ¢i jinych rozséhlych skupin pravidel [6][26][27].
Systém INFTY [3] je jeden z nejvyznamnéjsich takovych systému. Slouzi k prevodu tis-
ténych matematickych vyrazi do strukturovaného jazyka LaTeX a dalSich znackovacich
jazykt.

K problematice rozpoznavani matematickych vyrazu lze vsak pristupovat jako ke spe-
cidlnimu pripadu prevodu sekvence na sekvenci, respektive obrdzku na sekvenci. Timto
zpusobem na ulohu nahlizi fada navrzenych pristupt vyuzivajicich neuronové sité [26].

V réamci této kapitoly jsou dale popsdny metody zalozené na pouziti neuronovych sitich
pro rozpoznavani matematickych vyrazi, kterym se vénuje sekce 2.1.



2.1 Soucasné metody zaloZzené na neuronovych sitich

V soucasné dobé se vyvoj soustiedi zejména na rozpoznavani ru¢né psanych matematickych
vyrazu. Nékteré pristupy se ale zaméruji i na tisténé (strojové psané) matematické vyrazy.
U tisténé podoby se vzdy pracuje s tzv. offline vstupem, tedy napiiklad obrazky naskeno-
vanych matematickych vyrazi. U ruéné psanych matematickych vyrazt pak rada pristupt
uvazuje tzv. online vstup, kdy se zpracovava vstupni sekvence taht, ziskanych naptiklad
z elektronického pera.

Pro teseni problematiky rozpoznavani matematickych vyrazti byla navrzena fada pii-
stupu pouzivajicich neuronové sité. Vzhledem k tomu, Ze k problematice nejcastéji pri-
stupuji jako k tloze prevodu sekvence na sekvenci se bézné pouzivaji architektury typu
kodér-dekodér [5], resp. sequence-to-sequence [31]. V rdmci této architektury je proces roz-
délen do dvou ¢ésti: (i) ¢ast kodér se uci zakdédovat vstupni data do vnitini reprezentace
priznakovych vektora a (ii) ¢ast dekodér, kterd z vnitini reprezentace produkuje vystupni
sekvenci. Trénovaci proces modelu je potom Tizeny ¢isté daty, tedy end-to-end. Architektura
je typicky rozsifena attention mechanismem [33], ktery zajistuje flexibilnéjsi prevod mezi
obrazovou a sekvenéni doménou a umoznuje modelu soustiedit se vzdy na relevantni ¢asti
vstupnich dat, respektive jejich vnitini reprezentace. Architektura typu kodér-dekodér s at-
tention mechanismem byla Gspésné pouzita napriklad i pro ilohu automatického generovani
popiski obrazku [38].

Zhang a spol. [42] predstavili model typu kodér-dekodér s attention mechanismem za-
lozeny na rekurentnich neuronovych sitich s GRU (Gated Recurrent Unit) [4] burikami.
Model pracuje s online vstupem, tedy trajektorii z elektronického pera reprezentujici ma-
tematicky vyraz, kterd je nejprve zpracovana dvousmérnou GRU rekurentni siti a tedy
zakdédovana do vnitini reprezentace modelu v podobé priznakovych vektorti. Nésledné je
generovana vystupni sekvence symboll jazyka LaTeX opét GRU rekurentni siti s attention
mechanismem.

Pouziti kodér-dekodér architektury pro rozpoznavani rué¢né psanych matematickych vy-
razl z jejich obrazku bylo prezentovano v praci Zhang a spol. [45] jako tzv. Watch, Attend
and Parse (WAP) pristup. V rdmci tohoto modelu byla pouzita konvolu¢ni neuronova sit
zalozend na VGG architektufe [29] jako kodér pro transformaci vstupnich obrazku na vy-
soko dimenzionalni priznakové mapy a GRU rekurentni sif s attention mechanismem jako
dekodér pro generovani vystupni sekvence jazyka LaTeX. Attention mechanismus modelu
opét umoznuje nahlizet pro kazdé generované slovo na cely vstupni obrazek, resp. mapu
priznaka nad kterou pracuje, a soustredit se na relevantni regiony. Model s attention mecha-
nismem v této zékladni podobé ma problém s pokrytim celého vstupniho obréazku (anglicky
lack of coverage) [32], jak uvadi autori. Proto byl rozsifen o tzv. coverage vector, ktery
modeluje na které ¢asti mapy priznaki se model v rdmci attention mechanismu zaméroval
v predchozich krocich prekladu. Timto zptsobem se model pokousi predejit nedostatecnému
(under-parsing), nebo nadbyteénému (over-parsing) zaméreni na nékteré ¢asti obrazku. Vy-
sledky modelu zna¢né predcily konvenéni modely na datasetu CROHME 2014 [19] s 46.55%
uspésnosti presného rozpoznani vyrazu (ExpRate).

Ding a spol. [7] predstavili model velice podobny ptistupu WAP, ktery néasledné roz-
sifili o hierarchicky attention mechanismus oznaceny coarse-to-fine attention [6]. Model
pro zakédovani do vnitini reprezentace pouziva konvoluéni neuronovou sit nasledovanou
rekurentni neuronovou siti s LSTM (Long Short-Term Memory) bunkami [13]. Tato doda-
tecnd rekurentni sit pracuje nad jednotlivymi fadky mapy priznaki, které jsou vystupem
predchazejici konvolucni sité a jejim tcelem je jejich prekédovani a obohaceni o kontext



v horizontalnim sméru. Pro generovani vystupni sekvence je pak pouzita LSTM rekurentni
sit s jiz zminénym coarse-to-fine attention mechanismem. Jejim principem je dvoudroviovy
vybér oblasti, na které se model zaméruje. Obrazek je rozdélen na oblasti, resp. bunky hru-
bou (anglicky coarse) mfizkou, kterd je nasledné déle délena na mensi, jemnéjsi (anglicky
fine) bunky. V prvni fazi jsou v rdmci attention vybrany hrubé bunky a az nasledné se model
soustiedi na jemné burnky, které jsou vsak volené pouze z hrubych bunék vybranych v pre-
deslé fazi. Duvodem tohoto rozsiteni je snizeni vypocetni slozitosti attention redukci oblasti,
nad kterou se pocita. Motivaci tohoto konkrétniho feseni je skuteCnost, ze odvodit hrubou
pozici symbolu v obrazku by mélo byt mozné s vysokou pravdépodobnosti z predchoziho
symbolu. V ramci této prace byl také predstaven vefejné dostupny dataset IM2LATEX-
100K, ktery obsahuje pres 100000 realnych matematickych vyraza v jazyce LaTeX. Model
dosahl tspésnosti 76.15% presného rozpoznani vyrazu (ExpRate) a 87% BLEU skére [23]
na tomto datasetu obrazku tisténych vyrazi. Na datasetu rucné psanych matematickych
vyrazi CROHME 2014 doséhl tspésnosti 36.4% presného rozpoznéani vyrazu (ExpRate) a
68% BLEU skore.

Singh a spol. [30] tspésné pouzil modifikovanou variantu modelu pro automatické ge-
nerovani popisku obrazka Show, Attend and Tell [38] na tlohu pfevodu obréazku tisténych
matematickych vyrazti do jejich reprezentace v jazyce LaTeX. V praci dale analyzoval
schopnost attention mechanismu zamérit se pri transformaci na oblast obrazku, ve které se
aktualné zpracoviavany symbol vyskytuje.

Vyse uvedené pristupy ukazuji, ze modely typu kodér-dekodér s vyuzitim attention me-
chanismu jsou schopné Tesit tlohu rozpoznavani matematickych vyraza bez vyuziti pred-
chozi znalosti jazyka jako napifklad u pifstupt zaloZenych na gramatikach. Rada vjzkumi
se nasledné zamérila na vylepseni tohoto paradigmatu z riznych thli pohledu, napiiklad
upravy architektury, trénovaci strategie apod.

Zhang a spol. [43] rozsifili vyse zminénou architekturu WAP o attention mechanismus
pracujici ve vice rozliSenich oznacovany jako multi-scale attention a nahradili ptivodni ar-
chitekturu konvoluéni sité extrahujici priznaky z vstupniho obrazku za architekturu typu
DenseNet [15]. Pro funkénost upraveného attention mechanismu je do ¢asti kodér priddna
nova vystupni vétev, ktera vedle puvodni mapy priznaka s nizkym rozliSenim produkuje
mapu priznaku s vyssim rozliSenim. V ¢asti dekodér je nasledné provedena nezavisle operace
attention nad obéma mapami priznaki a vystupy jsou pro generovani vystupni sekvence
spojeny. Attention operace nad priznaky s vyssim rozliSenim kompenzuje informace ztra-
cené podvzorkovavacimi (pooling) operacemi, které provadi konvoluéni sit, pti kterych se
muze ztratit informace o mensich symbolech vyrazu. Tento problém je u matematickych
vyrazlil zpusobem velice variabilni velikosti symboli. Model dosahl presnosti rozpoznani
vyrazu (ExpRate) 52.8% na datasetu CROHME 2014.

Dalsi existujici rozsifeni [8] architektury WAP je inspirované modelem transformer [33].
Model aplikuje vice-hlavovy attention mechanismus a celou c¢ast dekodér duplikuje. Na
datasetu CROHME 2014 bylo dosazeno o 3.66% lepsich vysledki presnosti rozpoznéani
vyrazu (Exp Rate) nez u puvodniho modelu.

Zhang a spol. [46] predstavili model velice podobny vySe zminénému feseni [6] pouzi-
vajici coarse-to-fine attention mechanismus a konvoluéni sit ndsledovanou rekurentni siti
pro vytvoreni vnitini reprezentace. Autori ale navrhuji pred extrakci priznakt zdvojnasobit
velikosti vstupnich obrazkt a rozsitit konvoluéni sit o dalsi vrstvu pro presnéjsi extrakci
priznaku. Déale je v architekture zdvojen attention mechanismus pracujici nad totoznou ma-
pou priznakt ale disponujici vlastnimi vahami. Jejich vystupy jsou nasledné zkombinovany



dle empiricky urcenych vah. V ¢asti dekodér je také zaveden dropout mechanismus. Model
doséhl na datasetu IM2LATEX-100K BLEU skoére 88.42%.

Pang a spol. [22] pouzili pro extrakci priznaki z obrazku matematickych vyrazi konvo-
luéni sit typu ResNet [12] rozsifenou o vrstvu pro zachyceni globalniho kontextu za pouziti
attention podvzorkovani. Konvolu¢ni sit je také nasledovana modulem kodéru inspirova-
nym architekturou transformer [33]. Modul rozsifuje vstupni mapu priznaku o zakédovani
pozice, dle formule definované pro architekturu transformer, a vice-hlavovy attention mecha-
nismus (multi-head attention) pro zachyceni zavislosti mezi symboly vyrazu. Ke generovani
vystupni sekvence je pak pouzita GRU rekurentni neuronova sit s maskovanym attention
mechanismem, ktery zabranuje zaméreni modelu na jiz zpracované oblasti. Model byl testo-
van na datasetu obrazku tiSenych matematickych vyraziu IM2LATEX-100K a dosahl BLEU
skére 89.72%, coz je o jednotky procent zlepseni oproti vyse uvedenym modelum [6][7][43].
7 analyzy vysledkt vyplyva, ze ma model lepsi schopnost zpracovat delsi vyrazy, nez zmi-
néné architektury.

Vyse uvedené metody generuji vystupni reprezentaci v podobé sekvence znaki znacko-
vaciho jazyka LaTeX. Vzhledem k tomu, ze matematické vyrazy maji hierarchickou grafovou
strukturu, resp. stromovou, je komplikované se timto pristupem vyporadat s touto struk-
turalni vlastnosti.

Zhang a spol. [44] navrhl feseni v podobé architektury, ktera pouziva konvoluéni sit typu
DenseNet pro vytvoreni priznakové mapy a dekodér, ktery generuje vystupni reprezentaci
majici stromovou strukturu. Vzhledem k tomu, Ze je pouzita GRU rekurentni sit tak je
strom reprezentujici vyraz dekomponovin na podstromy skladdajici se vzdy z paru rodicov-
ského uzlu a jeho potomka. Vystupni reprezentace je pak sekvence téchto podstromi. Model
vykazuje vyssi schopnost generalizace na vyrazy vyssi komplexity, nez které mu byly pred-
lozeny v trénovaci fazi, v porovnani s modely, které pracuji s cisté sekvencénim vystupem.
Na datasetu CROHME 2014 bylo dosazeno ptesnosti rozpoznani vyrazu (ExpRate) 49.1%,
coz je srovnatelné s vysledky varianty s sémanticky sekvenéni variantou ¢ésti dekodér [43].

Peng a spol. [26] prezentovali architekturu, kterd v rdmci enkodéru kromé konvoluéni
neuronové sité pouziva grafovou neuronovou sit pro obohaceni vnitini reprezentace modelu
o informaci o strukture matematického vyrazu. Wu a spol. [36] pristupuje k tloze rozpozna-
vani matematickych vyrazu jako problému prevodu grafu na graf a navrhl model pouzivajici
grafovou neuronovou sit pro zakdédovani vstupni reprezentace i generovani vystupniho po-
pisu matematického vyrazu. Oba pristupy jsou blize popsany v kapitole 3.1.

2.2 Datové sady

Tato kapitola popisuje nalezené datové sady, které by mohly byt pouzité pro trénovani a
vyhodnocovani neuronovych siti pro rozpoznavani matematickych vyrazt. Ukazky elementt
jednotlivych datovych sad jsou na obrazcich 2.1. a tabulka 2.1 obsahuje stru¢né shrnuti
parametru téchto sad.

CROHME dataset [21] je datova sada, kterd byla zvefejnéna v ramci soutéze ICDAR2019-
CROHME (Competition on Recognition of Handwritten Mathematical Expressions and Ty-
peset Formula Detection) z roku 2019. Dataset obsahuje celkem 12 178 matematickych vy-
razl rozdélenych do trénovaci, validac¢ni a testovaci sady. Praimérna délka vyrazi je 9,5
znakt. Zdrojové vyrazy jsou k dispozici v podobé jednotlivych taht pro rozpoznévani online
vstupu, ale také v podobé obrazki pro tlohu rozpoznéavani offline dat. Anotace jednotlivych



vyrazu jsou k dispozici prostrednictvim InkML dokumenti, které pro kazdy matematicky
vyraz obsahuji anotaci v podobé zdrojového kédu v jazyce LaTeX a Presentation MathML,
které odpovidaji struktute vyrazu v dané Symbol Layout Tree (SLT) [41] grafem. Pfilozené
anotace také obsahuji pozice jednotlivych taht a jejich seskupeni véetné referenci na pri-
slusné symboly vyrazu. Tyto reference jsou realizované pomoci identifikatori, které jsou
pritomné pouze pro skupiny tahii a elementy MathML reprezentace. P¥imé mapovani na
anotaci v jazyce LaTeX tedy neni mozné. Diky této prislusnosti je u této datové sady mozné
také sestrojeni ohranic¢ujicich obdélnikt symboli vyrazu a v dusledku vytvoreni anotaci pro
segmentaci symbola z obrazku. K datové sadé jsou také k dispozici nastroje pro vyhodno-
ceni a detailni rozbor rozpoznavani vyrazu. Hlavni metrikou, kterou nastroje pouzivaji je
mira presného rozpozndni vyrazi expression recognition rate (ExpRate), kterda neni pro-
vadéna primo nad popisem v jazyce LaTeX ¢i MathML, ale obdobnou reprezentaci tzv.
Symbol Label Graph. Priilozené nastroje obsahuji skripty pro automatické prevedeni jazyka
LaTeX do tohoto formatu. Datova sada je pouzita k trénovani a vyhodnoceni velké ¢ésti
nedavno publikovanych ptistupd pro rozpoznavani ru¢né psanych matematickych vyraza.

IM2LATEX-100k je datova sada tiSténych matematickych vyrazu prezentovand v [7].
Sklada se z celkem 103556 realnych matematickych vyrazti extrahovanych ze zdrojovych
¢lankt dostupnych v ramci soutéze 2003 KDD cup'. Vyrazy jsou tedy dostupné v podobé
obrazkt generovanych ze zdrojového kédu v jazyce LaTeX. Anotace jsou k dispozici pouze
v jazyce LaTeX. Pocet znakt v ramci jednotlivych vyrazu se pohybuje v rozmezi od 38 do
997 se stfedni hodnotou 118 a medidnem 98. K dispozici je také varianta tohoto datasetu
v podobé synteticky vytvorenych ruéné psanych vyrazi [6]. Data byla vytvorena nahraze-
nich kazdého symbolu v tisténé varianté korespondujicim ru¢né psanym symbolem, ktery
byl ndhodné vybran z testovacich dat pro néstroj Detexify”.

Aida Calculus Math Handwriting Recognition Dataset [25] je datovd sada obsahu-
jici 100000 synteticky generovanych obrazki ru¢né psanych matematickych rovnic. Anotace
datové sady zahrnuji zdrojové kody v jazyce LaTeX a ohranicujici obdélniky pro vSechny
symboly vyrazu. Datové sada je tématicky zamérena na limity, takze neni prilis vhodna pro
trénovani modelu, mohla by ale byt pouzita pro rozsireni testovaci sady.

InftyMCCDB-2 je dataset, ktery byl vytvofena v rdmci prace [18] pro rozpoznavani
tisténych matematickych vyrazia. Obsahuje 19381 matematickych vyrazi, naskenovanych
z fady ¢lankt, délky v rozmezi 1 az 75 symboli, s prumérem 7.33. Anotace jsou k dispozici
v podobé Label Graph (LG) grafi. Tedy matice sousednosti na tirovni propojenych kom-
ponent véetné ohranicujicich obdélnikt a symboli, které komponenty reprezentuji, resp. ke
kterym patfi. Symboly jsou také rozdéleny do 213 trid. Dataset je rozdélen na trénovaci,
validacni a testovaci sadu s priblizné stejné zastoupenymi tridami symboli a podobnou
praumérnou délkou vyrazu.

Thttps://www.cs.cornell.edu/projects/kddcup/
Zhttps:/ /detexify.kirelabs.org/classify. html



Nazev sady Typ Anotace Pocet prvka n

CROHME ru.cne'psar.le LaTeX ,MathML 12178 9.5
online i offline tahy
IM2LATEX-100k  '1oten¢, rucné psane LaTeX 103556 118
offline
Aida Calculus ruene p sane LaTeX 100000 -
offline
InftyMCCDB-2 tisténé Label Graph 19381 7.33

Tabulka 2.1: Pfehled datovych sad. Sloupec s oznacenim p oznacuje prumérnou délku vy-
razll v datové sadeé.
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Obréazek 2.1: Ukazka datovych sad. U datové sady IM2LATEX-100k jsou prvni dva vyrazy
ze zakladni verze datové sady a posledni ze synteticky generované, ru¢né psané varianty.



Kapitola 3

Metody zalozené na grafovych
neuronovych sitich

Matematické vyrazy maji hierarchickou strukturu jak v samotné formuli, tak v jejich re-
prezentaci znackovacim jazykem typu LaTeX. Dosud prezentované metody, popsané vyse
v sekci 2.1, ale k problematice jejich rozpoznavani pristupuji jako k tloze prevodu obrazku
na sekvenci znakt. Dusledkem je, ze implicitné nezohlednuji hierarchickou strukturu vyrazu
a nedokédzou tedy plné vyuzit informace z ni vyplyvajici. Pro pokryti tohoto nedostatku byly
navrzeny architektury vyuzivajici grafové neuronové sité, jejichz doménou jsou pravé struk-
turovand data. Grafové neuronové sité byly tspésné pouzity napiiklad na tlohu generovani
popiski obrazku [40].

Prvnim krokem k pouziti grafovych neuronovych siti je napiiklad architektura [26],
ktera rozsituje standardni model typu kodér-dekodér transformujici vstupni obrazky tiste-
nych matematickych vyrazti do jazyka LaTeX o grafovou neuronovou sit pro zahrnuti pro-
storovych vztaht symboli vyrazu do vnitfni reprezentace a tim padem zlepseni schopnosti
jejich rozpoznavani. Zakédovani vstupniho obrazku do vnitini reprezentace je rozdéleno do
dvou ¢asti. Prvni ¢ast je realizovdna konvolu¢ni siti typu ResNet [12], kterd pracuje nad
celym vstupnim obrazkem a jejimz ticelem je extrakce vizualnich priznakt z celého vyrazu.
Stejné jako v pripadé nékterych modelt popsanych v sekci 2.1 je nasledovana rekurentni
siti pracujici nad jednotlivymi fadky mapy priznakt pro zahrnuti pozi¢niho kontextu.

Druhé c¢ast je tvorena grafovou neuronovou siti, konkrétné Gated Graph Neural Ne-
twork [17], ktera distribuuje prostorové vazby mezi symboly na zékladé grafu, ktery ji je
predlozen na vstup. Pro vytvoreni grafu je nejprve vstupni obriazek segmentovan na jed-
notlivé symboly pomoci analyzy propojenych komponent (connected components analysis -
CCA). Nad segmentovanymi komponentami je nasledné sestrojen tzv. Line of Sight (LOS)
graf [14], ve kterém jsou propojeny komponenty, které jsou navzajem viditelné, tzn. neni
mezi nimi zadnd jind komponenta, ktera by je navzdjem zastinila. Pro ziskani priznakovych
vektori jednotlivych komponent je pouzita dalsi konvoluéni sif pracujici nad témito jednot-
livymi oblastmi symboli. Pfed predlozenim na vstup grafové sité jsou priznakové vektory
komponent, resp. uzli grafu rozsiteny o pozicni kédovani, tzv. coordinate embedding, pro
vyjadreni globalni pozice v ramci vyrazu. Vytvorené priznakové vektory jsou pouzity jako
pocatecni stavy jednotlivych uzli grafu v ramci zpracovani grafovou siti.

Po zpracovani grafovou siti jsou vystupni stavy uzli sjednoceny do mapy priznaka a
nésledné sjednoceny, resp. konkatenovany s ptriznakovou mapou ziskanou z konvolucni sité
pracujici nad celym vstupnim obrazkem. Tento sjednoceny vystup je nasledné zpracovan



LSTM rekurentni siti s attention mechanismem a je generovana vystupni sekvence jazyka
LaTeX.

Experimenty s modelem byly provadény nad datovou sadou IM2LATEX-100K [7]. Dle
analyzy vysledki model dosahuje lepsich vysledkli, nez modely podobné architektury, které
nepouzivaji grafové neuronové sité. Jedna se o zlepseni o 2.46% presného rozpoznani (Ex-
pRate), resp. 1.77% BLEU skore. Toto zlepsSeni indikuje vhodnost rozsifeni modelu o mecha-
nismus extrakce prostorovych vztahti symboli pro zvySeni presnosti. Z dalsich provedenych
testu robustnosti modelu, kdy byl do obrazku testovaci sady pridan sum lze také vidét, ze
model je odolnéjsi vici tomuto Sumu nez vyse zminéné modely, se kterymi byl porovnavan.
Autori testovali také piinos jednotlivych elementt modelu na jeho ispésnost a pii odebrani
vétve pouzivajici grafovou sit dosdhli o 13.77% horsiho BLEU skére.

Do navrhu této architektury je jiz zapojena skutec¢nost, ze doménou nad kterou pracuje
jsou data majici hierarchickou strukturu. Vystupni reprezentace v jazyce LaTeX je ale
stale generovana sekvencné rekurentni neuronovou siti. Model tedy nevyuziva hierarchické
struktury této vystupni reprezentace.

Wu a spol. predstavil architekturu, které vyuziva znalosti o hierarchické strukture vstupni
i vystupni sekvence. Tento pristup je detailné popsan v sekci 3.2.

3.1 Grafové neuronové sité

Grafové neuronové sité (anglicky Graph Neural Networks - GNN) [28] jsou relativné no-
vym typem neuronovych siti navrzenych pro praci nad obecnymi grafovymi daty. Vznikly
jako dtsledek vzristajici pozornosti vénované analyze grafovych dat, kvili jejich expresivni
schopnosti a Sirokému spektru aplikace ve strojovém uceni. Data, kterd maji strukturu grafu
se vyskytuji v mnoha doménéch, napt. chemii, zpracovani obrazu, zpracovani pfirozeného
jazyka apod.

Uceni nad grafovymi daty vyzaduje efektivni reprezentaci jejich struktury. Principidlné
grafové neuronové sité rekurzivné agreguji informace ze sousednich uzli kazdého uzlu grafu,
tzv. zasilani zprav (anglicky message passing), pro vypocet nové hodnoty ptiznakového vek-
toru daného uzlu. Po urcitém poctu opakovani pak priznakovy vektor uzlu reprezentuje
strukturdlni informaci o jeho okoli [39]. Proces zasilani zprav pro jeden konkrétni uzel je
znazornén na obrazku 3.1a, kde symbol obalek reprezentuje priznakové vektory sousednich
uzli uzlu a, které jsou zasilané pro agregaci jejich hodnot a naslednou kombinaci s ptizna-
kovym vektoru uzlu a pro tpravu jeho hodnoty.

Vystupy grafové neuronové sité pracujici nad daty majici grafovou strukturu, s infor-
macemi ulozenymi v uzlech, mohou byt pouzity k riznym tloham analyzy, které se daji
roz¢lenit do néasledujicich kategorii: [37][47]

Ulohy na trovni uzléi (node-level) se zaméiuji na samotné uzly grafu. Do této kategorie
spadé klasifikace uzli, regrese nad uzly apod. Cilem klasifikace uzll je kategorizovat uzly
do predem definovaného poctu tiid. Regrese nad uzly odvozuje spojitou hodnotu pro kazdy
uzel.

Ulohy na trovni hran (edge-level) se vztahuji k klasifikaci hran a predikci spojeni. Cilem
téchto metod je klasifikovat hrany grafu do nékolika definovanych tiid, resp. predikovat, zda
existuje hrana mezi dvéma danymi uzly grafu.
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(a) Abstraktn{ pohled na  (b) Aktualizace ptfiznakového vektoru konkrétniho uzlu, dand agregaci
zasilani zprav pii vy-  priznakovych vektori sousedicich uzli a jejich kombinace s pfiznakovym
poctu nové reprezentace vektorem daného vybraného uzlu. Pfevzato z [35] a upraveno.

uzlu.

Obréazek 3.1: Znézornéni procesu zasilani zprav realizovaného grafovymi neuronovymi sitémi
a postup aktualizace priznakovych vektoriu uzlu.

Ulohy na trovni grafu (graph-level) vychazi z grafu jako celku. Pro dosazeni vypo-
vidajici reprezentace grafu casto realizuji pooling (podvzorkovéavaci) a readout (vystupni)
operace nad grafem. Do kategorie spadaji ulohy klasifikace ¢i regrese grafu.

3.1.1 Teorie grafa
Pro dalsi popis je nutné predstavit zakladni pojmy teorie grafi a pouzitou notaci: [37]

Graf @ je usporadana dvojice (V, E), kde V' je mnozina vrcholu (resp. uzlu) v; € V a E
je mnozina hran grafu e;; = (v;,v;) € E.

Orientovany graf je takovy graf, kdy je £ mnozina usporddanych dvojic, tj. hrany maji
smér. V opacném pripadé se jedné o neorientovany graf.

Vazeny graf je graf, jehoZ hrany e;; jsou ohodnoceny vahami. Pokud ne, jednd se o ne-
vdzZeny graf.

Cyklicky graf umoznuje vznik cyklickych posloupnosti hran grafu. Opac¢nym piipadem
je acyklicky graf.

Matice sousednosti je bézné pouzivana pro reprezentaci struktury grafu u grafovych
neuronovych siti. Jednéd se o matici A rozméru n X n, kde n je pocet uzla grafu. Hodnota
a;; € A je rovna 1 pokud existuje hrana z uzlu v; do uzlu v;, tedy e;; € E. V opacném
piipadé je a;; = 0. Matici sousednosti vytvorenou pro ukazkovy orientovany, cyklicky graf
ukazuje obrazek 3.2.
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Obrazek 3.2: Vytvoreni matice sousednosti. (a) Orientovany, cyklicky graf. (b) Matice sou-
sednosti odpovidajici grafu na obrézku (a).

3.1.2 Formalizace grafovych neuronovych siti

Grafové neuronové sité uvazuji reprezentaci grafu G = (V, E), jak byla definovana v sekci
3.1.1 rozsifenou o priznakové vektory X, pro v € V [39]. Ufenim se pokousi ziskat pii-
znakové vektory h, pro v € V reprezentujici jednotlivé uzly nebo cely graf hg. Uvodni
reprezentace, resp. piiznakovy vektor uzlu v je inicializovan jako h¥ = X,. Za timto tcelem
iterativné upravuji, resp. aktualizuji hodnoty ptiznakovych vektord uzli agregaci hodnot
uzll v jejich sousedstvi. Provedenim k iteraci priznakové vektory uzli zachycuji informaci
o jejich k-okoli, tedy o podgrafu tvoreném uzly, jejichz cesta k vybranému uzlu je kratsi
nebo rovna k. Obecné lze k-tou vrstvu, respektive iteraci grafové sité zapsat jako:

ay = f*({hy~ u €N()}) (3.1)
= )

Zde h¥ oznacuje pifznakovy vektor uzlu v v k-té vrstvé sité, N(v) oznacuje uzly nalezici
sousedstvi uzlu v, tedy {u: u € V,3ey, = (u,v) € E}. f¥ a ¢* oznacuji funkci agregace,
resp. kombinace, jejichz volba je kliCovym parametrem definujici funkénost architektury.

Vy$e popsana definice vrstvy grafové sité je pro aktualizaci hodnoty jednoho uzlu a se
sousednimi uzly b, ¢, d znadzornéna na obrazku 3.1b.

Pokud uvazujeme tlohu klasifikace uzlt definujeme tridu uzlu v jako ¥, a cilem uceni je
ziskat ptiznakovy vektor h¥ takovy, Ze plati y, = f(hF). V pifpadé tlohy klasifikace grafu
analogicky uvazujeme mnozinu grafi {Gy,...,Gny} € G a jejich tiidy {y1,...,yn} € YV asit
se pokousi naucit ziskat reprezentaci grafu hg takovou, ze je mozné predikovat tiidu grafu
G jako yg = g(hg). U tloh na trovni grafu, napriklad pravé klasifikace grafu, uvazujeme
funkci o agregujici findlni reprezentace uzli h¥ do piiznakového vektort reprezentujictho
graf hg dle:

hag =o({hk:v € GY) (3.3)
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Obréazek 3.3: Demonstrace rozdilu reprezentace uzli grafu rekurentnimi a konvoluénimi
grafovymi sitémi. (a) Zpracovani rekurentni grafovou neuronovou siti. (b) Zpracovani kon-
voluéni grafovou neuronovou siti. Pfevzato z [37] a upraveno.

3.1.3 Klasifikace grafovych neuronovych siti

Grafové neuronové sité lze v ramci strojového uceni rozdélit do ¢tyt kategorii dle nasledujici
taxonomie [37]:

Rekurentni grafové neuronové sité

Rekurentni grafové neuronové sité zahrnuji zejména rané modely, které se uci extrahovat
priznakové vektory reprezentujici uzly rekurzivni aplikaci funkce pro jejich agregaci a kom-
binaci, tzv. zasildni zprdv (message passing).

V rdmci prvotniho modelu [11] tento proces probihd dokud nedojde do stavu konver-
gence, po které jsou priznaky zpracovany vystupni funkci. Hlavnim problémem tohoto
pristupu, je skuteCnost, ze vliv jednotlivych uzla s kazdym krokem exponencidlné klesa.
Diusledkem je rada modelt, které tuto problematickou vlastnost upravuji a zavadi rtizna
omezeni pro prendseni informaci na delsi vzdalenosti v ramci grafu, napr. model Gated
Graph Neural Network (GGNN) [17] zavadéjici bunky GRU. Rekurentni neuronové sité
pouzivaji stejnou vrstvu v kazdém kroku iterace, tzn. kroky sdili matici vah.

Konvolué¢ni grafové neuronové sité

Konvoluc¢ni grafové neuronové sité jsou inspirovany uspéchem konvolu¢nich neuronovych
siti v doméné dat s miizkovou topologii. Jsou velice blizce spjaté s rekurentnimi grafovymi
sitémi. Misto aplikace usmérnujicich omezeni iterace ale fesi problém zavedenim predem
definovaného poctu vrstev, z nichz kazda reprezentuje jednu iteraci zasilani zprav. Kazda
vrstva také disponuje vlastnimi vahami. Diky této architekture umoznuji navrh komplex-
néjsich modelti. Tento rozdil je schématicky zobrazen na obrazku 3.3. Zde lze vidét, Ze
pri zpracovani rekurentni grafovou siti je v kazdém kroku iterace pouzita totozna vrstva
sité GRecL, tedy jedind matice vah. U konvolu¢ni grafové sité je naopak kazda iterace
realizovana jinou vrstvou GConvLy, s vlastni matici vah. Vyraz hf, resp. h¥ reprezentuje
priznakovy vektor uzlu v v kroku ¢, resp. k.

Kategorie konvoluénich grafovych neuronovych siti se dile rozpadd na dva typy: (i)
spektrdlni (spectral-based) a (ii) prostorové (spatial-based).

Spektralni konvoluéni grafové sité vychazi ze spektralni teorie grafl, resp. grafového
zpracovani signalu. Definuji operaci konvoluce vykladanou jako odstranovani Sumu z grafo-
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vych signaltt pomoci filtri, z perspektivy zpracovani signalu. Jedna se tedy o konvoluci ve
spektralni doméné. Uvazuji pouze neorientované grafy, resp. jejich reprezentaci v podobé
normalizované Laplacianské matice pro analyzu vlastnich vektorti a nasledny prevod do
spektralni domény, konvoluci a zpétny prevod do prostorové domény. Pro prevod mezi pro-
storovou a spektralni doménou je pouzita Fourierova transformace, resp. zpétna Fourierova
transformace [37].

V zékladni podobé spektrilni konvolu¢ni grafové sité pracuji korektné pouze pro grafové
struktury, které jim byly predlozeny ve fazi trénovani a maji vysokou vypocetni slozitost
O(N3), kde N je pocet uzlii grafu [35]. Oba problémy vychézi z analyzy systému vlastnich
vektortd. Zminéné problémy byly zmirnény u nésledujicich modeld, naptiklad ChebNet a
Graph Convolutional Network (GCN). U modelu GCN se podarilo pomoci aproximaénich
metod a dalsich dprav docilit vypocetni slozitosti systému vlastnich vektora O(M), kde
M je pocet hran grafu. Na model GCN lze nahlizet také z pohledu prostorové grafové
konvolué¢ni sité.

Prostorové konvoluc¢ni grafové sité vyuzivaji k definici konvoluce pfimo topologii
grafu, tedy prostorové propojeni. K odvozeni Upravy reprezentace uzlu konvolvuji jeho
hodnotu s hodnotami sousednich uzli, tj. uzll, se kterymi sdili hranu. Jedna se tedy o stejny
princip zasilani zprav jako u rekurzivnich grafovych neuronovych siti. Jak jiz bylo zminéno
vyse, rozdilem je skutecnost, ze uvazuji predem definovany pocet iteraci reprezentovany
v podobé vrstev sité.

Grafové autoenkodéry

Grafové autoenkodéry jsou architektury, které realizuji autoenkoding nad daty s grafo-
vou topologii. Komprimuji, resp. kéduji reprezentaci vstupniho grafu do relativné nizko
dimenzionalniho prostoru a z ného dekdéduji vystupni reprezentaci. Cilem procesu je ziskani
reprezentace grafu, resp. reprezentace priznakovych vektort jeho uzli, v nizko dimenzio-
nalnim prostoru, tzv. embedding space, ktery zahrnuje informaci o topologii celého grafu.
Tato reprezentace grafu ziskand nad neoznacenymi daty, muze dale znacné zvysit ispésnost
jiné ulohy. Typicky autoenkodéry pouzivaji konvoluéni grafové neuronové sité jako zakladni
stavebni architekturu.

Casové proménné grafové neuronové sité

Casové proménné grafové neuronové sité pracuji nad dynamickymi grafy, kdy se uvazuji
¢asové proménné vstupni hodnoty uzli a jejich vzajemna zavislost. Je tedy nutné zachy-
tit prostorové a casové proménné zavislosti v ramci grafu. Cilem tedy mutze byt naptiklad
predikce budoucich hodnot uzli, & jejich ¢asové proménnd klasifikace. Casové proménné
grafové neuronové sité ¢asto kombinuji pristupy rekurentnich a konvoluc¢nich grafovych neu-
ronovych siti. Typickou aplikaci muze byt napriklad predikce provozu v dopravni siti.
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3.1.4 Graph Attention Network

Graph Attention Network (GAT) [34] je architektura spadajici do kategorie konvoluénich
grafovych neuronovych siti. Predstavenim vrstev sité, které vyuzivaji self-attention mecha-
nismus umoznuji modelu soustredit se pri konvoluci, tedy pri aktualizaci hodnoty prizna-
kového vektoru uzll, na okolni uzly s riznou vahou. Operace je také nezavisla na topologii
grafu a hodnosti uzli. Model je tedy schopen pracovat i nad grafem s topologii, kterda mu
nebyla predlozena ve fazi trénovani.

Uvazujeme-li graf s mnozinou N uzli a pfiznakovymi vektory h = {h;|1 < i < N}, ktery
je vstupem vrstvy sité, pak tato vrstva produkuje mnozinu novych priznakovych vektort
K ={h;|1<i< N} stejné, ¢ rizné dimenze, dle formule:

hi=o( Y ayWhy), (3.4)
JEN(1)

kde o je sigmoidalni nelinearita, W je ucend matice vah, tedy linedrni transformace, N (i)
oznacuje mnozinu sousednich uzl uzlu ¢ a «;; je normalizovany attention koeficient, ktery
vyjadiuje vahu priznakid uzlu j pro uzel i. Tyto koeficienty jsou ziskany aplikaci self-
attention operace na priznakové vektory uzli a naslednou normalizaci operaci softmax pres
vSechny uzly j € N(i), tedy v okoli uzlu ¢ dle:

a;j = attention(Wh;, Whj) (3.5)
_ exp(a;j)
> ken () €rp(aik)

Ve standardni podobé modelu je funkce attention realizovana plné propojenou vrst-
vou neuronové sité parametrizovanou ucenym vektorem v nasledovana nelinedrni funkei
LeakyReLU. Vypocet normalizovanych koeficientii tedy odpovida rovnici:

(3.6)

a;j = softmax(a;;)

exp(LeakyReLU (v [Wh;||Wh;))) (37)
Qi = .
“ > ken() exp(LeakyReLU (v [Whs|[Why]))
Zde || zna¢i konkatenaci dvou vektorii a v? transpozici vektoru v. Vypodéet vystupnich
priznakovych vektort timto zptisobem probiha paralelné pro vsechny uzly grafu a operace
je tedy vypocetné velice efektivni. Operace self-attention mize byt také rozsifena na vice-
hlavovy mechanismus, kdy se uvazuje K nezavislych attention mechanismu. Takto ziskané
vysledné priznakové vektory muzou byt nasledné konkatenovany nebo prumérovany. Toto
rozsiteni vede ke stabilngjsim vysledktim pti uceni.

3.2 Graph-to-graph pristup

Graph-to-graph ptistup [36] definuje rozpoznavéani matematickych vyrazu jako tlohu pre-
vodu grafu na graf. Navrzend architektura pracuje se vstupni reprezentaci v podobé sek-
vence tahu ru¢né psanych matematickych vyrazu a cilovou formou je reprezentace vyrazu
v jazyce LaTeX. Motivaci pro reprezentaci v podobé grafu je skutec¢nost, ze matematické
vyrazy maji hierarchickou prostorovou strukturu. Tento vztah mizeme pozorovat naptiklad
u zlomki, ¢i exponentl. Stejné tak na vystupni reprezentaci v podobé znackovaciho jazyka
LaTeX lze nahlizet jako na stromovou strukturu odpovidajici stromu rozlozeni symboli
(Symbol Layout Tree - SLT) [41]. Tato korespondence je zndzornéna na obrazku 3.5.
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(a) Zndzornéni vypoltu attention koefici- (b) Ukézka vybéru okoli a aplikace

entl, tedy vyndsobeni matici vah W, na- attention koeficienti pro vypocet
sledné vahovym vektorem v, aplikace neli- vystupniho ptiznakového vektoru h)
nearity LeakyReLU a normalizace funkci uzlu 1.

softmazx.

Obrazek 3.4: Schématické znazornéni funkce vrstvy modelu Graph Attention Network. Pte-
vzato z [34] a upraveno.

Matematicky X SLT
6 vyraz
\frac M)t
.k M
ST g b Y Onsart
45 gET 12
z
LaTeX

xA{\frac{b}{2a}y} +\sqrt{z}

Obrézek 3.5: Znazornéni korespondence ru¢né psaného matematického vyrazu, Symbol La-
yout Tree (SLT) grafu a reprezentace v jazyce LaTeX. Prevzato z [36] a upraveno.
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Zakladnim blokem prezentované architektury je grafova neuronova sif, konkrétné mo-
difikovand Graph Attention Network (GAT) [34] pracujici jako kodér, kterd vytvari vnitini
reprezentaci vstupniho vyrazu. A dekodér vyuzivajici druhou grafovou neuronovou sit, je-
hoz icelem je generovat vystupni reprezentaci v podobé SLT grafu. Grafové sité umoznuji
pracovat s matematickymi vyrazy explicitné v podobé grafii a tim padem prozkoumat a
vyuzit informaci o jejich strukture. Model navic realizuje attention mechanismus na urovni
podgrafii mezi zminénymi grafovymi sitémi, tzv. sub-graph attention, ktery umoznuje pro-
zkoumat vazby mezi nimi.

Formalné je zde rozpoznavani matematickych vyrazu formulovano jako problém uceni
prevodu grafu na graf, tedy G, — Gy, kde G, = (V,, E,) je orientovany graf sestaveny
nad tahy vstupniho vyrazu x s uzly V, odpovidajicimi tahtim a hranami E,. V grafu jsou
definovany dva typy hran. Prostorové, které odpovidaji Line of Sight (LOS) grafu [41]
vytvorenému nad tahy. A Casové hrany, které reflektuji ¢asovou posloupnost v jaké byly
tahy vytvoreny. G, = (V,, Ey) je orientovany graf odpovidajici SLT grafu vyrazu z. Pro
vyjadieni hierarchické struktury jsou pouzity tii typy hran sméfujici k uzlu od jeho (i)
prarodice (ii) rodice a (iii) levého bratra. Cilem modelu je pak odvodit vystupni grafovou
reprezentaci G, podle:

p(Gy|Ga) Hp vy, Ep)|Get G, (3.8)

kde ’UZ je generovany uzel v ¢asovém kroku ¢, E; je mnozina orientovan}’fch hran generovana
v kroku ¢ z uzli v jiz existujicich ¢asti vystupniho grafu G;t do uzlu v ca Gt je podgraf
grafu G, korespondujici s uzlem ’UZ dle sub-graph attention.

Vstupni priznakové vektory, které reprezentuji tahy a tedy uzly grafu G, jsou vytvoreny
pomoci neuronové sité skladajici se z dvousmérné GRU rekurentni sité nésledované konvo-
luéni siti pro zpracovani sekvenci (Temporal Convolutional Network - TCN). Ptiznakové
vektory hran grafu jsou inicializoviany na hodnotu vypoctenou na zakladé vzajemné pozice
a dalsich geometrickych a ¢asovych vlastnosti ji korespondujicich uzlt, resp. taht.

Grafova sit pracujici jako kodér nasledné zpracovava reprezentaci vstupniho grafu v kazdé
vrstveé nasledujici sekvenci kroki. Nejprve jsou aktualizovany hodnoty priznakovych vektoru
hran v zavislosti na aktudalnich vizualnich priznakovych vektorech korespondujicich uzlt.
A niasledné jsou vypocteny nové hodnoty priznakovych vektori uzli s vyuzitim attention
mechanismu pracujicim nad sousednimi uzly.

Cést dekodér opét pouziva grafovou neuronovou siti. V kazdém kroku je generovan uzel
a mnozina hran smérujici z jiz vygenerované ¢asti vystupniho grafu do pravé tohoto uzlu.
Generovani nového uzlu pracuje s ¢asti vystupniho grafu z predchoziho ¢asového kroku a
také priznakovymi vektory korespondujicich uzli grafu G,. Korespondence mezi uzly grafi
G a Gy je ddna zminovanou sub-graph attention.

Funkce celého modelu je zndzornéna na obrazku 3.6. V levé ¢asti lze vidét transformaci
vstupniho matematického vyrazu v podobé jednotlivych tahii na vstupni graf. Dale je zde
pro uzel vystupniho grafu znazornéna jiz existujici ¢ast vystupniho grafu a korespondujici
podgraf vstupniho grafu pro aktualizaci jeho hodnoty. V pravé ¢asti je naznacena konstrukce
vystupni reprezentace vyrazu v podobé SLT grafu.

Optimalizace modelu je provadéna jak nad vystupem casti kodér, tak nad vystupnim
grafem casti dekodér. Vystupni piiznakové vektory uzli grafu G, jsou pfimo pouZity pro
predikci symbolu jazyka LaTeX a cilem optimalizace je maximalizovat pravdépodobnost
predikce cilového symbolu daného anotaci. Pro kazdou hranu grafu G, ktera reprezentuje
vztah rodicovského a synovského uzlu, je pak vytvoren priznakovy vektor v zavislosti na
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Obrazek 3.6: Piehled procesu rozpoznani matematického vyrazu modelem Graph-to-Graph.
V levé ¢éasti zpracovani vstupniho matematického vyrazu reprezentovaného jednotlivymi
tahy pro vytvoreni vstupniho grafu enkodéru. V pravé c¢asti zpracovani grafovym enkodé-
rem pro vytvoreni vnitini reprezentace a nasledné generovani vystupniho grafu dekodérem
s attention mechanismem. Prevzato z [36].

priznakovych vektorech korespondujicich uzla a je pouzit pro predikci typu hrany vysled-
ného SLT grafu. Tento ty definuje vzdjemnou prostorovou pozici symbolti. Supervize nad
grafem G, tedy vystupem c¢asti kodér se pak snazi maximalizovat pravdépodobnost, ze
kazdy uzel nalezi konkrétni kategorii matematického symbolu. Provadi se také klasifikace
hran toho grafu, jelikoz jejich priznakové vektory reflektuji vzajemné prostorové usporadani
tahti a tedy jejich pozici v rdmci matematického vyrazu. V ramci trénovani navic probiha
supervize také nad attention mechanismem, ktery voli podgraf grafu G, na ktery je model
zamefen pii zpracovani uzlu vystupniho grafu G, tak, aby se soustiedil pravé na podgraf
korespondujici s timto uzlem, resp. symbolem. Pro umocnéni tohoto efektu je navic kromé
jiz zminéné predikce symbolu pro uzel grafu G, dle jeho vlastniho piiznakového vektoru,
symbol predikovan i dle priznakovych vektort jeho podstromu v grafu G,. Vsechny nyni
zminéné slozky se pak podili na vysledné chybové funkci.

Model byl trénovan a vyhodnocovan na datovych sadach dostupnych pro soutéz CRO-
HME [20], konkrétné CROHME 2013/2014/2016. V metrice pfesného rozpoznani vyrazu
(ExpRate) na datasetu CROHME 2014 navrzeny model dosahl o 4,61% lepsich vysledku
na sekvenci. Model je navic schopen velice presné klasifikovat tahy a hrany ve vstupnich
grafu G,. Jde tedy o klasifikaci ptislusnosti tahii ke konkrétnim symbolim, resp. klasifikaci
prislusnosti hran ke stejnému ¢i jinému symbolu a jejich vzdjemné pozice. Diky tomu je
model schopen také tspésné segmentace symbolt.

18



Kapitola 4
Navrh reseni

V ramci této kapitoly je popsdno navrzené feseni pro rozpoznavani ru¢né psanych matema-
tickych vyraz z obrazkl navrzené na zakladé informaci nastudovanych o problematice roz-
poznavani matematickych vyrazt, které jsou shrnuty v predchozich kapitolach. Z prehledu
existujicich metod popsanych v kapitole 2.1 je zifejmé, Ze v ramci vyzkumu rozpoznévani
matematickych vyrazu je velké usili vénovano zdokonalovani pristupu, ktery na problema-
tiku nahlizi jako na primy prevod sekvence taht, resp. obrazku matematického vyrazu na
sekvenci znakl vystupniho jazyka. Nevyhodou tohoto pristupu je skutec¢nost, ze zanedbava
hierarchickou strukturu matematickych vyrazu a jejich reprezentace strukturovanym jazy-
kem a nedokaze tak tuto informaci zuzitkovat. V sekci 3.2 je nasledné popsana metoda
Graph-to-graph [36] pro rozpozndvani ruéné psanych matematickych vyraza ze vstupni sek-
vence taht, tedy tzv. online vstupnich dat, kterd s hierarchickou strukturou vyrazi ex-
plicitné pracuje a vyuziva grafové neuronové sité jako model, ktery prirozené nad touto
doménou dat operuje. Navrzené feseni vychazi z tohoto pristupu a modifikuje je jej pro
zpracovani vstupu v podobé obrazku naskenovanych rué¢né psanych matematickych vyrazu.

Navrzeny model tedy pracuje se vstupnim obrazkem ru¢né psaného matematického vy-
razu. Ten je nejprve rozdélen pomoci analyzy propojenym komponent na jednotlivé sym-
boly, nebo ¢asti symbold. Nad témito komponentami je nasledné sestaven Line of Sight
(LoS) graf, ktery vyjadiuje vzdjemnou viditelnost komponent v rdmci vyrazu. Z obrazku
jednotlivych komponent, tedy vyrezi obrazku odpovidajicich minimalnim ohrani¢ujicim ob-
délniktim jsou extrahovany vizualni priznaky pomoci konvolu¢ni neuronové sité. Nasledné je
sestaven vstupni graf G, jehoz uzly reprezentuji jednotlivé komponenty a hrany odpovidaji
sestrojenému LoS grafu.

Sestrojeny graf je v dalsi fazi zpracovan kodérem v podobé grafové neuronové sité,
jehoz vystupem je vnitini reprezentace vyrazu. Grafova neuronova sit tak do reprezentace
zakomponuje informaci o sousedstvi jednotlivych komponent.

Dekodér vyuzivajici dalsi grafovou konvoluéni sit a attention mechanismus poté generuje
vystupni reprezentaci vyrazu v podobé rozsifeného Symbol Layout Tree (SLT) grafu G,
kterou je mozné transformovat na popis znackovacim jazykem LaTeX ¢i MathML, nebo
jinou podobnou reprezentaci. Schématické znédzornéni pristupu je na obrazku 4.1.
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Obrazek 4.1: Schématické znazornéni navrzeného pristupu. Modré Sipky znaci tok dat bé-
hem procesu rozpoznani vyrazu matematického vyrazu. Tento proces za¢ind segmentaci,
tedy analyzou propojenych komponent vstupniho obrazku. Nad komponentami je nasledné
sestaven Line of Sight (LoS) graf spojujici vzajemné viditelné komponenty a jsou extraho-
vany vizudlni priznaky komponent pomoci konvoluéni neuronové sité. Tyto priznaky jsou
nasledné pouzity jako priznakové vektory uzli vstupniho grafu, jehoz hrany odpovidaji LoS
grafu. Graf je zpracovan vrstvami grafové konvolucni sité, modifikované Graph Attention
Network pro ziskani vnitini reprezentace. Nasledné je grafovym dekodérem postupné, po
jednou uzlu, generovan vystupni Symbol Layout Tree (SLT) graf, ktery je v posledni fazi
transformovan na reprezentaci v jazyce LaTeX.
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oddélené komponenty vyrazu a ¢erné Sipky ori-  Sipky oznacuji hrany z rodi¢ovského uzlu dle za-
entované hrany mezi vzajemné viditelnymi kom- kladniho SLT grafu. Zelené a modré sipky ozna-
ponentami. ¢uji hrany z nejpravejsiho bratrského, resp. pra-

rodicovského uzlu a Sedou barvou se symbolem
<!> jsou oznaceny koncové listové uzly pridané
v rameci rozsifeni grafu pro fesenou tlohu.

Obrézek 4.2: Schématické znazornéni sestaveného Line of Sight (LoS) grafu nad segmen-
tovanymi komponentami vstupniho obrazku matematického vyrazu a rozsifeného Symbol
Layout Tree (SLT) grafu z anotace v jazyce LaTeX.

4.1 Konstrukce vstupniho LoS grafu

Konstrukce vstupniho grafu z obrazku vyzaduje segmentaci na jednotliva primitiva, tedy
¢asti symbold nebo celé symboly, extrakei piiznaki jednotlivych primitiv a ziskani struktury
grafu reflektujici prostorové usporadani primitiv v ramci vyrazu. Pro segmentaci symbolt
byla navrzena fada pfistupu [27] z nichz fada pouzivd analyzu propojenych komponent
(CCA) nebo iterativni x-y fezy (recursive X-Y cut). Casto jsou tyto ptistupy ale kombino-
vany se supervizi v podobé modulu pro rozpoznavani segmentovanych symbold. V tomto
feseni je segmentace provedena pomoci analyzy propojenych komponent, jelikoz jsou jednot-
livé symboly matematickych vyrazt ve vstupnich obrazcich vidy dobre oddélené pozadim
a vysledkem tak budou oddélené celé symboly, pripadné ¢asti symboli, pokud se skladaji
z vice ¢asti jako napriklad pismeno ¢, kde bude tecka oddélena a reprezentoviana samo-
statnou komponentou. Nemélo by tedy casto nastat, ze budou v jedné komponenté vice
symbolt najednou.

Po provedeni segmentace je nad jednotlivymi primitivy sestrojen neorientovany Line-Of-
Sight (LOS) graf, ktery reprezentuje jejich prostorové usporadani a vzéjemnou viditelnost.
V tomto grafu existuji hrany mezi uzly symboli, které jsou ve vyrazu vzdjemné viditelné
a neexistuje tedy jiny symbol vyrazi, ktery by je navzijem zastinil. K jeho sestaveni byl
pouzit existujici algoritmus [14], vytvarejici totozny graf nad kfivkami v upravené varianté

21



pro praci s obrazky komponent. Modifikovany proces je popsany algoritmem 1. Princi-
pem tohoto algoritmu je vypocet zastinéni zorného pole kazdé komponenty. Algoritmus
iterativné pro kazdou komponentu inicializuje volné zorné pole na 360°. Nésledné iteruje
pres vSechny ostatni komponenty vyrazu v poradi daném rostouci vzdalenosti centroidu
zdrojové komponenty od ohranic¢ujicich obdélnikt téchto cilovych komponent. Pro kazdou
cilovou komponentu je nasledné vypocten rozsah hli zorného pole zdrojové komponenty,
které ohranic¢ujici obdélnik této cilové komponenty zastinuje. Pokud je dle aktualniho stavu
zorného pole zdrojové komponenty cilova komponenta plné viditelna, tak je pridana hrana
reprezentujici tuto viditelnost. Poté je zorné pole zdrojové komponenty zastinéno nové zpra-
covanou cilovou komponentou a pokracuje se zpracovanim dalsi komponenty.

Algoritmus 1 Algoritmus sestaveni Line of Sight grafu

Vstup: mnozina propojenych komponent vyrazu k € K
Vystup: Mnozina hran F = {(s,t) : komponenta ¢ je viditelna z s}
E = 0 je prazdnd mnoZina hran
for kazdou komponentu k € K se stfedem ohrani¢. obdélniku ¢ = (x,y0) do
V' = {]0°,360°]} je volné zorné pole komponenty k
for kazdou dalsi komponentu [ € K \ {k} ve vzestupné vzdélenosti od ¢; do
Omin = +00, Omae = —00
for kazdy vrchol b; = (x4, yp) ohranic¢ujictho obdélniku I do
d="b; —cr = (xp — 0, Yp — Yo) je smérovy vektor
0 «+ thel vektoru b; od horizontalniho vektoru h = (1,0)
o arccos(%) ifyp, > yo
360 — arccos(lwlbﬁ%) ifyp < yo
Ormin, = min(Opmin, 0), Omar = max(0maq, 0)
$ = [Omin, Omaz) je thel zastinéni zorného pole
for vsechny u € U intervaly volného zorného pole do
if s€u Nsthen

E=FU(k1)U(,k) > k plné vidi
end if
end for
U= U (u \u Ns) > aktualizace zastinéni zorného pole
end forueU
end for
end for

Takto sestaveny graf viditelnosti je zndzornény na obrazku 4.2a, kde jsou Cervené zvy-
raznéné minimalni ohranicujici obdélniky jednotlivych primitiv a ¢erné orientované hrany
grafu vzajemné viditelnosti. Z implementac¢nich duvodu jsou neorientované hrany reprezen-
tovany kombinaci dopfedné a zpétné orientované hrany. Pro exaktni vyjadieni prostorového
rozlozeni primitiv jsou nésledné pro kazdou hranu, tedy dvojici primitiv extrahovany ge-
ometrické priznaky popisujici jejich relativni velikost a polohu. Vycet téchto pfiznaki je
v tabulce 4.1. Ze zminénych komponent je nasledné sestaven vstupni graf G,, kde pri-
znakové vektory uzli tvori obrazky segmentovanych primitiv a priznakové vektory hran
extrahované geometrické vlastnosti.
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Popis

Minimalni vzdalenost mezi komponentami

Maximalni vzdalenost mezi komponentami

Vzdalenost mezi stfedy ohranicujicich obdélniktt komponent
Horizontélni vzdalenost mezi stfedy ohranicujicich obdélnikii komponent
Vertikalni vzdalenost mezi stfedy ohranic¢ujicich obdélnikt komponent
Pomeér plochy ohranicujicich obdélniktt komponent

Pomeér vétsi z ploch ohranic¢ujicich obdélnika ku jejich sjednoceni
Pomeér sitky ohranic¢ujicich obdélnikt

Pomeér vysky ohranic¢ujicich obdélniku

Pomér diagonal ohranicujicich obdélniku

@OO\]C%OT%OOL\DD—!:H:

—_
o

Tabulka 4.1: Vycet geometrickych vlastnosti komponent vstupniho LoS grafu, pouzitych
pro sestaveni priznakovych vektoru hran tohoto grafu.

4.2 Vystupni SLT graf

Vystupni Symbol Layout Tree (SLT) graf reprezentujici matematicky vyraz popisuje jednot-
livé symboly a prostorové rozlozeni vyrazu. Lze jej sestrojit ze zdpisu vyrazu znackovacim
jazykem jako je LaTeX nebo MathML, jelikoz tyto zapisy pravé tento graf vyrazu popi-
suji. Zakladni forma acyklického orientovaného SLT grafu se skladé z uzlt reprezentujicich
symboly a hran reprezentujicich prezentac¢ni strukturu. Kazda z téchto hran sméruje z rodi-
c¢ovského do synovského uzlu a nese priznak vzajemné polohy symbol, tedy vpravo, horni
index, dolni index, uvnitr, pod nebo nad. Pro potieby generovani tohoto grafu neuronovou
siti je tato zakladni forma rozsitena pro kazdy uzel o hranu z prarodi¢ovského uzlu, hranu
z posledniho levého bratra a hranu odpovidajici smycce. Toto rozsireni jasné definuje poradi
uzla grafu pri jeho prochazeni a prinasi tak deterministicky vysledek nezavisly na permutaci
matice sousednosti grafu. Pri generovani vystupniho grafu je také nutné zajistit, ze dekodér
dokaze rozhodnout kdy prestat generovat potomky uzlu. Pro tento ticel je ke kazdému uzlu
grafu pripojen specialni koncovy listovy symbol jako jeho nejpravéjsi potomek, ktery prave
tuto situaci oznacuje. Takto zkonstruovany rozsiteny SLT graf G, 1ze vidét na obrdzku 4.2b.
Zde jsou hrany smérujici z rodicovskych do synovskych uzli oznaceny cernou barvou, hrany
z prarodicovského uzlu modrou barvou a hrany z levého bratra zelenou barvou. Koncové
listové uzly jsou oznaceny Sedou barvou a symbolem <!>. Ze schématu je patrné, ze pokud
uvazujeme pouze hrany typu rodicovsky-synovsky uzel, tak se stale jedné o strom, coz je
pro reprezentaci zasadni.

4.3 Grafovy kodér

Grafovy kodér je prvnim blokem navrzeného modelu a sklada se z konvolu¢ni neuronové
sité pracujici s obrazky jednotlivych primitiv, resp. uzli grafu nasledované modifikovanou
grafovou siti typu Graph Attention Network (GAT).

Konvoluéni neuronova sit slouzi pro extrakci vizudlnich ptiznakd primitiv. Vzhledem ke
skutecnosti, ze obrazky budou vzdy obsahovat jeden symbol, resp. ¢ast symbolu v relativné
malém rozliSeni se muze jednat o relativné malou sit typu VGG [29], napiiklad VGG11,
nebo sit typu ResNet [12], kterd byla pouzita pro stejny problém u modelu predstaveného
v [26]. Toho FeSeni pouziva konvoluéni sit VGG11.
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Samotné kodovani vstupniho grafu GG, do vnitini reprezentace provadi nasledujici gra-
fova neuronova sit, konkrétné modifikovand Graph Attention Network (GAT), jejiz architek-
tura byla inspirovdna modelem graph2graph [36]. Modifikace oproti standardni architekture
GAT, kterd je popsana v sekci 3.1.4 spociva v rozsiteni o priznakové vektory hran, jejichz
aktualizace v kazdé vrstvé predchdzi apravé priznakovych vektort uzli. V ramci vypoctu
jedné vrstvy sité jsou tedy vzdy nejprve aktualizovany pifznakové vektory hran by’ dle:

by = LeakyReLU (Wy[hy_y |07 || B _4]), (4.1)
kde ¢ oznacuje index, resp. poradi vrstvy grafové sité, W} je uCena matice vah, hfl je pri-
znakovy vektor uzlu i na vystupu vrstvy ¢ a || znac¢i konkatenaci. Z tohoto vyrazu je tedy
patrné, ze priznakové vektory hran se aktualizuji dle jejich predchozich hodnot, ale také
priznakovych vektori ji nalezicich uzli.

Nésledné jsou aktualizovany priznakové vektory uzlu grafu dle:

hf] = LeakyReLU ( Z ai,jWhhéfl)a (4.2)
JEN (1)U{i}

kde hfl je priznakovy vektor uzlu ¢, N(i) oznac¢uje mnozinu sousednich uzli uzlu i, Wy, je

matice vah a «;; je attention koeficient, tedy mira relevantnosti uzlu j pro uzel ¢, déna

nésledujicim vyrazem:

B exp(u’ LeakyReLU (Woby" || Wy, hi_y || Wyhy_y)))

- 11k, "y ’
ZkeN(i) exp(u” LeakyReLU ((Webq" || W, hg-1 | Whhl;fl)))

, (4.3)

Qi

Nl ! / 1" . . Ve, 7 7’ 7 I 4 7
kde u znaci vektor vah, a W, W, a W, jsou matice vah. PouZziti grafové neuronové sité misto
enkodéru v podobé samostatné konvoluéni sité by mélo do vnitini reprezentace promitnout
usporadani a sousednost symboll ve vyrazu.

4.4 Grafovy dekodér

Grafovy dekodér je druhym blokem navrzeného modelu, ktery sekvencné generuje vystupni
matematicky vyraz v podobé SLT grafu G,. Tento blok opét vychédzi z metody graph2graph
[36] a je inspirovany architekturou vyuzivajici konvoluéni neuronové sité pro uceni nad sek-
venénimi daty prezentovanou v [10]. V kazdém kroku je vygenerovan jeden uzel a prislusné
hrany, které jej spojuji s jiz vygenerovanou casti vystupniho grafu.

Zakladni komponentou dekodéru jsou bloky, z nichz kazdy disponuje vrstvou modifi-
kované grafové konvolucni sité GCN [16] nésledovanou attention mechanismem. Na tyto
bloky lze nahlizet podobné jako na vrstvy samostatné grafové konvoluéni sité a je mozné
je i stejnym zplsobem vrstvit za sebe. V ramci kazdého takového bloku m jsou pfizna-
kové vektory z!, uzltii € {1,---,I = |V, |}, aktualizovany na zakladé vystupu piedchoziho
bloku, resp. stavu vystupniho grafu G, po zpracovdni pfedchozi vrstvou, a také dle vnitini
reprezentace vstupniho grafu G, zprostiedkované prostrednictvim attention mechanismu.
Formélné je tedy aktualizace hodnoty ptiznakového vektoru uzlu z¢ dana dle:

2 =Wel, +¢, (4.4)

kde W, je matice vah, e’ p¥iznakovy vektor produkovany vrstvou grafové konvoluéni sité
bloku a ¢!, je kontextovy vektor ziskany pomoci attention mechanismu.
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Vypocet priznakového vektoru e!  grafovou konvoluéni siti je definovan jako:

ey = Z Wt(j,i)ziz_p (4.5)
JEN()

kde Wy je skupina matic vah, ktera je volena dle typu hrany t(4,4) z uzlu j do uzlu
1. Konkrétné je tedy volena jind matice vah pro kazdy z typa hran, tedy z rodicovského
uzlu, prarodi¢ovského uzlu, bratrského uzlu a sebe sama, resp. pro smycku. Tato skute¢nost
modelu umoznuje rozliSovat mezi jednotlivymi typy hran a reagovat tak na strukturu grafu.

Kontextovy vektor ¢, je, jak jiz bylo uvedeno, ziskdn pomoci attention mechanismu
nad vnitini reprezentaci vstupniho grafu dle:

|Val
= a"MWLA", (4.6)
n=1

kde W, je matice vah, h" je pifznakovy vektor uzlu v™ vstupniho grafu G, a o™ je attention
koeficient vyjadiujici vyznamnost piiznakového vektoru h™ pro uzel i vystupniho grafu G,
urceny dle:

in _ exp(qi (W h™))

b = . . (4.7)
SVl eap(qi - (W hi))
¢ = (W e+ Wipo 20 £ W, 2220 (4.8)

Zde Wy, We, Wiy a W, jsou matice vah, o je sigmoidalni aktivacéni funkce, bro() je funkce
pro ziskani priznakového vektoru levého bratra uzlu i a pa(i) slouzi pro ziskani priznakového
vektoru rodic¢ovského uzlu i ve vystupnim grafu ¢. Pokud tento uzel v grafu neexistuje tak
funkce vraceji nulovy vektor, jehoz rozméry odpovidaji priznakovy vektoram.

P1i generovani vystupniho grafu dekodérem je v kazdém kroku vlozen novy uzel, jehoz
pifznakovy vektor 2§ je inicializovan na nulovy a je napojen hranami na existujici édst grafu.
Nasleduje zpracovani jednotlivymi bloky grafového dekodéru. Vystupni priznakovy vektor
2t je nasledné pouzit v predikci symbolu. Pokud se jedna o ukoncovaci listovy uzel, tak
timto konci generovani sourozencu aktudlniho uzlu, v opacném pripadé se pokracuje dalsim
uzlem.

Pro sestaveni vystupniho grafu je po zpracovani dekodérem predikovano pravdépodob-
nostniho rozlozeni symbolt pgy, pro kazdy uzel dle jeho piiznakového vektoru. Pro kazdou
hranu typu rodi¢-potomek je pak predikovano pravdépodobnostni rozlozeni jejiho typu,
resp. strukturalniho vztahu p,..;, urcené z priznakovych vektori obou korespondujicich uzla
dle:

ﬁéym = Softmaw(WSymzi) (49)
ﬁpa(i),i _ SOftTnCLx(Wrel[Zpa(i), ) (4.10)

rel

Zde Wy, a Wy jsou matice vah a 2 je ptiznakovy vektor uzlu i na vystupu posledniho
bloku dekodéru.

Takto definovana architektura dekodéru umoznuje ve fazi trénovani zpracovat vsechny
uzly vystupniho grafu paralelné, tedy soucasné, a tim markantné urychlit trénovani modelu.
Pro tento 1cel jsou vstupni ptiznakové vektory uzlii 2% uréeny pomoci embedding vrstvy a
jako nulovy je pro kazdy uzel uvazovan pouze jeho vlastni priznakovy vektor.
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Jelikoz dekddovani v evalua¢ni fazi probiha sekvencéné po jednom uzlu, tak je zde vysoka
citlivost na spravnou klasifikaci kazdého ze symboli. Pokud se v pocatecni fazi relativné
blizko korene stromu, respektive vystupniho grafu dekodéru nepovede spravné klasifikovat
symbol uzlu bude tato chyba propagovana do zbytku vystupniho grafu a pravdépodobné to
poveden na vysoce chybné rozpoznani vyrazu. Tento pristup odpovida hladovému algoritmu,
tzv. Greedy search. K potlaceni nedostatku byla navrzena druhé varianta generovani stromu
realizujici paprskové prohledavéani, tzv. Beam search. PTi tomto pristupu je generovano né-
kolik vystupnich grafti zaroven, jejichz pocet je definovan sitkou paprsku. V kazdém kroku
je pridan novy uzel do kazdého z téchto grafi a je zpracovan bloky dekodéru. Z jeho ptizna-
kového vektoru je nasledné klasifikovano nékolik nejpravdépodobnéjsich symbolti, opét dle
sitky paprsku a je pro né urcena apriorni pravdépodobnost dle poc¢tu stromu, ve kterych
patii do této n-tice nejpravdépodobnéjsich. Pro kazdy z téchto vybranych symbolu je na-
sledné urcena posteriorni pravdépodobnost pro vSechny generované stromy. Do kazdého ze
stromu je pak vlozen ten z uvedené skupiny symboli, ktery ma nejvyssi posteriorni prav-
dépodobnost praveé pro tento strom. Po dokonceni generovani vsech stromt je vybran jeden
s nejvyssi spolecnou pravdépodobnosti vSech jeho symbolt a hran a je zvolen za vysledek.

Supervize nad dil¢imi bloky modelu je providéna pro zrychleni trénovani a potenci-
alné vylepSeni tispésnosti trénovaného modelu, jeji vliv je predmétem jednoho z provadénych
experimenti popsanych nize. Supervize je provadéna kromeé standardniho vystupt pro kla-
sifikaci uzli a hran vystupniho grafu také nad uzly vstupniho grafu po zpracovani grafovou
siti a dle jejich priznakovych vektort jsou predikovany symboly, kterym uzly nalezi. V ramci
provedeného experimentu je také testovan vliv obdobného rozsiteni, ale v momenté pred
zpracovanim grafovou siti, jedna se tedy o supervizi nad vystupy konvolu¢ni VGG sité ex-
trahujici vizualni priznaky. Poslednim rozsifenim vypoctu chyby modelu je kontrola nad
samotnym attention mechanismem. Idealni koeficienty attention koeficientd pro uzly vy-
stupniho grafu jsou sestrojeny tak, aby jejich hodnoty odpovidaly rovnomérnému rozlozeni
pro uzly vstupniho grafu, které nalezi uzlu vystupniho grafu a jinak byly nulové, tedy
Vy' € Gy

i {1 /le(@)| - pokud n € cfi) (411)

0 jinak

kde ¢(i) je mnozina indext n vsech uzla vstupniho grafu, které odpovidaji uzlu i vystupniho
grafu a |c(7)| je mohutnost této mnozZiny.
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Kapitola 5

Implementace

Tato kapitola se zabyva vybranymi implementacnimi detaily této prace. Prvni sekce po-
pisuje nastroje pouzité pro zpracovani datové sady a trénovani neuronovych siti. Nasledu-
jici ¢asti se zabyvaji implementaci jednotlivych modult, tedy grafového kodéru, respektive
dekodéru, které jsou zakladnimi bloky implementovaného modelu. Poté je popsan proces
zpracovani dat a modul slouzici pro trénovani a vyhodnocovani modelu.

5.1 Pouzité nastroje

Implementacni cast této prace je napsdna v programovacim jazyce Python. Pro trénovani
neuronovych siti je pouzita knihovna Pytorch [24] a nad ni sestavena knihovna Pytorch
Geometric [9]. Pytorch je knihovna cilend pro strojové uceni, zejména trénovani a vyhod-
nocovani neuronovych siti. Poskytuje vysokouroviové funkce akcelerované pro vypocet na
GPU. Pytorch Geometric je knihovna zamérena na préci se strukturovanymi a grafovymi
neuronovymi sitémi.

Trénovani modelii bylo proviadéno v cloudové platformé Gradient Paperspace' na stroji
s grafickou kartou NVIDIA Tesla V100 32GB.

Zdrojovy kod néstroje je ¢lenén do nékolika Python moduld dle funkénosti, kterou
zajistuje. Mimo tyto moduly je implementovana trida Trainer, kterd zastreSuje inicializaci
modelu, dle predané konfigurace a jeho trénovani, resp. vyhodnoceni.

5.2 Nacitani a priprava dat

Nacitani a priprava dat je realizovina modulem data. V rdmci tohoto modulu je imple-
mentovana tiida GMathDataset, kterd reprezentuje pouzity dataset a realizuje vytvoreni
jednotlivych datovych elementii véetné metadat potiebnych pro trénovani modelu. Pri do-
tazu na prvek datasetu jsou vracena data zapouzdriena do objektu t¥idy GMathData. Soucasti
této tridy jsou také definované instrukce pro tpravu datovych polozek za ticelem sestaveni
trénovaci davky (tzv. mini-batch). P¥i tvorbé mini-batch se datové polozky, tedy vyéet uzlu
jejich grafi apod. sjednoti a dale se na né nahlizi jako na jediny graf. Jelikoz grafy jed-
notlivych datovych polozek nesdili zadné hrany, tak se dédle pri zpracovani neuronovou siti
nijak neovliviiuji. Instrukce pro sjednoceni tiidy GMathData pak urcuji v jakych dimen-
zich tenzory dil¢ich datovych polozek sjednocovat, jakym zptisobem inkrementovat indexy
slouzici jako reference do jinych tenzoru a pro jaké tenzory generovat mapovaci vektory

Thttps://gradient.run/
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identifikujici které datové polozce nalezi jejich hodnoty. Samotné nacitani, resp. dotazovani
dat pro zpracovani modelem provadi tiida DatalLoader, kterd je soucasti knihovny Pytorch
Geometric a automaticky interpretuje definované instrukce pro mini-batch nacitani.

Pouzitd datova sada CROHME poskytuje ke kazdému datovému prvku vstupni obrazek
matematického vyrazu a anotaci v podobé souboru InkML, jehoz soucasti je zapis vyrazu
v jazyce LaTeX a MathML, a také definice trajektorie jednotlivych tahu elektronickym
perem véetné reference na symbol, ke kterému nalezi. Oba zminéné soubory jsou pouzité
k sestaveni datového elementu.

Sestaveni vstupniho grafu je provedeno z obrazku ru¢né psaného matematického vy-
razu. Jsou pouzity vstupni obrazky v rozliSeni 310 x 310 pixeli. V prvni fazi je provedena
analyza propojenych komponent pomoci funkei poskytovanych knihovnou OpenCV?, jejiz
vystupem jsou jednotlivé komponenty, tedy ¢asti symbold nebo celé symboly véetné cent-
roidi a minimalnich ohranicujicich obdélniku. Nésledné je sestaven Line of Sight (LoS) graf
viditelnosti podle algoritmu definovaného v sekci 4. Pro hrany v takto sestrojeném grafu
jsou poté urceny priznaky, které reflektuji vzajemnou pozici komponent nalezicich kazdé
hrané.

Konstrukce cilového SLT grafu je provedena z anotace v InkML souboru. Jelikoz
anotace v jazyce LaTeX casto obsahuje nadbytecné formatovaci znaky, pro ipravu napriklad
fezu pisma, je cilovy graf sestaven transformaci popisu vyrazu v jazyce MathML. Prevod
z tohoto formétu je také primocarejsi, jelikoz ma popis v tomto jazyce piimo pozadovanou
stromovou strukturu. Rekurzivnim prichodem do hloubky stromem MathML zapisu vyrazu
jsou tedy ziskany jednotlivé symboly, které odpovidaji uzlim SLT grafu a jejich vzajemné
strukturdlni vztahy, které odpovidaji hranam grafu. Pro dokonceni konstrukce rozsiteného
SLT grafu jsou nasledné piipojeny koncové listové uzly, slouzici jako znacka posledniho,
nejpravejsiho primého potomka kazdého uzlu, a hrany smérujici do kazdého uzlu z jeho
prarodice, levého bratra a sebe sama.

Naésledné je zpracovan popis jednotlivych tahii elektronického pera a ty jsou dle identifi-
katort sdruzeny do skupin, pro které jsou vypocteny ohranic¢ujici obdélniky. Kazda z téchto
skupin nalezi jednomu ze symboli matematického vyrazu a dle identifikdtord v anotaci je
mu pritazena. Ziskané ohranicujici obdélniky jednotlivych symbolt vyrazu urcuji jejich po-
zici a umoznuji tak sestaveni ground-truth pro attention mechanismus do vstupniho LoS
grafu a také pro klasifikaci komponent vstupniho grafu. Pro kazdou komponentu vstup-
niho grafu je tedy zvolen korespondujici symbol vystupniho grafu dle nejvyssiho prekryti
jeho ohranicujictho obdélniku s ohranicujicim obdélnikem skupiny kiivek symbolu, jak je
zndzornéno na obrazku 5.1.

5.3 Neuronova sit

Implementace modelu se nachdzi v modulu model. Modul obsahuje tiidu Model repre-
zentujici celou neuronovou sit a implementace vSech jeho dil¢ich blokti. Nachazi se zde
implementace konvoluéni neuronové sité VGG11 [29], popis vrstev této sité je v tabulce 5.1.

Trida GATConv predstavuje implementaci modifikované Graph Attention Network (GAT)
pouzité v kodéru modelu. Implementace je inspirovanéd modelem standardni sité GAT do-
stupnym v knihovné Pytorch Geometric.

Zhttps://opencv.org/
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Obrazek 5.1: Ukéazka pfitazeni komponent vstupniho grafu jednotlivym symbolim vystup-
niho grafu. Zelena barva ozna¢uje ohrani¢ujici obdélniky komponent vstupniho grafu. Cer-
venou barvou jsou vyznaceny prirazené korespondujici symboly vystupniho grafu.

Bloky VGGI11
1,64,3 x 3,2 x 2
1,128,3 x 3,2 x 2
2,256,3 x 3,2 x 2
2,512,3 x 3,2 x 2
2,512,3 x 3,2 x 2
512,0.5
Plné propojené vrstvy 512,0.5
256,0.5

Konvoluéni vrstvy
a max-pooling

Tabulka 5.1: Bloky implementované konvoluc¢ni sité VGG11, pouzité v implementovaném
modelu pro extrakci vizudlnich priznaka ruéné psanych symbola.

Dekodér sité jako nejrozsdhlejsi ¢ast modelu reprezentuje tiida Decoder. Metoda forward
realizujici dopfedny prichod je zde rozdélena na dvé vétve, z nichz je jedna volena v tréno-
vaci fazi a druhd pii vyhodnocovani modelu. Pfi trénovani je dekodéru predlozena struktura
vystupniho grafu dle anotace a pro vSechny uzly grafu jsou vytvoreny embedding vektory.
Poté jsou vsSechny uzly paralelné zpracovany grafovou neuronovou siti s attention mecha-
nismem a jsou vytvoreny logity pro predikci symbolu a tiid hran. Ve fazi vyhodnocovani je
zpracovani prepojeno do druhé vétve, kde je metodou gen_graph generovan vystupni graf
sekven¢né po jednou uzlu bez dodané znalosti pozadované struktury grafu. Generovani uzla
je provadéno zptisobem, ktery simuluje prochéazeni vystupniho grafu do hloubky — s uva-
Zzenim pouze hran typu rodicovsky-synovsky uzel, tim je zaruceno, ze pii pridani kazdého
nového uzlu jiz existuje kompletni ¢ast vystupniho grafu, kterd mu predchazi, ve sméru od
korene daném orientaci hran, a tudiz ovliviiuje jeho hodnotu.

Pro dekédovani v evaluaénim médu byly implementovany dva pristupy. Prvni pristup
realizuje tzv. Greedy search, tedy hladovy algoritmus. Pii generovani vystupniho grafu je
tedy po vlozeni nového uzlu s inicializovanou hodnotou a zpracovani bloky dekodéru vybran
pouze jeden nejpravdépodobnéjsi symbol, jehoz embedding vektor je pouzit jako poc¢atecni
priznakovy vektor daného uzlu pro generovani zbyvajici ¢asti vystupniho grafu. Nevyhodou
tohoto pristupu je vyssi pravdépodobnost chybné klasifikovaného uzlu, coz negativné ovlivni
generovani zbytku vystupniho grafu. Diky tvorbé pouze jednoho vystupniho grafu tato
metoda podporuje testovaci davky (mini-batch) pti vyhodnocovani. Modul utils pro tuto
situaci obsahuje funkci split_databatch pro rozdéleni vystupu sité na jednotlivé datové
elementy dle vygenerovanych map prislusnosti pro transformaci vystupniho grafu do jazyka
LaTeX a vyhodnoceni modelu. Ttida SLTParser, kterd slouzi k prevodu vystupniho grafu
sité do jazyka LaTeX se nachdzi v modulu data.
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Pro minimalizaci vyse zminéného problému hladového algoritmu byl implementovan
druhy pristup tzv. Beam search, tedy paprskové prohledavani s konfigurovatelnou sirkou
paprsku. Tento algoritmus vytvari nékolik vystupnich grafii zaroven, jejichz pocet je dan
sitkou paprsku. PTi generovani nového uzlu je vlozena jeho inicializovana hodnota do kaz-
dého z téchto grafl a jsou zpracovany bloky dekodéru. Nasledné je z kazdého grafu vybréno
nékolik nejpravdépodobnéjsich symboli, opét dle sitky paprsku. Pro kazdy z téchto sym-
bolti je nasledné vypoctena posteriorni pravdépodobnost pro kazdy z vystupnich grafi a
do kazdého je vlozen embedding vektor symbolu s nejvyssi posteriorni pravdépodobnosti
podminénou zbytkem jiz vygenerovaného grafu. Implementace této metody nepodporuje
pouziti vétsi testovaci davky nez jeden datovy prvek, jelikoz je pro jeden datovy prvek
vytvareno nékolik vystupnich graft.

5.4 Trénovani a sledovani uspésnosti

K trénovani a testovani modelt, véetné jejich vyhodnocovani slouzi trida Trainer. Na-
staveni béhu je mozné pomoci konfigura¢niho JSON souboru, ktery je nejprve zpracovan
tfidou Config, nésledné predavajici zpracovanou konfiguraci tf¥idé Trainer pii jeji inici-
alizaci. Timto zpusobem je mozné jednoduse nastavit pozadované bloky modelu, véetné
jejich parametrt a podobné. Ulozeni v externim souboru také umoznuje prehlednéjsi praci
s modely a jejich vysledky. Kromé specifikace pozadovaného modelu se v souboru specifi-
kuje také pozadovana akce s modelem vcéetné parametri pro trénovani, vyhodnocovani a
pripadné cesty, napriklad k datové sadé nebo adresafi pro ukladani dil¢ich vysledki.

K sledovani priabéhu trénovani a vyhodnocovani je pouzity nastroj Tensorboard knihovny
Tensorflow [1], ktery umoznuje jednoduchou vizualizaci vysledku vyhodnocovani a dalsich
priznakt sledovanych pfi trénovani modell, véetné jejich porovnéni napti¢ modely. Na ob-
razku 5.2 je ukazka uzivatelského rozhrani tohoto néastroje a nékolika sledovanych metrik.
Vyhodou néastroje je jednoduché integrace s knihovnou Pytorch a jeho moznost pouziti
na lokalnim pocitaci, nebo naptiklad cloudové platformé Gradient Paperspace, ktera byla
vyuzita pro trénovani modeld v ramci této prace.
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Obrézek 5.2: Ukédzka vizualizace vysledkl trénovanych modelt néstrojem Tensorboard.
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Kapitola 6

Experimenty a vyhodnoceni

Tato kapitola se zabyva experimenty, které byly v rdmci prace provedeny. V prvni ¢asti je
kratce predstavena pouzitd trénovaci a testovaci datova sada. Néasledné je popsan zpusob,
jakym byly modely vyhodnocovany a pouzité metriky. Déle se zde nachézi popis a vysledky
jednotlivych provedenych experimentl. Prvni experiment sleduje vliv velikosti neuronové
sité na jeji uspésnost. V ramci experimentu jsou porovnany vysledky tii modelt ruzné
velikosti. Druhy experiment se zaméruje na vliv rozsifeni chybové funkce o supervizi nad
vystupy dil¢ich blokd modelu. Treti experiment sleduje vliv prohleddavaciho algoritmu pri
dekdédovani vystupniho grafu na uspésnost rozpoznani. Porovnavan je zakladni hladovy
algoritmus Greedy search a paprskové prohledavani Beam search s riiznou sitkou paprsku.

Datova sada Pro vsechny experimenty byla pouzita datovd sada CROHME 2019 obsa-
hujici celkem 12178 matematickych vyrazl, predem rozdélenych do trénovaci, validacni a
testovaci sady, ktera je blize popsana v kapitole 2.2. Datova sada byla zvolena, jelikoz po-
skytované anotace obsahuji potfebné informace k supervizi nejen nad vystupnich grafem,
resp. vyrazem v jazyce LaTeX, ale také pro dohled na konvoluéni siti pro extrakci priznakii,
enkodérem a attention mechanismem. Druhym duvodem je také skutecnost, ze tato datova
sada byla pouzita pro vyhodnoceni rady podobnych existujicich modeli, jeji pouziti tak
umoznuje porovnini s témito rfeSenimi. Postup zpracovani datové sady a priprava potteb-
nych anotaci je popsana v predchozi kapitole. Ukédzka obrazka matematickych vyrazl této
pouzité sady je na obrazku 6.1

Vyhodnoceni tspésnosti modelu je provadéno metrikou mira rozpoznani vyrazu ez-
pression recognition rate (ExpRate), kterd je také hlavni metrikou pfi vyhodnocovani feseni
v ramci soutéze CROHME. ExpRate vyjadiuje procentudlni ispésnost presného rozpoznani
vyrazu a je vyhodnocovana nad Symbol Layout Tree (SLT) grafem matematického vyrazu.
ExpRate < 1, < 2 a < 3 oznacuji miry rozpoznani vyrazu, kde povolena jedna, dvé nebo tii
chyby na trovni rozpoznani symbolu. V rdmci této metriky je také uvadéna procentudlni

. - Ft+
Y=rsind®  Scdptime bmpaied

M =>o00 'ZIN’L*'/]

Obrazek 6.1: Ukazka pouzité datové sady CROHME.
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Varianta modelu | ExpRate | ExpRate < 1 | ExpRate < 2 | Struktura

Zakladni model

3, 256, 400 13.34 18.04 24.68 34.18
Méné vrstev

2, 256, 400 9.24 12.69 25.31 31.93
Mensi model

3,128, 256 4.74 10.21 20.85 24.38

Tabulka 6.1: Uspénosti modeltl v rdmei experimenti s velikost{ sité. Jednotliva &fsla charak-
terizujici model popisuji zleva: pocet blokt dekodéru, délku priznakovych vektorti dekodéru,
délku attention vektoru. Vsechny ExpRate hodnoty jsou uvedeny v procentech (%). Sloupec
struktura oznacuje procentudlni zastoupeni vyrazu se spravnou strukturou generovaného
SLT grafu.

uspésnost rozpoznani struktury vyrazu, tedy SLT grafu. Vyhodnoceni ExpRate je prova-
déno primo v ramci implementovaného reseni. Pro blizsi analyzu vysledku byly pouzity také
nastroje dostupné v knihovné CROHMELib, poskytované v ramci soutéze CROHME, které
kromé ExpRate vyhodnocuji dalsi ukazatele na trovni jednotlivych vyrazu.

Nastroj vyhodnocuje také Levenstejnovu editac¢ni vzdélenost nad vystupni sekvenci sym-
bolu jazyka LaTeX. Levenstejnova vzdalenost odpovidd nejmensimu nutnému poctu tprav
vystupniho seznamu takovych, aby vznikl cilovy seznam. Tato metrika slouzi spise jako
podptrny ukazatel Gspésnosti rozpoznani, jelikoz nereflektuje sémanticky vyznam matema-
tického vyrazu a neni tedy uvadéna v této praci.

6.1 Velikost sité

Prvni experiment se zaméruje na vliv velikosti sité na spésnost rozpoznani matematickych
vyrazi. Pri experimentu byly porovnany vysledky zakladni varianty modelu se tremi vrst-
vami dekodérovych bloki nejprve s totoznym modelem s pouze dvéma takovymi vrstvami.
Snizenim poctu vrstev grafové neuronové sité se pro kazdy uzel snizi velikost okoli, které
se podili na aktualizaci jeho hodnoty. Pfedpokladem je, Ze by snizeni na dvé vrstvy nemélo
mit zédsadni vliv na Gspésnost modelu vezmeme-li v potaz, ze dle definované struktury roz-
sifeného SLT stromu je kazdy uzel piimo spojen se svym rodic¢ovskym i prarodicovskym
uzlem a uz pri pouziti jedné vrstvy je z hlediska SLT stromu aktualizovan dle k-skokového
okoli.

Nasledné je zékladni varianta modelu porovnana s mensi variantou z hlediska délky
priznakovych vektora a je pozorovan vliv na tspésnost.

Vysledky tspésnosti rozpoznavani vyse zminénych modelt a presnéjsi charakteristika
jejich parametrd je v tabulce 6.1. Z tspésnosti jednotlivych variant modelu je patrné, ze
neuronova sit s vice vrstvami a delsimi vektory pfiznakii dosahovala nejlepsich vysledki.
Zaroven mé odebrani jedné vrstvy dekodéru mensi dopad na snizeni ispésnosti, nez zmen-
seni priznakovych vektoru. Mensi vliv snizeni poctu vrstev dekodéru muze byt disledkem
skutecnosti, ze definice vystupniho grafu obsahuje do kazdého uzlu hrany z rodice, levého
bratra a prarodice a tim padem i pfi pouziti pouze dvou vrstev agregovana informace z re-
lativné sirokého okoli uzlu, vztazeno k zakladni strukture Symbol Layout Tree (SLT) grafu.
Snizenim velikosti priznakovych vektoru také klesa kapacita modelu ucit se a je tedy mozné,
Ze snizeny pocet parametri neni pro model dostacujici.
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Model ‘ ExpRate ExpRate <1 ExpRate <2 Struktura

Zékladni model 12.18 14.54 27.12 31.29
+ sup VGG 13.34 18.04 24.68 34.18
+ sup enkodér GAT | 10.84 14.26 20.33 27.50

Tabulka 6.2: Porovnani tspésnosti zakladniho modelu po pridani dodate¢né supervize.
Vsechny ExpRate hodnoty jsou uvedeny v procentech (%). Sloupec struktura oznacuje
procentudlni zastoupeni vyrazi se spravnou strukturou generovaného SLT grafu.

6.2 Dodatecna supervize

Tento experiment zkouma vliv doplnéni supervize na vystupy jednotlivych bloki modelu,
tedy pridani dalSich vystupt neuronové sité a tim padem rozsiteni chybové funkce. Ve fazi
nacitani a pripravy dat je kromé anotaci pro t¥idy uzli a hran vystupniho grafu sestrojena
mapa korespondence uzli vstupniho a vystupniho grafu, jak bylo popsano v sekci 5.2. Diky
tomu je mozné sestrojit anotace pro vstupni graf, které jsou pro tento experiment zasadni.

V ramci tohoto experimentu je jako referenc¢ni uvazovan zakladni model bez dodatecné
supervize. Nasledné je porovnana tspésnost a rychlost uéeni totozného modelu po pridani
supervize na vystupy konvolu¢ni sité pro extrakci priznakit pro klasifikaci symbold uzla
vstupniho grafu. Ve druhé ¢asti je pridana obdobnéa supervize na vystupy grafové neuronové
sité enkodéru, opét pro klasifikaci symboli vstupniho grafu.

Vysledky dosazenych tspésnosti modelu, ktery je objektem experimentu jsou vypsany
v tabulce 6.2 a porovnani prabéhii zmény chybové funkce béhem trénovani je vizualizovano
na grafu 6.3. Sup VGG zde oznacuje pridani vystupu sité na uzly vstupniho grafu po
zpracovani VGG konvoluéni siti pro extrakci vizualnich priznaki a sup enkodér znaci pridani
vystupu sité na uzly vstupniho grafu po zpracovani grafovou siti enkodéru. Obdobné je na
grafech 6.2 zobrazeno srovnani zmény uspésnosti klasifikace uzli a hran vystupniho grafu
v trénovaci fazi.

Z vysledki uvedenych v tabulce 6.2 lze vidét, ze dodateéna klasifikace uzli vstupniho
grafu po zpracovani konvolu¢ni siti mé pozitivni vliv na tispésnost sité. V piipadé supervize
nad vystupy grafové konvolucni sité se jedna naopak o zhorseni ispésnosti. Tuto skutecnost
lze pozorovat také na grafech 6.2, kde je patrné, ze po pridani této dodatecné klasifikace
nad vstupnim grafem dochazi také ke snizeni presnosti klasifikace uzli a hran vystupniho
grafu v trénovaci fazi.

6.3 Prohledavaci algoritmus

Cilem tohoto experimentu je posoudit prinos Beam search algoritmu pii generovani vy-
stupnich grafti oproti hladovému algoritmu, tedy Greedy search. V rdmci experimentu jsou
pouzity dva rtuzné natrénované modely a je porovnana jejich mira rozpoznani vyrazi Ex-
pRate pro Greedy search a Beam search s nékolika riznymi sitkami paprsku. Predpokladem
je, ze uspésnost rozpoznani pri pouziti Beam search algoritmu bude vyssi, nez u Greedy
search algoritmu. P7i prilis vysoké sifce paprsku uz by vsSak mohl tento algoritmus zacit
brat v poraz jako relevantni i méné pravdépodobné symboly, které by mohly naopak proces
generovani svézt od spravného reseni.

Vysledky porovnani prohledavacich algoritmil jsou v tabulce 6.3. V této tabulce lze
vidét, ze u obou testovanych modelu pii pouziti paprskového prohledavani dochazi k poklesu
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Obréazek 6.2: Vyvoj presnosti klasifikace symboli, tedy uzld, a hran vystupniho grafu v tré-
novaci fazi pri pouziti dodatecné supervize.
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Obréazek 6.3: Srovnani pribéhu zmény chybové funkce pfi trénovani modelu za pouziti
dodatecnych vystupu sité.
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Model

Algoritmus H ExpRate

ExpRate <1 ExpRate <2 Struktura

Greedy 13.34 18.04 24.68 34.18
Zékladni model | Beam 3 10.34 13.57 16.78 19.94
3, 256, 400 Beam 5 7.52 11.25 13.75 17.38
Greedy 9.24 12.69 25.31 31.93
Méné vrstev Beam 3 4.64 6.83 20.41 29.03
2, 256, 400 Beam 5 4.64 6.83 16.34 26.12

Tabulka 6.3: Vysledky experimentu porovnévajiciho ispésnost generovani vystupniho grafu
pri pouziti hladového algoritmu Greedy search a paprskového prohledavani Beam search
s riznymi $ifkami paprsku na dvou natrénovanych modelech. Cislo uvedené v tabulce vedle
oznaCeni Beam oznacuje pravé sirku paprsku. Vsechny ExpRate hodnoty jsou uvedeny
v procentech (%). Sloupec struktura oznacuje procentudlni zastoupeni vyrazi se spravnou
strukturou generovaného SLT grafu.

Z2a,+2ap2as+2oytzagfia; (A :3(4-#%)%/(_:&,44?61
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Obrazek 6.4: Ukéazka chybného rozpoznani vyrazu. Demonstrace problému brzkého ukonceni
generovani u delsich matematickych vyrazt. V horni ¢asti zobrazen vyrez vstupniho obrazku
obsahujiciho formuli, v dolni ¢asti predikovand sekvence jazyka LaTeX.

miry rozpoznani vyrazi ExpRate a tento pokles je vyraznéjsi u pouziti paprsku sitky 5,
nez paprsku sitky 3. Z dalsi analyzy tohoto experimentu bylo zjisténo, ze pti pouziti Beam
vyrazu prozkoumaéan, ale je v posledni fazi vybéru nejpravdépodobnéjsiho feseni, respektive
feSeni, kterym si je model nejjistéjsi zastinén jinym stromem vyrazu.

6.4 Kvalitativni vyhodnoceni

V ramci kvalitativniho vyhodnoceni tspésnosti feseni byly ruc¢né kontrolovany predikované
vyrazy modelu a bylo identifikovano nékolik problémi reseni.

Nejcastéji se projevujicim problémem je brzké ukonceni generovani vystupniho stromu,
zejména u delsich vyrazu. Tato skuteénost byla potvrzena také nastrojem pro vyhodno-
covani vysledkd rozpoznavani poskytovanym spolecné s datovou sadou CROHME 2019.
Nastroj tedy casto predikuje kratsi vystupni sekvence, coz muze byt dusledkem naptiklad
také relativné nizkého rozliseni vstupnich obrazki. Jelikoz jsou vstupni obrazky v rozliseni
310 x 310, tak jsou znaky delsich sekvenci vyrazné mensi nez u kratsich vyrazu a po extrakci
komponent mohou byt ve vyrazu tézko rozeznatelné. Ze stejného diivodu muze také dojit
k vice chybam pti vypoctu zastinéni thld zorného pole pti sestavovani vstupniho Line of Si-
ght grafu a pro komponenty tak muze byt sestaven do jisté miry nepresny graf viditelnosti.
Ukéazka takto chybné rozpoznanych vyrazi je na obrazcich 6.4.
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Obrazek 6.5: Ukazka chybného rozpoznani vyrazu. Demonstrace chybné klasifikovanych po-
dobnych symbolt. V horni ¢asti zobrazen vstupni obrazek vyrazu, v dolni ¢asti predikovana
sekvence jazyka LaTeX.

Dalsi frekventované se vyskytujici chybou je samotné chybné rozpoznani symboli, které
si jsou podobné. Pro minimalizaci tohoto problému byla pro nacitani trénovaci datové
sady pridana ndhodnd augmentace obrazku jednotlivych komponent a také supervize nad
casti enkodér, kterd by méla pomoci vést uceni modelu extrahovat vizudlni priznaky. Obé
tyto rozsiteni prinasi zvyseni Uspésnosti rozpoznani vyrazi, jak bylo pro supervizi nad
konvoluéni sif ¢asti enkodér zjisténo v rdmci experimentu popsaného vyse. Ukazky chybné
rozpoznanych podobnych symboli jsou na obrazcich 6.5.

P1i ruéni kontrole rozpoznavani bylo také zjisténo, ze problematickym mistem je kla-
sifikace prvniho uzlu generovaného vystupniho grafu. Pii vytvoreni tohoto uzlu jsou jeho
hodnoty inicializovany nulovym vektorem a neexistuji zddné sousedni uzly grafu, které by
mohly ovlivnit attention koeficienty do vystupniho grafu. Casto je tak tento prvni uzel
chybné klasifikovan jako jeden z nejfrekventovanéjsich symbolta v datové sadé, napiiklad
zlomek \frac.

6.5 Shrnuti vysledkii

V provedenych experimentech bylo ukazano, ze dodatecnd supervize nad konvolucéni siti
enkodéru modelu vede ke zlepseni vysledki rozpoznani. Supervize nad grafovou siti enko-
déru naopak v provedenych experimentech vedlo ke zhorseni. Dale bylo zjisténo, ze pouziti
Beam search prohledavaciho algoritmu pri generovani vystupniho grafu vede opét ke sni-
zeni tispésnosti rozpoznéavaci schopnosti modelu. Byly také testovany tti varianty dekodéru
neuronové sité a z experimentd vyplyva, ze vyssich vysledkt dosahuje vétsi neuronova sit
z hlediska poctu vrstev grafové sité i velikosti priznakovych vektori. Nésledné byly dis-
kutovany nékteré z problému navrzeného modelu pri rozpoznavani matematickych vyrazi,
konkrétné chybna klasifikace symboli, pred¢asné ukonceni generovani vystupnich stromi a
problematicka klasifikace korenového uzlu vystupniho grafu vyrazu.
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Model ExpRate ExpRate <1 ExpRate <2 Struktura

USTC-iFLYTEK 77.15 86.82 88.99 89.49
PAL 71.23 80.31 82.65 83.82
TUAT 24.10 35.53 43.12 43.70
Zde navrzeny model 13.34 18.04 24.68 34.18

Tabulka 6.4: Porovnani uspésnosti zde navrzeného modelu s nékterymi pristupy, které se
ucastnili soutéze CROHME 2019. VsSechny vysledky byly ziskdny na testovaci sadé data-
setu CROHME 2019. Vsechny uvedené hodnoty jsou v procentech (%). Sloupec struktura
oznacuje procentudlni zastoupeni vyrazl se spravnou strukturou generovaného SLT grafu.
Zdroj [21].

Srovnéani s existujicimi modely Soutéze CROHME 2019 [21] se zuc¢astnila fada pii-
stupu, které dosahuji vyrazné lepsich vysledku, nez zde navrzeny model. Prehled tispésnosti
nékterych z téchto modeld v porovnani se zde navrzenym je obsahuje tabulka 6.4. Modely
USTC-iFLYTEK a PAL dosahly celkové nejlepsich vysledki. V pripadé USTC-iFLYTEK
se jedna o enkodér-dekodér architekturu pouzivajici konvolucni sif typu DenseNet pro zako-
dovani do vnitini reprezentace a rekurentni dekodér. PAL pouziva tzv. Adversarialni uceni
pro natrénovani enkodér-dekodér s konvolu¢nim attention mechanismem. Model oznaco-
vany TUAT dosahuje nejhorsi tspésnosti ze zicastnénych reseni. K feseni pouziva enkodér-
dekodér architekturu obsahujici konvolué¢ni sit a dvousmérnou LSTM vrstvu v ¢asti enkodér
a rekurentni LSTM dekodér s attention mechanismem.

V porovnani se vSemi vyse uvedenymi feseni dosahuje zde navrzeny pfistup horsich vy-
sledku. Vliv na tento rozdil muze mit napiiklad i vyssi pouzité rozliseni vstupnich obrazki,
které je u modelu USTC-iIFLYTEK a PAL 1000 x 1000 pixeli. U vSech uvedenych feseni
byla také provadéna rozsahla iprava vstupnich dat a rozsireni trénovaci daty. U feseni PAL
autori uvadi vyslednou trénovaci datovou sadu obsahujici 310 000 matematickych vyrazi.
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Kapitola 7
Zaver

Cilem této prace je vytvoreni nastroje pro automatické rozpoznavani ru¢né psanych mate-
matickych vyrazi z jejich obrazka. Na zakladé nastudované literatury byla zvolena architek-
tura typu kodér-dekodér vyuzivajici grafové neuronové sité k rozpoznavani ruc¢né psanych
matematickych vyrazu z online dat, tedy sekvence tahu elektronického pera, jako zaklad
pro nasledné navrzené feseni pro rozpoznavani matematickych vyrazi z jejich obrazki.
Toto Teseni pouziva grafovou konvoluéni neuronovou sit jako enkodér pro vytvoreni vnitini
reprezentace matematického vyrazu z grafu, sestaveného nad segmentovanymi komponen-
tami vstupniho obrazku. Struktura tohoto grafu odrazi vzdjemnou viditelnost extrahova-
nych komponent z obrazku. Nasledné pomoci dekodéru vyuzivajiciho grafovou neuronovou
sit a attention mechanismu generuje vystupni reprezentaci vyrazu v podobé Symbol Layout
Tree grafu, ktery je néasledné transformovan do zapisu v jazyce LaTeX.

Navrzeny model byl nasledné implementovan. K jeho trénovani a vyhodnoceni byla pou-
zita datova sada CROHME 2019, publikovana v ramci stejnojmenné soutéze v rozpoznavani
matematickych vyrazi.

Béhem experimenti s neuronovou siti byly porovnany tii varianty s rozdilnym pocet vrs-
tev grafové neuronové sité v ¢asti dekodér a riznou velikosti priznakovych vektort. Nejvyssi
uspésnosti rozpoznani matematickych vyrazi bylo dosazeno s nejvétsi testovanou variantou
sité, se tremi vrstvami grafové sité. Poté byl prozkouman vliv dodatec¢né supervize nad vy-
stupy enkodéru sité, konkrétné nad vystupy konvoluéni neuronové sité pouzité pro extrakci
vizualnich priznakti z obrazkt vstupnich komponent a grafové sité pouzité pro vytvoreni
vnitini reprezentace. Supervizi nad vystupy konvolu¢ni sité bylo dosazeno vyssi dspésnosti
rozpoznavani vyrazi. U vystupt grafové sité naopak doslo ke snizeni. V poslednim expe-
rimentu byl vyhodnocen prinos pouziti paprskového prohledavani, tedy algoritmu Beam
search pri generovani vystupni reprezentace vyrazu v podobé Symbol Layout Tree grafu.
Zavedeni tohoto algoritmu ovSsem vedlo ke sniZeni tirovné presného rozpoznani vyrazi o 3%,
tedy ExpRate.

Vysledky navrzeného feseni byly nasledné porovnany s existujicimi metodami pro roz-
poznéavani ru¢né psanych matematickych vyraza z obrazki. V porovnani s témito resenimi
dosahuje navrzené feSeni o 11% piesného rozpozndni vyrazu horsi tspésnosti. Uspésnost
zde navrzeného feSeni je 13.34% ExpRate, tedy presného rozpoznani vyrazu.

V ramci dalsi prace by mohla byt architektura doplnéna o oddéleny modul pro klasi-
fikaci symbolt vstupniho vyrazu. Stavajici ¢ast modelu by poté generovala vystupni graf
se substituovanymi symboly, které by do vysledku nasledné byly injektovany.
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Priloha A

Obsah DVD

Obsah DVD, které je soucasti této prace:
o dataset/ - adresai s datovou sadou a souvisejicimi soubory

— data/ - obsahuje komprimovanou datovou sadu CROHME 2019 [21]
— tools/ - obsahuje oficidlni vyhodnocovaci nastroje soutéze CROHME 2019 [21]

o source__codes/ - adreséar se zdrojovymi kédy

— configuration/ - vzorovy konfigura¢ni soubor aplikace

— src/ zdrojové kédy aplikace
o text__source/ - adresaf obsahujici soubory potfebné k sestaveni tohoto dokumentu

o video/ - adresaf s videem stru¢né shrnujicim tuto préci
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