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Abstrakt

Cilem této prace je pfiblizit problematiku fraktdli. Nejprve zde jsou uvedeny zdklady
fraktalni geometrie a dale jsou postupné vysvétleny a na ptikladech demostrovany nékteré
typy fraktalia. Pro snadnéjsi pochopeni vSech typu fraktali byla vytvorena graficka aplikace
dostupnd na webu, ve které si uzivatel muze vyzkouSet vlastnosti a chovani jednotlivych
fraktala.
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komplexni rovina, grafické uzivatelské rozhrani

Abstract

The target of this work is to explain basics of fractals generation and theory. The introdac-
tion to the fractal geometry is mentioned first. Certain types od fractals are explained and
demostrated by examples next.For easier understanding of all mentioned types of fractals
a grafical aplication was designed where it is possible to experience fractals characteristics
and behaviour. The aplication is available on the internet.
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Kapitola 1

Uvod

Problematika kolem fraktali je velice rozsdhlé odvétvi, které v této dobé zaziva veliky
rozvoj. OvSem tento rozvoj, stejné jako na zacitku jinych védnych odvétvi, je spise v
fadach domaéacich kutill, védet a lidi zajimajicich se o grafiku. Z mych vlastnich zkusenosti
vyplyva, ze pro Sirokou verejnost i pro vétsinu studentt na technickych skolach jsou fraktaly
bud’ naprosto nezndmé oblast nebo o ni maji jen velice matné a nékdy i velice zkreslené in-
formace. Hlavnim cilem této préce je tedy nastinéni zakladnich oblasti tykajicich se fraktalu
vefejnosti a dale demonstrace vsech zakladnich druht fraktélu.

V kapitole (2) je celkem podrobné popsand fraktalni geometrie [5] a vSechny jeji zdkladni
oblasti, které jsou pro pochopeni chovani fraktaliu potiebné. Bez téchto znalosti neni mozné
pochopit, jak se jednotlivé druhy fraktali chovaji ani vykresluji na pocitaci.

V 3. kapitole jsou postupné vysvétleny viechny ¢tyti zdkladni typy fraktdla a u kazdého
typu jsou uvedeny a popsany jednotlivé piiklady fraktalnich obrazcta. U vétSiny piikladu
je uveden i obrazek nebo vice obrazki, pro vétsi pochopeni toho, jak se konkrétni fraktéal
chova.

V kapitole (4) je prezentovana samotnd aplikace, kterd byla soucasti této prace. Aplikace
je rozdélend na demonstracni a teoretickou ¢dst, kde v demonstraéni ¢dsti si uzivatel muze
vybrat konkrétni fraktal, ktery chce zobrazit a ddle s nim muze pracovat a v teoretické ¢dsti
se dozvi veskerou teorii, kterd je pro pochopeni chovani fraktalu potiebna.

Posledni kapitolou (5) je zaveér, kde je celd prace zhodnocena a je zde i uveden mozny
budouci rozvoj aplikace.



Kapitola 2

Fraktalni geometrie

Fraktaly jsou velice Siroky pojem, ktery zasahuje do velkého mnozstvi jinych védnich
odvétvi. Fraktaly maji spoustu podob, jsou vSude kolem néas a obsahuji v sobé samotny
princip naseho svéta. Pro ¢lovéka neznalého problematiky (ale i pro védce ktery se jimi
zabyva uz léta) jsou to izasné obrazce, které maji nepochopitelnou, ale krasnou strukturu.
Jejich zdanliva nepochopitelnost, ale ma sva pravidla a ty je potifeba pfed pochopenim
samotnych fraktalu znat. Obycejné predméty jako je stul nebo zidle se daji popsat pomoci
jednoduchych dtvaru (étverec, usecka), pricemz tyto utvary jsou definované pomoci staré
fecké euklidovské matematiky. Fraktdly se ale pomoci této geometrie popsat nedaji. Pos-
tupem casu bylo zjisténo, ze pro jejich vysvétleni je potfeba vytvorit novy védni obor —
Fraktdlni geometrii [5]

2.1 Historie

Fraktalni geometrie je samostatna a dnes jiz pomérné rozsahla védni disciplina zasahujici
do mnoha dalsich oboru, kterd je intenzivné rozvijena zhruba od Sedesatych let minulého
stoleti. Jak je vidét, je to pomérné hodné mlada disciplina, ale jeji zaklady byly polozeny
jiz ddvno. Ostatné, fraktdly jsou uz odneddvna vidét vSude, kam se jen podivame. V okolni
Zivé i nezivé prirodé. Mnoho védcu a také umeélcu se pokouselo definovat, co je to fraktél, ale
to se podafilo az francouzskému védci polského ptuvodu Benoit B. Mandelbrotovi. Ten jako
prvni matematicky definoval pojem fraktdl [7] a je tak pravem povazovén za zakladatele
fraktalni geometrie.

Protoze velkd ¢ast fraktala je vyuzivana v pocitacové grafice a fraktdly lze nejlépe popsat
jako geometrické objekty, 1ze fraktdl nejjednoduseji definovat jako nekonecéné élenity dtvar .
Pro vysvétleni pojmu nekoneéné ¢lenity utvar je tieba definovat pojem geometricky hladkij
dtvar, ktery je jistym zpusobem pravym opakem utvaru nekoneéné ¢lenitého.

2.2 Geometricky hladky utvar

Bézna télesa, ale pfedevsim umélé ttvary v nasem okoli se daji popsat nebo zobrazit pomoci
ur¢itého poctu parametru, které tato télesa z hlediska jejich tvaru plné charakterizuji. Pro
zékladni geometrické tvary, napiiklad krychli, kouli, valec, pfimku, tsecku, zndme vzorce,
diky nimZz muzeme vypocitat napiiklad délku, plochu nebo objem. Samoziejmé, ze vysledek
je pokazdé stejny, at uz poéitdme v jakychkoli jednotkéach. Je nepodstatné, zda je polomér
koule zadany v milimetrech nebo metrech. Po pfevodu jednotek se vysledek nezméni. Vlast-



nost, kterou maji vechny tyto dtvary spole¢nou, je jejich dimenze. Tzn. pocet rozméru,
kterymy lze dany predmeét definovat. Napiiklad tUsecka ma dimenzi 1, protoze na urceni
presné pozice bodu leziciho na ni sta¢i pouze jeden parametr, a to jeho soufadnice. Stejné
tak jakakoli hladka plocha mé dimenzi 2, téleso dimenzi 3. Je ale potfeba upozornit na
fakt, ze i kdyz ma tseCka dimenzi 1, neznamena to, Ze je zobrazovana v jednorozmérném
prostoru. Dimenze jen udava pocet parametru potiebnych k uréeni bodu na tsecce.

2.3 Nekonecné clenity ttvar

Pro bézné predméty vystaéime z dimenzemi 0, 1, 2 a 3. To znamena, Ze dimenze je
prirozené ¢islo. Jenze pro vétsinu predmétt vyskytujicich se v prirodé s témito dimenzemi
nevystac¢ime. Jako piiklad mohu uvést biehy potoku nebo pobiezi ostrovu. Uvedeny piiklad
se redlné vyskytl pii kartografickém méreni pobiezi Bretané. L. F. Richardson jako prvni
zjistil, ze délka pobiezi, kterou naméfil, je zavisla na délce méridla, které na odkrokovani
pobiezi pouzil. Kdyz si vezmeme mapu néjakého ostrova a budeme chtit zmérit délku jeho
pobfezi, pouzijeme napiiklad kruzitko, pomoci kterého odkrokujeme cely obvod ostrova a
po prepoctu na méfitko skuteéné dostaneme vyslednou délku. Pokud ale pouzije presnéjsi
mapu a provedeme stejny pokus, vysledek bude jiny. Namérena délka bude vétsi. Protoze
pri pouziti presnéjsi mapy se objevili podrobnosti pobiezi ostrova, které na predchozi mapé
nebyli patrné. Takto bychom mohli postupovat do nekonecna, stale méfit s vétsi presnosti
a délka by byla stale vétsi a vétsi. Z toho vyplyva ze objekt ostrova méa nekoneénou délku,
ale pfitom konecny obsah.

Richardson tak naprosto empiricky bez jakychkoli matematickych dukazu odvodil vztah

K = N(e)eP

kde K znaci délku celkového pocétu N(g) tseéek nutnych k aproximaci (tj. nejtésnéjsimu
pokryt{) dané kiivky. Délka pobtezi se ukdzala byt zavisla na konstanté D, jejiz vyznam
si vsak Richardson nedokdazal vysvétlit. Az Benoit B. Mandelbrot dokézal souvislost mezi
touto konstantou a Hausdorffovou-Besicovicovou dimenzi[7].

2.4 Hausdorffova-Besicovicova dimenze

Délka geometricky hladké kiivky, kterd mé topologickou dimenzi rovnu jedné, je pti ruznych
meéritkach stéle stejna. Délka pobfezi (coz je také kiivka s topologickou dimenzi rovnou
jedné) se pii zmensovani méfitka bude neustdle prodluzovat az do nekonecna. Pobfezi je
tedy plosné vétsi nez hladka kiivka. Nevyplnuje ale celou rovinu. Jeho “prava” dimenze
je tedy vétsi nez topologicka dimenze hladké kiivky, ale zaroven je mensi nez topologickd
dimenze roviny (ta je rovna dvéma). Z toho plyne, ze dimenze pobiezi nemuze byt celé ¢islo
a obecné je nazyvana fraktdlni dimenzi.

Objekty s necelofiselnou (fraktdlni dimenzi) se tedy daji povazovat za fraktalni objekty.
Po svych objevitelich je dimenze fraktalnich objektt nazyvana Hausdorffova-Besicovicova
dimenze.[7]

Rozdil mezi fraktalni a topologickou dimenzi urcuje, jak ¢lenity dany utvar je. Kdyz
se hodnoty téchto dimenzi budou lisit velmi maélo, objekt bude jen malo ¢lenity. Bude-li
fraktalni dimenze znaéné vétsi nez dimenze topologickd, bude objekt hodné ¢lenity.

Tyto rozdily mezi fraktalni a topologickou dimenzi vyuziva asi nejznaméjsi definice
fraktalu, kterou definoval Benoit B. Mandelbrot [7].



Fraktdl je mnoZina ¢i geometricky utvar, jehoZ Hausdorffova-Besicovicova
dimenze dimenze je (ostre) vétsi nez dimenze topologickd.

2.5 Vypocet fraktalni dimenze

Pojem fraktalni dimenze jsme si vysvétlili v pfedchozim oddile 2.4. Ale bude ndm k ni¢emu,
kdyz nebudeme védét jak ji spocitat. Vypocet topologické dimenze je snadny: pocet parametru
potiebnych pro jeji popis.

vvvvvv

prikladech .

2.5.1 Useéka

Nejjednodussim piikladem vypoctu je usecka jednotkové délky. Usetku si rozdélime na
N dilu. Toto rozdéleni odpovidé tomu, jako bychom se na tusecku podivali N-ndsobnym
zvetSenim. Méfitko nové tsecky je tedy:

e=1/N (2.1)

€ - métitko, N - pocet dila, na které se usecka rozdélila. Pro Hausdorffovu dimenzi D obecné
plati:
NeP =1 (2.2)

Dimenzi D tedy vypocitame nasledujicimi upravami:

NeP = 1
log NeP = log1
log N+ Dloge = 0
Dloge = —log N

D = log N/log(1/¢)
D = log N/log N
D =1

Topologickd dimenze tsecky je rovna jedné, stejné jako vypocitand fraktalni dimenze.
Usecka tedy neni fraktal.

2.5.2 Kochova kiivka

Stejny postup lze aplykovat i na nejjednodnodussi fréktal na plose — Kochovu krivku (3.15).
Pii kazdé iteraci se délka kazdé hrany zmensi na tfetinu (¢) své puvodni hodnoty a délka
kiivky se zvetsi ctytikrat (V).

e=1/3 , N=4

Fraktalni dimenze Kochovy kfivky je pak:
D =1log N/log(1/e) =log 4/log 3 = 1,2618595.

Topologicka dimenze Kochovy kiivky je rovna jedné, frakalni je vétsi. Z toho vyplyva, ze
tato kfivka je fraktalem.



2.6 Sobépodobnost

Dalsim dulezitym pojmem, ktery se pii popisovani abstraktnich matematickych fraktalu i
piirodnich utvara s fraktdlni strukturou pouzivd, je sobépodobnost, nebo také invariance
vuci zméné méritka [6]. Sobépodobnou strukturu je mozno rozlozit na struktury, z nichz
kazdé je zmensenou kopii originalu. Napiiklad ¢tverec 1ze slozit z libovolného poétu mensich
¢vercu. Klasickym piiklad sobépodobnosti je napiiklad snéhovd viocka (viz oddil 3.3.3).

2.7 Sobépribuznost

Naprosta vétsina fraktalnich utvaru nespliuje podminky sobépodobnosti. Ty spliiuji jen
uméle vytvorené fraktalni struktury. Vétsina fraktali je tedy pouze sobépribuznd. To zna-
mena, ze pii zméné méiitka fraktal nevypada stejné jako celek, ale pouze podobné. Sobéptibuzné
jsou prakticky vSechny fraktalni tvary, které se vyskytuji v pfirodé. Dochéazi zde totiz k
urcitému zkresleni, které je zpusobené nidhodou a vSudypiitomnymi fyzikdlnimi zdkony.
Mezi typické predstavitele sobépiibuznych fraktalu patii napf. mraky, feky, hory nebo
kofeny stromu.

2.8 Atraktor

Atraktor (attractor) systému je mnozina stavu, do kterych systém smétuje. Napiiklad pro
realné kyvadlo plati, ze atraktorem je stav, kdy se pfestane houpat. Naproti tomu atrak-
torem pohybu planety (Zemé) je uzaviend elipsa. Nékteré systémy se ale do kone¢ného stavu
nikdy neustdali. Tyto systémy maji tzv. podivny atraktor a tento atraktor vykazuje fraktdlni
chovani. U nékterych systému se piimo vykresluje praveé jejich atraktor. Rozezndvame tedy
t¥i druhy atraktoru:

e Bodové
e Periodické (cyklické)

e Podivné



Kapitola 3

Typy fraktalu

Kvuli systematicnosti se ve fraktalni geometrii po urcitém ¢ase zacali rozliSovat jednotlivé
typy fraktali. Jednotlivé druhy pak maji podobné nejzakladnéjsi charakteristiky a generuji

se podobnym (stejnym) zpusobem. Toto rozdéleni bylo zavedeno i z duvodu odlisné pouzitelnosti
jednotlivych typu. Fraktédly se podle nejobecnéjsiho méiitka déli na étyfi skupiny:

e Dynamické systémy
e Systémy iterovanych funkei (IFS)
o L-systémy

e Stochastické (ndhodné) systémy

3.1 Dynamické systémy

Dynamické systémy [1] tvori kategorii fraktélu, kterd mé v technické praxi nejvétsi up-
latnéni. Dynamicky systém je matematicky model, ktery je zévisly na néjaké proménné (
napf. na ¢ase). Vychdzi z pocatec¢nich podminek a je jimi determinovén. Je popsén soustavou
diferencidlnich rovnic, které popisuji zménu systému v case. Stav systému v libovolném case
je potom reprezentovan stavovym vektorem, ktery lezi ve stavovém prostoru dynamického
systému. Stavovy vektor jsou vlastné vysledky vSech rovnic, které systém popisuji a stavovy
prostor je mnozina vSech stavovych vektori, kterych systém muze nabyvat. Zména stavu
systému se pak déje provedenim diferencidlnich rovnic, které systém popisuji a nahrazenim
starého vektoru vektorem novym.

3.1.1 Dynamicky systém se zpétnou vazbou

dynamicky systém se zpétnou vazbou. Zpétnou vazbu si muze vysvétlit priblizné takto:
Vystup systému, ¢i jeho ¢ast (tzn. stavovy vektor), je znovu piiveden na vstup tohoto
systému. To znamenad, ze aktualni stav systému je pfimo zavisly na stavu predeslém. Tento
jednoduchy princip je ndzorné vidét na nasledujicim obrazku (3.1).
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Obrézek 3.1: Dynamicky systém se zpétnou vazbou.

3.1.2 Dimenze a dynamické systémy

Jak uz jsme si fekli, existuje nekoneény pocet dimenzi. My si dokdzeme predstavit ale jen
prvni tii. Pocet dimenzi tizce souvisi s poctem rovnic, které jsou pro dynamicky systém
potieba. Tzn. pro jednu dimenzi je potieba jedna proménnd, kterd se méni a ta je potiebna
pro jednu rovnici. Dynamické systémy se tedy daji rozdélit na:

e Jednodimenzionalni dyn. systémy
e Dvojdimenzionalni dyn. systémy

e Vicedimenziondlni dyn. systémy

3.1.3 Jednodimenzionalni dynamické systémy

Tyto systémy jsou nejjednodussi a proto i nejsnazsi pro pochopeni. Zde budou uvedeny
ty nejzajimavéjsi, na kterych bude vysvétleno, jak se principy téchto systému ve fraktalni
geometrii daji pouzit. VSechny tyto systémy jsou velice citlivé na pocateén{ podminky a
maji podivni atraktor (viz sekce 2.8).

Verhulstuv proces

Pii studiu populaéniho rustu v uzavieném prostoru (napi. pocet ryb v rybnice) bylo zjisténo,
ze populacéni rist v jednom roce je ptimo zavisly na rustu v roce predeslém. Je zde vidét
ziejma analogie s principem zpétné vazby dynamického systému. Populaéni rist klesa jak-
mile populace dosdhne urcité hodnoty (mélo prostoru, nedostatek jidla) a stoupa pokud je
jidla i prostoru prebytek. Tento dynamicky proces je vSeobecné oznacovan jako Verhulstuv
proces a popisuje ho vzorec:

Tnt1 = G x Ty x (1 — xp) (3.1)

kde G, je velikost rustu a x,, je pocet jedincu. Zajimavé je, ze pii ruznych velikostech rustu
se systém chova dosti odlisné.



. Pokud je G, mensi nez 300 %, systém se postupné ustali do jednoho bodu. Tzn.
ze populace se po urcité dobé zastavi na néjakém poctu a v ném zustane. Systém
takzvané konverguje do jednoho bodu a tento bod je jeho atraktorem.

. Pokud je G, presné 300 %, populace se bude kazdy rok pravidelné ménit mezi dvéma
hodnotami. Které budou stale stejné a budou piiblizné stejné vzdalené od prumérné
populace. tyto dvé hodnoty jsou atraktorem systému, ktery je periodicky.

. Pro nékteré dalsi hodnoty dochézi také periodickému opakovani, ale perioda uz neni
2 roky, ale vice. Napf. 4, 8, 16 atd. Dochéazi k takzvanému zdvojovani period. Napf.
pro 4-periodu je to 345 %.

. Nejzajimaveéjsi je ale posledni moznost, ktera uz vykazuje fraktalni chovani. Pokud je
velikost populace veétsi nez 357 %, systém se stava chaotickym. Velikost populaci je
nepiedvidatelnd a nikdy se neustali na néjaké hodnoté. V tomto piipadé méa systém
podivny atraktor.

Logisticka mapa

Verhulstiv proces je mozné velmi snadno zobrazit na plosném grafu. Piimym zobrazenim
funkce f(x) popisujici proces ziskame logistickou mapu. Pro rizné hodnoty G, bude mapa
vykazovat pfesné to chovani, které bylo popsano vyse. Pfi zméné pocatecniho poctu pop-
ulace x,, se vysledek zméni jen kdyz je systém chaoticky. Nésledujici grafy na obrazku 3.3
nazorné vse demostruji.

v WV m e
o WAV

Obrézek 3.2: Logistickd funkce s a) bodovym, b) periodickym, ¢) podivnym atraktorem.

Bifurkaé¢ni diagram

7, ptimého zobrazeni pomoci logistické funkce neni jasné patrné, pii jakych pocatecnich
podminkach je systém stabilni, kdy dochazi ke zdvojovani period a pro jaké hodnoty nastava
chaotické chovani systému. Pro ndzornéjsi predstavu se pouziva bifurkacni diagram, ktery
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zobrazi v8echny stavové prostory pro vSechny hodnoty jedné proménné najednou. Na hori-
zontalni osu (z) jsou naneseny hodnoty proménné (Gr) a na vertikdlni osu (y) jsou naneseny
vSechny stavy (stavovy prostor), kterych systém nabyva pro urcity pocet kroku.

Obrazek 3.3: Bifurka¢ni diagram pro kladné hodnoty G,.

3.1.4 Dvojdimenzionalni dynamické systémy

U 1D systému byla vyzualizovana jejich mapa. Pro vybrané dynamické systémy s podivnym
atraktorem je vyhodné zobrazovat jejich orbit. Orbit je obraz stavového prostoru systému
(mnozina vSech stavu, které systém pro urcity pocet iteraci nabyva) ve dvojdimenziondlnim
prostoru. Pro vykresleni orbitu do roviny (2D) je pouzit velmi jednoduchy algoritmus platny
pro vSechny dalsi ptiklady.

Zjisti pocate&ni hodnoty systému x0, yO

Zjisti pocet iteraci

Zjisti hodnoty vSech parametru pO ... pn

for (n=0 to pofet_iteraci) do
x(n+1)=f1(xn, yn, pO0 ... pn)
y(n+1)=£f2(xn, yn, pO ... pn)

vykresli_bod(x(n+1), y(n+1)) do plochy

Tento algoritmus je sice naprosto jednoduchy, nicméné pro nékteré nezasvécené mohou
byt néktera slova neznama. Tak se ho pokusim vysvétlit i slovné.

Nejprve je nutné si uréit poc¢ateéni podminky proménnych nutnych pro vykresleni.Dale
je tieba doptedu vedét kolik iteraci (stavi) systém bude mit. Vzhled vétsiny obrazcu, které
si zde ukézeme, se d4 vice ¢i méné ménit pomoci parametru, se kterymi se pak pocita
pii provadéni dil¢ich diferencidlnich rovnicich. Kdyz jsou vSechny potfebné véci znamé, je
mozné zacCit s vypoctem. Algoritmus pocitd stdle dokola dif. rovnice, dokud pocet cyklu
nedosahne stanoveného poctu iteraci. V jednom cyklu jsou pocitany rovnice vzdy pro jeden
stav systému, kde v kazdé rovnici se mohou vyskytovat hodnoty predeslého stavu (zpétna
vazba) a ddle parametry, které ur¢itym zpusobem méni vzhled vysledného obrazce. Na konci
kazdého cyklu se vykresli bod do roviny, kde jeho soufadnice tvoii vysledky dif. rovnic (tzn.
hodnoty jednoho stavu).
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Z toho vyplyva, ze kazdy bod (pixel) obrazce znazornuje jeden stav systému a cely
obrazec pak tvoii stavovy prostor. Pokud by systémy, které se takto zobrazuji, méli bodovy
nebo periodicky atraktor, vysledkem by byl pouze jeden bod, nebo vice v piipadé zdvo-
jovani period. Ale protoze tyto systémy maji podivny atraktor, vysledkem je nékdy mozna
nudny ale vétsinou velice zajimavy obrazec. Zde je jasné patrnd vlastnost téchto fraktalnich
systému: I kdyz se na prvni pohled muze zdat, ze systém je naprosto chaoticky, po zobrazeni
jeho orbitu je vidét, ze tento chaos m4 svuj poradek.

Henonuv atraktor

Patii mezi jeden z nejjednodussich 2D dynamickych systémii s podivnym traktorem. Rovnice
potiebné k jeho zobrazeni odvodil Michel Henon pii studiu pohybu astronomickych téles.
Vzorec:

Tpt1 =14+ yn — aa:i xo = 0.0
Yn+1 = bxy 7o = 0.0

Vysledkem je komplikovany, i kdyz trochu nudny, obrazec pfipominajici eliptické drahy
astronomickych téles. Jeho Hausdorffova dimenze je rovna 1,261.

Obrézek 3.4: Henénuv atraktor.

Gingerbreadman

Velice zajimavy je i tento obrazec. Vzorec pro jeho vypocet je také velice jednoduchy:

Tnt1 =1 —yn + |2p] rg = —0.1
UYn+l = Tn 1o = 0.0
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Obrazek 3.5: 2D dynamicky systém Gingerbreadman.

Dynamicky systém kamtorus

U tohoto dynamického obrazce se nevykresluje pouze jeden orbit ( stavovy prostor pro
urcité pocateéni podminky), ale celd sada na sobé nezévislych orbitu. Vypocet kazdého
orbitu vzdy vychézi ze stejnych rovnic. Pouze se méni poc¢atecni podminky. Celé vykresleni
obrazce tedy probiha ve dvou nezavislych smyckach, kde ve vnéjsi smycce se urcuji poc¢atecni
hodnoty proménnych x a y kazdého orbitu a ve vnitini je vypocitan a zobrazen kazdy orbit
zv1ast. Viechny orbity dohromady pak tvoif vysledny obrazec. Vzorec:

Tpi1 = Tpcosa+ (22

— Ypn) Sin xo = orbit/3
Ynil = Tpsina + (22 —

Yn) COS & yo = orbit/3

Orbit zde zna¢i hodnotu, kterd se pro kazdy diléi orbit méni. Je v rozsahu pfedem
urc¢eném, napf. od 1,0 do 5,0 a postupné se méni napiiklad po jedné desetiné. V takovém
piipadé by se vykreslilo 40 orbiti do jednoho obrazku.

Obrazek 3.6: 2D dynamicky systém Kamtorus.
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Pickover

Tento systém je pojmenovan po zndmém matematikovi a fyzikovi Cliffordu Pickoverovi. Je
definovan soustavou tii diferencidlnich rovnic:

Tpe1 = sin(a-yn) — 2z, cos(b- xy)
Ynt1 = 2zn sin(c-xzy) — cos(d - yy)
Zne1l = sinzxy,

pocatecni podminky:
LI,’O:y():Zo:0.0

Kde parametry a, b, ¢, d urcuji vysledny vzhled obrazce s pocateé¢nimi hodnotami xg, yg a
zp. Tento systém je tvofeny soustavou 3 rovnic. To znamend, Ze je idealni pro zobrazeni v
prostoru (3D). Nastésti je mozné systém zobrazit i v roving, a to tak, ze vynechdme posledni
z-soufadnici. Ve vypoctu ale 3. rovnice chybét nesmi. Protoze na vysledku posledni rovnice
je zavisly dalsi stav systému.

U Tohoto systému barva pixelu neodpovida provedené iteraci, jak tomu bylo v piredeslych
pripadech, ale na aktudlni pozici se pouze zvysi intenzita (svétlost) toho pixelu. Tzn. ze
¢im castéji je vysledkem vypoctu jeden pixel, tim vySsi intenzitu mé. Pokud ale tohoto
efektu chceme dosdhnout, musime provést fddové stovky tisic az miliony iteraci. Coz ma
samoziejmé za nasledek delsi dobu vypoctu. Nasledujici obrazek 3.7 demonstruje tento
systém. Bylo u nej pouzito 900 000 iteraci.

Obrazek 3.7: 2D dynamicky systém Pickover.

14



3.1.5 Mapy dynamickych systému vykreslované v komplexni roviné

Asi nejzajimavéjsi a nejznaméjsi obrazky s tematikou fraktdlu byly vytvotreny vizualizaci
dynamickych systému v komplexni roviné. Az do této chvile se u dynamickych systému
zobrazovali jejich orbity. U nésledujicich piikladii se budou zobrazovat jejich mapy. Mapu
predstavuje rastrovy obrézek, ve kterém barva kazdého pixelu (bodu) odpovidd vybranému
stavu dynamického systému v bodé, jehoz soutadnice jsou do pixelu mapovany. Kazdému
pixelu tedy odpovidd komplexni hodnota s redlnou a imaginarni slozkou. Zdaleka nej-
pouzivanéjsim zpusobem vizualizace dynamickych systému v komplexni roviné je zvyraznéni
poctu iteraci, tj. poc¢tu opakovani funkce dynamického systému do té doby, nez je splnéna
néjakd predem zndméa podminka.

Vsechny déle uvedené druhy fraktdli jsou zalozeny na postupné iteraci funkce kom-
plexni paraboly.

Komplexni parabola

Funkce komplexni paraboly je dana vzorcem:
Zn41 = zZ +c
Kde z i clezi v komplexni roviné. Pokud by ¢ bylo rovno nule, je chovani systému piedvidatelné:
1. Pro zg = 1, atraktorem systému bude kruznice.

2. Pro zp < 1, posloupnost bodu by tvorila spirdlu sméfujici k nule (tedy 0 + 0i), kterd
by byla i atraktorem systému.

3. pro zg > 1, posloupnost bodu by také tvorila spirdlu, kterd by ovSem smérovala
opac¢nym smérem, tedy do nekonecna.

Pokud je ale ¢ rizné od nuly neni pro vétsinu bodu mozné zjistit, jestli vysledky funkce bu-
dou konvergovat do jednoho bodu, divergovat do nekoneéna, nebo jestli se budou periodicky
opakovat. Mnozina bodu, které nediverguji pak tvoii mnozinu s fraktdlnimi vlastnostmi -
sobépodobnosti a nezavislosti na zméné méritka.

Pro zjisténi, zda-li posloupnost z,.1 = 22 + ¢ diverguje se pouzije tvrzeni:

Pokud plati |c| <= |z| a soucasné |z| > 2, pak posloupnost diverguje.

Pomoci trojihelnikové nerovnosti pro funkci komplexni paraboly a predeslého tvrzeni se
ukazuje, ze hrani¢ni oblasti, za kterou posloupnost vzdy diverguje je kruznice o poloméru
2.0 [9].

Uvniti této kruznice neni mozné analyticky dokézat, zda posloupnost konverguje, di-
verguje ¢i osciluje. Proto je nutné provadét dalsi iterace.

Tohoto principu vyuziva algoritmus TEA, pomoci kterého se obrizky vytvareji.
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Algoritmus TEA

Algoritmus TEA (Time Escape Algorithms) [1] provadi iterace dané posloupnosti kom-
plexni paraboly az do pfekroceni hrani¢ni oblasti nebo do vycerpani maximalniho poctu
iteraci. Algoritmus pracuje tak, ze bere pod po bodu a vyuziva je jako startovni (pocatecni)
hodnoty posloupnosti. Provede piislusnou transformaci (vy¢isli rovnici paraboly) a zjisti
jestli se vypocitany bod vyskytuje uvniti kruznice. Pokud je uvnitt, nové vypocitané kom-
plexni ¢islo se pouzije pro nasledujici iteraci a opét se provadi kontrola pfekroceni. Vypocet
se opakuje, dokud nedojde k prekroceni hranice (hodnota diverguje), nebo neni vyéerpan
maximalni pocet iteraci. Pokud posloupnost nediverguje (zustane v oblasti), startovnimu
bodu se pritadi urcita, predem stanovena barva. Pokud dojde k piekroceni, iteraéni proces
se zastavi a danému startovnimu bodu se prifadi barva odpovidajici poctu iteraci, které
byly potfeba pro piekroc¢eni hranice. Jakou barvou bude piislusny bod obarven, zalezi ¢isté
na programatorovi.

Jisté se také musi pocitat s tim, ze pokud ma algoritmus nastaveny urcity po¢et maximalnich
iteraci, vypocet neni presny. Po ukonéeni iteraci by se klidné mohlo hned pfti dalsi iteraci
rozhodnout o uniku z oblasti. Proto ¢im vySsi pocet iteraci bude, tim vétsi detaily se na
obrazku budou zobrazovat.

Juliovy mnoziny

Juliovy mnoziny jsou vytvafeny pomoci jednoduchého dynamického systému zalozeného na
postupné iteraci komplexni paraboly 3.1.5 a jejich vykresleni je provddéno TEA algoritmem
3.1.5. Ttera¢éni vztah pro komplexni parabolu:

2
Zntl = 2, T C

kde z, a ¢ samoziejmé lezi v komplexni roviné. Iteracni TEA algoritmus si jako startovni

body zp bere soufadnice pixelu vysledného obrdazku namapovaného do konkrétni komplexni

roviny. Komplexni parametr c je zvolen libovolné a pro celou mnozinu je stale stejny.

Samoziejmé, ze parametr musi lezet uvniti kruznice iniku. Jinak nemd vypocet smysl.
Diky parametru c je tvar kazdé Juliovy mnoziny jiny a je jich nekone¢né mnoho.

Obrazek 3.8: pohled na Juliovu mnozinu.

16



Mandelbrotova Mnozina

Tento fraktdl je asi nejznaméjsi ze vSech a je tedy povazovan za jakysi symbol fraktalni
geometrie. Jeho autorem je francouzsky matematik Benoit Mandelbrot.

Mandelbrotova mnozina je velice blizkou pfibuznou mnozin Juliovych, je stejné jako
ony zalozena na postupné iteraci komplexni paraboly, pro své vykresleni vyuziva algoritmus
TEA a plati pro ni stejné podminky konvergence. Hlavni rozdil mezi ni Juliovymi mnozinami
je v tom, ze proménné z itera¢niho vzorce vyuziva opacné. Iteracni vztah pro komplexni
parabolu:

Zn4+1 = Z?L +c

Pocatecni hodnota zp je vzdy stejnd (nulovd) a za parametr ¢ je dosazena souradnice pixelu
(namapovaného do komplexni roviny), pro ktery TEA algoritmus hledd barvu. A naopak
pii konkrétnim vypocCtu se méni poc¢itané zn a c¢ zustava konstantni.

Protoze se pfi vypoctu mandelbrotovy mnoziny vyuzivaji vsechna ¢ (|c| < 2), existuje
pouze jedna.

Obrazek 3.9: Celkovy pohled na Mandelbrotovu mnozinu.

3.2 IFS Systémy

Nézev IFS systému je odvozen z anglického oznaceni Iterated Function System [1]. Cesky se
tento termin preklada jako Systém iterovanich funkci. Tvorba obrazku pomoci IFS systému
patii mezi generativni metody vytvéareni fraktdlu (vyslednd podoba fraktalu je postupné
generovana z néjakého vzoru). Algoritmus pro tvorbu téchto fraktdlu muze byt jak deter-
ministicky (pfesny), tak stochasticky (ndhodny).

Tento druh fraktdli mé v pocitacové grafice velké uplatnéni, kde asi nejvyznamnéjsi
postaveni zabira fraktdini komprese dat (podprobne viz [5]). Déle jsou tyto systémy pouzivany
v grafickych nastrojich a zejména ve hrach, kde slouzi ke generovani krajin.

Jednou ze zakladnich vlastnosti fraktald je sobépodobnost. Pokud je fraktal sobépodobny,
je mozné najit zobrazeni, které transformuje (mapuje) celek na jednotlivé ¢éasti. Pokud je

17



toto zobrazeni provadéno iterativné, transformace postupné konverguji (piiblizuji se) k
atraktoru fraktalu.

IFS fraktél je tedy popsan mnozinou transformaci [6]. Mezi nejcastéji pouzivané trans-
formace patii posun, zkosent, rotace a zména méritka.

Tyto transformace jsou linearni. To znamenad, ze pii aplikaci této transformace na tsecku
bude vysledkem opét usecka. Aby se zarucilo, ze atraktorem vysledného fraktalu nebude
nekonecno, transformace musi byt kontraktivni. To znamend, ze vzdalenost mezi dvéma po
sobé transformovanych bodu se bude stale zmengovat.

3.2.1 Algoritmus ndhodné prochizky (RWA)

Algoritmus ndhodné prochazky (RWA - random walk algorithm [9]) je asi nejznadméjsim
algoritmem pro generovani fraktalnich objekti pomoci systémi iterovanych funkef.

Generovani fraktalu za¢ind zvolenim nahodného bodu, ze kterého se budou provadét
nasleduji transformace. Poloha tohoto bodu nema zadny vliv na tvar vysledného fraktalu,
protoze po urcitém poctu transformaci se body stejné zacnou ptiblizovat atraktoru systému.
Poté je ndhodné vybrana jedna z transformaci, pomoci kterych se obrazec vykresluje a je
aplikovédna na bod (jeho soufadnice). Vysledkem je bod s odlisnymi souradnicemi, ktery
je poté vykreslen na plochu. Na tento bod je posléze iterativné aplikovana dals$i vybrand
transformace. Iterace probihaji tak dlouho, dokud neni dosazeno maximalniho poc¢tu iteraci.

Protoze pocatecni bod muze mit jakékoli soufadnice, nemusi lezet v atraktoru systému.
Pokud by byl tedy tento bod zobrazen, vysledny obrazec by nesplnoval fraktalni vlast-
nosti. Protoze se systém po nékolika iteracich do svého atraktoru dostane, sta¢i kdyz téchto
prvnich par bodu prosté nebude vykresleno.

Jak je z algoritmu patrné, kvalita fraktalu je piimo zavisla na poc¢tu vykreslenych bodu
(poctu iteraci). Pokud je pocet iteraci maly, vysledny obrazek bude tvofit malé mnozstvi
bodu a obrazek tedy bude Spatné viditelny. Pokud naopak bude pocet iteraci ptilis velky,
vypocet soufadnic bodu bude trvat ptilis dlouho a nékteré body se mohou i pfekryvat.

3.2.2 Transformaéni matice

V algoritmu nahodné prochézky nejsou transformace pouzivany piimo. Jejich koeficienty
jsou ulozeny do transformac¢nich matic [6], pomoci kterych se pak body transformuji. Trans-
formace je dana vztahem 3.2:

T r1 COsS¢p —r9 sint T e
w(x)_w<:c2>_<r1sin¢) 7”200519>'(x2)+<f) (3.2)
V této transformaci maji jednotlivé parametry nasledujici vyznam. Uhel ¢ urcuje otoceni
osy T, v jejimz sméru je utvar preskalovan parametrem rq a soucasné 1 urcuje thel otoc¢eni
osy ¥, v jejimz sméru je utvar preskalovan parametrem ro. Parametry e a f urcuji translaci
utvaru podle jednotlivych (neotocenych) os. Parametry x1 a 3 jsou souradnicemi transfor-
movaného bodu.
Abychom takto definovand transformace mohla byt pfevedena na transformacni matici,
je potfeba ji trochu zjednodusit.
Prvky matice, ve kterych se vyskytuji goniometrické funkce (sin, cos) se nahradi kon-

stantami:
wne(2)-(: ) (2)0(5)
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Takto upravenou transformaci uz muzeme pievést.
Transformac¢ni matice, kterd nic netransformuje je jednotkova [0] a ma tvar

1 00
T=]1010 (3.4)
0 0 1
Do této matice se dosadi na spravna mista koeficienty transformace:

T =

S o e
S s
_ - o
~~
w
Ot
N~—

A pomoci této matice se pak transformuji jednotlivé body fraktalu.

3.2.3 Pravdépodobnost vybéru transformace

V algoritmu ndhodné prochazky nejsou transformace vybirany tplné ndhodné, jak to bylo
popsano v ¢asti vénujici se tomuto algoritmu, ale jednotlivé transformace jsou vybirdny s
ur¢itou pravdépodobnosti. Kazda transformace mé uréitou pevné danou pravdépodobnost
pouziti a vSechny pravdépodobnosti davaji dohromady 1. Transformace se tedy sice vybiraji
nahodné, ale nékteré transformace maji vétsi pravdépodobnost ze budou vybrany.

3.2.4 Priklady IFS systémi

Nyni budou uvedeny nékteré zndmé a zajimavé fraktély tvorené IF'S systémy. U kazdého bu-
dou vzdy uvedeny koeficienty transformaci potfebné pro jejich generovani a pravdépodobnosti
pouziti téchto transformaci.

Sierpinského trojihelnik

Tento fraktal je asi nejznaméjsi ze vSech je uveden snad v kazdé publikaci, ktera se zabyva
problematikou fraktali.

Sierpinského trojihelnik
a b c d e f o)
0.5 0 0 0.5 0 0 0.33
0.5 0 0 0.5 0 1 0.33
0.5 0 0 0.5 1 1 0.33
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Obrazek 3.10: Sierpinského trojuhelnik.

Kapradina Michaela Barnsleye

Tento fraktalni obrazec je také velice znamy a je nddhernou ukazkou toho, jak se daji

prirodni dtvary vykreslit naprosto jednoduse.

Kapradina Michaela Barnsleye
a b c d e f 9]
0 0 0 0.16 0 0 0.01
0.2 -0.26 0.23 0.22 0 1.6 0.07
-0.15 0.28 0.26 0.24 0 0.44 0.08
0.85 0.04 -0.04 0.85 0 1.6 1.0

Obrézek 3.11: Kapradina Michaela Barnsleye.
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Spirala

Na této spirale je velice dobfe patrna jeji sobépodobnost.

Spirala
a b c d e f P
0.83 -0.48 0.48 0.83 0 0 0.9
0.17 -0.1 0.1 0.17 0.2 1.0 1.0
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Obrazek 3.12: Spirala.

Krystal

Jako posledni je zde uveden fraktalni obrazec pfipominajici krystalickou strukturu nerosti.

Krystal
a b c d e f P
0.7 -0.49 -0.39 -0.66 2.15 10.31 0.75
0.09 -0.44 0.52 -0.1 4.27 2.93 1.0

'
B

Obrézek 3.13: Krystal.




3.3 L-systémy

L-systémy (Lindenmayerovy systémy [3]) jsou naprosto odlisnou skupinou nez predchozi dy-
namické nebo IFS systémy. Jsou definovany pomoci reguldrnich nebo bezkontextoviych gra-
matik. Tvorba obrazcu spoc¢iva v prepisovani fetézcu podle urcitych pravidel (gramatika).
Kazdy symbol v fetézci mé néjaky geometricky vyznam. Naptiklad nakresleni objektu, po-
sun nebo rotaci. Pomoci L-systému se velice snadno generuji objekty, které se podobaji
rostlindm, stromum, fekdm a dalsim pfirodnim ttvarum. Pokud pfepisovani symbola v
fetézci neni presné dané, ale je v ném zakomponoviana i ndhoda, vysledné obrazce vypadaji
velice realisticky.

3.3.1 Gramatiky

Abychom mohli L-systémy pochopit, je nutné védét alespon zdklady uzivani gramatik.
Gramatika je definovdna usporadanou ¢tverici symbolu:

G=I[N,) PS5
Kde:
e N je kone¢nd abeceda nontermindlnich symboli
e > je konecnd abeceda terminélnich symbolu
e P je konetnd mnozina piepisovacich pravidel ve tvaru A — B;; A€ N;B € (NUY)*
e S je ariom: neprazdna posloupnost symboli ve tvaru S € (N U >.)*

Prepisovaci pravidla mohou vypadat naptiklad takto S — aBC, B — XY, C' — a, aj.

Nontermindlni symboly jsou oznacovany velkymi pismeny a jsou urceny pro rozlozeni
pomoci néjakého pravidla na posloupnost termindlnich nebo nontermindlnich symbolu.
Terminélni symboly jsou pro pfehlednost oznactovany malymi pismeny a tyto symboly se
uz déle nerozepisuji (termindlni symbol nesmi byt na levé strané pravidla). Podle tvaru
prepisovacich pravidel se gramatiky rozdéluji na regularni, bezkontextové, kontextové a
obecné. L-systémy jsou vétsinou popsany pomoci regularnich gramatik, které jsou ale mirné
pozménéné.

L-systémy nepotiebuji terminédlni symboly, protoze pocet derivaci (pouziti pravidla) je
libovolny (dany programem) a po probéhnuti zadaného poctu derivaci se vSechny nonter-
minalni symboly stanou terminalnimi.

Tyto systémy jsou deterministické. Aby to bylo splnéno, nesméji existovat dvé pravidla
se stejnou levou stranou. Nebylo by pak mozné urc¢it které se ma vybrat.

Piiklad pouziti gramatiky
L-systém G je definovan takto:
G=|[V,P,Y9]

V={AF+,-}

p_[A—F——F
"\ FoF+F——F+F

S=A
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Pro prvni dvé derivace (pouziti pravidel) pak vypadaji takto:

A-F—-—-F——-F—>F+4+F——-F+F—--F+F——-F+F——-F+F——-F+F

3.3.2 Zelvi grafika

Zelvi grafika tvoii zékladni nastroj pro tvorbu L-systémt (obrazcii) z pouzité gramatiky.
Zékladem je takzvand Zelva, kterd je definovana svym stavem a mmnozinou akci, které muze
provadét. Stav zelvy se sklddd ze dvou éésti, z polohy Zelvy a z jeji orientace. Zelva sekvenéné
Cte Tetézec vytvoreny gramatikou a pomoci tabulky akci interpretuje jednotlivé symboly.
Kazdy symbol tedy znéazoriiuje urcitou akci, kterou zelva vykona kdyz ho nacte.

Nejcastéjsim zpusobem tvorby fraktalnich obrazct pomoci zelvi grafiky je znaceni cesty,
kudy zelva prochdzi, kdyz ¢te posloupnost fidicich symbolia. Nejjednodussi forma L-systému
interpretovaného Zelvou v plose muze pouzivat néasledujici symboly:

e ' — posun zZelvy dopfedu s kreslenim tsecky

e (G — posun zelvy dopiedu bez kresleni usecky

e B — posun zelvy dozadu s kreslenim tisecky

e + — natoceni zelvy doleva o pfedem znamy pocet stupnu

e — —natoceni zelvy doprava o predem znadmy pocet stupiu

3.3.3 Fraktalni utvary vzniklé pomoci L-systémiu
Cantorova mnozina (Cantoruv prach)

Tato mnozina je pojmenoviana po némeckém matematikovi ruského ptavodu Georg Can-
torovi a byla publikovana uz v roce 1883. Konstrukce Kantorovi mnoziny je velice jednoducha.

Mnozinu tvoif tsecka lezici v intervalu < 0,1 > . Usetka se rozdéli na tfetiny a prostiedn{
tfetina se vyjme. Zbudou tedy dvé usecky tietinové délky té puvodni.

V dalsim kroku (iteraci) se cely postup opakuje. Po provedeni nekoneéné mnoha iteraci,
vznikne mnozina bodu (use¢ek s nulovou délkou), které nejsou propojeny, protoze mezi
kazdou dvojici bodu se nachdzi mezera (s nulovou délkou).

Pomoci gramatiky je mozné Kantorovu mnozinu popsat nasledujicim zptusobem:

G=[V,P,Y95]

»_ | F—FGF
Tl G- GGG
S=F

Po ¢tytech derivacich bude posloupnost vypadat takto:

S —F — FGF — FGFGGGFGF — FGFGGGFGFGGGGGGGGGFGFGGGFGF
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1)

2)

3)

4H — — — — - — — —

5 - - S SR S

6} - --

Obrézek 3.14: Prvnich 6 iteraci Cantorovy mnoziny.

Kochova kiivka

Tento fraktalni obrazec je dilem §védského matematika Helge von Kocha, ktery jej predstavil
v roce 1904. Cely obrazec vznika nasledujicim zpusobem.

1. Tzv. inicidtorem je zde opét tsecka. Na jeji délce nezalezi.

2. Usetka se rozdéli, stejné jako v piipadé kontorovi mnoziny na tfetiny a prostfedni se
vyjme. Tato mezera se ale nahradi trojiuhelnikem. To znamend, Ze se na jejim misté
sestroji dvé stejné dlouhé ramena rovnostranného trojihelniku. Vznikne tedy lomend
cara kterd mé (v piipadé, ze thel ktery ramena sviraji je 60 stupnu) 4/3 puvodni
délky.

3. V dalsim kroku se pravidlo aplikuje na kazdou nové vzniklou isecku.

Po nekoneéné mnoha iteracich vznikne obrazec ktery je nekonecné Clenity. Jak je vidét z
obréazku 3.15, kfivka je velice ¢lenitd uz po par iteracich a je zde na 1. pohled vidét zédkladni
vlastnost fraktala, sobépodobnost. Protoze je kiivka nekoneéné ¢lenitd je i nekoneéné dlouh4.
Pritom ale zabird konecnou plochu.

Gramatika pouzitd pro vykresleni Kochovy kfivky je nésledujici:

G=[V,P,S]
V={F+ -}
P={F—-F+F—-—-F+F}
S=F

a = 60°
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VAN oY

Obrazek 3.15: Prvni 4 iterace Kochovy kfivky.

Snéhova vlocka

Autorem tohoto fraktalu je také vyse zminény Helge von Koch a je tvorba je naprosto stejnd
jako tvorba Kochovy kiivky. Jediny rozdil je v iniciatoru. Neni jim tsecka, ale rovnostranny
trojihelnik. Gramatika tedy vypada takto:

G=1[V,P,5S|
V:{F7+7_}
P={F—-F+F—-—-F+F}

S
LA L

a = 60°
3)

Obrézek 3.16: Prvni 4 iterace snéhové vlocky.

25



Hilbertova krivka

Tento fraktdlni utvar je velice vyznamny, protoze se jedna o jeden z nejjednodussich utvaru,
ktery je sice tvoren jen soustavou na sebe navazujich tsecek (topologickd dimenze je tedy
rovna jedné), ale pfitom zabird celou plochu (hausdorffova dimenze je rovna dvéma). Jeji
gramatika ma nasledujici tvar:

G=I[V.P,5]
V:{Xv}/vF:—i_?_}

p_ | X—>YF4XFX 4 FY-
1Y XF-YFY - FX+

S=X
a = 90°

Obrazek 3.17: Pata iterace Hibertovy kiivky.

Sierpinského trojihelnik

Tento utvar byl uveden jiz v piikladech IFS (3.2.4), ale pomoci L-systému ho lze sestavit
také. Gramatika pro jeho sestrojeni je nasledujici:

G =[V,P,59]
V:{X3F7+a7}

p— F— FF

" X—>++4+FXF—-—-FXF—-—-FXF++
S=FXF++FF++FF
a = 60°
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JAN AN VAN JAY VAN
A AAV AVA‘ ‘AVAA ‘AV KA VA‘ ‘A N
AVM‘A AVMVA AVA'AVA AVMVA VAVAVAVAY AVMVA AVXVA AVA'AVA

Obrazek 3.18: Pat4 iterace Sierpinského trojihelniku.

3.3.4 Zavorkové L-systémy

Ptedchozich kapitolach byli ukazany obrazce, které méli jednu spoleé¢nou vlastnost, netvorili
rozvétvené struktury. Vétsinou se jednalo jen o spojitou kiivku (kochova, hibertova). Vlast-
nost tvorby vétvicich se struktur nemohla byt splnéna, protoze zelva si neuméla zapamato-
vat svuj stav, tj. pozici v roviné a jeji orientaci. Problém se vyfesi velice jednoduse zavedeni
zasobniku, do kterého je pfi interpretaci prepisovaného fetézce ukladan stav ¢i vice stavu
zelvy. Stavy zelvy pak mohou byt kdykoli vybrany. Zelva se pak vrati na zapamatované
misto a provede danou operaci.

Aby se ale zasobnik dal pouzivat, musi se rozsifit i gramatika. Gramatika se rozsi¥i o
dva symboly:

1. [ — zelva si svuj aktudlni stav ulozi na zdsobnik.

2. | — zelva vybere ze zasobniku posledni ulozeny stav a presune se na aktudlni pozici a
provede natoceni.

Cely princip demonstruje néasledujici obrazek 3.19:

Obrézek 3.19: Demostrace pouziti zasobniku pro zelvi grafiku.

Pomoci takto rozsitenych L-systému se velice snadno tvoii rizné utvary pripominajici
rostliny, kefe a stromy. Nékteré z nich budou ukaziny v nasledujicich ptrikladech
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Binarni strom

Ukdzkovym piikladem tohoto druhu fraktalu je bindrni strom (po vice jak 10 iteracich se
ale spise podobd kvétu pampelisky). Na jeho jednoduchosti je krasné vidét funkce zavorek
a zasobniku, ktery tyto systémy pouzivaji. Jeho gramatika mé nasledujici tvar:

G=[V,P,S]

V={F.X,+ -]}

P={ X —[-FX]+FX }
S=+++FX

a = 30°

Obrazek 3.20: Sestd iterace bindrniho stromu.

Simulace keiu, rostlin a stromu

Nésledujici ptiklady uz nemaji néjaky konkrétni vyznam a jsou zde uvedeny jako ukéazky
toho, co se da pomoci L-systému vytvorit.

Obrézek 3.21: Piiklady modelu kefti.
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3.4 Stochastické systémy

Velkou ¢ast fraktalniho svéta zabiraji takzvané stochastické (ndhodné) fraktély [9].

Zatimco vSechny predchozi typy fraktalnich utvara byly v ur¢itém smyslu méfitkove sy-
metrické, tj. sobépodobné (viz oddil 2.6), pii generovani nepravidelnych fraktéla je vyuzita
nahoda. Tyto utvary jsou tedy pouze sobépiibuzné (viz oddil 2.7). Tato vlastnost davé to-
muto typu fraktdli nejlepsi moznosti pro popis prirodnich ttvari, pricemz mira, se kterou
se ndhodnost bude podilet na procesu generovani fraktala, bude vzdy ur¢ovat tvar fraktalu
a soucasné i jeho Hausdorffovu dimenzi (viz oddil 2.4).

N&ahodné fraktaly je mozné vytvaret nékolika zpusoby. napiiklad simulaci brownova
pohybu nebo metodou presouvdni stredniho bodu.

3.4.1 Simulace brownova pohybu

Simulace Brownova pohybu vytvaii fraktdlni objekt, jehoz Hausdorffova dimenze je imérna
absolutni velikosti zmény pii jednom kroku iterace. Tato metoda se pouziva napiiklad pri
generovani toku fek.

Diftizi omezena agregace

Jednou z pifmych aplikaci Brownova pohybu je difizi omezend agregace (diffusion lim-
ited aggregation [0]), oznacovand jako DLA. DLA je fyzikdlnim jevem, pii kterém rostou
napiiklad obrazce na zamrzlych sklech. V pocitacové grafice se DLA pouziva napiiklad pro
modelovani struktur a rustu koralu.

Predpokladejme, ze mame roztok, ve kterém volné plavou molekuly néjaké latky, a v
roztoku je zéroven kondenzacni jadro (oblast, ze které se zacne obrazec tvorit). Jakmile
se néktera z okolnich molekul dostatecné pfiblizi jadru, je jim zachycena a stane se jeho
soucasti. Timto zptusobem difize molekul postupné pridava nova jadra a agreguje tak novy
tvar.

Obrézek 3.22: Model obrazce na zamrzlém skle vytvotfeny algoritmem DLA.
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Simulace DLA

Princip uvedeny v pfedchozim oddile se da velice snadno simulovat.

Nejprve se vytvori castice ze kterych bude fraktal vyrustat - seminka. Na jejich poctu
a rozmisténi je piimo zavisly vysledny tvar obrazce. Poté se zatnou generovat nahodné
soufadnice Castic a tyto ¢astice se pak pohybuji po trajektorii uréené Brownovym pohybem.
Jakmile se ¢éastice pii svém pohybu dostateéné ptiblizi k jadru, je k nému pfipojena. Pokud
¢astice pfi svém pohybu opusti plochu pro vykresleni, zanikne. Generovani konci, pokud je
dosazen maximalni pocet ¢astic, které tvoii fraktal, nebo se nékterd z ptripojenych castic
dostane na okraj obrazku. Vysledek simulace je vidét na obrazku 3.22

Simulace pohybu kazdé ¢astice pomoci Brownova pohybu je ale velice narotnd na
vypocetni vykon a je tedy velice pomald. Existuje proto mnoho rozsifeni algoritmu DLA,
které tento algoritmus urychluji.

Jednou z nich je omezeni prostoru, ve kterém se ¢astice tvofi. Pokud jsou Céstice gen-
erovany naprosto nadhodné, pravdépodobnost, ze se bod dotkne vytvareného fraktalu, je
velice nizka.

Pokud chceme simulovat rust koralu, které rostou vzhturu, staci kdyz budou ¢éstice
generovany v kvadru, ktery ma siiku celého obrazku a vysku velmi malou. Tento kvéadr je
pak postupné posouvéan s rustem fraktélu (viz obrazek 3.23).

umisténi okna na konci generovini

smer posuvua okna

_______________________________ povrch zemé

Obrézek 3.23: Obdélnikova oblast, ve které se generuji ¢dstice algoritmem DLA.

3.4.2 Metoda nahodného presouvani stredniho bodu

Pravdépodobné nejznaméjsi a nejpouzivanéjsi metodou urcéenou pro generovani stocha-
stickych fraktalu je metoda nazvand Nahodné presouvdni stredniho bodu (random midpoint
displacement) [6]. Tato metoda se pouzivé pro tvorbu piirodni krajiny, povrchu vesmirnych
teles apod. Casto se také pouzivé v pocitacovych hrach a filmech.

Rekurzivni déleni tdsecky

Nejlépe se princip MDM metody vysvétluje na obycejné tsecce.

Vytvareni obrazce za¢ind na jednoduché tsecce urcité délky. U této tisecky se najde bod
lezici uprostied a posune se ve vertikdlnim sméru o urc¢itou hodnotu.Vznikne tak lomena
cara, slozend ze dvou tsecek. Pro kazdou nové vzniklou tisecku se rekurzivné aplikuje stejny
postup, dokud neni dosazeno ur¢itého poctu iteraci (viz obrazek 3.24).
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Obréazek 3.24: Prubéh postupného déleni tisecky.

Rekurzivni déleni ¢tverce

Vyse uvedené déleni tsecky je mozné aplikovat i na ¢tverec.

V8e za¢ind u obyéejného ¢tverce. Na ném se naleznou pozice stiedu vsech étyf stran,
podle kterych se najde i stfed ¢tverce. Ten se pak posune v ose Z o urc¢itou hodnotu, stejné
jako v pripadé usecky. Vzniknou tak dalsi ¢tyfi ¢tverce na které se rekurzivné aplikuje
stejny postup.

Toto rekurzivni déleni ¢tverce je mozné vyuzit jak pro vytvaieni modelu krajin, tak pro
tvorbu obrazki nazyvanych - plazma. Ctverec je zde nahrazen rastrovym obrizkem, ktery
obsahuje barvy v odstinech Sedi. Soutradnice pixelu predstavuji pozice bodu ve ¢tverci (osy
x a y) a barva pixelu znazornuje z-ovou souradnici kazdého bodu. Obrézek je délen stile
na ¢tvrtiny, na které se aplikuje posunuti stiedu, dokud se nedosdhne trovné pixelu. Zde se
rekurzivni vnofovani zastavi a obrézek se pii zpétném vraceni rekurzi obarvi (viz obrazek

3.25).

Obrézek 3.25: Model plazmy vytvofeny pomoci rekurzivniho déleni ¢tverce.
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Kapitola 4

Implementace aplikace

Ukolem této prace nebylo pouze zdkladni piiblizeni do problematiky fraktala, ale také, jak
uz z nazvu této prace vyplyva, vytvoreni grafické aplikace s jednoduchych uzivatelskym
rozhranim, kterd ndzorné demonstruje véechny podrobné vysvétlené typy fraktalu.

4.1 Systém FracViz

Nazev systému FracViz je odvozen od jeho ucelu. Tedy vizudlni vyukovy systém fraktdla.
Systém slouzi jako vyukovy nastroj. Jeho tucelem je tedy pfiblizit problematiku fraktala
siroké verejnosti a je koncipovan takovym zpusobem, aby celkem komplexni problematiku
fraktalu uzivatelé pochopili i bez vétsich technickych znalosti, které s touto problematikou
jisté souvisi. Cely system je zalozen na interaktivité s uzivatelem. Ten méa tedy moznost
meénit nejruznéjsi nastaveni a systém okamzité reaguje na zménu.

4.1.1 Popis aplikace
Po zpusténi aplikace je vidét rozdéleni aplikace na dvé zakladni ¢asti.

Teoreticka ¢ast — Tato ¢ast kapitolu po kapitole postupné vysvétluje problematiku fraktala
od téch nejzakladnéjsich véci, jakymi jsou napiiklad sobépodobnost nebo dimenze
fraktdla, pfes o néco slozitéjsi dynamické systémy, az po stochastické fraktaly, kterymi
je tutorial zakoncen.

Prakticka ¢ast — Tato je rozdélena stejné jako Cdst prvni na kapitoly a uzivatel si v
ni muze ovérovat znalosti, které mu byly vysvétleny. Kazda velkd kapitola popisuje
jeden druh fraktal, pokud je kapitola 8irsi, muze byt rozdélena i na vice podkapitol
a konkrétni piiklady fraktdlt jsou na nejnizsi drovni.

Obé ¢asti jsou v aplikaci umisténé v samostatné listé a prepinat mezi nimi se dd pomoci
kliknuti na nazev listy. Kazda lista je ddle rozdélena na dvé ¢asti. Nalevo je umistén strom
s adresarovou strukturou, pomoci kterého se prepinaji jednotlivé kapitoly a v pravé ¢éasti
je vyukovy obsah aplikace. V teoretické ¢asti je to stranka na které se zobrazuji texty s
vysvétlenim dané problematiky a v praktické ¢asti je to panel, ktery vykresluje jednotlivé
fraktaly.
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4.1.2 Prace s fraktaly v praktické casti

Jak jiz bylo Teceno, tato ¢ast se rozdéluje na dvé hlavni ¢ésti - strom s kapitolami a panel
pro vykresleni. Pokud by ovSem aplikace pouze vykreslovala dané fraktaly a neumoznovala
jejich vlastnosti ménit, uzivatel by jen tézko chapal podstatu vykreslovéani fraktélia. Cést pro
vykreslovani fraktalu je tedy rozdélena také na dvé poloviny, kde horni polovina obsahuje
samotny obréazek fraktdlu a dolni polovina je plnd vSemozného nastaveni, pomoci kterého
muze uzivatel ménit podobu fraktalu. Podrobny popis panelu je uveden v uzivatelské
prirucce na konci prace (viz dodatek refprirucka).

Prepinani teoretické a praktické casti Panel pro vykresleni fraktald

| Tvorbafraktalii | Tutorial | |

[ Fraktaly
¢ ] Dynamicke s

o= [ Realng
9 3 Kamplexni
[ MandelBrot

Strom s druhy 03 duta
- [ mandel vs Julia
fraktalQ 4 Lsystémy
[ Cantorava mnating
[ Kochova kivka
[ Snéhova viotka
D Sierpinského trojuhelnik
[ Hibertova kiivka
Y Fraktaini drak
[ stromek
¢ [ teravané s.
D Sierpinského frojuhelnik
[ Bindrni strom

Y

Panel s nastavenim

fa=

[ kapracina | Poioha | Formule | Paleta |
D Kapradina 2 2
[ spirdla J m |~| Barewna paleta:
D Spirdla 2 f |lgood = g
[ Drak 1 tom M
Y spirdini keét : vy
Y Kiystal
. . 02
D Kaligraficke Z 03
o= [ Stochastické 5. 01 <

Obrézek 4.1: Screenshot aplikace s vyznacenymi oblastmi.

4.2 Zpusob implementace

Systém byl implementovan v programovacim jazyce Java ( konkrétné ve verzi JAVA 2
SDK, Standart Edition 1.5.0 update 10). Duvodu pro¢ byl tento jazyk vybrén je vice.
Nejvyznamnéjsi je moznost zobrazit aplikace jako tzv. applet (viz [1]), ktery muze byt
umistén piimo na webovou stranku. Uzivatel si tak nemusi vibec nic instalovat a staci,
kdyz do prohlizece zadd adresu (samoziejmé musi mit nainstalovanou podporu Javy ve
webovém prohlizeci, ale to je v dnesni dobé jiz samoziejmosti). Dalsi velkou vyhodou je
nezavislost na platformé (na opera¢nim systému). Program tedy pracuje stile stejné a je
jedno jestli je spustény napiiklad ve Windows nebo Linuxu. Jazyk Java je také objektove
orientovany (viz [3]), coz umoznuje rozdélit jednotlivé ¢asti aplikace na podcasti a zabyvat
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se pouze jimi. To také velice usnadiiuje préci s grafickymi komponentami, kterych je v tomto
systému mnoho. Tyto komponenty byly implementovany pomoci grafickych knihoven AWT
a JFC Swing [1], které jsou soucésti platformy Java2SE. Celd aplikace byla vytvofena v
prostiedi IDE NetBeans. Hlavnim divodem pro vybér tohoto prostiedi byla snazsi préace s
grafickymi komponentami, kterou napiiklad prostiedi Eclipse vubec nenabizi. Vzhledem k
poctu téchto grafickych kompenent (panelu, tlacitek, textovych poli aj.) bylo nemyslitelné,
vytvéaret tyto komponenty ruéné. IDE NetBeans mi v tomto ohledu velmi pomohlo, ale
obcas praci i docela stizilo. Podpora vytvareni GUI v IDE NetBeans jesté neni na takové
urovni, jako napiiklad ve Visual Studiu.

Pro vytvaieni slozitych struktur bylo také zapotiebi pouzit jisté technologie, které s
GUI nemaji nic spole¢ného. Napftiklad celkem vélkym ofiskem bylo upravit algoritmy pro
vytvareni Mandelbrotovi a Juliovych mnozin pomoci komplexnich ¢isel. Java totiz nema
implementovanou podporu komplexnich éisel. Mél jsem dvé moznosti jak toto provést. Bud
tuto podporu implementovat, coz by pozdéji asi usnadnilo praci, ale protoze tyto algoritmy
jsou velice ndro¢né na vypocetni vykon, bylo by toto feSeni piili§ pomalé. Rozhdl jsem se
proto pro pfevod komplexnich ¢isel na redlna. Algoritmy pak sice nejsou tolik nazorné, ale
jsou mnohem rychlejsi.

Dalsi technologie, kterou bylo nutné pouzit, jsou zasobnikové automaty pro vytvareni
L-systému. Nastésti Java tyto technologie podporuje, takze s timto nebyl zadny problém.
Aby si uzivatel mohl podle libosti ménit obarveni této mnoziny, implementoval jsem systém
ktery z XML-souboru nac¢te do HaspMapy (viz [2]) vSechny barevné mapy, kde v kazdé mapé
je 255 radku a kazdy fadek predstavuje jednu barvu. Jakmile uzivatel zméni barevnou paletu
kliknutim v panelu Paleta (viz dotatek A) je z této HaspMapy nahrdna konkrétni paleta
do ttidy ColorMap, se kterou uz tiida generujici mandelbrotovu mnozinu umi pracovat.

Ostatni typy fraktali uz vyuzivaji jen obycejné v kladani pixeli do obrazku,kde barva
pixelu je bud pfrednastavend, nebo je vypoéitand na zakladé poétu dané iterace.

Jednotlivé algoritmy, které jsou pro vykresleni obrazci pouzity jsou vysvétleny v teo-
retické ¢asti aplikace.
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Kapitola 5
Zaveér

Na zavér bych chtél shrnout obsah a vyznam celé priace. Vyznam a rozsdhlost problematiky
kolem fraktédlu je tak Siroky, ze neni v silach jednoho ¢lovéka, vysvétlit do podrobna tuto
problematiku na tak malém prostoru. Smyslem této prace tedy nebylo vycerpavajicim
zpusobem vysvétlit vlastnosti a chovani fraktala, ale pouze je priblizit uzivateli a nabidnout
mu vychodisko, pro pripadné dalsi studium. Tato préace tento cil spliiuje a domnivam se, ze v
nékterych oblastech i prevySuje zakladni znalosti o fraktalech. Vysvétluje viechny zakladni
druhy fraktdlu a pfiblizuje ¢tendfi i oblasti, které s fraktdly tizce nesouvisi (gramatiky).

Implementace webové aplikace podle mého nazoru také prevysuje puvodni zdmér, vytvorit
jednoduchou aplikaci pro demonstraci fraktala. Diky jejimu zékladnimu konceptu, tedy
rozdéleni na demonstracni a teoretickou ¢ast, si jeji uzivatel muze nejenom zkousSet, jak
pracuji jednotlivé fraktaly, ale dozvi se i vSechno co potiebuje védét, aby problematiku
pochopil. Program tedy neni vibec zavisly na této praci, protoze teorie je obsazena i v
ném.

Program umoziuje velice lehce a intuitivné nastavovat nejriznéjsi parametry pro vykresleni
a déle vyuziva i externi soubory, ze kterych nacita tabulky barev (barevné palety) pro vy-
barvovani mandelbrotovy mnoziny a juliovych mnozin.

Jako rozsiteni pro tento program by mohla byt implementace dalsich druhu fraktélu,
zdokonaleni algoritmu pro vykresleni a pridani dalsi interaktivity pro uzivatele, jako napiiklad
vlastni vytvareni barevnych palet aj.

Aplikace by mohla byt vyuzivana i pro studijni tcely, jako demonstrac¢ni aplikace na
cvicenich pocitacové grafiky a jinych predméti z podobnou tématikou.
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Dodatek A
Uzivatelska prirucka

Systém FracViz funguje ve webovém prohlizeci s pluginem Java2SE (Java Virtual Machine)
verze 1.5.0. Aplikace je dostupnd na internetové strance:

http://eva.fit.vutbr.cz/ xfried03/fracviz/Fracviz.html

Ovladan{ systému je velice jednoduché a intuitivni. Popis aplikace jako celku je uveden v
implementaci (viz oddil 4.1.1). Zde budou uvedeny jen podrobné popisy jednotlivych panelua
pro nastaveni parametru jednotlivych fraktala a dale interaktivni odezva chovani systému
na praci s mysi a klavesnici.

A.0.1 Panel nastaveni

Panel s nastavenim je rozdélen na pét ¢asti. Kazda ¢ast obsahuje mnozstvi ruznych parametru,
které uzivatel mize ménit. Aby se zména projevila v obrazku, musi se bud kliknout na
tlac¢itko pouzit nebo stisknout klavesu Enter. Nékteré panely obsahuji tzv. spinner (textové
pole s Sipkami pro zménu obsahu), ktery automaticky méni podobu fraktdlu bez stisku
klavesy Enter.

Formule — Zde je mozné nastavovat rizné parametry, které jsou potieba pii vypoctu, a
které vétsinou vyznamné zméni vysledny tvar fraktalu. Jednotlivé druhy fraktalia maji
ale rizné pozadavky a tento panel se tedy podle druhu vykreslovaného fraktalu méni.
Popis jednotlivych parametra je uveden v teoretické ¢asti piislusného druhu fraktéla.

Poloha — Tento panel slouzi k zméné velikosti obrdzku (parametry sitka a vyska), a déle
ke zméné polohy a velikosti itvaru (parametry poloha a ptiblizeni).

Paleta — Tento panel slouzi ke zméné barevné palety, pomoci které se nékteré fraktdly
vykresluji. Konkrétné se jedna o dynamické systémy v komplexni mnoziné. Pro jiné
druhy fraktala tento panel neni viditelny.

L-Systemy — Zobrazuje parametry gramatiky, kterou pouzivé zelvi grafika L-systému.

vvvvvv

se d& nastavovat pocet iteraci pro vykresleni. Tento panel je viditelny pouze u L-
systému.

Stoch. systemy — Na tomto panelu jsou zobrazena nastaveni pro vykresleni stochastickych
systému. Je samoziejmé viditelny pouze i nich.
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A.0.2 Panel pro vykresleni

Pokud uzivatel nechce parametry nastavovat v panelu nastaveni, muze nékteré z nich meénit
piimo na vykreslovaném obrazci. Ve vykreslovacim panelu je mozné ménit polohu obrazku
a jeho pftiblizeni. Panel podporuje dva zpusoby, jak toho dosdhnout.

1. pomoci mysi

— levym polohovacim tla¢itkem mysi se méni poloha obrazku a to tak, ze se mysi
klikne na né&jaké misto na obrazku (tlacitko se musi stéle drzet) a obrézek pak
kopiruje pohyby mysi. V momenté, kdy se tlac¢itko pusti, obrazek se ustéli na
dané pozici.

— pravym polohovaci tlacitkem mysi se méni priblizeni daného obrazku. Mysi se
klikne na néjaké misto na obrazku (na pozici nezdlezi). Pokud se mysi pohne
nahoru, velikost pfiblizeni se snizi, pokud se my${ pohne smérem doli, pfiblizeni
se zZvysi.

2. pomoci kldvesnice

— poloha obrazku se méni pomoci smérovych Sipek a velikost pfiblizeni pomoci
klaves Page Up a Page Down. Pokud jsou klavesy drzeny déle obrazek se stéle
méni. Aby zména pomoci kldves fungovala, musi se pies panel alespon jednou

prejet mysi. Tim se tato funkce aktivuje. Je to proto, ze klavesy se daji pouzit i
v jinych ¢dstech aplikace (pfepinani list apod.).
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