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Abstrakt

Cilem projektu bylo nastudovat problematiku fraktalovych algoritmi, vytvorit jedno-
duchou demonstracni aplikaci nastudovanych algoritmd a navrhnout moznosti dalsiho
zkoumani.

Protoze oblast fraktalt a fraktalovych algoritmi je velice rozsahla, zaméril jsem se
pouze na tfi konkrétni typy - Mandelbrotovu mnozinu a s ni souvisejici Juliovy mnoziny,
systémy iterovanych funkci za pouziti riznych algoritmi pro generovani a stochastické
fraktaly a jejich vyuziti pfi generovani modelt travin, kef a plasmy.

P1i studiu a implementaci algoritmt pro generovani jsem se snazil o jistou miru jejich
optimalizace, urychleni a srovnani z hlediska rychlosti a vyuziti paméti, trebaze ne vzdy
to je z povahy daného typu fraktalu mozné. Teoreticky také uvadim moznosti vyuziti
technologie SSE pro urychleni vypoctu fraktalovych algoritmi.

Demonstrac¢ni aplikace je navrzena velice jednoduse, protoze cilem nebylo vytvorit
novy propracovany program na generovani fraktall, ale vyzkousSet implementovat pro-
studované algoritmy. Z toho divodu jsem se spise zaméril na prehlednou implementaci,
aby bylo mozné tyto algoritmy kdykoliv jednoduSe pouzit. Aplikace je napsana v jazyce
C/C++ s pouzitim knihovny SDL (Simple Directmedia Layer) pro praci s grafikou.
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Abstract

To read up on the problems of fractal algorithms, programme a simple demo application
of this algorithms and propose alternatives of a further study was the goal of my project.

Since the subject of fractals and fractal algorithms is very extensive, I concentrated
on three specific types of them - the Mandelbrot set and the Julia sets related to it,
iterated function systems with application of different algorithms for generating, and
the stochastic fractals and their utilization for grass, shrub and plasma modelling.

I tried out for a certain rate of their optimalization, acceleration and the comparison
of time and memory requirements in my study and application although it is not ever
possible due to the characteristic of the given fractal type. I also theoretically present
some utilization options of the SSE technology for the acceleration of fractal algorithm
calculations.

The demo application is proposed in the very easy way because there was not the
goal to programme a new carefully worked-out software, but rather to try to implement
the read up algorithms. For this reason I focused on the clear implementation of these
algorithms to be their utilization easily possible. The application is written in C/C+-+
language with SDL library used to handle the graphics output.

Key words

fractal, Mandelbrot set, iterated function systems, stochastic fractals, fixed-point
arithmetic, tesseral, solid-guessing, RWA, DIA, diffusion, SSE, optimalization
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Uvod

Klasicka euklidovska geometrie se zabyva studiem idealnich pravidelnych utvard jako
¢tverce, kruznice, pravidelné mnohothelniky a mnohostény. Naproti tomu fraktalni ge-
ometrie studuje tvary tak clenité jako tfeba hory, pobrezi, mraky, elektrické vyboje,
stromy, Spinavé skvrny a podobné. Odtud plyne jeji praktické vyuziti v pocitacové gra-
fice.

Prvni kapitola obsahuje stru¢ny tvod do fraktalni geometrie a pojmi s tim souvise-
jicich, jako je definice pojmu fraktal, rozdil mezi topologickou a Hausdorffovou dimenzi,
sobépodobnost fraktalnich Gitvart, co je to atraktor systému a rozdéleni fraktalnich ob-
jektt do zakladnich kategorii.

Druha kapitola popisuje nékteré metody, jak urychlit generovani fraktalniho obrazce.
Metody jsem rozdélil do dvou kategorii, a to metody pro urychleni vypoctu, kde popisuji
metodu detekce periodické posloupnosti, transformaci vypoctu do aritmetiky s pevnou
rfadovou carkou a teoretické vyuziti technologie SSE, a metody pro urychleni vykres-
leni, kde popisuji metodu solid-guessing a tesseral. Umyslné tuto kapitolu uvadim pied
vlastnim popisem vybranych fraktald, protoze se nékteré metody vztahuji k vice typtim
fraktalt. Zatimco napiiklad metoda detekce periodické posloupnosti, solid-guessing a
tesseral je aplikovatelnd pouze na Mandelbrotovu mnozinu, transformaci vypoctu do
aritmetiky s pevnou fadovou ¢arkou lze aplikovat jak na Mandelbrotovu mnozinu, tak
i na systémy iterovanych funkci.

Dalsi kapitoly podrobné popisuji prostudované typy fraktali - Mandelbrotovu mno-
zinu, systémy iterovanych funkci a stochastické fraktaly. U kazdého typu se snazim uvést
struény matematicky popis a nékolik algoritmi, které lze vyuzit pro generovani.

Posledni kapitola popisuje experimentalné ziskané vysledky srovnani metod pro ge-
nerovani jednotlivych typu fraktala a struény popis demonstracni aplikace.



Kapitola 1

Strucny tvod do fraktalni
geometie

1.1 Co je to fraktal

Termin fraktal poprvé uverejnil ve své praci v roce 1975 polsky matematik Benoit Man-
delbrot. Tento termin je vytvoren z latinského slova fractus, které znamend ”rozlamany”
nebo "rozbity”.

Fraktal jako geometricky objekt spliiuje nasledujici vlastnosti:

e ma4 jasnou strukturu pfi jakékoliv zméné méritka,
e je prilis nepravidleny, aby byl snadno popsan klasickou Euklidovskou geometrii,

je sobépodobny (alespon piiblizné nebo ndhodné),

jeho Hausdorffova dimenze je vétsi jak topologicka,

ma jednoduchou a rekurzivni definici.

Protoze se fraktaly jevi sobépodobné pri jakékoliv mife zvétSeni, jsou Casto povazo-
vany za objekty "nekonecné komplexni”.
1.2 Dimenze
Dulezitou soucasti pti zkoumani fraktala je jejich dimenze, a to jak dimenze topologicka,
tak i fraktalni (nazyvana také Hausdorffova dimenze).
Topologicka dimenze

Geometricky hladké objekty, které je mozné popsat klasickou Euklidovskou geometrii,
maji celo¢iselnou dimenzi, nazyvanou také topologicka dimenze. Lze Fici, ze topologicka



dimenze urcuje pocet parametru (nezavislych proménnych), kterymi je mozné dané té-
leso (resp. kazdy bod na télese) popsat. Napiiklad bod ma nulovou dimenzi, jelikoz je
sam popsan vztahem P = X (tj. konstantnim vektorem), zatimco tsecka ma dimenzi
rovnu jedné, nebot ji lze popsat vztahem y(t) = A + ¢, kde t je jediny parametr (ne-
zavisla proménnd). Pozici kazdého bodu leziciho na tsecce lze vyjadiit vyse uvedenym
vztahem.

Z vyse uvedeného vyplyvé, ze tsecka, piimka ¢i jind kiivka (napfiklad parabola,
sinusoida ¢i Bézierova kiivka) ma dimenzi rovnu 1. To znamen4, Ze je jednorozmeérnd, a
tudiz poloha bodu je na ni definovana pouze jednim ¢islem - soufadnici v parametrickém
prostoru. Pro kfivky s topologickou dimenzi rovnou jedné je definovana jejich délka
(kterd muze byt i nekonec¢nd), ale jejich plocha je nulova (jsou nekonecéné tenké).

Jakakoliv hladké plocha (kruh, trojuhelnik, n-ihelnik) mé dimenzi rovnu dvéma, to
znamena, ze poloha bodu musi byt urc¢ena pomoci dvou parametri. Takto definované
plochy maji urcity obsah, ale jejich objem je nulovy, protoZze maji nulovou tloustku.

Krychle, (vyplnénd) koule, valec nebo cely bézny prostor kolem nas maji dimenzi
rovnu tfem, protoze poloha jakéhokoli bodu je v nich jednoznacné urcena tfemi para-
metry.

Zjednodusené lze Fici, Ze topologickd dimenze je takova dimenze, ktera je specifiko-
vana celym cislem.

Hausdorffova dimenze

K ”"méreni” sobépodobnych ttvart jiz nelze pouzit prostfedky klasické geometrie. Proto
se jako mira clenitosti definuje tzv. Hausdorffova dimenze. Jeji definice je slozita, ale
pro dosti velkou tifidu sobépodobnych mnozin Ize Hausdorffovu dimenzi spoé¢itat podle
jednoduchého vzorce. V piipadé, ze zkoumany objekt obsahuje n kopii sebe sama zmen-
Senych na jednu k-tinu, je Hausdorfova dimenze rovna:

log n

(1.1)

dimyaus = log k
Jednim z nejjednodussich fraktalnich atvart je Cantorovo diskontinuum. Usecka libo-
volné délky se rozdéli na tietiny a prostiedni ¢ast se smaze. Ziskaji se tak dvé asecky,
s nimiz se postup opakuje. Kdyz se toto bude provadét az donekonecna, ziskd se mnozina
nekone¢né mnoha bodi, jejichz celkova délka je 0. To je Cantorovo diskontinuum. Ta-
kova mnozina obsahuje dvé kopie sebe sama zmensené na tretinu. Hausdorfova dimenze

Cantorova diskontinua je tedy dimpgqus = ;Zg §i0.6309.

1.3 Sobépodobnost

Sobépodobnost (matematicky se tato vlastnost nazyva invariance vici zméné métitka)
je takové vlastnost objektu, Ze objekt vypadé stejné, af se na néj divime v jakémkoliv
zvétSeni. Jinymi slovy, kterdkoliv ¢ast fraktélu je pfesnou (nebo alespon dosti podob-
nou) kopii ptivodniho motivu. Sobépodobnost je hlavnim znakem fraktalnich atvari a



vétsinou je také povazovana za jejich definici. Tato vlastnost se vyskytuje jednak u Cisté
matematickych struktur, ale v ur¢ité mire i u pfirodnich objekt (napt. list kapradiny).
V pfirodé€ jsme jednak omezeni velikosti ¢astic a jednak tézko v prirodé vznikne takto
dokonaly fraktal.

Matematicky je sobépodobnéd mnozina definovana takto: Sobépodobna mnozina A
n-dimenzionalniho Euklidovského prostoru E™ je takovd mnozina, pro niz existuje ko-
neéné mnoho kontrahujicich zobrazeni fi...f, takovych, ze A vznikne jako:

A= f(4) (1.2)

Obrazek 1.1: Priklad sobépodobného IFS fraktalu modelujiciho list kapradiny

1.4 Atraktor

Pii popisu dynamickych systémi a systémii iterovanych funkci (IFS) hraje dulezitou roli
pojem atraktor (attractor). Zjednodusené lze atraktor dynamického systému definovat
jako mmnozinu stavi, do kterych systém sméfuje. Jednd se o mnozinu hodnot, kterych
miize nabyvat stavovy vektor dynamického systému po dostatecné dlouhém casovém
useku od pocatecniho impulzu. Atraktory lze rozdélit do nékolika t¥id:

e Atraktorem muze byt mnozina pevnych bodi - systém se v nekoneéném cCase ustali
v né¢jakém stavu, ktery je mozné predem vypocitat.

e Atraktorem muze byt mnozina periodickych bodi - systém se po urcité dobé ustéli
tak, Ze osciluje mezi nékolika stavy, které mohou byt bud spocitatelné nebo ne-
spocitatelné.

e Atraktor je chaoticky - vysledny stav systému nelze dopfedu predpovédét.

e Atraktor je "podivny” (strange attractor) - z hlediska fraktalni geometrie nejza-
jimavéjsi pripad atraktoru. Tento typ mize vzniknout tehdy, je-li systém popsan



miniméalné tfemi navzajem souvisejicimi diferencialnimi rovnicemi. Takovy systém
muze mit velmi komplikovany atraktor, ktery sice bude vykazovat vlatnosti pravi-
delného, ale soucasné i chaotického atraktoru. Podivny atraktor neni jesté presné
matematicky definovan, ale povazuje se za néj takovy atraktor, ktery vykazuje
vlastnosti do jisté miry shodné s témi, jaké maji fraktaly. Plati, Ze vSechny chao-
tické atraktory jsou soucasné podivnymi atraktory, opacna implikace vSak neplati.

1.5 Typy fraktalnich objekta

I ve fraktalni geometrii se rozlisuji jednotlivé typy fraktali, pficemz fraktaly stejného
typu maji shodné své nejvyznaméjsi charakteristiky. Toto rozdéleni typt je zavedeno
proto, ze jednotlivé typy fraktalt jsou vhodné pro feSeni urc¢itého okruhu problémt,
které se vyskytuji v jednom nebo vice oborech. Také zptsob generovani fraktala se
lisi podle typu fraktalu, pricemz fraktdly stejného typu se vétSinou generuji s vyuzitim
poobnych algoritmd.

Nejobecnéji lze fraktalni typy rozdélit nasledovné:

e dynamické systémy s fraktalni strukturou,
e systémy iterovanych funkci,

e stochastické fraktaly (nepravidelné),

e L-systémy.

Protoze je oblast fraktalni geometrie neuvétitelné rozsahla, zaméril jsem se ve svém
studiu pouze na prvni tii typy fraktalnich objektu.

Dynamické systémy s fraktalni strukturou

-----

néni. Dynamicky systém je model, jehoZ stav je zé&visly na néjaké nezavislé velicine€,
napiiklad na ¢ase. Dynamicky systém je popsan pomoci dynamickych podminek, které
popisuji zménu systému v case. Dynamické podminky jsou vétsinou zadény soustavou
diferencialnich rovnic, které popisuji zménu stavového prostoru v case.

Z hlediska pocitacové grafiky je nejzajimavéjsi vhodnym zpisobem vizualizovat néja-
kou vlastnost dynamického systému, naptiklad pocet iteraci systému v komplexni roviné.

Dynamickych systémt existuje nepreberné mnozstvi, proto jsem si jako zastupce této
skupiny pro blizsi studium zvolil pouze Mandelbrotovu mnozinu.

Systémy iterovanych funkci

V systémech iterovanych funkci se pro tvorbu fraktalnich obrazcti pouziva takzvana ge-
nerativni metoda. Tato metoda je vhodna jak pro generovani fraktali, tak i napiiklad
pro kompresi dat. Zajimavé je, ze metoda generovani fraktald pomoci systémi iterova-
nych funkei mtze byt jak plné deterministickd, tak i stochastickd (tj. p¥i vypoctech se



vyuzivaji ndhodné prvky). Oboje vSak paradoxné vede ke stejnému vyslednému fraktélu,
ovSem za pouziti dostateéného poctu iteraci.

Stochastické fraktaly

Zatimco predchozi skupiny fraktald jsou v urc¢itém smyslu symetrické, stochastické (ne-
pravidelné) fraktdly vnéseji do generovani fraktédlu ndhodu. Tento typ také umoziuje
nejlepsi popis prirodnich objekti, a proto se ¢asto pouziva pro generovani riznych mo-
delti travin, kerd a stromt, stejné jako povrchi planet a krajin.

1.6 Vyuziti fraktalni geometrie

Objekty s fraktalni strukturou lze objevit v zivé i nezivé prirodé, stejné jako se vyskytuji
napriklad v geometrii, fyzice ¢i chemii. Nejvétsi uplatnéni vSak nachézeji v pocitacové
grafice, napriklad pfi proceduralnim generovani pravidelnych i nepravidelnych téles, pri-
rodnich atvard (stromy, rostliny, hory, mraky, ...) ¢ fraktalové kompresi dat.
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Kapitola 2

Optimalizace fraktalovych
algoritmu

Vzhledem k tomu, ze fraktalni obrazec se muze skladat ze statisicti pixeld a pro kazdy
pixel je tfeba provést mnohdy az nékolik stovek iteraci, miaze byt vykresleni fraktalniho
obrazce velmi ¢asové naro¢né. Proto se s rozvojem fraktalni geometrie objevili i metody,
jak urychlit vlastni vypocet nebo vykresleni obrazce. Urychleni se d4 obecné provést ve
tfech oblastech:

e urychleni vypocétu barvy daného pixelu,

e urychleni vykresleni redukci celkového poctu pixelt, jejichz barvu je nutné ziskat
iterativnim zptusobem,

e redukce poctu pixeld pfi dynamické zméné pohledu na fraktalni obrazec.

Zminim se pouze o prvnich dvou oblastech, a to o metodach urychleni vypoc¢tu a meto-
dach urychleni vykresleni.

2.1 Metody urychleni vypoctu

Metody urychleni vypoctu se zaméiuji na urychleni ¢asoveé naro¢ného iteracniho procesu,
at uZ na trovni algoritmu nebo na Grovni procesoru vyuzitim celoéiselné aritmetiky nebo
specidlnich SIMD instrukci.

Detekce periodické posloupnosti

Nejjednodussi metodou pro urychleni vypocétu barvy jednoho pixelu je metoda detekce
periodické posloupnosti. Pokud pii vypoctu dojde k situaci, zZe se néjakd hodnota Z;
bude po nékolika iteracich opakovat, tj. bude platit Z;+0=Z;, je jasné, Ze dany bod
musi leZet uvnitf fraktalni mnoziny. Pokud budeme schopni tuto periodu detekovat,
miize vyraznym zpusobem dojit ke zrychleni itera¢niho procesu - o tom, zda bod lezi
uvnitt nebo vné fraktalni mnoziny bude mozno rozhodnout vyrazné diive nez po dosazeni
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maximalniho poctu iteraci. Moznosti, jak detekovat periodickou posloupnost, je nékolik.
Lze si zapamatovat vSechny jiz spocitané honoty Z; a novou hodnotu vzdy porovnat
s hodnotami predeslymi. Kromé velké pamétové naroc¢nosti by se v kazdém kroku iterace
musel linedrné prohledavat seznam piredchozich hodnot, coz by vedlo spise ke zpomaleni
vypoctu.

Vice pouzitelny (rychly a méné paméfové néroény) zpusob je pocitdni dvou po-
sloupnosti Z; a Z’; zaroven. Hodnota prvki z prvni posloupnosti je pocitana v kazdém
itera¢nim kroku, zatimco prvky druhé posloupnosti jsou poc¢itany s mnohem nizsi frek-
venci. V kazdém itera¢nim kroku jsou obé hodnoty porovnény a v ptipadé, Ze si jsou
velmi blizké, znamena to, Ze jsme nasli periodickou posloupnost. Velkou vyhodou tohoto
postupu je, ze periodické posloupnosti jsou nalezeny v relativné malém poctu iteraci
(pramérné 20), coz je podstatné méné nez maximalni pocet iteraci (napi. 256, 1024 ¢
vice).

Aritmetika v pevné radové carce

Aritmetika v pohyblivé fadové ¢arce dovoluje pracovat s ¢isly ve velkém rozsahu, od ¢isel
velmi malych az po ¢isla velmi velka. I v pripadé vyuziti matematického koprocesoru
miize pocitani s ¢isly v pohyblivé fadové carce zabrat nezanedbatelnou dobu. Pokud jsme
ochotni obétovat velky rozsah redlnych cisel, lze vyrazného zrychleni vypoctu docilit
pevnou pozici fadové carky a pouzitim celoéiselnych operaci. Tento zptisob se nazyva
aritmetika v pevné fadové Carce.

Numerické hodnota X zapsana ve formatu pevné fadové binarni ¢arky se chape jako
podmnozina racionalnich ¢isel, jejiz hodnoty lze vyjadrit vztahem:

Xrx = a/b,a,beZ,b#0,b = 2F keZ* (2.1)

Protoze b je celoc¢iselnou mocninou dvojky, urcuje jeho hodnota polohu binarni ¢arky
v ulozeném ¢isle. Jednou z implementacnich podminek je zachovani stejného poctu bi-
nérnich cifer v kazdém reprezentovaném cisle. To mimo jiné znamena, ze vSechna ¢isla
maji fadovou binarni ¢arku umisténou na stejném misté. V dalsim textu bude zapis
U(a,b) ptedstavovat reprezentaci kladného ¢isla s pevnou fadovou bindrni ¢arkou, za-
timco A(a,b) bude predstavovat dvojkovy doplnék ¢isla s pevnou fadovou binérni ¢arkou.
Pro blizsi vysvétleni téchto pojmi doporuéuji prostudovat literaturu [6].
Zakladni vlastnosti ¢isel s pevnou radovou binarni ¢arkou:

e Pocet biti nutnych pro ulozeni ¢iselné hodnoty v reprezentaci U(a,b) je roven
hodnoté a+b. V reprezentaci A(a,b) je pocet bitti roven hodnoté a+b+1, protoze
jeden bit je nutné rezervovat pro ulozeni znaménka.

e Rozsah hodnot ¢isel ve formatu U(a,b) je vyjadfen vztahem 0<x<2%-27° pro
reprezentaci A(a,b) vztahem -2¢ <x<2¢-27°,

e Platnost operace s¢itani ¢i odé¢itani dvou hodnot U(a;,b;) a U(ag,bs) lze zarucit
pouze tehdy, jestlize aj=as a soucasné b;=bs, tj. obé hodnoty jsou uloZeny na
stejném poctu biti a poloha fadové ¢arky je konstantni. Pro hodnoty A(aj,b;) a
A(ag,by) plati stejné podminky.

12



Rozsah vysledki po operaci s¢itani dvou hodnot ve formatu U(a,b) nebo A(a,b)
je U(a,b)+U(a,b)=U(a+1,b), resp. A(a,b)+A(a,b)=A(a+1,b), tj. pro uloZeni vy-
sledku je zapotfebi o jeden bit vice.

Rozsah vysledk po vynasobeni dvou ¢isel U(ag,b1) a U(ag,ba) je mozné vyjad-
it jako U(aj,b1)xU(ag,ba)=U(a; + ag,b1 + b2). Z tohoto vztahu je vidét, ze pfi
nasobeni se stejnou mérou zvysuje pocet bith pred i za bindrni ¢arkou. Nasobeni
dvou éisel A(ag,b1), A(ag,bs) je rovno A(aq, b1)xA(ag,be)=A(a1 + a2 + 1,b1 + b3).
Je nutné jesté vyjadiit znaménko vysledku, tedy rozsah je o jednicku vétsi jak
u predchoziho vztahu.

Pii bitovém posunu doleva je vysledek uréen jako U(a,b)<n=U(a+n,b-n) nebo
A(a,b)<n=A(a+n,b-n). Pfi bitovém posunu doprava je format vysledku obdobny,
tj. U(a,b)>n=U(a-n,b+n) nebo A(a,b)>n=A(a-n,b+n).

Zakladni aritmetické operace nad ¢isly v pevné fddové bindrni carce:

Soucet dvou Cisel lze provést jen v pripadé, Ze oba operandy maji stejny forméat
(tj. shodny pocet bitt pfed a za binarni fadovou ¢arkou). Soucet dvou ¢isel A a B
Ize zapsat jako A x 2° + B x 2° = (A +b) x 2.

Pro aritmetickou operaci rozdilu dvou ¢isel musi byt splnény stejné podminky jako
pro soucet. Vysledek operace je potom urcéen jako A x 2° — B x 2° = (A — B) x 2°.

vvvvvv

velmi vyznamné zvysuje, coz miize vést k preteceni operace a zneplatnéni vysledku.
Z tohoto duvodu je mozné pred operaci nadsobeni umeéle zmensit pfesnost operandi,
napiiklad posunutim hodnot o n bitt doprava. Tim ale dojde k narustu chyby
vipo&tu. Vysledek operace nasobeni lze vyjadiit jako Ax 2°x Bx 20 = Ax B x22xb,

Prevod ¢isla z formatu pohyblivé fadové ¢arky do formatu pevné radové carky je
uréen vztahem Xpy = Xppx2°.

Ptevod c¢isla z formatu pevné fadové ¢arky do formatu pohyblivé fadové carky je
uréen vztahem Xpp = Xpx/2°.

Vyuziti technologie SSE

Dalsi z moznosti, jak urychlit vypocet fraktalnich obrazct, je pouziti technologie SSE
(Streaming SIMD Extensions) a programovani algoritmu na tirovni asembleru. SSE tech-
nologie umoznuje zpracovat mnozinu dat béhem jedné instrukce, kdy mnozstvi zpraco-
vanych dat zavisi na pouzitém datovém typu (byte, word, doubleword, float, double).
Protoze fraktélové algoritmy vétsSinou pracuji nad redlnymi ¢isly (32 bitovy typ float)
a SSE instrukce pracuji se 128 bitovymi registry, lze pocitat 4 body fraktalniho ob-
razce soucasné. Teoreticky by se mélo tedy dosdhnout ¢tyfnasobné rychlosti vypoctu.
Pséni kédu pfimo v asembleru dovoluje optimalizovat poradi SSE instrukci tak, aby se
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co nejvice odstranily datové zavislosti mezi instrucemi a maximéalné se vyuzilo paralel-
niho zpracovani instrukeci. Velmi detailni zpracovani této problematiky je uvedeno v [7],
kde jsou popsany a vzajemné porovnany tii algoritmy pro generovani Mandelbrotovy
mnoziny pomoci SSE instrukeci.

2.2 Metody urychleni vykresleni

Metody urychleni vykreslovani se zaméruji na eliminaci po¢tu pixelt nutnych k vykres-
leni fraktalniho obrazce. Je totiz mozné vyuzit faktu, Ze vétSina fraktald v komplexni
roviné je spojitd a dokonce, ze body o stejném poctu iteraci tvori souvislé izoplochy.
Nemusi byt tedy nutné slozité a predevsim zdlouhavé pocitat barvy vSech bodt, ale
pouze bodt, které fraktal néjakym vyznaénym zpiisobem reprezentuji.

Metoda solid-guessing

Jednou z metod, jak redukovat pocet pixelt pro vykresleni, je metoda nazvana solid-
guessing. Tato metoda déli obrazek na mensi ¢asti, ¢tverce o velikosti 2x2 az 16x16
pixell, a snazi se uhadnout, zda vSechny pixely v dané oblasti maji stejnou barvu.
Nejdiive zkontroluje zda barva (resp. pocet iteraci) vSech pixeli lezicich na hranici dané
oblasti je stejna. Pokud ano, vSechny pixely uvnitt oblasti jsou obarveny stejné a dale uz
se s touto oblasti nepocita. V opa¢ném piipadé je ¢tverec rozdélen na ctyti stejné casti
a proces se rekurzivné opakuje na kazdé z nich. Takto se postupuje v nékolika krocich
az do chvile, kdy maji zbylé ¢tverce velikost 1x1 pixel, u kterych se uz musi provést
cely iterac¢ni vypocet. Tato metoda je pouzitelnd poute pro spojité fraktaly, protoze
u nespojitych fraktalid by mohlo dojit k vynechéani ¢asti lezicich uvniti testované oblasti,
kdy by vSechny body této oblasti méli pfifazenu jednu hodnotu poctu iteraci.

Metoda tesseral

Metoda tesseral je variaci metody solid-guessing. Jediny rozdil je ve velikosti testované
oblasti. Metoda tesseral za¢ne pracovat s celym obrazcem, ktery postupné déli na ¢tvr-
tiny, osminy, atd. az dosdhne oblasti, kterou Ize vyplnit, nebo limitu 1x1 pixel. Hlavni
vyhoda metody tesseral oproti metodé solid-guessing je ve zpracovani velkych oblasti
jedné barvy, jako naptiklad vnitini ¢ast Mandelbrotovy mnoziny, jejiz vypocet pii vel-
kém poctu iteraci trva velmi dlouho. Metoda tesseral se potyka se stejnym problémem
jako solid-guessing v pripadech, kdy malé ostrovy spadnou celé do testované oblasti.
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Kapitola 3

Mandelbrotova mnozina

Mandelbrotova mnozina, a s ni souvisejici Juliovy mnoziny, byla objevena pfi zkou-
méani nékterych zdanlivé jednoduchych zpétnovazebnich dynamickych systému. Analyza
dynamickych systému se zabyva otdzkou budouciho stavu systému, pokud iterativné
provadime vypocet s uréitou funkei (pfipadné skupinou funkei). Studiem téchto sytémii
se na pocatku 20. stoleti zabyvali matematikové Pierre Fatou a Gaston Julia, ktefi jako
prvni definovali Mandelbrotovu mnozinu. Za pouziti pocitacové grafiky Mandelbrotovu
mnozinu poprvé zobrazil v roce 1979 matematik Benoit B. Mandelbrot, po kterém zis-
kala tato mnozina sviij nazev.

3.1 Mandelbrotova mnozina

Mandelbrotova mnozina je vytvorena pomoci jednoduchého dynmického systému se
zpétnou vazbou, ktery je zaloZen na iteraci funkce komplexni paraboly:

Zni1=224+C (3.1)

kde proménné Z a C lezi v komplexni roviné. Béhem vypoc¢tu se hodnota Z postupné
meéni, zatimco hodnota C zlstava konstantni. Itera¢ni proces za¢ina s hodnotou Zj, takze
systém postupné generuje posloupnost hodnot Z;, které se nazyvaji orbit. U takto po-
psaného systému je dulezité urcit, zda pro danou hodnotu Zjy a konstantu C posloupnost
Z; konverguje nebo diverguje. Nejznaméjsi Mandelbrotova mnozina je urcena pocatecni
hodnotou Zy = 0 a pro kazdy pocitany bod se pouze méni konstanta C. VySe popsanym
iterativnim vypoc¢tem vzniknou orbity nuly, které lze rozdélit do dvou kategorii:

e pro hodnotu C je orbit koneény, tzn. vSechny hodnoty Z; jsou konec¢né,

e pro hodnotu C je orbit nekonecny, tzn. po urcité dobé rostou hodnoty Z; nad
vSechny meze.

Matematicky lze Mandelbrotovu mnozinu definovat jako mnozinu vSech komplexnich
¢isel C, které produkuji konec¢ny orbit:

M = {C|P.(0)#0cVn—o0; Z,CcC} (3.2)
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kde P}(0) znamend hodnotu Z; pro danou konstatnu C a hodnotu Zy = 0. Lze dokézat,
ze vSechny body Mandelbrotovy mnoziny lezi v komplexni roviné uvniti kruznice o po-
loméru 2. Tohoto faktu lze vyuzit pfi testovani, zda posloupnost diverguje a pocitany
bod tedy nelezi v Mandelbrotové mnoziné. Test na konvergenci posloupnosti Z; nelze
provést presné, misto toho se pouzije metoda hadani. Zvoli se dostatecné velky pocet
iteraci, pricemz v kazdém kroku se testuje, zda absolutni hodnota neptekroci 2. Pokud
se tak béhem vypoctu stane, bod urcité nelezi uvniti Mandelbrotovy mnoziny. Pokud
probéhné vypocet vSech iteraci, bod je prohlasen za ¢ast Mandelbrotovy mnoziny. Ne-
presnost spociva v tom, ze napiiklad posloupnost, kterd konverguje béhem 256 iteraci,
muze uz pii 257 iteraci divergovat.

Algoritmus pro vypocet Mandelbrotovy mnoziny lze popsat nasledujicim zptsobem:

1. nastav Zy =0
2. nastav iter =0
3. pokud iter < maxlter provadéj smycku

3.1. spocitej Z = 22+ C
3.2. pokud |Z| > 2 konec
3.3. iter =iter +1

4. konec smycky

5. bod lezi uvniti Mandelbrotovy mnoziny, konec

Obréazek 3.1: Mandelbrotova mnozina

Mandelbrotovu mnozinu Ize vykreslit velmi jednoduse pomoci vyse uvedeného algo-
ritmu. Stacéi provést prevod pozice pixelu na obrazovce na hodnotu komplexni konstanty
C. Pro kazdy pixel se tedy vypocte, zda jemu piislusejici konstanta C zptisobi divergenci
¢i konvergenci posloupnosti Z;. Mandelbrotova mnozina se v komplexni roviné vétsinou
vykresluje ohrani¢ena obdélnikem o soutadnicich -2+1.51 (levy horni roh) a 2-1.5i (pravy
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dolni roh). Samoziejmé je mozné vykreslit Mandelbrotovu mnozinu ve vice barvach nez
jen Cernd a bila. Metod, jakym zptisobem urcit barvu pixelu, existuje nepfeberné mnoz-
stvi a jejich popis je nad ramec této prace. Napriklad lze barvu zvolit na zakladé velikosti
koncové hodnoty orbitu, na zakladé podilu redlné a imaginarni slozky orbitu, na zadkladé
thlu koncové hodnoty orbitu, na poctu iteraci nebo podle libovolné definované funkce a
dosdhnout tak vizualné velice zajimavého vysledku.

Obrazek 3.2: Obarvend Mandelbrotova mnozina

Algoritmus pro vypocet Mandelbrotovy mnoziny nabizi nékolik mozZnosti, jak dosdh-
nout jeho urychleni. Lze pouzit metodu detekce periodické posloupnosti, solid-guessing,
tesseral nebo prevést vypocet do celo¢iselné aritmetiky.

3.2 Juliovy mnoziny

S Mandelbrotovou mnozinou velmi tizce souvisi Juliovy mnoziny, a to tak, ze Mandlbro-
tova mnozina tvori mapu vsech Juliovych mnozin. Juliovy mnoziny jsou tvoreny stejnou
funkci komplexni paraboly jako Mandelbrotova mnoZina, jediny rozdil je v hodnotach
parametru Zy a C. V pripadé Juliovych mnozin hodnota Zj reprezentuje pozici pocita-
ného bodu v komplexni roviné (tzn. méni se pro kazdy bod, zatimco u Mandelbrotovy
mnoziny byla hodnota konstantni pro vSechny body) a hodnota C ziistava konstantni pro
v8echny body (u Mandelbrotovy mnoziny se ménila pro kazdy poéitany bod). Juliovy
mnoziny jsou definovany jako mnoziny vsSech komplexnich ¢isel Zj, pro které posloup-
nost Z; nediverguje (tj. posloupnost bud konverguje nebo osciluje):

J = {Z|P%(0)#0cVn—o0; Z, CeC} (3.3)

kde PZ(0) znamend hodnotu Z; pro danou konstatnu C a hodnotu Zy. V zavislosti na
hodnoté C lze Juliovy mnoziny rozdélit na t¥i typy:

1. Pro urcité hodnoty C tvoii body lezici v Juliové mnoziné spojitou oblast. To
znamend, ze kazdé dva body je mozné navzijem spojit urcéitou kiivkou tak, ze
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celad kiivka lezi uvnitt Juliovy mnoziny. Tato oblast je vzdy jedna, neexistuji tedy
napiiklad navzajem izolované ”ostrovy”.

2. Pro urcité hodnoty C jsou jednotlivé body tvorici Juliovu mnozinu zcela izolovany,
tj. v jejich okoli neexistuje dalsi bod, ktery by lezel v Juliové mnoziné. Takova
"rozlozend” Juliova mnozina se nazyva Fatoutv prach (Fatou dust) nebo také
Cantoruv prach (Cantor dust).

3. Tteti moznost lezi na hranici obou predchozich. Body lezici uvniti Juliovy mnoziny
sice nejsou vzajemné izolovany, ale soucasné netvori zadnou plochu (body na tsecéce
také nejsou izolovany, ale isecka mé nulovou plochu).

Algoritmus pro vypocet Juliovy mnozZiny lze popsat nasledujicim zptsobem:
1. nastav Zy="pozice bodu v komplexni roviné”

2. nastav iter =0

3. pokud iter < maxlter provadéj smycku

3.1. spocitej Z =22+ C
3.2. pokud |Z| > 2 bod nelezi v Juliové mnoziné, konec

3.3. iter =iter +1
4. konec smycky

5. bod lezi uvnit¥ Juliovy mnoziny, konec

18



Obrazek 3.3: Juliova mnozina typu 1

Obrazek 3.5: Juliova mnozina typu 3
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Kapitola 4

Systémy iterovanych funkci

Nazev této skupiny fraktald je odvozen od anglického nazvu Iterated Function System
(IFS). Fraktély tohoto typu jsou obecné nepravidelné, protoze do algoritmu generovani
je vnasena nahoda. Diky tomuto IFS fraktaly umozinuji vyborny popis prirodnich ob-
jekti. Metoda generovani vyuziva sobépodobnosti fraktal, kdy mohou vzniknout mensi
kopie ptivodniho objektu pomoci afinnich transformaci, linearnich i nelinearnich. Tyto
transformace jsou napriklad libovolnou kombinaci otoceni, posunu, zkoseni, zmenseni
(linedrni transformace) a ohybu, zborceni ¢i zkrouceni (nelinearni transformace). IFS
fraktaly nachazi velké uplatnéni naptiklad v tvorbé proceduralnich modeli téles nebo
fraktalni kompresi dat.

Obrézek 4.1: Priklad IFS fraktalu

4.1 Matematicky popis

Pro zjednoduseni uvazujme pouze afinni linearni transformace. Tyto transformace musi
splniovat jesté jednu podminku, a to, Ze musi byt kontrakcemi. Kontrahujici transformace
znamenad, ze po aplikaci transformace na dva rdzné body v roviné ¢&i prostoru, bude
nové vzdalenost bod mensi nez vzdélenost bodl ptivodnich. Na zakladé ptredchozich
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vlastnosti lze afinni transformace v Euklidové prostoru definovat jako:
d(@i(X) = i(Y)) < sxd(X —Y) (4.1)

kde:

e d(X) je Euklidova metrika

e X a Y jsou dva libovolné body v roviné E? nebo prostoru E3

e ©;(X) a;(Y) jsou body po aplikaci transformace ¢;
Podle velikosti koeficientu s lze urcit typ transformace:

e s <1 - ; je transformaci zmenseni (kontrakce)

e s =1 - ; je transformaci symetrie

e s> 1- ; je transformaci zvétseni (expanze)

Transformace jsou popsany matici U (v roviné E2 matici 2x2, v prostoru E3 matici 3x3)
a vektorem posunuti V (v roviné E2 m4 dva prvky, v prostoru E3 prvky t¥i). Afinni
transformaci lze tedy zapsat ve tvaru:

wX)=UX+V (4.2)

Koeficienty matice U se uplatnuji pfi aplikaci transformace rotace, zkoseni a zmény
meéritka, koeficienty vektoru V pfi posunu.

K mnoziné zobrazeni ¢ = {¢1, p2, ...on } prislusi mnoZina pravdépodobnosti
IT = {m, ma, ...my }. Soucet vSech pravdépodobnosti je roven jedné.

Na zakladé uvedenych vztahu lze systém iterovanych funkci definovat jako uspora-
danou dvojici:

IFS = (¢,11) = ({1, 02, -.ton}, {1, T2, .0 }) (4.3)

4.2 Metody generovani IF'S

Z matematického hlediska jsou IFS fraktaly tvofeny nekone¢né mnoha body. Z toho
divodu by pro vygenerovani a vykresleni celého fraktalniho objektu bylo zapotiebi pro-
vést nekonecéné mnoho iteraci. Pro praktickou aplikaci je nutné, aby byl cas generovani
IFS fraktélu konecény. Proto se generuje pouze uréity pocet bodu (fadové statisice) a
vysledkem je pouze pfiblizny tvar fraktalniho obrazce.
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Algoritmus nahodné prochazky

Nejjednodussim algoritmem pro generovani IFS fraktali je tzv. algoritmus ndhodné pro-
chazky (Random Walk Algorithm - RWA). Na libovolné zvoleny bod Py, lezici v roviné
R2 nebo prostoru R3 jsou ndhodné aplikovany jednotlivé transformace ;. Vysledkem je
nova pozice bodu Pyery1. IFS fraktal je poté zobrazen jako mnozina vSech vygenerova-
nych bodt P; pro i€(1..mazIter). Pozici po¢ateéniho bodu Py je mozné volit libovolné
z toho dtvodu, Ze vSechny transformace jsou kontrahujici a tim padem zajistuji sméro-
vani systému ke svému atraktoru.
Algoritmus 1ze popsat nasledovné:

1. ndhodné vyber pocéateéni polohu bodu Py
2. nastav Citac iteraci iter = 0
3. pokud iter<maxIter provadéj smycku

3.1. vygeneruj ndhodné ¢islo ne < 0..1)

3.2. podle ¢isla n a pravdépodobnosti transformaci 7 zvol transformaci ;
3.3. aplikuj transformaci ¢; na bod Pj,r a vypoCti novy bod Piseri1

3.4. bod Pjter41 je vstupnim bodem dalsi iterace

3.5. iter =ter + 1
4. vykresli pixel na pozici bodu Pje;
5. konec

Vyhodou tohoto algoritmu je pomérné velka jednoduchost a mald pamétova néroc-
nost. Nevyhodou je nutnost generovat velké mnozstvi bodd, z nichz nékteré se mohou
generovat vicekrat, zatimco jiné vibec. Pfi malém poctu iteraci se vysledny obrazec
nemusi vykreslit.

Deterministicky algoritmus

Na odlisném principu nez algoritmus RWA pracuje deterministicky algoritmus (Deter-
ministic Iteration Algorithm - DIA). Tento algoritmus nepracuje s jednim bodem jako
algoritmus RWA, ale s celou mnozinou bodi. Soucasné nemusi pocitat s pravdépodob-
nosti jednotlivych transformaci, protoze v kazdém kroku se na mnozinu bodi aplikuji
vSechny transformace. Na pocatku generovani se zvoli nékolik nahodnych bodd v roviné
nebo prostoru (poloha téchto bod nemé stejné jako u RWA vliv na vysledny tvar frak-
talu), na které se aplikuji vSechny transformace. Nové vznikla mnozina bodi tvoii vstup
dalsi iterace. Transformace se aplikuji deterministicky, odtud tedy vznikl nazev tohoto
algoritmu.
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Algoritmus 1ze popsat nasledovné:

1. nédhodné vyber mnozinu po¢ate¢nich bodt Py = {P¢, P2, ...P}}
2. nastav ¢itac iteraci iter =0

3. pokud iter < mazlter provadej smycku

3.1. nastav index =0
3.2. pokud index < ”poettransformac” provadéj smycku
3.1.1. pro kazdy bod P€Pje, proved: Pier+1 = PiterU@indes(P)

4. vykresli vSechny body ulozené v mnoziné Pjepi1
5. konec

Pocateéni bod staci vybrat jeden, naptiklad Py = {P1}, Py = [0,0], protoze s kazdou
iteraci se mnozina zvétsuje.

Vyhodou algoritmu je ménsi pocet iteraci, které jsou potieba provést k vykresleni
IFS fraktalu. Velkou nevyhodou je ale velka spotfeba paméti, protoze s kazdou iteraci
se mnozina bodl exponencidlné zvétsuje.

4.3 Plynuly morfing mezi dvojici IFS fraktalua

Pomoci velmi jednoduchého zptisobu lze docilit plynulého morfingu z jednoho IFS frak-
talu do druhého. Cely princip spociva v postupné zméné koeficientt transformacéni ma-
tice U jednoho systému do druhého. Nejjednodussi zptisob je v provedeni vazeného
souctu odpovidajicich koeficientt a; ; obou systémi:

a;ij=(1- ratio)xail,j + ratioxa?’j (4.4)
kde parametr ratio nabyva hodnot z intervalu < 0,1 >. Tento vypocet je nutné pou-
Zit pro vsechny transformace zadanych IFS systému. V pripadé, Zze jeden systém bude
mit jiny pocet transformaci nez druhy, je potfeba chybéjici transformace uméle pridat.
Aby pfidanim transformaci nedo$lo ke zméné systému, musi byt pfidavané transformace
identitou, aby po aplikaci na néjaky bod vratily ptivodni soufadnice tohoto bodu.
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Kapitola 5

Stochastické fraktaly

Dulezitou skupinou fraktalt jsou takzvané stochastické (ndhodné, nepravidelné) frak-
taly. Narozdil od ostatnich typt fraktald, které jsou vétsinou sobépodobné, stochastické
fraktaly vnasi pfi svém generovani do algoritmu ndhodu. Diky tomuto jsou pouze sobé-
ptibuzné, nikoliv sobépodobné. Diky této nepravidelnosti a ndhodnosti umoznuji viibec
nejlepsi popis prirodnich objektt.

Stochastické fraktély lze generovat bud simulaci Brownova pohybu, simulaci difiize,
metodou presouvani prostfedniho bodu nebo spektralni syntézou. Zatimco prvni dvé
metody lze Gispésné vyuzit pii generovani travin a kerd, zbyvajici metody se pouzivaji
pro generovani obrazku plasmy, modeld terént ¢i mrakd.

5.1 Metody generovani travin a keru

Simulace difuze

Pomoci této metody je mozné vytvaret tvarové slozité piirodni utvary, napiiklad mo-
dely travy, keit a stromt. Utvary vygenerované touto metodou se vyznacuji ¢astecnou
sobépodobnosti, velkou tvarovou slozitosti a fraktalni strukturou.

Simulace diftize je zalozena na nahodném pohybu ¢astic v omezeném ¢i neomezeném
prostoru. Protoze vysledkem simulace nemé byt zobrazeni trajektorie castic hmoty, jak
je tomu v redlném svété, ale plosny ¢i prostorovy model prirodniho objektu, je nutné tuto
metodu modifikovat. Modifikace spociva v postupném vytvareni pevnych bodd v roviné
¢i prostoru, na kterych postupné ”vyrtstaji” vycnélky tvorené z dalSich bodd, které
jsou, stejné jako uz diive vytvofené body, nepohyblivé. Pevné body lze ke vznikajicimu
fraktalnimu obrazci pridavat dvéma zpusoby:

o (astice se vytvoii na ndhodném misté a dale se simuluje jeji pohyb v prostoru.
Tento pohyb plné vychéazi z principu Brownova pohybu. Po dotyku se stavajici
fraktalni strukturou je tato castice pfipojena a generuje se ¢astice nova. Vysledkem
jsou vérohodnéjsi modely, ovSem za cenu vétsi ¢asové naroc¢nosti vypoctu.

o Céstice se postupné vytvaii na nahodnych mistech, ale nepohybuji se. Pokud se
vygenerovand castice dotkne stévajici struktury, je k ni pfipojena. V opacném
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pripadé zanikne. Postupnym vytvarenim c¢astic na ndhodnych mistech se aproxi-
muje trajektorie ¢astice, ktera se pohybuje Brownovym pohybem. Neni zaruceno,
Ze se zjisti veskeré dotyky trajektorie ¢astice se vznikajicim fraktalem, to je vSak
kompenzovano vétsim mnozstvim generovanych castic.

Tvar vznikajiciho fraktalniho obrazce je velmi vyrazné urcen pozici jedné ¢i vice
Castic, které predstavuji zaklad pro dalsi rast atvaru. Kviili této vlastnosti se pocatec¢ni
Castice nazyva seminko (seed).

Algoritmus simulace difiize 1ze popsat nasledovné:

1.

2.

vytvof mnozinu bodt (seminek) S* = (S, Sa, ...Sn)

urci oblast €2, ve které se muze fraktalni objekt generovat

. ur¢i typ okoli, ve kterém se hledaji body pfislusejici jiz vytvorenému objektu

(GtyFokoli, osmiokoli, ...)

nastav ¢itac iteraci iter =0

. dokud iter < maxIter provadéj smycku

5.1. vygeneruj ndhodny bod P, jehoz soufadnice musi lezet v oblasti 2

5.2. pokud se v okoli bodu P nachazi uz diive vygenerovany bod, pfidej bod P ke
vznikajicimu obrazci

Tento zékladni algoritmus simulace diftize je mozné riiznymi zptsoby modifikovat a
nepfimo tim ménit i morfologii, fraktalni dimenzi, popf. hustotu vytvarenych objekt.
Kromé modifikace vybéru pocatecni mnoziny seminek lze pouzit tzv. posuvné okno, ve
kterém se ¢astice mohou generovat. Posuvné oblast je na poc¢atku generovani umisténa
na povrchu zemé, tj. v mistech, ze kterych ma model traviny ¢i kefe vyrustat.

okno na konci generovani

SMEr posuvu

povrch zemé

Obrazek 5.1: Princip posuvného okna
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Generovani fraktalniho obrazce potom probihé tim zptisobem, Ze se po kazdém po-
suvu okna o predem dany krok A}, vygeneruje zadané mnozstvi bod. Pokud se tyto
mnozstvi ndhodnych bodt generovanych v oblasti €2 konstantni, bude postupné klesat
¢i naopak rist mnozstvi bodi, které se pii kazdém posuvu okna pfipoji k vytvarenému
objektu.

Zmeénou velikosti oblasti {2 a po¢tu generovanych ndhodnych bodi lze docilit raznych
vysledkt.

Obrézek 5.2: Simulace diftize, model motskych fas

Simulace difize na zakladé Brownova pohybu

Modely vytvorené podle predchéazejiciho algoritmu nejsou zcela korektni, protoze vzhle-
dem k zavedeni pevnych castic se trajektorie aproximuje pouze hrubé a z toho divodu
nejsou nalezeny vsSechny dotyky cCastic se stavajicim fraktalnim objektem. Na druhou
stranu jsou v nékterych oblastech objektu ¢astice velmi nahustény, takze obrazky spise
pripominaji morské rasy ¢i chaluhy.

K zajisténi tvorby korektnich modeld je proto nutné zvolit presnéjsi simulaci difaze,
kterd bude pfimo zalozena na Brownové pohybu jednotlivych ¢astecek hmoty. Princip
prace této metody spociva v postupném vytvareni ¢astic, které se pohybuji po trajektorii
dané Brownovym pohybem do té doby, nez se dotknou stavajiciho fraktélniho objektu.

V prvnim kroku algoritmu se opét inicializuje mnozina seminek a vygeneruje se na-
hodné umistény (v uréitém ohrani¢eném prostoru) poc¢ateéni bod. Nasledné se tento bod
zacne pohybovat, a to tak, Ze v kazdém kroku miize zménit své souradnice maximalné
o jednotku. Nova soutadnice bodu se tedy nachézi v osmiokoli souradnice bodu z pred-
choziho kroku. Pokud se bod na nové souradnici dotkne stavajiciho fraktalniho obrazce,
je k nému pripojen. Pokracuje se vygenerovanim souradnic nového bodu a cely postup se
opakuje. Generovani lze napiiklad ukoncit po vygenerovani urcitého poctu ¢astic nebo
ve chvili, kdy se ¢astice dostane na okraj oblasti, ve které se objekt generuje.
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Obrazek 5.3: Simulace diftize na zakladé Brownova pohybu

5.2 Plasma a metoda presouvani prostiedniho bodu

Jednou z velmi pouzivanych metod pro generovani stochastickych fraktali je metoda pre-
souvani prostiedniho bodu (Midpoint Displacement Method - MDM), kterou lze snadno
pouzit pro generovani objektil v roviné i prostoru. Casto se tato metoda pouziva pfi
generovani prirodni krajiny nebo mraki.

Nejjednodussi aplikaci metody piesouvani prostfedniho bodu je postup rekurzivniho
déleni horizontalni usecky tak, aby vznikl fraktalni atvar:

1. dvojice bodtt P a P urcuji tse¢ku u® o délece L (horni index zna¢i pocet rekur-
zivniho volani metody)

2. nastav iter =0

3. pokud iter < maxlter opakuj smycku

3.1.
3.2.

3.3.
3.4.
3.5.

iter Pty
2

pro danou tsecku u*“" najdi jeji prostfedni bod P =

bod ng” je vertikalné posunut o ndhodnou hodnotu §*¢", vznikne tak novy
bod PLe"

tisetka u'®" je rozdélena na dvé poloviny: uller = pjter piter g ifer — piler piter
koeficient § se s kazdou iteraci snizi tak, aby se limitné blizil k nule

nastav iter = iter + 1 a postup od bodu 3. aplikuj na nové vzniklé tsecky

uzlter a u'éter

Metodu ptileni usecky je mozné snadno rozsifit na plosny utvar, ¢tverec. V nejjed-
nodussim pripadé lezi krajni body c¢tverce v roviné x-y a pfi rekurzivnim déleni jsou
posouvany v kladném ¢i zdporném sméru osy z. Jednoduchou metodou, jak étverec
postupné rozdélovat je, ze se v kazdém kroku rekurze vypocte vyska bodt lezicich v po-
loviné hran ¢tverce. Ta je poté posunuta o ndhodnou hodnotu. Ctverec je tim rozdélen
na ¢tyti mensi ¢asti, na které se rekurzivné aplikuje stejny postup.
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Tuto metodu lze vyuzit pro generovani prostorovych modelt terénu nebo obrazki,
kterym se ¥ikd plasma (které lze naptiklad pouzit jako zdklad pro vytvoreni vyskové
mapy terénu).

Obrézek 5.4: Sedoténni obrazek plasmy
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Kapitola 6

DosazZzené vysledky a
demonstrac¢ni aplikace

6.1 Shrnuti vysledku

Porovnani metod RWA a DIA pro generovani IFS fraktala

Algoritmus ndhodné prochazky a deterministicky algoritmus lze porovnavat ze dvou
hledisek, a to podle ¢asové a pam&fové narocnosti.

Z hlediska pamétovych nérokt je méné narocny algoritmus RWA, protoze pracuje
pfimo s prostorem (bitmapou) vygenerovanych bodid a jedind potfebnd pamét je na
uloZeni polohy iterovaného bodu. Algoritmus DIA je pamétoveé podstatné vice naro¢néjsi,
zejména kvili nutnosti udrzovat v paméti mnozinu uz vygenerovanych bodi.

Po experimentovani s riznymi parametry lze Fici, Ze algoritmus DIA pracuje obecné
rychleji jak algoritmus RWA. To je hlavné zptisobeno tim, %e k vygenerovani obrazce
pomoci algoritmu DIA staci provést podstatné méné iteraci nez u algoritmu RWA. Oba
algoritmy jsem vyzkouSel implementovat i pomoci celo¢iselné aritmetiky. Algoritmus
RWA se implementaci v celoéiselné aritmetice zrychli v priméru o 35%, je nutné ovsem
pocitat s dostate¢nym poctem iteraci (fadové tisice a vice). Implementace algoritmu DIA
pomoci celociselné aritmetiky nepfinesla v podstaté zadné zrychleni vypoctu, spise doslo
ke zkorseni kvality vygenerovaného obrazku. To je zptisobeno hlavné ztratou presnosti
pri pfevodu redlnych ¢isel do celociselného formatu, coz se projevi tim, ze se pii vypoctu
nékteré body ”presko¢i” a ve vysledném obrizku potom chybi urcité pixely.

Zhodnoceni metod pro generovani stochastickych fraktalu

Prostudované algoritmy (simulace difaze, simulace diftize na zédkladé Brownova pohybu
a metoda presouvani prostfedniho bodu) pro generovani stochastickych fraktalt neni
mozné vzajemné srovnavat, protoze kazdy produkuje jiny vysledek. Po podrobném pro-
studovani jsem zjistil, Ze z povahy téchto algoritmi neni mozné provést jakoukoliv formu
jejich optimalizace a urychlit tak vypocet.
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Porovnani metod pro urychleni vypoc¢tu Mandelbrotovy mnoziny

Algoritmus pro vypocet Mandelbrotovy mnoziny lze urychlit pomoci metody tesseral,
solid-guessing, detekce periodické posloupnosti a transformaci vypoctu do celociselné
aritmetiky. Uvedené metody se ukézaly byt pro urychleni vypoctu velmi pfinosné, ovsem
vétsinou za cenu zhorseni kvality vygenerovaného obrazku. Tyto metody lze porovnavat
z mnoha pohledi, navic lze u nékterych metod modifikovat ur¢ité parametry, proto
zde uvadim pouze dvé nejvyznaméjsi srovnani na zakladé experimentalné ziskanych
vysledkt. Obé srovnani jsou vztazena vicéi nemodifikovanému algoritmu pro vypocet
Mandelbrotovy mnoziny.

Urychleni vypoctu v zavisloti na poctu iteraci ukazuje nasledujici graf. Porovnaval
jsem metodu detekce periodické posloupnosti, tesseral, solid-guessing a vypocet v ce-

loc¢iselné aritmetice. Uvedené hodnoty jsou ziskané pro obrazek o rozmérech 640x480
pixeli.

100
90 —&— solid-guessing
—m— tesseral

80
© —e— celoiselna aritmetika
o
; 70 7 —x— periodicka posloupnost
O 60
o
e
‘2 50
& 40
S
> 30+
=

20

10

0 T T T T 1
128 256 512 1024 2048
pocet iteraci

Obrazek 6.1: Zavislost urychleni vypoc¢tu na poctu iteraci
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Urychleni vypoctu v zavislosti na rozmérech generovaného obrazku ukazuje nésle-
dujici graf. Porovnaval jsem metodu detekce periodické posloupnosti, tesseral, solid-
guessing a vypocet v celociselné aritmetice, Uvedené hodnoty jsou ziskané pro 512 ite-
raci/pixel.

100
90 ~
80
=X
< 70
=
O 60
o
o
‘2 50
LR
S —&— celodiselna aritmetika
> 30+
=] —a— tesseral
20
—e— solid-guessing
107 —»— periodickd posloupnost
0 T T T T 1
320x240 640x480 1280x960 2560x1920 5120x3840
rozméry generovaného obrazku

Obrazek 6.2: Zavislost urychleni vypocétu na rozmérech generovaného obrazku

Na zakladé ziskanych vysledkti uvedenych v grafech lze velice snadno uréit, jakou
metodu je vhodné kdy pouzit. VSechny metody lze navic navzajem vhodné kombinovat
a dosahnout tak velmi rychlého vypoc¢tu Mandelbrotovy mnoziny.

6.2 Demostracni aplikace

Soucasti prace bylo vyzkouset si nastudované algoritmy implementovat. Cilem nebylo
vytvorit propracovanou aplikaci pro generovani fraktald, z toho divodu je cely demon-
stra¢ni program navrzen dosti jednoduse. Jako implementacéni jazyk jsem zvolil C/C+-+
za pouziti knihovny SDL (Simple Directmedia Layer) pro préaci s grafikou a ptrekladaé
Microsoft Visual C++. Cely kdd je psdn bez pouziti neprenositelnych konstrukci, takze
v ptipadé potreby by mél jit velice snadno pouzit i na jiné platformé. Knihovna SDL je
pouzita pouze pro vytvoreni jednoduchého GUI (Graphical User Interface - grafické uzi-
vatelské rozhrani) a zobrazeni vygenerovanych obrazk, vlastni algoritmy pro generovéani
fraktalt na ni nejsou zavislé.

Pro kazdy z vyse popsanych typu fraktald jsem implementoval vlastni t¥idu, kterd
zapouzdiuje popsané algoritmy. Kazda tiida poskytuje jednu nebo dvé metody pro na-
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staveni potifebnych parametra a jednu metodu pro vygenerovani fraktalu. Tato metoda
poté podle svého parametru vola privatni funkce, které provadéji konkrétni algoritmus.
Aplikace umoznuje vygenerovat:

Mandelbrotovu mnozinu pomoci metody detekce periodické posloupnosti, solid-
guessing, tesseral a vypoctem v celociselné aritmetice,

Juliovu mnozinu podle interaktivné zvolené pozice v Mandelbrotové mnoziné,
IFS fraktal pomoci algoritmi RWA, DIA a jejich verzi v celociselné aritmetice,
plynulou animaci morfingu jednoho IFS fraktdlu do druhého,

model traviny pomoci metody simulace diftize a metody simulace diftize na zakladé
Brownova pohybu,

obréazek plasmy pomoci metody pfesouvani prostiedniho bodu.

Ukézkou vystupu demonstracni aplikace jsou vSechny obrazky uvedené v této praci.

bk W‘%t-g“ Ak ;

Obrazek 6.3: Vytez Mandelbrotovy mnoziny
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Kapitola 7
Zaveér

Béhem studia fraktalovych algoritmi jsem ziskal dostatek znalosti, abych v pripadé
potifeby dokazal néjaky fraktalovy algoritmus vhodné pouzit. Prakticky jsem se také
seznamil s nékolika moznostmi, jak prakticky dosdhnout urychleni vypoctu daného al-
goritmu.

Dalsi sméfovani prace bych zamétil na vyuziti technologie SSE, na implementaci uve-
denych algoritmii, jejich optimalizaci na tGrovni instrukci a vzdjemné srovnéani, ptipadné
i na porovnani efektivnosti kédu napsaného v asembleru a néjakém vysSsim programo-
vacim jzyce.

33



Literatura

[1] G. Schober J. H. Ewing. The area of the Mandelbrot Set. Numer. Math., 1992.

[2] Benoit B. Mandelbrot. The Fractal Geometry of Nature. W. H. Freeman, New York,
1982.

[3] Benoit B. Mandelbrot. Fraktdly - tvar, ndhoda a dimenze. Mlada fronta, 2003.

[4] Prof. Dr. P. H. Richter Prof. Dr. H. O. Peitgen. The Beauty of Fractals. Springer-
Verlag Berlin Heidelberg, 1986.

[5] Fraktaly v podéitacové grafice. http://www.root.cz/clanky /fraktaly-v-pocitacove-
grafice-i/.

[6] Fixed point arithmetic. http://www.root.cz/clanky /fixed-point-arithmetic/.

[7] Generating fractals with sse/sse2. http://www.codeproject.com/cpp/fractalssse.asp.

34



	Strucný úvod do fraktální geometie
	Co je to fraktál
	Dimenze
	Sobepodobnost
	Atraktor
	Typy fraktálních objektu
	Vyuzití fraktální geometrie

	Optimalizace fraktálových algoritmu
	Metody urychlení výpoctu
	Metody urychlení vykreslení

	Mandelbrotova mnozina
	Mandelbrotova mnozina
	Juliovy mnoziny

	Systémy iterovaných funkcí
	Matematický popis
	Metody generování IFS
	Plynulý morfing mezi dvojicí IFS fraktálu

	Stochastické fraktály
	Metody generování travin a keru
	Plasma a metoda presouvání prostredního bodu

	Dosazené výsledky a demonstracní aplikace
	Shrnutí výsledku
	Demostracní aplikace

	Záver
	Literatura

