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Abstrakt
Tento projekt se zabývá řešeńım diferenciálńıch rovnic. Ćılem je nalézt vhodný algoritmus
transformuj́ıćı diferenciálńı rovnice vyšš́ıch řád̊u s časově proměnnými koeficienty na ekviva-
lentńı soustavy diferenciálńıch rovnic 1. řádu, následně pak ověřit jeho funkčnost pro rovnice
obsahuj́ıćı umocněné goniometrické funkce a nakonec tento algoritmus naimplementovat.
Důvodem pro tuto transformaci je požadavek, řešit tyto diferenciálńı rovnice programem
TKSL (Taylor Kunovský simulation language).
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proměnné koeficienty, operátorový počet, binomická věta, invertor, sumačńı invertor, inver-
tuj́ıćı sumačńı integrátor, dělička, násobička, TKSL.

Abstract
This project deals with solving of differential equations. The aim is find the correct algo-
rithm transforming differential equations of higher order with time variable coefficients to
equivalent systems of differential equations of first order. Subsequently verify its function-
ality for equations containing the involution goniometrical functions and finally implement
this algorithm. The reason for this transformation is requirement to solve these differential
equations by programme TKSL (Taylor Kunovský simulation language).

Keywords
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3.5.3 Invertuj́ıćı sumačńı integrátor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
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4.2 Numerické řešeńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
4.3 Chyby metod . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
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7.5 Př́ıklad 5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

8 Závěr 50
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Kapitola 1

Úvod

Tato práce čtenáře na úvod informuje o př́ıčinách vzniku požadavku pro převod difer-
enciálńıch rovnic vyšš́ıch řád̊u s časově proměnnými koeficienty na ekvivalentńı soustavy
diferenciálńıch rovnic 1. řádu. Dále je shrnut současný stav vykonaných praćı. Následnuj́ıćı
kapitola uvád́ı čtenáře do problematiky, kde se dozv́ı základńı informace o diferenciálńıch
rovnićıch. Konkrétněji, jednotlivé podkapitoly hovoř́ı o tom, jaký tvar má obecná difer-
enciálńı rovnice n-tého řádu a jak ji lze převést na tvar operátorový, dále je uvedeno
několik slov o Taylorově řadě, nestacionárńıch systémech, adjungovaných koeficientech a
v neposledńı řadě uvád́ı operace a schématické značky základńıch prvk̊u lineárńıch systémů
(invertor, sumačńı invertor, invertuj́ıćı sumačńı integrátor, dělička a násobička konstant
či časově závislých funkćı), jež jsou v daľśı kapitole využity pro výpočet diferenciálńıch
rovnic. Kapitola Metody řešeńı diferenciálńıch rovnic obsahuje několik r̊uzných metod
řeš́ıćıch diferenciálńı rovnice, z nichž byly následně vabrány metody (4.10.1) a (4.10.2)
pro navržeńı výsledného algoritmu. V podkapitole Aplikace Fourierovy řady je ověřena ko-
rektnost výpočtu (pro metodu využ́ıvaj́ıćı schéma) diferenciálńıch rovnic obsahuj́ıćıch gonio-
metrickou funkci s mocninou vyšš́ı než 2. Kapitola Simulačńı jazyk TKSL podává základńı
informace o tom, co vlastně je program TKSL, jak zapsat diferenciálńı rovnici, aby byla po-
moćı něj řešitelná a nakonec je zmı́něno pár slov k vyv́ıjenému TKSL/C. V následná kapitole
se hovoř́ı o postupu, jež vedl k nalezeńı vhodné metodiky převodu, dále odhaluje samotný
algoritmus, uvád́ı základńı informace týkaj́ıćı se prostřed́ı, v němž byl výsledný algorit-
mus naprogramován, a na závěr je výsledný program předveden. Pro ukázku je následně
uvedeno několik př́ıklad̊u s výstupy řešených diferenciálńıch rovnic. V závěrečné kapitole
jsou shrnuty úkony, jež vedly k dosažeńı daného ćıle, zhodnoceńı źıskaných výsledk̊u, návrh
daľśıho možného vývoje projektu a př́ınos práce pro řešitele.

Tato diplomová práce navazuje na semestrálńı projekt, jehož součást́ı bylo seznámeńı se
s metodami řešeńı diferenciálńıch rovnic a nalezeńı vhodné metodiky převodu diferenciálńıch
rovnic vyšš́ıch řád̊u s časově proměnnými koeficienty na ekvivalentńı soustavy diferenciálńıch
rovnic 1. řádu, čehož bylo využito pro následnou implementaci této metodiky.
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Kapitola 2

Základńı informace

2.1 Shrnut́ı požadavk̊u

Diferenciálńı rovnice s kosntantńımi koeficienty lze řešit pomoćı programu TKSL (Tay-
lor Kunovský simulation language). Aby bylo možné t́ımto programem řešit i diferenciálńı
rovnice s časově proměnnými koeficienty, bylo nutné vypracovat metodiku převodu difer-
enciálńıch rovnic vyšš́ıch řád̊u s časově proměnnými koeficienty na ekvivalentńı soustavy
diferenciálńıch rovnic 1. řádu a tuto transformaci naimplementovat. Ćılem práce tak bylo
źıskat program, jež po zadáńı diferenciálńı rovnice vyšš́ıch řád̊u s časově proměnnými koefi-
cienty vygeneruje odpov́ıdaj́ıćı výstupńı soubor pro následné zpracováńı programem TKSL.

2.2 Současný stav

Jsou provedeny experimentálńı výpočty diferenciálńıch rovnic vyšš́ıch řád̊u s časově proměnnými
koeficienty dvěmi r̊uznými metodami (viz. kapitola 4.10.1 a 4.10.2), pomoćı nichž je navržena
metodika převodu těchto diferenciálńıch rovnic na ekvivalentńı soustavy diferenciálńıch
rovnic 1. řádu. Pro tento převod je vytvořen program, jehož výstup lze použ́ıt pro vy-
hodnoceńı dané diferenciálńı rovnice programem TKSL.
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Kapitola 3

Úvod do problematiky

Diferenciálńı rovnićı rozumı́me každou rovnici, v ńıž se neznámá funkce vyskytuje v derivaci.
Jeli neznámá funkce funkćı jedné proměnné, jde o obyčejnou diferenciálńı rovnici. Jinak
hovoř́ıme o parciálńı diferenciálńı rovnici. Řád nejvyšš́ı derivace pak udává řádtéto difer-
enciálńı rovnice.

Řešeńım diferenciálńı rovnice rozumı́me funkci, která dané rovnici vyhovuje. Řešeńı ob-
sahuj́ıćı konstanty se nazývá obecné řešeńı, volbou konstanty dostaneme z obecného řešeńı
partikulárńı řešeńı. V některých speciálńıch př́ıpadech existuj́ı řešeńı, která nedostaneme
volbou konstanty z řešeńı obecného (taková řešeńı se nazývaj́ı singulárńı). Graf řešeńı difer-
enciálńı rovnice se nazývá integrálńı křivka.

Obyčejnou diferenciálńı rovnićı prvńıho řádu nazýváme rovnici ve tvaru F (x, y, y′) = 0,
resp. v explicitńım vyjádřeńı:

y′ = f(x, y), f : Ω → <, Ω ∈ <2 (3.1)

Úloha naj́ıt řešeńı y(x) této diferenciálńı rovnice, která je definovaná na nějakém I, x0 ∈ I
a které splňuje tzv. počátečńı podmı́nku y(x0) = y0 se nazývá Cauchyova (počátečńı) úloha.

Je-li funkce f spojitá na otevřené množině Ω, pak pro každé (x0, y0) ∈ Ω má úloha
y′ = f(x, y), y(x0) = y0 alespoň jedno řešeńı (existenčńı podmı́nka).

O funkci f řekneme, že splňuje v bodě (x0, y0) Lipschitzovu podmı́nku, existuje-li kon-
stanta L a okoĺı U(x0, y0) ∈ Ω tak, že pro každé dva body (x, y1), (x, y2) ∈ U(x0, y0) je

|f(x, y1)− f(x, y2)| ≤ L(y1, y2)

Diferenciálńı rovnice y′ = f(x, y) má pro každý bod (x0, y0) ∈ Ω jediné řešeńı procházej́ıćı
bodem (x0, y0) (jednoznačnost řešeńı), pokud jsou splněny následuj́ıćı podmı́nky:

1. funkce f je spojitá na Ω

2. funkce f je ohraničená na Ω

5



3. splňuje Lipschitzovu podmı́nku na Ω

Pozn.: Obecně můžeme (3.1) pokládat za soustavu n diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu,
kde y, y0 jsou vektory o n složkách. (Samozřejmě se též př́ıslušným zp̊usobem změńı rozměry
prostor̊u definičńıho oboru a oboru hodnot dané funkce.)

3.1 Obecná diferenciálńı rovnice n-tého řádu

Diferenciálńı rovnićı rozumı́me každou rovnici, ve které se vyskytuj́ı derivace hledané funkce.
Jej́ı tvar zaṕı̌seme následovně:

an
d(n)y

dtn
+ an−1

d(n−1)y

dtn−1
+ · · ·+ a0y = bm

d(m)z

dtm
+ bm−1

d(m−1)z

dtm−1
+ · · ·+ b0z

kde:

• y je hledané řešeńı

• z je vstupńı (nebo také vynucuj́ıćı) funkce

• n je řád diferenciálńı rovnice

• m je řád vstupńı funkce

• a, b jsou nelineárńı koeficienty

Analogicky tedy můžeme psát:

any(n) + an−1y
(n−1) + · · ·+ a0y = bmz(m) + bm−1z

(m−1) + · · ·+ b0z (3.2)

Použ́ıváme-li pro systémy diferenciálńıch rovnic zápis rovnice (3.2) , pak při nulových
počátečńıch podmı́nkách

y(n−1)(0) = · · · = y(1)(0) = y(0) = 0

můžeme zavést

p ≡ d

dt

py ≡ dy

dt
, p2y ≡ d2y

dt2
, · · ·

pz ≡ dz

dt
, p2z ≡ d2z

dt2
, · · ·

Nyńı lze diferenciálńı rovnici (3.2) zapsat operátorovým zápisem
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anp(n)y + an−1p
(n−1)y + · · ·+ a0y = bmp(m)z + bm−1p

(m−1)z + · · ·+ b0z

s nulovými počátečńımi podmı́nkami

p(n−1)y(0) = · · · = py(0) = y(0) = 0

3.2 Taylorova řada

Předpokládejme, že máme funkci f(x), která má v bodě x = a derivace až do n-tého řádu.
Hledejme nyńı polynom p(x) stupně n ve tvaru

p(x) = c0 + c1(x− a) + c2(x− a)2 + c3(x− a)3 + · · ·+ cn(x− a)n (3.3)

se středem v bodě a takový, aby byly splněny následuj́ıćı podmı́nky:

f(a) = p(a), f ′(a) = p′(a), f ′′(a) = p′′(a), . . . .

Za použit́ı rovnice (3.3) dostáváme:

f(a) = p(a) = [c0 + c1(x− a) + c2(x− a)2 + · · · ]x=a = c0

f ′(a) = p′(a) = [c1 + 2 · c2(x− a) + 3 · c3(x− a)2 + · · · ]x=a = c1

f ′′(a) = p′′(a) = [2 · c2 + 3 · 2 · c3(x− a) + · · · ]x=a = 2 · c2
...

Po vyjádřeńı koeficient̊u c0, c1, c2 ...

c0 = f(a)
c1 = f ′(a)
c2 = f ′′(a)

2!
...

Obecně tedy plat́ı:

ck =
fk(a)

k!
(3.4)

Z to plyne známý zápis Taylorovy řady:

p(x) = f(a) +
f ′(a)

1!
(x− a) +

f ′′(a)
2!

(x− a)2 + · · ·+ fn(a)
n!

(x− a)n (3.5)
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3.3 Nestacionárńı systémy

Nestacionárńı systémy jsou popsány diferenciálńımi rovnicemi s časově proměnnými koefi-
cienty. Pokud rovnice neobsahuje derivaci vstupńı veličiny lze použ́ıt metodu snǐzováńı řádu
derivace. Pokud je však systém popsán rovnićı s derivaćı vstupńı veličiny nelze tuto metodu
využ́ıt. Důvodem je závislost pořad́ı operaćı násobeńı a integrace či derivace. Obecně plat́ı:

f(t)
dy(t)
dt

6= d

dt
(f(t)y(t))

V takových př́ıpadech se použ́ıvaj́ı speciálńı metody, které lze považovat za zobecněné
metody postupné integrace a snǐzováńı řádu derivace. My se budeme dále zabývat modifiko-
vanou metodou Taylorovy řady, při které se využ́ıvá převodu diferenciálńı rovnice na rovnici
s adjungovanými koeficienty.

3.4 Adjungované koeficienty

Při řešeńı diferenciálńıch rovnic, ve kterých se na pravé straně vyskytuje derivace vstupńı
veličiny nelze použ́ıt metod snǐzováńı řádu derivace či postupnou integraci. Autoři modi-
fikované Taylorovy metody vytvořili postup, kdy jsou časově proměnné koeficienty v difer-
enciálńı rovnici nahrazeny jinými, které budeme nazývat adjungovanými. Tyto koeficienty
jsou vypočteny tak, aby bylo možno použ́ıt některou z metod snǐzováńı řádu derivace či
postupné integrace.

3.5 Základńı prvky lineárńıch systémů

3.5.1 Invertor

Invertor měńı znaménko vstupńıho signálu. Schématická značka je na obrázku (3.1) a funkci
lze zapsat ve tvaru:

u0 = −u1

Obrázek 3.1: Schematická značka invertoru
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3.5.2 Sumačńı invertor

Sumačńı invertor provád́ı inverzńı součet vstupńıch signál̊u. Na obrázku (3.2) je jeho schématická
značka. Funkci sumačńıho invertoru lze zapsat ve tvaru:

u0 = −(u1 + u2 + · · ·+ un)

Obrázek 3.2: Schematická značka sumačńıho invertoru

3.5.3 Invertuj́ıćı sumačńı integrátor

Invertuj́ıćı sumačńı integrátor realizuje inverzi integrace součtu vstupńıch signál̊u. Schématická
značka je uvedena na obrázku (3.3) . Jeho funkci lze zapsat ve tvaru:

u0 = −
∫

(u1 + u2 + · · ·+ un) dt

anebo také:

u0 = −1
p

(u1 + u2 + · · ·+ un)

Obrázek 3.3: Schematická značka invertuj́ıćıho sumačńıho integrátoru

3.5.4 Dělička

Dělička provede pod́ıl hodnot vstupńıch signál̊u. Na obrázku (3.4) je uvedena schématická
značka. Funkci děličky lze zapsat ve tvaru:

u0 =
u1

u2

9



Obrázek 3.4: Schematická značka děličky

3.5.5 Násobička

Násobička provede vynásobeńı vstupńıho signálu zadanou konstantou nebo funkćı. V liter-
atuře se pro násobeńı časově závislou funkćı použ́ıvá značka pro násobeńı konstantou se zd-
vojenou kružnićı. Schématická značka pro násobičku konstant je uvedena na obrázku (3.5) a
schématická značka pro násobičku časově závislých funkćı na obrázku (3.6) . Funkci násobiček
lze zapsat ve tvaru:

• pro násobeńı konstantou:

u0 = a · u1

Obrázek 3.5: Schematická značka násobičky konstant

• pro násobeńı časově závislou funkćı:

u0(t) = a(t) · u1(t)

Obrázek 3.6: Schematická značka násobičky časově závislých funkćı
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Kapitola 4

Metody řešeńı diferenciálńıch
rovnic

4.1 Analytické řešeńı

Řešeńı je funkce času. Konkrétńı hodnotu v určitém čase źıskáme dosazeńım tohoto času
do výsledné funkce. Lze určit hodnotu v libovolném bodě, v němž je funkce definována. An-
alytické metody jsou obvykle složité a časově náročné, ale velmi přesné. Teorie obyčejných
diferenciálńıch rovnic tedy vyb́ırá určité modely jistých skupin diferenciálńıch rovnic, pro které
je nalezeno obecné schéma řešeńı.

Podstatnou část této teorie tvoř́ı lineárńı rovnice, jejichž základńı charakteristickou vlast-
nost́ı je platnost principu superpozice. Druhou skupinu tvoř́ı rovnice nelineárńı. Zde je
obecná teorie mnohem chudš́ı a jsou studovány pouze speciálńı typy diferenciálńıch rovnic
popisuj́ıćıch určité fyzikálńı nebo technické problémy. U těchto nelineárńıch rovnic lze po-
moćı speciálńıch úprav źıskat řešeńı v uzavřeném tvaru (tj. vyjádřeńı pomoćı elementárńıch
funkćı, resp. jejich integrál̊u).

Metody řešeńı diferenciálńıch rovnic lze rozdělit do několika skupin:

• u lineárńıch rovnic s konstantńımi koeficienty určujeme bázové funkce a násadu pro par-
tikulárńı řešeńı nehomogenńı rovnice voĺıme pomoćı těchto bázových funkćı (metoda
variace konstant), nebo ve tvaru pravé strany diferenciálńı rovnice (metoda neurčitých
koeficient̊u); ovšem každé řešeńı hledáme ve tvaru, který již předem známe

• některé lineárńı rovnice s nekonstantńımi koeficienty transformujeme vhodnou sub-
stitućı na lineárńı rovnice s konstantńımi koeficienty

• některé nelineárńı rovnice vhodnou substitućı transformujeme na rovnice lineárńı

• některé nelineárńı rovnice formálně uprav́ıme (př́ıp. transformujeme vhodnou substi-
tućı) a řeš́ıme př́ımou integraćı

Je zřejmé, že tyto metody nejsou postačuj́ıćı pro řešeńı všech úloh z technické nebo fyzikálńı
praxe. Nav́ıc problémy z praxe jsou často popsány soustavami diferenciálńıch rovnic, jejichž
řešeńı je ještě složitěǰśı.

11



Proto s nástupem výpočetńı techniky došlo k velkému rozš́ı̌reńı použit́ı numerických metod
řešeńı (soustav) diferenciálńıch rovnic. Rozsah úloh, které lze numerickými metodami řešit je
mnohem větš́ı (v porovnáńı s možnostmi analytických metod). Problémem je však rychlost
a přesnost, dále pak nutnost provedeńı celého výpočtu znovu v př́ıpadě změny parametr̊u
(u analytického výpočtu stač́ı dosadit jiné konstanty).

4.2 Numerické řešeńı

Řešeńım je posloupnost hodnot v určitých předem zvolených časových bodech. Hodnoty
funkce mezi zvolenými body lze určit bud’ interpolaćı z okolńıch vypočtených bod̊u nebo
opětovnou aplikaćı metody s menš́ım rozestupem (krokem) časových bod̊u. Numerické
metody jsou obvykle jednodušš́ı a rychleǰśı než analytické. Při špatné volbě kroku však
může doj́ıt k velké chybě výpočtu.

Numerické řešeńı soustavy obyčejných diferenciálńıch rovnic má smysl hledat pouze tehdy,
jestliže řešeńı existuje a je jednoznačné (viz. 3).

Soustavu m obyčejných diferenciálńıch rovnic

y′1(t) = f1(t, y1, . . . ym)
y′2(t) = f2(t, y1, . . . ym)

...
y′m(t) = fm(t, y1, . . . ym)

s počátečńımi podmı́nkami

y1(t0) = y1,0

y2(t0) = y2,0

...
ym(t0) = ym,0

můžeme pro větš́ı přehlednost zapsat též pomoćı vektor̊u ve tvaru

y′ = f(t,y)
y(t0) = y0

(4.1)

Základem, z něhož vycháźı většina numerických metod pro řešeńı počátečńıch úloh na
intervalu < a, b >, je diskretizace proměnné. Množinu bod̊u ti, i ∈< 0, k > z intervalu
< a, b >, kde

a = t0 < t1 < t2 < · · · < tk−1 < tk = b
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nazýváme śıt’, jej́ı prvky pak uzly śıtě.

Výraz ti+1 − ti = h nazýváme krokem śıtě v uzlu xi (resp. integračńım krokem). Je-li
nav́ıc hi = h = konst., mluv́ıme o pravidelné śıti.

Numerickým řešeńım soustavy (4.1) rozumı́me posloupnost yi hodnot y(t0), y(t1), . . . y(tk),
které odpov́ıdaj́ı př́ıslušným hodnotám uzl̊u śıtě.

Hodnoty y(ti) numerického řešeńı budeme značit yi, hodnoty exaktńıho řešeńı (źıskané
dosazeńım do analytického řešeńı rovnice) pak označ́ıme jako Yi = Y (ti).

Má-li být numerická metoda řešeńı použitelná, je nutné, aby posloupnost yi konvergovala
pro h → 0 k exaktńımu řešeńı Y (t). Konvergenćı zde rozumı́me existenci limity posloupnosti
yi pro h → 0, i →∞, kde ovšem hi = t z̊ustává pevné. Koverguje-li přibližné řešeńı źıskané
určitou metodou pro všechny počátečńı úlohy (4.1), řekneme, že metoda je konvergentńı.

Rozlǐsujeme dva základńı typy metod numerického řešeńı soustavy diferenciálńıch rovnic
(4.1):

1. metody, které hodnoty funkce f(t, y) poč́ıtaj́ı jen v bodech (ti, yi), kde yi je hodnota
numerického řešeńı v bodě t = ti. Jedná se o tzv. v́ıcekrokové metody.

2. metody, které zjǐst’uj́ı hodnoty funkce f(t, y) i mezi jednotlivými uzly śıtě (ti, yi). Jsou
zastoupeny jednokrokovými metodami (metody typu Runge-Kutty)

Oba zmı́něné typy metod použ́ıvaj́ı k řešeńı pouze prvńı derivace y (existuj́ı samozřejmě i
metody využ́ıvaj́ıćıch k výpočtu i derivaćı vyšš́ıch řád̊u). Hodnotu prvńı derivace jednoduše
źıskáme dosazeńım bodu (ti, yi) do (4.1). Vyšš́ı derivace je však obecně obt́ıžné źıskat, nebot’
předpokládáme, že funkce f(t, y) neńı vyjádřena analyticky.

4.3 Chyby metod

Při použit́ı obou typ̊u metod výpočt̊u numerického řešeńı soustavy diferenciálńıch rovnic
(str. 13) je źıskaná sloupnost hodnot yi výsledkem postupné extrapolace z výchoźıho bodu,
přičemž již samotné výchoźı body jsou zat́ıžené tzv. lokálńı chybou E. Tato chyba se skládá
ze dvou část́ı:

1. zanedbávaćı chyba (chyba metody) je zp̊usobená zanedbáńım člen̊u Taylorovy řady
poč́ınaje n + 1 členem.

2. zaokrouhlovaćı chyba vzniká z d̊uvodu omezené velikosti slova, ve kterém je uložena
hodnota č́ısla, v poč́ıtači

Chyba jednoho kroku (lokálńı chyba) ovšem rovněž ovlivńı výsledky krok̊u následuj́ıćıch.
V této souvislosti mluv́ıme o stabilitě metody. Metoda se nazývá absolutně stabilńı, pokud
pro daný integračńı krok h a danou diferenciálńı rovnici chyba vzniklá při výpočtu yn, se
nezvětš́ı v následuj́ıćıch hodnotách řešeńı yk, k > n.

Skutečnost, že se v každém kroku výpočtu dopoušt́ıme lokálńı chyby, vede ke vzniku chyby
kumulované, jej́ı velikost pak je εn = Yn − yn.
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4.4 Jednokrokové metody

Jednokrokové metody źıskaly sv̊uj název podle toho, že pro výpočet hodnoty yn+1 stač́ı znát
pouze hodnotu yn. Toto je výhodné v př́ıpadech, když potřebujeme často měnit integračńı
krok.

Základem pro tyto metody je Taylor̊uv rozvoj (viz 3.2)

yn+1 = yn + hy′n +
h2

2!
y′′n +

h3

3!
y3

n + · · · (4.2)

4.5 Metoda Eulerova

Tato metoda je nejjednodušš́ı: pro určeńı následuj́ıćı hodnoty yn+1 bere v úvahu pouze
prvńı dva členy Taylorovy řady, tedy

yn+1 = yn + hy′n (4.3)

Geometrická interpretace této metody neńı obt́ıžná: protože hi = xi+1 − xi, je vztah (4.3)
rovnićı př́ımky se směrnićı f(xi, yi) jdoućı bodem (xi, yi), tj. na intervalu < xi, xi+1 > se
vždy pohybujeme po tečně k přesnému řešeńı úlohy y′ = f(x, y), y(xi) = yi v bodě (xi, yi).

Při zkracováńı kroku lze zpřesňovat řešeńı, ovšem od jisté hranice začne převládat vliv
zaokrouhlovaćı chyby a celková chyba výpočtu při daľśım zmenšováńı kroku poroste.

4.6 Metody Runge-Kutta

Daľśı jednokrokové metody, které použ́ıvaj́ı pouze prvńı derivace řešeńı y - výpočet f(t, y)
však prováděj́ı i mezi jednotlivými uzly (ti, yi) - jsou zastoupeny metodami typu Runge-
Kutta. Základem těchto metod je vyjádřeńı rozd́ıl̊u mezi hodnotami řešeńı y v bodech tn+1

a tn ve tvaru

yn+1 − yn =
p∑

i=1

wiKi

kde wi jsou konstanty a

Ki = hf(tn + aih, yn +
i−1∑
j=1

bijkj), i = 1, . . . p

kde h = tn+1 − tn a ai,bij jsou konstanty, přičemž a1 = 0.

Metoda se nazývá p-hodnotová (použ́ıvá p hodnot funkce f(t, y)). Konstanty wi, ai, bi jsou
vypočteny tak, aby źıskaná řešeńı souhlasila s Taylorovou řadou v bodě (tn, yn) až do p-té
mocniny kroku h včetně. Metodu pak nazýváme metodou Runge-Kutta řádu P . Metod je
celá řada modifikaćı, lǐśı se však předevš́ım v koeficientech, v principu jsou ovšem stejné.

Všechny metody Runge-Kutta maji ohraničený obor absolutńı stability, definovaný nerovnost́ı

14



∣∣∣∣∣1 + h̃ +
h̃2

2!
+ · · ·+ h̃p

p!

∣∣∣∣∣ < 1

kde h̃ = hλ, λ je komplexńı č́ıslo.

Nejčastěji se použ́ıvá metody čtvrtého řádu: má dobrou stabilitu i přesnost.

4.7 Metoda Taylorovy řady

Ačkoliv by se zdálo, že možnosti využit́ı Taylorovy řady pro řešeńı diferenciálńıch rovnic
jsou již zcela vyčerpané (všechny výše uvedené metody z této metody vycházej́ı), nacháźı
v současnosti opět tato metoda své uplatněńı (rychlý vývoj výpočetńı techniky).

Při využit́ı této metody se předpokládá, že pro výpočet řešeńı se bere v úvahu větš́ı počet
člen̊u rozvoje (4.2), řádově alespoň deśıtky člen̊u.

Tato metoda umožňuje výpočet mnohem přesněǰśı hodnoty řešeńı (bráno vzhledem k délce
integračńıho kroku h) než běžně použ́ıvané metody (Eulerova či některá varianta metody
Runge-Kutta). Problematikou využit́ı metody Taylorovy řady se zabývá tato práce.

Princip metody

Taylorova řada je definována jako nekonečná mocninná řada

f(x) = f(z) + f ′(z)
(x− z)

1!
+ f ′′(z)

(x− z)2

2!
+ · · · (4.4)

Pokud polož́ıme počátečńı podmı́nku z = 0 a polož́ıme h = x1− z1, pak rovnice přejde do
tvaru:

f(x1) = f(0) + h · f ′(0) +
h2

2!
f ′′(0) +

h3

3!
f ′′′(0) + · · · (4.5)

Nyńı položme z2 = x1 za předpokladu h = x2− z2 = x1− z1.

f(x2) = f(x1) + h · f ′(x1) +
h2

2!
f ′′(x1) +

h3

3!
f ′′′(x1) + · · · (4.6)

Hodnoty funkce f(x) v bodech x1, x2, lze vypoč́ıst postupně za využit́ı Taylorovy řady.
Výsledek jednoho kroku je nutný pro výpočet daľśıch d́ılč́ıch výsledk̊u. Parametr h je inte-
gračńı krok. Integračńı krok nemuśı být konstantńı. Pro jednotlivé kroky výpočtu se může
měnit. Na velikosti integračńıho kroku je závislá rychlost výpočtu a také jeho přesnost. Č́ım
je integračńı krok větš́ı, t́ım se také zvyšuje rychlost výpočtu. Naopak může klesat přesnost
výpočtu. Před začátkem výpočtu muśıme určit, s jakou přesnost́ı výsledek požadujeme.
Při výpočtu pak seč́ıtáme d́ılč́ı výsledky a pokud je rozd́ıl dvou po sobě jdoućıch výsledk̊u
menš́ı než požadovaná přesnost, výpočet ukonč́ıme.
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K d́ılč́ım výpočt̊um potřebujeme znát vyšš́ı derivace funkce. Výpočet vyšš́ıch derivaćı je
časově náročný a prakticky zbytečný. Vyšš́ı derivace lze totiž odvodit z předchoźıch výpočt̊u.
Toto ukážeme na následuj́ıćı soustavě diferenciálńıch rovnic.

y′ = A · y + B · z z′ = C · y + D · z (4.7)

Počátečńı podmı́nky y(0) = y0, z(0) = z0.

Řešeńı klasickým zp̊usobem :

y1 = y0 + h · y′(0) +
h2

2!
· y′′(0) +

h3

3!
· y′′′(0) + · · · (4.8)

z1 = z0 + h · z′(0) +
h2

2!
· z′′(0) +

h3

3!
· z′′′(0) + · · · (4.9)

Vylepšeným zp̊usobem lze výpočet soustavy zjednodušit následovně:

y1 = y0 + DY 10 + DY 20 + DY 30 + · · · (4.10)
z1 = z0 + DZ10 + DZ20 + DZ30 + · · · (4.11)

Výpočet jednotlivých člen̊u :

DY 10 = h · y′(0) = h(A · y + B · z)

DY 20 =
h

2
(A ·DY 10 + B ·DZ10)

DY 30 =
h

3
(A ·DY 20 + B ·DZ20)

...

DZ10 = h · z′(0) = h(C · y + D · z)

DZ20 =
h

2
(C ·DY 10 + D ·DZ10)

DZ30 =
h

3
(C ·DY 20 + D ·DZ20)

...

Výhody a nevýhody použit́ı Taylorovy řady

Nespornou výhodou této metody je jej́ı rychlost a s t́ım spojená výpočetńı nenáročnost.
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Velkou výhodou je také možnost paralelńıho zpracováńı d́ılč́ıch výpočt̊u, které se uplatňuje
při výpočtech soustav diferenciálńıch rovnic. Pokud ovšem zvoĺıme špatnou velikost in-
tegračńıho kroku, může se metoda stát nestabilńı. Je to zp̊usobeno t́ım, že při chybném
určeńı jednoho kroku, se tato chyba přenáš́ı i do daľśıch výpočt̊u a celková chyba t́ım může
nar̊ustat.

4.8 Vı́cekrokové metody

Vı́cekrokové metody využ́ıvaj́ı při výpočtu hodnoty yi+1 k hodnot vypočtených v předchoźıch
kroćıch (mluv́ıme pak o k-krokových metodách). Je možné je definovat takto:

yn+1 =
r∑

i=0

aiyn−i + h
r∑

i=−1

biy
′
n−i

kde ai, bi jsou konstanty.

Při využit́ı v́ıcekrokových metod je problematický postup v prvńıch kroćıch výpočtu, kdy
ještě nemáme k dispozici dostatečný počet předcházej́ıćıch hodnot. Pro zahájeńı výpočtu
tedy použ́ıváme některou z jednokrokových metod, nejčastěji Runge-Kutta.

Velkým problémem těchto metod je rovněž obt́ıžnost dynamické změny velikosti kroku
během výpočtu (pro zdvojnásobeńı délky kroku si metoda muśı pamatovat dvojnásobný
počet minulých řešeńı, při p̊uleńı délky integračńıho kroku je nutné většinu v́ıcekrokových
metod znovu odstartovat). Př́ıkladným typem v́ıcekrokových metod mohou být metody
založené na principu prediktor–korektor nebo prediktor–modifikátor–korektor.

Metodami pro numerické řešeńı (soustav) diferenciálńıch rovnic se zabývá celá řada pub-
likaćı, kde lze źıskat též podrobný popis množstv́ı nejr̊uzněǰśıch speciálńıch numerických
metod; ty jsou pak určeny k jistému okruhu rovnic (podobně jako tomu je v př́ıpadě an-
alytického řešeńı). Speciálně upravená metoda může totiž poskytnou pro danou skupinu
problémů rychleǰśı nebo přesněǰśı řešeńı, pro jiné úlohy však již nemuśı být optimálńı.

4.9 Metody řešeńı diferenciálńıch rovnic s konstantńımi ko-
eficienty

4.9.1 Metoda snižováńı řádu derivace

Touto metodou můžeme řešit diferenciálńı rovnice, které neobsahuj́ı derivaci vynucuj́ıćı
funkce. Mějme rovnici čtvrtého řádu:

y(4) + a3y
(3) + a2y

(2) + a1y
(1) + a0y = b0z

Převedeme ji na operátorový tvar, který již známe z předcházej́ıćı kapitoly:

p4y + a3p
3y + a2p

2y + a1py + a0y = b0z

Nejprve osamostatńıme p4y na levé straně rovnice:
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p4y = −(a3p
3y + a2p

2y + a1py + a0y − b0z)

Následně si vyjádř́ıme p3y, p2y, py a y:

p3y =
1
p
p4y (4.12)

p2y =
1
p
p3y (4.13)

py =
1
p
p2y (4.14)

y =
1
p
py (4.15)

Aby bylo možné využ́ıt invertuj́ıćıho sumačńıho integrátoru, je třeba provést drobné úpravy:

• pro rovnici (4.12)

−p3y = −1
p
p4y

• pro rovnici (4.13)

p2y = −1
p
(−p3y)

• pro rovnici (4.14)

−py = −1
p
p2y

• pro rovnici (4.15)

y = −1
p
(−py)

Výsledné schéma nám ukazuje obrázek (4.1).
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Obrázek 4.1: Výsledné schéma pro rovnici 4. řádu - metoda snižováńı řádu derivace

4.9.2 Metoda postupné integrace

Metodou postupné integrace lze řešit i diferenciálńı rovnice obsahuj́ıćı derivaci vynucuj́ıćı
funkce. Mějme rovnici čtvrtého řádu:

y(4) + a3y
(3) + a2y

(2) + a1y
(1) + a0y = b4z

(4) + b3z
(3) + b2z

(2) + b1z
(1) + b0z (4.16)

Převedeme ji na operátorový tvar:

p4y + a3p
3y + a2p

2y + a1py + a0y = b4p
4z + b3p

3z + b2p
2z + b1pz + b0z

Nejprve si na levé straně rovnice osamostatńıme p4y. Následně rovnici postupně integrujeme
(násob́ıme výrazem 1/p):

p4y = b4p
4z + p3(b3z − a3y) + p2(b2z − a2y) + p(b1z − a1y) + (b0z − a0)

/
· 1

p

p3y = b4p
3z + p2(b3z − a3y) + p(b2z − a2y) + (b1z − a1y) + A1

/
· 1

p

p2y = b4p
2z + p(b3z − a3y) + (b2z − a2y) + A2

/
· 1

p

py = b4pz + (b3z − a3y) + A3

/
· 1

p

y = b4z + A4

/
· 1

p

Kde:

A1 =
1
p
(b0z − a0)

A2 =
1
p
(b1z − a1y + A1)
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A3 =
1
p
(b2z − a2y + A2)

A4 =
1
p
(b3z − a3y + A3)

Výsledné schéma řeš́ıćı rovnici (4.16) je na obrázku (4.2).

Obrázek 4.2: Výsledné schéma pro rovnici 4. řádu - metoda postupné integrace

4.10 Metody řešeńı diferenciálńıch rovnic s časově proměnnými
koeficienty

Aby jsme mohli řešit v TKSL i rovnice s časově proměnnými koeficienty, je zapotřeb́ı
tyto koeficienty nejprve převést do adjungovaného tvaru. Adjungované koeficienty maj́ı tu
vlastnost, že když jsou opět adjungovány, dostaneme koeficienty p̊uvodńı rovnice. Máme
tak zajǐstěnu zpětnou vazbu o správnosti našeho výpočtu.

4.10.1 Převod na adjungované koeficienty pomoćı schématu

Aby jsme źıskali námi požadované adjungované koeficienty, je nutné dosadit časově proměnné
koeficienty do schématu –které je dáno řádem a pravou stranou řešené diferenciálńı rovnice–
a symbolicky toto schéma vyjádřit. Dostaneme diferenciálńı rovnici stejného řádu, jako
byla p̊uvodńı, avšak s odlǐsnými časově proměnnými koeficienty. Nyńı tak můžeme k řešeńı
využ́ıt metody snǐzováńı řádu či postupné integrace. Výsledek, který nám vyjde, je zároveň
výsledkem p̊uvodńı rovnice.

Mějme rovnici 3. řádu:

e−ty′′′ + sin(t)y′′ + t2y′ + y = cos3(t)z′′′ + (t + 1)z′′ + 3tz′ + cos(t)z (4.17)

Máme tedy koeficienty:

a3 = e−t, a2 = sin(t), a1 = t2, a0 = 1,
b3 = cos3(t), b2 = t + 1, b1 = 3t, b0 = cos(t)
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Obrázek 4.3: Obecné schéma pro diferenciálńı rovnice 3. řádu

Nyńı dosad́ıme koeficienty do schématu odpov́ıdaj́ıćı diferenciálńı rovnici 3. řádu se stejnými
řády derivace na levé i pravé straně (viz. obr. (4.3)).

Ze schématu si vyjádř́ıme:

−A′
1 = a0y + b0z (4.18)

−A′
2 = a1y + b1z + A1 (4.19)

−A′
3 = a2y + b2z + A2 (4.20)

A4 = −b3z −A3 (4.21)

A4 = a3y (4.22)

Porovnáńım rovnic (4.21) a (4.22) dostaneme:

−A3 = a3y + b3z (4.23)

Dosazeńım koeficient̊u do (4.23) źıskáme:

−A3 = e−ty + cos3(t)z

Derivujeme a źıskáváme:

−A′
3 = −e−ty + e−ty′ +

(
−3 cos2(t) sin(t)

)
z + cos3(t)z′ (4.24)

Dosazeńım do (4.20) źıskáme:

−A′
3 = sin(t)y + (t + 1)z + A2 (4.25)
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Porovnáńım rovnic (4.24) a (4.25) źıskáme:

−A2 = −e−ty′ +
(
e−t + sin(t)

)
y − cos3(t)z′ +

(
3 cos2(t) sin(t) + t + 1

)
z

Derivujeme a źıskáváme:

−A′
2 = e−ty′ − e−ty′′ +

(
−e−t + cos(t)

)
y +

(
e−t + sin(t)

)
y′ + 3 cos2(t) sin(t)z′−

− cos3(t)z′′ +
(
3 cos3(t)− 6 sin2(t) cos(t) + 1

)
z +

(
3 cos2(t) sin(t) + t + 1

)
z′

(4.26)

Dosazeńım do (4.19) źıskáváme:

−A′
2 = t2y + 3tz + A1 (4.27)

Porovnáńım rovnic (4.26) a (4.27) źıskáme:

−A1 = e−ty′′ −
(
2e−t + sin(t)

)
y′ +

(
t2 + e−t − cos(t)

)
y + cos3(t)z′′−

−
(
6 cos2(t) sin(t) + t + 1

)
z′ +

(
6 sin2(t) cos(t)− 3 cos3(t) + 3t− 1

)
z

Derivaćı źıskáme:

−A′
1 = −e−ty′′ + e−ty′′′ −

(
−2e−t + cos(t)

)
y′ −

(
2e−t + sin(t)

)
y′′+

+
(
2t− e−t + sin(t)

)
y +

(
t2 + e−t − cos(t)

)
y′ − 3 cos2(t) sin(t)z′′−

− cos3(t)z′′′ −
(
6 cos3(t)− 12 sin2(t) cos(t) + 1

)
z′ −

(
6 cos2(t) sin(t) + t + 1

)
z′′+

+
(
12 cos2(t) sin(t)− 6 sin3(t) + 9 cos2(t) sin(t) + 3

)
z+

+
(
6 sin2(t) cos(t)− 3 cos3(t) + 3t− 1

)
z′

(4.28)

Dosazeńım do (4.18) źıskáváme:

−A′
1 = y + cos(t)z (4.29)

Porovnáńım rovnic (4.28) a (4.29) źıskáme novou diferenciálńı rovnici s již adjungovanými
koeficienty:

e−ty′′′ −
(
3e−t + sin(t)

)
y′′ +

(
3e−t + t2 − 2 cos(t)

)
y′ +

(
sin(t)− e−t + 2t− 1

)
y =

= − cos3(t)z′′′ +
(
9 cos2(t) sin(t) + t + 1

)
z′′ + (9 cos3(t)− 18 sin2(t) cos(t)+

+3t + 2)z′ +
(
6 sin3(t)− 21 cos2(t) sin(t) + cos(t)− 3

)
z

(4.30)

Nyńı provedeme kontrolu a ověř́ıme tak správnost našeho výpočtu. Budeme postupovat
naprosto stejným zp̊usobem jako doposud. Dosad́ıme nově źıskané adjungované koeficienty
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do schématu (viz. obr. (4.3)) a symbolicky toto schéma vyjádř́ıme.

Adjungované koeficienty z nově źıskané rovnice (4.30) jsou tedy:

a3 = e−t, a2 = −3e−t − sin(t), a1 = 3e−t + t2 − 2 cos(t), a0 = sin(t)− e−t + 2t− 1,
b3 = − cos3(t), b2 = 9 cos2(t) sin(t) + t + 1, b1 = 9 cos3(t)− 18 sin2(t) cos(t) + 3t + 2,
b0 = 6 sin3(t)− 21 cos2(t) sin(t) + cos(t)− 3

Dosazeńım koeficient̊u do (4.23) źıskáváme:

−A3 = e−ty − cos3(t)z

Derivujeme a źıskáváme:

−A′
3 = −e−ty + e−ty′ +

(
3 cos2(t) sin(t)

)
z − cos3(t)z′ (4.31)

Dosazeńım do rovnice (4.20) źıskáváme:

−A′
3 =

(
−3e−t − sin(t)

)
y +

(
9 cos2(t) sin(t) + t + 1

)
z + A2 (4.32)

Porovnáńım rovnic (4.31) a (4.32) źıskáme:

−A2 = −e−ty′ −
(
2e−t + sin(t)

)
y + cos3(t)z′ +

(
6 cos2(t) sin(t) + t + 1

)
z

Derivaćı źıskáme:

−A′
2 = e−ty′ − e−ty′′ −

(
−2e−t + cos(t)

)
y −

(
2e−t + sin(t)

)
y′ − 3 cos2(t) sin(t)z′+

+cos3(t)z′′ +
(
6 cos3(t)− 12 sin2(t) cos(t) + 1

)
z +

(
6 cos2(t) sin(t) + t + 1

)
z′

(4.33)

Dosazeńım do (4.19) źıskáváme:

−A′
2 =

(
3e−t + t2 − 2 cos(t)

)
y +

(
9 cos3(t)− 18 sin2(t) cos(t) + 3t + 2

)
z + A1 (4.34)

Porovnáńım rovnic (4.33) a (4.34) źıskáme:

−A1 = e−ty′′ +
(
e−t + sin(t)

)
y′ +

(
t2 + e−t − cos(t)

)
y − cos3(t)z′′ − (3 cos2(t) sin(t)+

+t + 1)z′ +
(
3 cos3(t)− 6 sin2(t) cos(t)− 3t + 1

)
z

Derivujeme a źıskáváme:
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−A′
1 = −e−ty′′ + e−ty′′′ +

(
−e−t + cos(t)

)
y′ +

(
e−t + sin(t)

)
y′′ +

(
2t− e−t + sin(t)

)
y+

+
(
t2 + e−t − cos(t)

)
y′ + 3 cos2(t) sin(t)z′′ − cos3(t)z′′′ − (3 cos3(t)− 6 sin2(t) cos(t)+

+1)z′ −
(
3 cos2(t) sin(t) + t + 1

)
z′′ + (−9 cos2(t) sin(t) + 6 sin3(t)− 12 cos2(t) sin(t)−

−3)z +
(
3 cos3(t)− 6 sin2(t) cos(t)− 3t + 1

)
z′

(4.35)

Dosazeńım do rovnice (4.18) źıskáváme:

−A′
1 =

(
sin(t)− e−t + 2t− 1

)
y +

(
6 sin3(t)− 21 cos2(t) sin(t) + cos(t)− 3

)
z (4.36)

Porovnáńım (4.35) a (4.36) źıskáme p̊uvodńı diferenciálńı rovnici (4.17).

4.10.2 Převod na adjungované koeficienty pomoćı binomické věty

U této metody se řeš́ı levá a pravá strana zadané diferenciálńı rovnice odděleně. Nejprve
se dle pravidel (4.37) a (4.38) měńı znaménka jednotlivých člen̊u rovnice. Poté se členy
derivuj́ı pomoćı pravidla derivace součinu s použit́ım binomické věty (4.39) . Následně se
tyto jednotlivé mezivýsledky sečtou (opět pro každou stranu rovnice zvlášt’). Nakonec je levá
i pravá strana vynásobena mı́nus jedničkou, č́ımž źıskáme výsledné adjungované koeficienty.
Pro ověřeńı správnosti výpočtu lze samozřejmě celý postup s nově źıskanými koeficienty
opakovat, č́ımž doćıĺıme p̊uvodńıch koeficient̊u.

Pravidlo pro levou stranu diferenciálńı rovnice:

L = −1nAnpny + · · · −A1py + A0y (4.37)

Pravidlo pro pravou stranu diferenciálńı rovnice:

P = −1n+1Bnpnz + · · ·+ B1pz −B0z (4.38)

Binomická věta:

(amy)(m) = a(m)
m y +

(
m

1

)
a(m−1)

m y(1) +
(

m

2

)
a(m−2)

m y(2) + · · ·+
(

m

m− 1

)
a(1)

m y(m−1) + amy(m)

(4.39)

Mějme rovnici 3. řádu:

cos2(t)y′′′ + 5t3y′′ − 3 cos(2t)y′ + ty = e3tz′′′ − sin(t)z′′ + (t + 2)z′ + z (4.40)
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Máme tedy koeficienty:

a3 = cos2(t), a2 = 5t3, a1 = −3 cos(2t), a0 = t,
b3 = e3t, b2 = − sin(t), b1 = t + 2, b0 = 1

Dle pravidla (4.37) uprav́ıme koeficienty na levé straně:

L = − cos2(t)p3y + 5t3p2y + 3 cos(2t)py + ty

Dle pravidla (4.38) uprav́ıme koeficienty na pravé straně:

P = e3tp3z + sin(t)p2z + (t + 2)pz − z

Nyńı si z binomické věty (4.39) vyjádř́ıme vzorce pro třet́ı, druhý, prvńı a nultý řád derivace.

Vzorec pro 3. řád derivace:

(a3y)(3) = a
(3)
3 y +

(
3
1

)
a

(3−1)
3 y(3−2) +

(
3
2

)
a

(3−2)
3 y(3−1) + a3y

(3)

Tedy:

(a3y)(3) = a
(3)
3 y + 3a

(2)
3 y(1) + 3a

(1)
3 y(2) + a3y

(3) (4.41)

Vzorec pro 2. řád derivace:

(a2y)(2) = a
(2)
2 y +

(
2
1

)
a

(2−1)
2 y(2−1) + a2y

(2)

Tedy:

(a2y)(2) = a
(2)
2 y + 2a

(1)
2 y(1) + a2y

(2) (4.42)

Vzorec pro 1. řád derivace:

(a1y)(1) = a
(1)
1 y + a1y

(1) (4.43)

Vzorec pro 0. řád derivace:

(a0y)(0) = a0y (4.44)

Nyńı tyto vzorce využijeme. Nejprve pro levou stranu rovnice:
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• Dle vzorce pro 3. řád (4.41):(
− cos2(t)y

)(3) = −8 sin(t) cos(t)y+6(cos2(t)−sin2(t))y′+6 sin(t) cos(t)y′′−cos2(t)y′′′

• Dle vzorce pro 2. řád (4.42):(
5t3y

)(2) = 30ty + 30t2y′ + 5t3y′′

• Dle vzorce pro 1. řád (4.43):

(3 cos(2t)y)(1) = −6 sin(2t)y + 3 cos(2t)y′

• Dle vzorce pro 0. řád (4.44):
(ty)(0) = ty

Jednotlivé členy sečteme a vynásob́ıme mı́nus jedničkou.

L = (− cos2(t)y)(3) + (5t3y)(2) + (3 cos(2t)y)(1) + (ty)(0) / · (−1)

Tedy:

L = −8 sin(t) cos(t)y + 6(cos2(t)− sin2(t))y′ + 6 sin(t) cos(t)y′′ − cos2(t)y′′′+
+30ty + 30t2y′ + 5t3y′′ − 6 sin(2t)y + 3 cos(2t)y′ + ty / · (−1)

Po sečteńı má levá strana následuj́ıćı tvar:

L = cos2(t)y′′′ − (6 sin(t) cos(t) + 5t3)y′′ − (6 cos2(t)− 6 sin2(t) + 30t2+
+3 cos(2t))y′ + (8 sin(t) cos(t) + 6 sin(2t)− 31t)y

(4.45)

Vzorce źıskané z binomické věty nyńı použijeme pro pravou stranu rovnice:

• Dle vzorce pro 3. řád (4.41):(
e3tz

)(3) = 27e3tz + 27e3tz′ + 9e3tz′′ + e3tz′′′

• Dle vzorce pro 2. řád (4.42):

(sin(t)z)(2) = − sin(t)z + 2 cos(t)z′ + sin(t)z′′

• Dle vzorce pro 1. řád (4.43):

((t + 2)z)(1) = z + (t + 2)z′

• Dle vzorce pro 0. řád (4.44):
(−z)(0) = −z
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Jednotlivé členy sečteme a vynásob́ıme mı́nus jedničkou.

P =
(
e3tz

)(3) + (sin(t)z)(2) + ((t + 2)z)(1) + (−z)(0) / · (−1)

Tedy:

P = 27e3tz + 27e3tz′ + 9e3tz′′ + e3tz′′′ − sin(t)z + 2 cos(t)z′ + sin(t)z′′+
+z + (t + 2)z′ − z / · (−1)

Po sečteńı má pravá strana následuj́ıćı tvar:

P = −e3tz′′′ −
(
9e3t + sin(t)

)
z′′ −

(
27e3t + 2 cos(2t) + t + 2

)
z′ −

(
27e3t − sin(t)

)
z
(4.46)

Z levé (4.45) a pravé (4.46) strany lze sestavit diferenciálńı rovnici s adjungovanými koefi-
cienty:

cos2(t)y′′′ −
(
6 sin(t) cos(t) + 5t3

)
y′′ −

(
6 cos2(t)− 6 sin2(t) + 30t2 + 3 cos(2t)

)
y′+

+(8 sin(t) cos(t) + 6 sin(2t)− 31t) y = −e3tz′′′ −
(
9e3t + sin(t)

)
z′′−

−
(
27e3t + 2 cos(2t) + t + 2

)
z′ −

(
27e3t − sin(t)

)
z

Pro ověřeńı správnosti výpočtu provedeme kontrolu. Opět rovnici rozděĺıme na levou a
pravou stranu a řeš́ıme každou část jednotlivě.

Vyṕı̌seme si nové koeficienty:

a3 = cos2(t), a2 = −6 sin(t) cos(t)− 5t3, a1 = −6 cos2(t) + 6 sin2(t)− 30t2 − 3 cos(2t),
a0 = 8 sin(t) cos(t) + 6 sin(2t)− 31t, b3 = −e3t, b2 = −9e3t − sin(t),
b1 = −27e3t − 2 cos(2t)− t− 2, b0 = sin(t)− 27e3t

Dle pravidla (4.37) uprav́ıme koeficienty na levé straně:

L = − cos2(t)p3y + (−6 sin(t) cos(t)− 5t3)p2y + (6 cos2(t)− 6 sin2(t)+
+30t2 + 3 cos(2t))py + (8 sin(t) cos(t) + 6 sin(2t)− 31t)y

Dle pravidla (4.38) uprav́ıme koeficienty na pravé straně:

P = −e3tp3z +
(
9e3t + sin(t)

)
p2z +

(
−27e3t − 2 cos(2t)− t− 2

)
pz +

(
27e3t − sin(t)

)
z

Nyńı provedeme úpravy za pomoci vzorc̊u źıskaných z binomické věty pro levou stranu:
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• Dle vzorce pro 3. řád (4.41):(
− cos2(t)y

)(3) = −8 sin(t) cos(t)y+6(cos2(t)−sin2(t))y′+6 sin(t) cos(t)y′′−cos2(t)y′′′

• Dle vzorce pro 2. řád (4.42):(
(−6 sin(t) cos(t)− 5t3)y

)(2) = (24 sin(t) cos(t)− 30t)y + (12 sin2(t)− 12 cos2(t)− 30t2)y′−
−(6 sin(t) cos(t) + 5t3)y′′

• Dle vzorce pro 1. řád (4.43):(
(6 cos2(t)− 6 sin2(t) + 30t2 + 3 cos(2t))y

)(1) = (−24 sin(t) cos(t) + 60t− 6 sin(2t))y+
+(6 cos2(t)− 6 sin2(t) + 30t2 + 3 cos(2t))y′

• Dle vzorce pro 0. řád (4.44):(
(6 sin2(t)− 6 cos2(t)− 30t2 − 3 cos(2t))

)(0) = (6 sin2(t)−6 cos2(t)−30t2−3 cos(2t))y

Jednotlivé členy sečteme a vynásob́ıme mı́nus jedničkou.

L =
(
− cos2(t)y

)(3) +
(
(−6 sin(t) cos(t)− 5t3)y

)(2) +
(
(6 cos2(t)− 6 sin2(t) + 30t2 + 3 cos(2t))y

)(1) +
+

(
(6 sin2(t)− 6 cos2(t)− 30t2 − 3 cos(2t))

)(0)
/ · (−1)

Tedy:

L = −8 sin(t) cos(t)y + 6(cos2(t)− sin2(t))y′ + 6 sin(t) cos(t)y′′ − cos2(t)y′′′+
+(24 sin(t) cos(t)− 30t)y + (12 sin2(t)− 12 cos2(t)− 30t2)y′ − (6 sin(t) cos(t) + 5t3)y′′+
+(−24 sin(t) cos(t) + 60t− 6 sin(2t))y + (6 cos2(t)− 6 sin2(t) + 30t2 + 3 cos(2t))y′+
+(6 sin2(t)− 6 cos2(t)− 30t2 − 3 cos(2t))y / · (−1)

Po sečteńı má levá strana tvar p̊uvodńı diferenciálńı rovnice (4.40).

Ještě dokonč́ıme kontrolu pro pravou stranu:

• Dle vzorce pro 3. řád (4.41):(
−e3tz

)(3) = −27e3tz − 27e3tz′ − 9e3tz′′ − e3tz′′′

• Dle vzorce pro 2. řád (4.42):(
(9e3t + sin(t))z

)(2) =
(
81e3t − sin(t)

)
z +

(
54e3t + 2 cos(t)

)
z′ +

(
9e3t + sin(t)

)
z′′

• Dle vzorce pro 1. řád (4.43):(
(−27e3t − 2 cos(2t)− t− 2)z

)(1) =
(
−81e3t + 2 sin(t)− 1

)
z +

(
−27e3t − 2 cos(2t)− t− 2

)
z′
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• Dle vzorce pro 0. řád (4.44):(
(27e3t − sin(t))z

)(0) =
(
27e3t − sin(t)

)
z

Jednotlivé členy sečteme a vynásob́ıme mı́nus jedničkou.

P =
(
−e3tz

)(3) +
(
(9e3t + sin(t))z

)(2) +
(
(−27e3t − 2 cos(2t)− t− 2)z

)(1) +
+

(
(27e3t − sin(t))z

)(0)
/ · (−1)

Tedy:

P = −27e3tz − 27e3tz′ − 9e3tz′′ − e3tz′′′ +
(
81e3t − sin(t)

)
z +

(
54e3t + 2 cos(t)

)
z′+

+
(
9e3t + sin(t)

)
z′′ +

(
−81e3t + 2 sin(t)− 1

)
z +

(
−27e3t − 2 cos(2t)− t− 2

)
z′+

+
(
27e3t − sin(t)

)
z / · (−1)

Po sečteńı má pravá strana tvar p̊uvodńı diferenciálńı rovnice (4.40).

4.11 Aplikace Fourierovy řady

Vzhledem k tomu, že již známe zp̊usob, jak řešit diferenciálńı rovnici vyšš́ıho řádu s časové
proměnnými koeficienty, můžeme se ptát, zda se bude výpočet chovat korektně i pro go-
niometrické funkce s mocninou 2 a výše. V přápadě, že by výpočet selhal, lze umocněnou
goniometrickou funkci nahradit substitućı dle matematických vzorečk̊u, z nichž je několik
uvedeno v (4.47).

sin2 t = 1
2(1− cos(2 ∗ t))

cos2 t = 1
2(1 + cos(2 ∗ t))

sin3 t = 1
4(3 ∗ sin(t)− sin(3 ∗ t))

cos3 t = 1
4(3 ∗ cos(t) + cos(3 ∗ t))

sin4 t = 1
8(3 ∗ cos(4 ∗ t)− 4 ∗ cos(2 ∗ t) + 3)

cos4 t = 1
8(3 ∗ cos(4 ∗ t) + 4 ∗ cos(2 ∗ t) + 3)

sin5 t = 1
16(10 ∗ sin(t)− 5 ∗ sin(3 ∗ t) + sin(5 ∗ t))

cos5 t = 1
16(10 ∗ cos(t) + 5 ∗ cos(3 ∗ t) + cos(5 ∗ t))

(4.47)

Následné př́ıklady ukazuj́ı, jak se chová metoda využ́ıvaj́ıćı schéma, popř́ıp. binomickou
větu, v př́ıpadě, že diferenciálńı rovnice obsahuje umocněné goniometrické funkce.

Zadáńı diferenciálńı rovnice:

sin2(t)y′′ + 2ty′ + cos(t)y = e2tz′′ + 3t2z′ + (t− 1)z (4.48)

Máme tedy koeficienty:
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a2 = sin2(t), a1 = 2t, a0 = cos(t),
b2 = e2t, b1 = 3t2, b0 = t− 1

Řeš́ıme motodou využ́ıvaj́ıćı schéma:

Koeficienty tedy dosad́ıme do schématu odpov́ıdaj́ıćı diferenciálńı rovnici 2. řádu se stejnými
řády derivace na levé i pravé straně (viz. obr. (4.4)).

Obrázek 4.4: Obecné schéma pro diferenciálńı rovnice 2. řádu

Ze schématu si vyjádř́ıme:

−A′
1 = a0y + b0z (4.49)

−A′
2 = a1y + b1z + A1 (4.50)

A3 = −b2z −A2 (4.51)

A3 = a2y (4.52)

Porovnáńım rovnic (4.51) a (4.52) dostaneme:

−A2 = a2y + b2z (4.53)

Dosazeńım koeficient̊u do (4.53) źıskáme:

−A2 = sin2(t)y + e2tz

Derivujeme a źıskáváme:
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−A′
2 = (2 sin(t) cos(t))y + sin2(t)y′ + 2e2tz + e2tz′ (4.54)

Dosazeńım do (4.50) źıskáme:

−A′
2 = 2ty + 3t2z + A1 (4.55)

Porovnáńım rovnic (4.54) a (4.55) źıskáme:

−A1 = − sin2(t)y′ + (2t− 2 sin(t) cos(t)) y − e2tz′ −
(
2e2t − 3t2

)
z

Derivujeme a źıskáváme:

−A′
1 = (−2 sin(t) cos(t))y′ − sin2(t)y′′ +

(
2− 2 cos2(t) + 2 sin2(t)

)
y + (2t−

−2 sin(t) cos(t))y′ − 2e2tz′ − e2tz′′ −
(
4e2t − 6t

)
z −

(
2e2t − 3t2

)
z′

(4.56)

Dosazeńım do (4.49) źıskáváme:

−A′
1 = cos(t)y + (t− 1)z (4.57)

Porovnáńım rovnic (4.56) a (4.57) źıskáme novou diferenciálńı rovnici s již adjungovanými
koeficienty:

sin2(t)y′′ + (4 sin(t) cos(t)− 2t) y′ +
(
2 cos2(t)− 2 sin2(t) + cos(t)− 2

)
y =

= −e2tz′′ +
(
3t2 − 4e2t

)
z′ − (4e2t − 5t− 1)z

Nyńı provedeme kontrolu a ověř́ıme tak správnost našeho výpočtu. Budeme postupovat
naprosto stejným zp̊usobem jako doposud. Dosad́ıme nově źıskané adjungované koeficienty
do schématu (viz. obr. (4.4)) a symbolicky toto schéma vyjádř́ıme.

Adjungované koeficienty z nově źıskané rovnice (4.58) jsou tedy:

a2 = sin2(t), a1 = 4 sin(t) cos(t)− 2t, a0 = 2 cos2(t)− 2 sin2(t) + cos(t)− 2,
b2 = −e2t, b1 = 3t2 − 4e2t, b0 = −4e2t + 5t + 1

Dosazeńım koeficient̊u do (4.53) źıskáme:

−A2 = sin2(t)y − e2tz

Derivujeme a źıskáváme:
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−A′
2 = (2 sin(t) cos(t))y + sin2(t)y′ − 2e2tz − e2tz′ (4.58)

Dosazeńım do (4.50) źıskáme:

−A′
2 = (4 sin(t) cos(t)− 2t)y + (3t2 − 4e2t)z + A1 (4.59)

Porovnáńım rovnic (4.58) a (4.59) źıskáme:

−A1 = − sin2(t)y′ + (−2t + 2 sin(t) cos(t)) y + e2tz′ +
(
−2e2t + 3t2

)
z

Derivujeme a źıskáváme:

−A′
1 = (−2 sin(t) cos(t))y′ − sin2(t)y′′ +

(
2 cos2(t)− 2 sin2(t)− 2

)
y + (−2t+

+2 sin(t) cos(t))y′ + 2e2tz′ + e2tz′′ +
(
−4e2t + 6t

)
z +

(
−2e2t + 3t2

)
z′

(4.60)

Dosazeńım do (4.49) źıskáváme:

−A′
1 =

(
2 cos2(t)− 2 sin2(t) + cos(t)− 2

)
y − (4e2t − 5t− 1)z (4.61)

Porovnáńım rovnic (4.60) a (4.61) źıskáme p̊uvodńı diferenciálńı rovnici (4.48), č́ımž jsme
ověřili funkčnost této metody i pro diferenciálńı rovnice, v nichž se nacházej́ı goniometrické
funkce s mocninou 2 a výše. Jako d̊ukaz nám slouž́ı provedená zkouška.

Nyńı ověř́ıme, zda výpočet funguje i pokud goniometrické funkce nahrad́ıme adekvátńı
substitućı. Zadáńı diferenciálńı rovnice bude jako v předchoźım př́ıkladě (4.48), jen sin2(t)
nahrad́ıme 1

2(1− cos(2t)):

Zadáńı diferenciálńı rovnice tedy vypadá následovně:

1
2
(1− cos(2t))y′′ + 2ty′ + cos(t)y = e2tz′′ + 3t2z′ + (t− 1)z (4.62)

Máme tedy koeficienty:

a2 = 1
2(1− cos(2t)), a1 = 2t, a0 = cos(t),

b2 = e2t, b1 = 3t2, b0 = t− 1

Řeš́ıme motodou využ́ıvaj́ıćı schéma:

Koeficienty tedy dosad́ıme do schématu odpov́ıdaj́ıćı diferenciálńı rovnici 2. řádu se stejnými
řády derivace na levé i pravé straně (viz. obr. (4.4)).

Ze schématu si vyjádř́ıme:
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−A′
1 = a0y + b0z (4.63)

−A′
2 = a1y + b1z + A1 (4.64)

A3 = −b2z −A2 (4.65)

A3 = a2y (4.66)

Porovnáńım rovnic (4.65) a (4.66) dostaneme:

−A2 = a2y + b2z (4.67)

Dosazeńım koeficient̊u do (4.67) źıskáme:

−A2 =
1
2
(1− cos(2 ∗ t))y + e2tz

Derivujeme a źıskáváme:

−A′
2 = sin(2t)y +

1
2
(1− cos(2t))y′ + 2e2tz + e2tz′ (4.68)

Dosazeńım do (4.64) źıskáme:

−A′
2 = 2ty + 3t2z + A1 (4.69)

Porovnáńım rovnic (4.68) a (4.69) źıskáme:

−A1 = −1
2
(1− cos(2t))y′ + (2t− sin(2t)) y − e2tz′ +

(
−2e2t + 3t2

)
z

Derivujeme a źıskáváme:

−A′
1 = − sin(2t)y′ − 1

2(1− cos(2t))y′′ + (2− 2 cos(2t)) y + (2t− sin(2t)) y′−
−2e2tz′ − e2tz′′ −

(
4e2t − 6t

)
z −

(
2e2t − 3t2

)
z′

(4.70)

Dosazeńım do (4.63) źıskáváme:

−A′
1 = cos(t)y + (t− 1)z (4.71)

Porovnáńım rovnic (4.70) a (4.71) źıskáme novou diferenciálńı rovnici s již adjungovanými
koeficienty:

1
2(1− cos(2t))y′′ + (2 sin(2t)− 2t) y′ + (cos(t) + 2 cos(2t)− 2) y =

= −e2tz′′ +
(
3t2 − 4e2t

)
z′ − (4e2t − 5t− 1)z
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Nyńı provedeme kontrolu a ověř́ıme tak správnost našeho výpočtu. Budeme postupovat
naprosto stejným zp̊usobem jako doposud. Dosad́ıme nově źıskané adjungované koeficienty
do schématu (viz. obr. (4.4)) a symbolicky toto schéma vyjádř́ıme.

Adjungované koeficienty z nově źıskané rovnice (4.72) jsou tedy:

a2 = 1
2(1− cos(2t)), a1 = 2 sin(2t)− 2t, a0 = cos(t) + 2 cos(2t)− 2,

b2 = −e2t, b1 = 3t2 − 4e2t, b0 = −4e2t + 5t + 1

Dosazeńım koeficient̊u do (4.67) źıskáme:

−A2 =
1
2
(1− cos(2t))y − e2tz

Derivujeme a źıskáváme:

−A′
2 = sin(2t)y +

1
2
(1− cos(2t))y′ − 2e2tz − e2tz′ (4.72)

Dosazeńım do (4.64) źıskáme:

−A′
2 = (2 sin(2t)− 2t) y + (3t2 − 4e2t)z + A1 (4.73)

Porovnáńım rovnic (4.72) a (4.73) źıskáme:

−A1 = −1
2
(1− cos(2t))y′ + (sin(2t)− 2t) y + e2tz′ +

(
−2e2t + 3t2

)
z

Derivujeme a źıskáváme:

−A′
1 = − sin(2t)y′ − 1

2(1− cos(2t))y′′ + (2 cos(2t)− 2) y + (sin(2t)− 2t)y′+
+2e2tz′ + e2tz′′ +

(
−4e2t + 6t

)
z +

(
−2e2t + 3t2

)
z′

(4.74)

Dosazeńım do (4.63) źıskáváme:

−A′
1 = (cos(t) + 2 cos(2t)− 2) y − (4e2t − 5t− 1)z (4.75)

Porovnáńım rovnic (4.74) a (4.75) źıskáme p̊uvodńı diferenciálńı rovnici (4.62), č́ımž jsme
ověřili funkčnost této metody i pro diferenciálńı rovnice, v nichž se nacházej́ı substituce
goniometrických funkćı s mocninou 2 a výše. Jako d̊ukaz nám slouž́ı provedená zkouška.
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Kapitola 5

Simulačńı jazyk TKSL

5.1 Obecné informace o TKSL

Simulačńı jazyk TKSL byl vytvořen k testováńı vlastnost́ı technických počátečńıch úloh a
testováńı algoritmu metody Taylorovy řady. TKSL nab́ıźı mnoho praktických rys̊u a také
představuje zcela nový př́ıstup k řešeńı spojitých systémů:

• při analýze po částech spojitých systémů je požadovaná pouze definice přesnosti řešeńı

• implicitně vestavěná integračńı metoda s 64 řádem (s integračńım krokem h defino-
vaným automaticky) poč́ıtá zřetelně lépe než dosud použ́ıvané jiné integračńı algo-
ritmy

• řád implicitně vestavěné metody může být interaktivně zvýšen

Systém TKSL je simulačńı jazyk pro výpočty soustav diferenciálńıch rovnic. Veškeré výpočty
jsou založeny na diferenciálńıch rovnićıch a jsou řešeny za pomoćı Taylorova rozvoje. Systém
umožňuje numerické řešeńı. Vstupem je soustava diferenciálńıch rovnic. Program je určen
pro prostřed́ı MSDOS a je nenáročný na hardware.

5.2 Zápis diferenciálńıch rovnic pro TKSL

Předpokládejme, že máme řešit rovnici:

y′′′ + a2y
′′ + a1y

′ + a0y = b3z
′′′ + b2z

′′ + b1z
′ + b0z

Řešeńım této rovnice metodou postupné integrace vznikla soustava rovnic pro systém
TKSL:

A1 =
1
p
(b0z − a0y) (5.1)

A2 =
1
p
(b1z − a1y + A1) (5.2)

A3 =
1
p
(b2z − a2y + A2) (5.3)

y = b3z + A3 (5.4)
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Aby bylo možné danou rovnici vyřešit, je nutné vzniklou soustavu rovnic zapsat do souboru
dle syntaxe TKSL:

var
y,z,A_1,A_2,A_3; { deklarace proměnných }

const
b0=2, b1=1, b2=1, b3=2, { definice konstant }
a0=1, a1=1, a2=2,
tmax = 10, DT=0.1, EPS = 1e-20;

system
A_1’= b0*z - a0*y &0; { zápis jednotlivých rovnic }
A_2’= b1*z - a1*y + A_1 &0;
A_3’= b2*z - a2*y + A_2 &0;
y = b3*z + A_3;
z = 1; { vynucujı́cı́ funkce - odezva na jednotkový skok }

sysend.

Jak je vidět na př́ıkladu je soubor sestaven z několika sekćı:

1. Definice konstant
const a1=1, a2=2, ... ;
Sekce je uvozena kĺıčovým slovem const a za ńım následuje výčet definic ve tvaru
id:=čı́slo. Jednotlivé definice jsou od sebe odděleny čárkami, za posledńı je středńık.

2. Deklarace proměnných
var id, id, ... ;
Sekce je uvozena kĺıčovým slovem var a za ńım následuje výčet identifikátor̊u proměnných
oddělených čárkou. Za posledńım identifikátorem muśı být středńık.

3. Tělo programu
system

...
sysend;
Tělo programu je umı́stěno v bloku mezi kĺıčovými slovy system a sysend. Lze zde
použ́ıvat přǐrazovaćı př́ıkazy a několik kĺıčových slov.
Za povšimnut́ı stoj́ı zápis počátečńıch podmı́nek za diferenciálńı rovnićı ve tvaru
&výraz. Ve výrazu lze využ́ıt č́ısel, proměnných, konstant a hodnot funkćı.

4. Konec programu – posledńı př́ıkaz
Pro překladač je indikace konce souboru (tedy konce překladu) stejná jako v pro-
gramovaćım jazyce Pascal, tedy tečkou za posledńım př́ıkazem.
Pokud je tedy posledńım př́ıkazem např. sysend., pak za ńım následuje tečka.

Překladač je typu case-insensitive, to znamená, že nerozlǐsuje malá a velká ṕısmena.
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5.3 Systém TKSL/C

Systém TKSL je předch̊udcem systému TKSL/C. Je psán v programovaćım jazyce Pascal a
jeho vývoj byl již ukončen. Oproti tomu systém TKSL/C je psán v programovaćım jazyce
C. Důvodem je předevš́ım přenositelnost mezi operačńımi systémy. Systém TKSL/C je však
stále ve fázi vývoje.
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Kapitola 6

Implementace

6.1 Nalezeńı správné metodiky převodu

Z kapitoly Metody řešeńı diferenciálńıch rovnic jsme se dozvěděli, jak lze řešit diferenciálńı
rovnice vyšš́ıch řád̊u s časově proměnnými koeficienty. Pro nalezeńı vhodné metodiky převodu
diferenciálńıch rovnic vyšš́ıch řád̊u s časově proměnnými koeficienty na ekvivalentńı sous-
tavy diferenciálńıch rovnic 1. řádu byly využity poznatky z obou metod převodu na adjun-
gované koeficienty.

Pro samotnou implementaci metodiky převodu se jevila jako výhodněǰśı metoda využ́ıvaj́ıćı
pro převod na adjungované koeficienty schéma. A to zejména pro svou pr̊uhlednost přes ses-
tavené schéma ze základńıch prvk̊u lineárńıch systémů. Prováděné experimentákńı výpočty
pro r̊uzná zadáńı diferenciálńıch rovnic však odhalila, že tato metoda dosahuje správných
výsledk̊u pouze v př́ıpadech, kdy byl v zadáńı diferenciálńıch rovnic řád derivace levé i
pravé strany roven. Proto, aby byla zachována čitelnost dosažená pomoćı schématu, bylo
zapotřeb́ı naj́ıt zp̊usob řešeńı, jak dosáhnout spolehlivosti výpočtu i u zadáńı diferenciálńıch
rovnic s r̊uznými řády derivace. K tomuto ćıli pomohli experimentálńı výpočty prováděné
pomoćı binomické věty. U této metody bylo dosaženo vždy správného výsledku, což bylo
prokázáno provedenými zkouškami. Odlǐsný řád derivace v zadáńıch diferenciálńıch rovnic
zde při řešeńı nemohl dělat problém, protože, jak již bylo řečeno v kapitole (4.2.2), levá a
pravá strana zadané rovnice se řeš́ı odděleně.

Na základě těchto poznatk̊u bylo zapotřeb́ı porovnávat správné výsledky vyprodukované
metodou pomoćı binomické věty se špatnými výsledky dosaženými metodou pomoćı schématu,
což nakonec vedlo ke kýženému ćıli. Úprava, zajǐst’uj́ıćı spolehlivost při řešeńı diferenciálńıch
rovnic s r̊uznými řády derivace metodou využávaj́ıćı schéma, spoč́ıvá v nahrazeńı obyčejné
děličky děličkou invertuj́ıćı.

6.2 Algoritmus převodu

Výsledný algoritmus pro převod difernciálńıch rovnic vyšš́ıch řád̊u s časově proměnnými
koeficienty na ekvivalentńı soustavy diferenciálńıch rovnic 1. řádu je, jak napov́ıdá předchoźı
podkapitola, složen ze dvou části. V závislosti na vztahu řád̊u derivace levé a pravé strany
zadané doferenciálńı rovnice je pak použita vždy jen odpov́ıdaj́ıćı část tohoto algoritmu.
Pro př́ıpad, kdy jsou si řády derivace obou stran rovny, je využita část algoritmu (6.1).
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V př́ıpadě, že jsou řády derivace levé a pravé strany odlǐsné (přičemž muśı platit, že řád
derivace levé strany je vždy větš́ı než řád derivace pravé strany), využ́ıvá se druhá část
algoritmu (6.2). Jednotlivé části algoritmu jsou popsány poloformálně.

n = řád derivace

y = cn/an

cn = −bn ∗ z − cn−1

for i = n− 1 downto 1 do
c′i = −bi ∗ z − ai ∗ y − ci−1

endfor
c′0 = −b0 ∗ z − a0 ∗ y

(6.1)

n = řád derivace levé strany rovnice
m = řád derivace pravé strany rovnice

y = cn−1/an

for i = n− 1 downto 1 do
if (i ≤ m) then

c′i = −bi ∗ z − ai ∗ y − ci−1

else
c′i = −ai ∗ y − ci−1

endif
endfor
c′0 = −b0 ∗ z − a0 ∗ y

(6.2)

Ukažme si nyńı na dvou odlǐsných př́ıkladech, jak se bude daný algoritmus chovat. Nejprve
mějme diferenciálńı rovnici, u ńıž jsou si řády derivace obou stran rovny (viz. rovnice
(4.17), kde schéma řeš́ıćı tuto rovnici je uvedeno na obr. (4.3)). Pro rovnost řád̊u derivace
je použita část algoritmu (6.1), jehož rozpis, pro tuto rovnici s řádem derivace rovnou 3,
vypadá následovně:

y = c3/a3

c3 = −b3 ∗ z − c2

c′2 = −b2 ∗ z − a2 ∗ y − c1

c′1 = −b1 ∗ z − a1 ∗ y − c0

c′0 = −b0 ∗ z − a0 ∗ y

Nyńı mějme rovnici (6.3) (schéma řeš́ıćı tuto rovnici je uvedeno na obr. (6.1)), jej́ıž řád
derivace levé strany je roven 3 a řád derivace pravé strany je 1.

cos4(t)y′′′ + 5 ∗ t2y′′ − 3e−ty′ + y = (t− 3)z′ + 2z (6.3)

Pro odlǐsnost řád̊u derivace je použita část algoritmu (6.2), jehož rozpis je uveden ńıže:
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Obrázek 6.1: Schéma řeš́ıćı diferenciálńı rovnici (6.3)

y = −c2/a3

c′2 = −a2 ∗ y − c1

c′1 = −b1 ∗ z − a1 ∗ y − c0

c′0 = −b0 ∗ z − a0 ∗ y

6.3 Prostřed́ı implementace

Pro výslednou implementaci byl využit multiplatformńı framework Qt, jež umožňuje zkom-
pilavetelnost zdrojových kód̊u bez úpravy pod operačńımi systémy Windows, Linux i Mac-
intosh. Ke kompilaci bylo použito MinGW.

6.4 Kompilace

Kompilace zdrojových soubor̊u má 2 kroky:

• nejprve spust́ıme soubor qmake.exe, jenž vytvoř́ı debug a release makefile pro kom-
pilátor a současně přetransformuje formuláře z ui soubor̊u do h soubor̊u

• následně spust́ıme soubor mingw32-make.exe, kdy docháźı ke kompilaci vlastńıch
zdrojových kód̊u pro debug i release verzi (debug i release verzi lze kompilovat i
odděleně: mingw32-make.exe debug, popř́ıp. mingw32-make.exe release)

6.5 Výsledný program

Aby bylo možné vyhodnotit jakoukoliv diferenciálńı rovnici programem TKSL, je zapotřeb́ı
řešenou rovnici přepsat, dle přesně dané syntaxe jazyka TKSL, do souboru s koncov-
kou inp. Výsledný program tedy, po zadáńı diferenciálńı rovnice vyšš́ıho řádu s časově
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proměnnými koeficienty, vygeneruje námi požadovaný výstupńı inp soubor. Výsledný pro-
gram má po spuštěńı podobu uvedenou na obr. (6.2).

Obrázek 6.2: Výsledný program po spuštěńı

Jednotlivé položky programu maj́ı následuj́ıćı význam:

• pole Řád nastavuje řád zadané diferenciálńı rovnice (v př́ıpadě, že jsou řády derivace
levé a pravé strany rovnice odlǐsné, zadává se ten vyšš́ı řád derivace, tedy řád levé
strany, viz. podkapitola Algoritmus převodu)

• pole Tmax zadává čas, po který se bude daná diferenciálńı rovnice vyhodnocovat
(implicitně nastaveno na 30)

• pole dt (krok) určuje přesnost prováděného výpočtu (implicitně nastaveno na 0.1⇒ velmi
přesné)

• pole z obsahuje vstupńı funkci (implicitně nastaveno na 1)

• buňky tabulky Levá strana obsahuj́ı jednotlivé členy levé strany diferenciálńı rovnice
(členy jsou zadávány dle syntaxe TKSL)

• buňky tabulky Pravá strana obsahuj́ı jednotlivé členy pravé strany diferenciálńı
rovnice (členy jsou zadávány dle syntaxe TKSL)

• tlač́ıtko Generovat vyvolá dotazovaćı formulář pro uložeńı souboru, s již přednastavenou
koncovkou inp, do něhož se přetransformuje daná diferenciálńı rovnice pro následné
vyhodnoceńı programem TKSL (viz. obr. (6.3))

• tlač́ıtko Konec ukonč́ı program

Pro diferenciálńı rovnici (6.4) bude zápis do programu pro jednotlivé členy rovnice a
požadované parametry (viz. ńıže) mı́t podobu, jež nám ukazuje obr. (6.5).
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Obrázek 6.3: Dotazovaćı formulář pro uložeńı souboru

4y(V ) + y(IV ) + 3 ∗ ty(III) + sin(t)y(II) + 5y(I) + sin(t)y = sin(t)z(III) + 3z(II)+
+(t + 1)z(I) + 2z

(6.4)

Koeficienty zadané diferenciálńı rocnice jsou tedy:
a5 = 4, a4 = 1, a3 = 3 ∗ t, a2 = sin(t), a1 = 5, a0 = sin(t),
b3 = sin(t), b2 = 3, b1 = t + 1, b0 = 2

Parametry pro rovnici (6.4):
Tmax = 80
dt = 0.1
z = sin2(t)

Výslednou podobu vygenerovaného souboru znázorňuje obrázek (6.5).

Program TKSL tento vygenerovaný soubor dále vyhodnot́ı (viz. obr. (6.6)).
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Obrázek 6.4: Zápis diferenciálńı rovnice (6.4) do programu

Obrázek 6.5: Vygenerovaný soubor pro diferenciálńı rovnici (6.4)
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Obrázek 6.6: Vyhodnocený soubor pro diferenciálńı rovnici (6.4)
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Kapitola 7

Ukázkové př́ıklady

7.1 Př́ıklad 1

Zadáńı diferenciálńı rovnice:

y(V ) + cos(t)y(IV ) + t
3y(III) + sin2(t)y(II) + t

2y(I) + sin( t
3)y = t3z(III)+

+sin(3 ∗ t)z(II) + (t + 1)z(I) + 9z
(7.1)

Parametry pro rovnici (7.1):
Tmax = 35
dt = 0.1
z = sin(t)

7.2 Př́ıklad 2

Zadáńı diferenciálńı rovnice:

7y(V ) + cos(t)y(IV ) + ty(III) + sin4(t)y(II) + 5y(I) + sin(fract2)y = 8 ∗ (t + 1)z(V )+
+sin(2 ∗ t)z(IV ) + t

9z(III) + (t + 4)z(II) + 5 ∗ tz(I) + (1− t)z
(7.2)

Parametry pro rovnici (7.1):
Tmax = 30
dt = 0.1
z = 1/et

7.3 Př́ıklad 3

Zadáńı diferenciálńı rovnice:

y(V ) + cos(t)y(IV ) + t
3y(III) + sin2(t)y(II) + 2 ∗ t2y(I) + sin( t

2)y = t3z(III)+
+sin(3 ∗ t)z(II) + (t + 1)z(I) + 9z

(7.3)
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Obrázek 7.1: Vyhodnocený soubor pro diferenciálńı rovnici (7.1)

Parametry pro rovnici (7.3):
Tmax = 35
dt = 0.1
z = sin(t)

7.4 Př́ıklad 4

Zadáńı diferenciálńı rovnice:

7y(V ) + cos(t)y(IV ) + ty(III) + sin4(t)y(II) + 1
et (3 ∗ t)y(I) + sin( t

2)y = 8 ∗ (t + 1)z(V )+
+sin(2 ∗ t)z(IV ) + t

9z(III) + (t + 4)z(II) + 5 ∗ tz(I) + (1− t)z
(7.4)

Parametry pro rovnici (7.4):
Tmax = 30
dt = 0.1
z = 1/et

7.5 Př́ıklad 5

Zadáńı diferenciálńı rovnice:

y(V ) + cos2(t)y(IV ) + ty(III) + sin(2 ∗ t)y(II) + 2y(I) + sin( t
2)y = (t + 7)z(V )+

+sin(t2)z(IV ) + t
3z(III) + (t + 9)z(II) + t3

et z
(I) + (1− t)z

(7.5)
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Obrázek 7.2: Vyhodnocený soubor pro diferenciálńı rovnici (7.2)

Parametry pro rovnici (7.5):
Tmax = 30
dt = 0.1
z = 1/et
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Obrázek 7.3: Vyhodnocený soubor pro diferenciálńı rovnici (7.3)

Obrázek 7.4: Vyhodnocený soubor pro diferenciálńı rovnici (7.4)

48



Obrázek 7.5: Vyhodnocený soubor pro diferenciálńı rovnici (7.5)
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Kapitola 8

Závěr

V prvńı fázi projektu, bylo ćılem seznámit se s metodami řešeńı diferenciálńıch rovnic.
Vzhledem ke složitosti analytického řešeńı se diferenciálńı rovnice s časově proměnnými
koeficienty v povinných matematických předmětech nevyučuj́ı, proto jsem musel danou
problematiku nastudovat a osvěžit předevš́ım derivačńı počty. Úkolem pak bylo nalézt vhod-
nou metodiku převodu diferenciálńıch rovnic vyšš́ıch řád̊u s časově proměnnými koeficienty
na ekvivalentńı soustavy diferenciálńıch rovnic 1. řádu. Při realizaci tohoto požadavku
bylo, z d̊uvodu polofunkčnosti vybrané metody pro výsledný algoritmus, zapotřeb́ı řešit
stejná zadáńı diferenciálńıch rovnic metodami převodu pomoćı schématu i binomické věty.
Následně porovnávat dosažené výsledky a zkoumat tak odlǐsnosti jednotlivých metod.
Na základě těchto poznatk̊u pak navrhnout výsledný algoritmus převodu.

Ve druhé fázi projektu bylo nutné prověřit, zda se navržený algoritmus chová korektně i
pro diferenciálńı rovnice vyšš́ıch řád̊u s časově proměnnými koeficienty obsahuj́ıćı umocněné
goniometrické funkce. Po ověřeńı správnosti výpočtu i u tohoto typu rovnic následovala im-
plementace navrženého algoritmu.

Výsledkem této práce je tedy program, který, po zadáńı člen̊u diferenciálńı rovnice vyšš́ıch
řád̊u s časově proměnnými koeficienty a patřičných parametr̊u pro řešeńı dané rovnice,
vygeneruje soubor (s ekvivalentńı soustavou diferenciálńıch rovnic 1. řádu k zadávané difer-
enciálńı rovnici), jež je dále zpracovatelný pro program TKSL.

Časová náročnost při generováńı soubor̊u je prakticky zanedbatelná. Při testováńı pro r̊uzná
zadáńı diferenciálńıch rovnic nebylo znát, zda se transformuje diferenciálńı rovnice 2. či
20. řádu. Vyšš́ı řád derivace zadávané rovnice tedy generováńı souboru nijak nezpomaluje.

Jakmile bude dokončena inovace programu TKSL/C, je možné projekt dále rozš́ı̌rit o možnost,
kdy se nebude jen generovat patřičný soubor, ale současně se tento soubor programem
TKSL/C i vyhodnot́ı.

Pro samotného řešitele bylo př́ınosem prohloubeńı znalost́ı v matematické oblasti (předevš́ım
okruh diferenciálńıch rovnic) a zejména pak seznámeńı se s programem TKSL. Ten p̊usob́ı
na prvńı pohled velmi skromným dojmem, avšak ve skutečnosti se jedná o velmi silný
matematický nástroj.
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