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Abstrakt

Tato prace ze zabyva problematikou tvorby simulatoru kuleéniku. Vysvétluje zakladni po-
jmy z oblasti fyziky nutné pri navrhu fyzikalniho systému. Popisuje zakladni schéma obec-
ného simulatoru a jeho implementace.
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OSG, simulator kule¢niku, fyzikalni simulace tuhych téles, detekce kolizi, reakce na kolizi

Abstract

This work deals with the problem of creating billiard simulator. It explains basic physic
notions required for designing physical system. Describes basic scheme of general simulator
and its implementation.

Keywords

OSG, Billiard simulator, Rigid body simulation, collision detection, collision response
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Kapitola 1

Uvod

Simulace je v Sirs§im kontextu chapéana jako experimentovani s napodobeninou néjakého jevu
¢i systému. Simulace je vSak az poslednim krokem. Pro simulaci daného problému je nutnéa
jeho dobré znalost a at jiz se jedné o simulaci jakékoliv ¢innosti je nutné jeji specifikace. Sys-
tém(jev) je slozen z jednotlivych elementarnich ¢asti, které maji mezi sebou néjakou vazbu.
Reélné systémy vSak ¢asto obsahuji prvky, které jsou bud z hlediska vysledného systému ne-
dilezité nebo maji zanedbatelny vliv na systém jako celek. Pro zjednoduseny popis systému
je tedy pouzit Abstraktni model. Jedna se o zjednoduseny model zkoumaného systému, je
mozno ho popsat Sirokou skalou formalismii od koneéného automatu, pres Petriho sité, az
po diferencidlni rovnice. Od abstraktniho modelu je jiz jen krtcek k simula¢nimu modelu.
Tento model obsahuje vSechny prvky navrzené v abstraktnim modelu, ale jeho popis je jiz
formou programu zapsaném v néjakém programovacim jazyce.|[1]

Fyzikalni simulator je pak zaloZen na simula¢nim modelu popisujici fyzikalni podstatu
problému.

V dnesni dobé existuje mnoho projekti zabyvajici se pravé fyzikdlnimi simulacemi, at
uz se jedna o komercni systémy az po open source knihovny. Tato prace si neklade ambice
na vytvoreni propracovaného fyzikalniho systému. Jejim zaméfenim je vytvofeni fyzikalniho
simulatoru kuleéniku. Prestoze se jedna o dosti specificky fyzikalni model, snahou prace je
co nejvetsi mozna abstrakce nad danym problémem. Ve vysledku je poté mozno zde uvedené
principy vyuzit i v obecnéjsich fyzikalnich modelech.

1.1 Implementace

Pro implementace simuldtoru kule¢niku byl zvolen programovaci jazyk C++. O graficka
reprezentaci se stara knihovna OpenSceneGraph.



Kapitola 2

Teoreticky rozbor

V tvodu této kapitoly bude ¢tenar sezndmen s hrou kule¢nik a jeho principy. Dale je zde
podan stru¢ny piehled fyzikalnich veli¢in spolu s jeho nazornym vysvétlenim. Cast kapitoly
popisuje zptsob detekce kolizi a jejich feseni. Zavér kapitoly je vénovan principu fungovani
simulatoru.

2.1 Kulec¢nik

Kule¢nik jako hra vznikla pravdépodobné ve 12. stoleti v Anglii. Ptivodni hra hrana na
hiisti(yard) zde predstavovala posunovéani kouli(billy) skrze branku a trefeni nésledujici
koule. Popisem fyzikalni podstaty kule¢niku se zabyval i svétoznamy fyzik Gaspard Gustave
de Coriolis a v roce 1835 napsal prvni knihu vénujici se této problematice s nazvem Methe-
matical Theory of Spin, Friction, and Collision in the Game of Billiards.[8]

Informacemi o kule¢nikové hie by jisté nebylo problémem zaplnit nékolik desitek stran
textu, ale to vSak neni ucelem této prace. Nasledujici struény popis je vSak nutny pro
zékladni pfedstavu o hie samotné a jejich principech. Ctenafi, ktefi maji alespori malé
povédomi o této hie mohou nasledujici kapitolu preskocit.

2.1.1 Princip hry

ey

lecnikovy stil. Na obrazku 2.1 je predstaven jeho typicky zastupce. U vSech druht stold
se setkavame s priblizné stejnym schématem slozeni. Obdélnikovy tvar, dievéna podstava,
vrchni ¢ast stolu potazena platnem.

Kule¢nikové koule lezi na vrchni ¢asti stolu. K jejich manipulaci slouzi prostiedek zvany
tago. Tago ma valcovity tvar na jedné strané zuzujici se. Pfevazné je vyradbéno ze dieva.
Jeho prostiednictvim jsou koule uvadény do pohybu.

Kulecnik je znacné abstraktni pojem a postihuje mnoho riznych kategorii. Spoleénym
rysem je vSak hra tdgem(Cue), od toho také anglicky termin Cue sports. Dvé hlavni kate-
gorie jsou Carom a Pocket. Carom je oznaCovan jako karambol a jedna se kuleénik hrany
na stole bez dér, naopak Pocket je stil s dirami po stranach. Nazvoslovi je ¢asto v riznych
zemich mirné odlisné.

Cilem hry je ve vétsiné pripadt dopravit né€kterou z kouli na stole do jedné z dér umis-
ténych na stole. Nebo naopak je snahou zasdhnout jednou kouli nékolik dalsich.



Obrézek 2.1: Kule¢nikovy stil

2.2 Linearni veliCiny

V této kapitole budou uvedeny veli¢iny popisujici translacni pohyb nebo transla¢ni pohyb
zpusobujici. Prevazné bylo ¢erpano z [6].

2.2.1 Pozice - polohovy vektor

P1i pohybu télesa je nutné v kazdém okamziku znat jednoznacnou pozici v prostoru. Téleso
jako celek je vsak ¢asto nehomogenni a jeho rozméry mohou byt znaéné odlisné. Ke zjed-
noduseni popisu pozice télesa je volen tzv. hmotny bod(HB), ktery slouzi k abstrahovani
tvaru télesa na jediny bod. Hmotny bod vsak nelze volit libovolné. Idedlnim bodem je stied

v

Ve

geometrickym stfedem.
Pro vyjadreni pozice lze vyuzit polohovy vektor 7

F=2i4yj+ 2k (2.1)

Vektory ;,5, k urcuji soutadny systém a jsou obvykle voleny jako

i (1,0,0) (2.2)
i = (0,1,0) (2.3)
E = (0,0,1) (2.4)

Polohovy vektor se méni v Case tak, jak se pohybuje téleso jim reprezentované. Polohovy
vektor jako funkce ¢asu je pak znacen 7(t).

2.2.2 Okamzita rychlost(Velocity)
Veli¢ina charakterizujici rychlost zmény polohového vektoru 7 v case t.

dr

% (2.5)

U=

5
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Obrazek 2.2: Polohovy vektor

Slozky vektoru ¢ udavaji smér rychlosti. Velikost vektoru |¢] udava velikost okamzité rych-
losti. Situace je zjednoduSené znazornéna na obrazku 2.3. Derivace polohového vektoru
podle ¢asu t uréuje teénu k trajektorii. Cim rychlejsi(strméjsi) zména polohového vektoru
tim je okamzitd rychlosti vétsi.

A

=~y

Obrézek 2.3: Okamzita rychlost

2.2.3 Okamzité zrychleni(Acceleration)
Veli¢ina charakterizujici rychlost zmény vektoru okamzité rychlosti ¥ v Case t.

dv
dt

a=



Slozky vektoru @ udéavaji smér zrychleni. Velikost vektoru |@| udéva velikost okamzitého
zrychleni. Situace je opét velice podobn4 jako na obrazku 2.3. Cim rychlejsi(strméjsi) zména
vektoru okamzité rychlosti tim je okamzité zrychleni vétsi.

2.2.4 Hybnost(Momentum)
Veli¢ina vyjadrujici miru setrvacnosti télesa v pohybu.

dr
p=m—=m-7 2.7
p=my (2.7)
Hybnost p’ jako vektorova veli¢ina ma stejny smér jako vektor okamzité rychlosti v. V izo-
lované soustavé! navic plati jedna dilezita vlastnost, zachovani hybnosti. Zékon zachovani
hybnosti nam Fiké, Ze hybnost soustavy ztstava stejna. Vezmeme-li tedy v potaz jednoduchy
priklad srazky dvou téles, hybnost soustavy téles pred srazkou a po srazce bude stejna.

2.2.5 Sila(Force)

vz

Pro uplnost je zde vyjadrena i sila. Podrobnéjsi informace budou uvedeny v nasledujici
kapitole. Sila je rovna zméné hybnosti télesa, a ptisobi na udéleni zrychleni @ télesu.
- dp
g7 (2.8)
2.2.6 Pohybova rovnice

Pohybova rovnice je jeden ze vztahi patficim k zékladnim pilifdm pri simulaci pevnych
téles. Je definovana II. Newtonovym zakonem ve tvaru

Y F=m-d (2.9)

7 tvaru rovnice vypliva, ze sectéme-li vSechny sily ptisobici v daném okamziku na téleso,
vysledkem je souc¢in hmotnosti télesa a okamzité rychlosti. Sila mé tedy za nasledek udéleni
okamzitého zrychleni télesu. Tvar rovnice lze prepsat nasledujicim zpusobem do podoby
diferencialni rovnice druhého fadu

- dr
Ze znalosti sily Ize tedy odvodit vSechny predeslé velic¢iny naptiklad takto
R
ar) = a0+/ F(t)dt (2.11)
m Jo
T
HT) = v+t / a(t)dt (2.12)
0
T
FT) = ro+ / F(t)dt (2.13)
0

'Soustava v niz mohou télese vzajemné interagovat, ale neptisobi na né zadné vné&jsi vlivy



2.2.7 Impuls sily(Impulse)
Impuls sily je definovan jako silovy ucinek pusobici na téleso po ¢asovy interval ¢, tedy
I=FAt (2.14)

Je vhodny prostiedkem pro popis srazek téles, nebot jeho hodnota je také rovna zméné
hybnosti Ap télesa. Pti srazce dvou téles jsou sily kterymi na sebe ptisobi stejné velké, ale
maji opaény smér?. Vezmeme opét piipad srazky dvou téles. Pied srazkou je znama hybnost
obou téles

p1=my U1 a Do = My - Vg (2.15)

Ze zakona zachovani hybnosti zapiSseme rovnost hybnosti soustavy pred a po srazce
p1+p2 =Dy + Dy (2.16)
Ke zmény hybnosti tedy dochézi impulsem sily
ma-v, = ma-U4+I1-7 (2.17)
mp-v5 = mp-Ug—1-7 (2.18)
2.3 Uhlové veli¢iny

Protéjsek linedrnich veli¢in popisujici otacivé ticinky na té€leso. Vétsina vztahtl pro linearni
veli¢iny zde bude mit svou analogickou podobu.

2.3.1 Orientace

Pro urceni otoceni je bézné uzivanym prostfedkem thlova poloha

0 = (2.19)

S| ®»

Symbolem s je oznacena délka oblouku kruznice, r vyjadfuje polomér kruznice. Obrazek
2.4 ilustruje situaci.

vvvvvv

nevystacime. Pro vyjadfeni orientace pouzijeme rota¢ni matici.[2][7]

Tex Tyx Tzx
R(t) = |Tay Tyy Tay (2.20)

Tez Tyz T2z

Sloupce matice tvori jednotkové vektory na sebe kolmé. Rotacni matice je symetrickd a
plati pro ni RT = R~1.

Fyzikdlni vyznam R(t) je takovy, Ze jednotlivé sloupce udavaji smér, kterym budou
jednotlivé osy X,Y,Z transformovany.

Cela situace je znazornéna na obrazku 2.5. Bod p chceme transformovat do nového
soufadného systému, ktery je otocen kolem osy Z o 30°. Pivodni netransformovana matice
ma ocekdvany tvar

100
Ri=[0 1 0 (2.21)
001

2podle III. Newtonova zékona - Zakona akce a reakce



Obrézek 2.4: Uhlova poloha

Pomoci goniometrickych funkci lze jiz snadno dopocitat nové souradnice po transformaci,

kde

Ro=|_

o w‘ém\»—t

0
0 (2.22)
1

Spolu s polohovym vektorem jiz mame kompletni aparat k jednoznac¢nému popisu télesa
v prostoru.

2.3.2 Uhlova rychlost(Angular velocity)

Slozky vektoru & udavaji osu otaceni, velikost || udava velikost thlové rychlosti. Pfi dané
ose otaceni je tthlova rychlost dana zménou thlu otoceni 6 podle ¢asu

e

YT

(2.23)
Tento zpusob vyjadireni vSak neni vhodny z jednoho prostého diuvodu. Orientaci mame vy-
jadfenu pomoci rota¢ni matice R. Potfebujeme najit vztah vyjadiujici zménu orientace R
v Case t. Z kapitoly 2.3.1 je jiz znam vyznam sloupctd matice orientace. Jsou to vektory
urcujici nové souradnice X,Y,Z. MiZzeme je povazovat polohové vektory. Zména polohového
vektoru v ¢ase nam dava rychlost v, viz kapitola 2.2.2. Vyjadienim rychlosti téchto 3 polo-
hovych vektort bychom dosahli pozadovaného cile, tedy vyjadfeni zmény orientace v case.
Rychlost otoceni polohového vektoru je mozné vyjadrit jako

-7 (2.24)



Obrézek 2.5: Otodeni bodu

Zména orientace v Case je pak rovna

dR Trax Trx Tex
T GX | Ty P o GX | Ty (2.25)
Txz Txz Taz

2.3.3 Moment setrvac¢nosti(Inertia tensor)

Vyjadiuje miru setrva¢nych ucinku na téleso. Je dana rozlozenim hmoty télesa vzhledem k
ose otaceni. Obecné lze moment setrvacnosti definovat jako

Je protéjskem hmotnosti pro linearni veliciny. Pro kouli, ktera se otaci kolem osy vedené
jejim stfedem je znam jeji moment.

(2.27)

OO =
o = O
= o O

2.3.4 Moment hybnosti(Angular momentun)

Je definovan jako vektorovy soucin, vektoru r sméfujiciho od stfedu otaceni k otacejici se
¢astici a hybnosti ¢astice. L = r X p. Pro kouli ktera je sloZzena z nekone¢né mnoha ¢astic

10



lze moment hybnosti vyjadrit jako
L=J w (2.28)

2.3.5 Moment sily(Torque)

Vyjadiuje ota¢ivy tcinek sily vzhledem k zvolenému bodu(ose otéceni).

M=rxF

Na obrazku 2.6 sila F' vyjadiuje silu ptisobici na téleso. Rozlozenim do dvou primétu
ziskavame radialni slozku F; sily F. Radialni slozka nemé otac¢ivy acinek na téleso. Tecna
slozka F}, kolmé k vektoru # pusobi na otoceni télesa vzhledem k ose otaceni.

Obrézek 2.6: Moment sily

Moment sily lze vyjadrit i jako derivace hybnosti podle casu

dr
M== 2.29
g7 (2.29)

2.4 Tfeni

Tteni je sila vznikajici pohybem povrchu télesa po druhém télese. Tieci sila ptisobi proti
pohybu télesa.

2.4.1 Sliding friction

Jeden z druht kinetického tfeni. Nastava pti pohybu dvou téles navzajem po sobé. Typickym
ptikladem je posouvani bedny po drsném povrchu.

Plsobistém této tfeci sily bereme idedlni stav, bod dotyku koule a platna. Pro transla¢ni
pohyb je rychlost urcéena vektorem okamzité rychlosti ¢, rota¢ni pohyb je urcen thlovou
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rychlosti . Pokud na pocatku pohybu neni kouli udéleno zddné thlové zrychleni, pohy-
buje se pouze translacnim pohybem rychlosti ¢. TTeci sila ptisobi pfi pohybu prokluzovani,
dochézi ke zvySovani uhlového zrychleni a naopak ke zpomaleni linedrniho zrychleni.

Rychlost bodu dotyku T se sklada ze dvou slozek, translacni a rotacni, lze ji proto
vyjadrit jejich slozenim

Up =T+ xT. (2.30)

Vektor 7 zde reprezentuje vektor od stfedu koule s k bodu dotyku 7" koule a platna . Tato
rychlost se nazyva obvodova(perimeter velocity).

Sliding friction F, ptisobi proti sméru obvodové rychlosti 7, jak je naznaceno na ob-
rézku 2.7. K vyjadfeni sméru obvodové rychlosti 7, je nutné znormalizovat jeho velikost na
jednotkovy vektor

. (2.31)
|Up|
Tteci silu je pak mozné vyjadrit jako
- Up
Fo=—pus-m-g- — (2.32)
|Tp|

Fs T

<

Obrazek 2.7: Sliding friction

Ptlisobeni této tfeci sily je podminéno rozdilnou linedrni a thlovou rychlosti. P¥i dosazeni
rovnovazného stavu ¢ = & X 7 je podle rov. (2.30) obvodova rychlost 7, nulové a podle (2.32)
tfeci sila Fs také. Pro standardni kouli je koeficient obvykle volen jako ps=0.1.

2.4.2 Rolling friction

Tteni, které nastdva v rovnovazném stavu daném vztahem

V=& x 7 (2.33)
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Sliding friction mizi, nebot rychlost bodu dotyku koule a platna je nulova(vyplyva ze vztahu
pro rovnovahu linedrni a rota¢ni thlovou rychlosti). Rolling friction piisobi proti sméru
okamzité rychlosti a zptisobuje zpomaleni linedrni i rotac¢ni slozky koule. Tuto treci silu lze
obecné vyjadrit jako

Fo=—p,-m-g (2.34)

, kde p, je koeficient rolling friction. Konkrétné pak pro linearni slozku sily

- v
Fo=—p-m-g i (2.35)
a rotacni slozku .
Mrzrxﬁrz(,ur-m-g-%)xr (2.36)
0]
Po aplikaci tfeci sily musi byt rovnovaha zachovana
_/ ’ ’ Ul
U =w -r>w =— (2.37)
Pro vyslednou linedrni a thlovou rychlost plati
/ F,
v =v+— At (2.38)
m
/ M,
w=w+ IT - At (2.39)

P1i valeni télesa po podlozce dochézi k jeji deformaci a posunuti pusobisté sily ﬁr. Toto je
tfeba ve vztahu (2.39) zohlednit.
Nasledujici priklad demonstruje cely problém.

7= (1,0,0),7 = (0,~1,0), 7] = 1,4 = 0.01,m = 1,9 = 9.81, At = 0.1|

F.= (~0.01-1-9.81)-(1,0,0) = (—0.0981,0,0)
M, = (0,—1,0) x (—0.0981,0,0) = (0,0,0.0981)

: —0.0981,0,0
¥ = (1,0,0) + (1) +0.1 = (0.99019,0,0)
/ 200
& =(0,0,1)+(0,0,0.0981) | 0 2 0 |-0.1=(0,0,0.97575)
00 2

Podle (2.33) by mnéla platit rovnovaha, jednoduchym vypoctem se vSak presvédéime

ze tomu tak neni
J

7 =& x 7= (0.99019,0,0)  (0.97575,0,0) (2.40)

Dtvodem je pravé posunuté ptisobisté sily.
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Mirnou upravou vztahu (2.39) lze tuto situaci postihnout. Nové ptlisobisté sily oznac¢ime
R. Moment sily vyjadiime jako soucin sily F' a vektoru pusobisté R. Vypocet provedeme
se skalarnimi veli¢cinami pro jednoduchost.

/ F-R
w :w+T~At (2.41)
Dosazenim (2.37) do (2.41) dostavame po Gpravé
v =w-r—F-R-I"'.r. At (2.42)

Zname vyjadieni vysledné rychlosti a spolu s (2.38) dostavame
F ~1
v— —At=w-r—F-R-I""-r-At (2.43)
m

a odtud vyjadiime nezndmou R

R=2""0 "m0 w27 (2.44)
F.-R-I71.r. At 5~F~r~%t 5
2-mer

Plsobisté momentu sily je tedy R = R - 7. Hodnota 1y je obvykle mnohem mensi nez
ts. Pro standardni kouli je obvyklé p,=0.01.

2.5 Detekce kolizi

Jednou s velice dulezitych soucasti kazdého fyzikalniho simulatoru je detektor kolizi. Tato
kapitola nastini zakladni mozZnosti v detekci kolizi mezi koulemi a mantinelem.

2.5.1 Kolize koule a mantinelu

Mantinel kuleénikového stolu si lze v zjednoduseném piipadé prevést na primku reprezen-
tujici tento mantinel. Diky tomu, Ze body definujici mantinel lezi v jedné roviné je mozné
reprezentaci jesté zjednodusit a prevést ji do 2D.

Prevedenim reprezentace mantinelu do tvaru obecné rovnice pfimky ziskdvame ideélni
reprezentaci vhodnou pro dalsi vypocty. Tvar obecné rovnice primky je nasledujici

a-x+b-y+c=0 (2.45)

Skalarni veli¢iny a, b jsou slozkami normalového vektoru 77 = (a,b), ktery je kolmy na
tuto pfimku. K jejimu vypoctu je nejprve urcit vektor

i=A—B= (A, — By, Ay — B)). (2.46)

Obrézek 2.8 ilustruje dany problém. Body A a B definuji mantinel s normélovym vek-
torem n. Bod P zde znadi stied koule.

a-Pr+b- P, + |
va? +b?

v(P,p) (2.47)
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Obréazek 2.8: Vzdalenost od mantinelu

Normalovy vektor je poté roven 7 = (—uy,u;). Koeficient ¢ urcuje pozici piimky v
roviné. Je mozné ho vypocitat dosazenim libovolného bodu leziciho na pfimce do rovnice
ptimky za koeficienty x a y, c = —(a - ps + b - py).

Vzdalenost bodu P(z,y) od pfimky p dané body A, B je uréena vztahem

mantinelu je rovna polomeéru koule r. Pfi pocitani s ¢isly v plovouci fadové ¢arce vsak na-
stavaji chyby z nepfesnosti. Proto pfi kolizi povolime, aby vzdalenost byla v ndmi zvoleném
intervalu < r,r + eps >.

Jednou z moznosti kterd miize pii simulaci nastat je, ze se koule dostane do stavu,
kdy vzdalenost od jejiho stfedu je mensi nez jeji polomér. Tato situace se nazyva pru-
nik(penetration) a je nutné ji spravné rozpoznat.

2.5.2 Kolize kouli

Detekce kolize 2 kouli je na rozdil od predeslé situace znacné jednodussi. Ze znalosti pozice
stiedt kouli(x,y) a Pythagorovy véty lze jejich vzdalenost vypocitat jako

D= /(z1 —2)? + (y1 — y2)? (2.48)

Kolize dvou kouli nastava praveé v okamziku, kdy vzdalenost D je rovna souctu poloméra
obou kouli. I v tomto pripadé je vhodné z divodu nepfesnosti v poc¢itani s ¢isly v plovouci
fadové carce volit interval < r1+r2,r1 +r2 4+ eps >.

2.5.3 Kontakt téles

Pr1i detekci kolizi je nejen nutné spravné urcit vzdalenost objektd, ale i vzit do tvahy jejich
rychlost. Lehce by se mohlo stét, ze dvé koule lezici v bezprostiedni blizkosti detektor kolizi
vyhodnoti jako kolidujici. Pokud by vSak obé koule méli nulovou rychlost toto vyhodnoceni
by bylo Spatné. Taktéz koule vzdalujici se od sebe je nutné vyhodnotit jako nekolidujici.
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2.6 Reakce na kolizi

V této kapitole bude vysvétlen princip FeSeni odpovédi na kolizi. V kapitole bylo ¢erpano
predevsim z [3][4].

2.6.1 Soucdinitel restituce(Coefficient of restitution)

Vlastnost srazky reprezentujici pomér rychlosti pied a po srazce® dvou téles.[5] Koeficient
ma zakladni oznaceni Cr. Kolize s Cr rovnou 1 je pruznd, naproti tomu Cr roven 0 oznacuje
nepruznou kolizi.

o=,

!

vy — vy = Cr(vy — vg) = Cr = (2.49)

U1 — V2

2.6.2 Nepruzna srazka(Inelastic collision)

Piipad kolize, ktery tvoii velkou &ast vSech kolizi*. Soucinitel restituce Cr je mensi nez
jedna.

Vezmeme opét do tivahy srazkou dvou téles. Ze znalosti zakonu zachovani hybnosti je
patrné, Ze hybnost soustavy dvou téles se neméni.

ml-v1+m2-v2:m1'v1+m2-v; (2.50)
Podle (2.49) je vztah rychlosti pfed a po srazce

vy — v = Cr(vy — v2) (2.51)

Resenim soustavy téchto dvou rovnic dostavame vztah pro vyslednou velikost rychlosti obou
téles po srazce.

/ Ug‘ﬂ’LQ(l—l—CT)-f—Ul(ml—CT'ﬂlg)

= 2.52
. m1 +ma ( )
S o u -m1(1 4 Cr) + va(mg — Cr - my) (2.53)
2 mi + ms '

Za predpokladu stejné hmotnosti obou téles jsou vztahy redukovany na.

~

vo(l+ Cr) +v1(1 —Cr)

v = . (2.54)
o = vl(l—i-C’r)—;—vg(l —Cr) 2.55)
(2.56)

Kolize pfi niz cast kinetické energie kolidujiciho télesa je pfeménéna na vnitini ener-
gii(teplo). Neplati tedy zakon zachovani kinetické energie. Specidlnim piipadem je Cr roven
0, srdzka je potom dokonale nepruzné.

3Rychlosti té&les indexované apostrofem znaéi rychlost po kolizi
4Pruzna srazka s koeficientem Cr rovnym jedné je pfipad srazky atomi
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2.6.3 Reakce na kolizi koule s mantinelem

V pripadé, ze je zjisténa detektorem kolizi srazka koule a mantinelu je tuto situaci nutno
vyTesit. Vyjdeme opét ze znalosti impulsu sily a soucinitele restituce.

Koule je reprezentovana hmotnosti m a rychlosti . Hmotnost mantinelu zanedbame,
jeho rychlost je pred i po srazce nulova.

Podle (2.49) vyjadiime vztah pro vyslednou rychlost po srézce(pocateéni a koncova
rychlost druhého télesa, mantinelu je nulova, proto je vynechana). Impuls sily, ktery pu-
sobi na zménu hybnosti télesa ovlivni pouze normalovou slozku rychlosti. Te¢na rychlost
zustava zachovana. Skaldrnim soucinem rychlosti ¥ a normalového vektoru 7 tak ziskame
normélovou slozku rychlosti @,.

!/

A=—Cr-vp-fl (2.57)

Dalsim dilezitym faktorem je bod dotyku koule a mantinelu. Podle obrazku 2.9 je ziejmé
, ze nelezi na Grovni stfedu koule rovnobézné s normalovym vektorem 7i. Vektor 7, je dan
stfedem koule a bodem dotyku P. Diky poloze bodu P dochézi pii srédzce nejen ke zméné
linedrni, ale i thlové rychlosti(viz. 2.3.5). Pro vyslednou rychlost ¥, bodu P na kouli plati

Up

Obrazek 2.9: Bod dotyku koule a mantinelu

Up' =T +d X 7, (2.58)
Pro vyslednou rychlost ¢ koule plati
L, T
U =0+ — -1, (2.59)
m

uhlova rychlost je dana

O =d+ 7 (2.60)
Dosazenim (2.59) a (2.60) do (2.58)
<g+ i.ﬁﬂﬁ X7+ (7p X (Ii-]ﬁ)) x Fp) A= OB X7 -7 (2.61)
a po upravé je znam impuls sily 1
I A(—Cr —1)(T+ & x ) (2.62)

i () + AT (T X 7)) X 7]
Se zndmym impulsem sily lze pfimo vyjadfit linedrni a thlovou rychlost podle (2.59) a
(2.60).
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2.6.4 Reakce na kolizi koule s kouli

Reakce na kolizi dvou kouli je do jisté miry velice podobné. Vzhledem ke skutec¢nosti, ze
kule¢nikové koule maji bézné stejny polomér situace se zjednodussi. Koule oznac¢ime pro
prehlednost A a B.

Podle soucinitele restituce
(EA’ — UB')ﬁ = —Cr(vy —vg)7 (2.63)

Vysledna rychlost kouli po srazce

I
G, = U4+ — 2.64
Vg U+ p— (2.64)

I-it
in = Up— — 2.65
Up Up me ( )

Dosazenim (2.64) a (2.65) do (2.63) dostéavame
I I

= _ | i=—-Cr- -nv U 2.66
(vA—i-mA vB—i-mB) il r-1i(Uy4 + Up) ( )

S impulsem sily pak pfimo vyjadiimé vyslednou rychlost podle (2.64) a (2.65).

[ A(Cr +1)(=, + ) (267

- o 1 1
nn(m—A—meB)

2.7 Princip simulatoru

Tato kapitola shrnuje veskeré predchozi poznatky a popisuje fungovani simulatoru. Je zde
vysvétlen princip numerického feseni obycejné diferencidlni rovnice.

2.7.1 ODE(Order differential equation)

V cCeském prekladu obycejné diferencidlni rovnice. Jeden z mnoha typi diferencidlnich rov-
nic. Dulezitou vlastnosti je, Zze obycejna diferencialni rovnice obsahuje pouze jednu nezavis-
lou proménnou. Prikladem muze byt Newtonova pohybova rovnice v podobé

dr(t) _
mst = F(r(t)) (2.68)

Rovnice nam tiké, ze ze znalosti pribéhu funkce sily F' lze jednoznac¢né odvodit polohovy
vektor 7 daného bodu(¢éstice, télesa). Tohoto pfistupu bude vyuzito i pro simulator. Jak
uz bylo naznaceno v kapitole 2.2.6 o pohybové rovnici, lze feSeni prevést na sérii t¥i rovnic.
Pro pripomenuti, okamzité zrychleni @ v ¢ase T lze vyjadrit jako

a(T) = ap + % /0 ' F(t)dt (2.69)

Pro numerické reseni pohybové rovnice byla zvolena Eulerova metoda.
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2.7.2 Eulerova metoda

Jednokrokova metoda pro numerické feseni diferencidlnich rovnic. Vypocet dalsiho kroku
je pouze na zakladé aktualniho stavu.

y(t +h) =y(t) +h- f(ty)) (2.70)

Proménna h znamend krok vypoc¢tu. Cim nizsi krok zvolime tim vétsi piesnost vypoctu
dostaneme.

Pro ilustraci uvedeme typicky priklad.

Téleso se pohybuje se zrychlenim o rovnici a(t) = 0.3 - t2. Na§im pozadavkem je zjisténi
okamzitého rychlosti v ¢ase t = 0.1. V &ase t = 0 je okamzita rychlost télesa nulova. Reseni
tohoto problému vede na diferencidlni rovnici

v =03-12,  0(0)=0

Pomoci eulerovy metody je vypocet snadny, krok zvolime h = 0.05

v(0) = 0
v(0.05) = 0+0.05-0.3-0.052 =3.75-10°
v(0.1) = 3.75-107° +0.05-0.3-0.1> = 1.875 - 10~*

(2.71)

Nevyhodou této metody je pomérné malad presnost, naopak rychlost je diky malému
poctu vypocta vysoka. Tato metoda byla zvolena pro svou jednoduchou implementaci, ale
systém je navrhnut tak, Ze integrace nékteré z pokrocilejSich metod do systému by nebylo
problémem.

2.7.3 Schéma fungovani simulatoru

Jeden casovy krok simulace sestavéa z nékolika etap. Velice zjednodusené by se dal pribéh
simulace popsat nasledujicimi kroky.

1) spo&itaniPfisobicihSil()
2) krokSimulace()
3) kontrolaKolizi()

if (nelze pokradovat)

{
4) pileniCasovéhoKroku
}
else (lze pokracovat)
{
5) vy¥eSeniKolizi()
6) pfepséniStarjchHodnotNovymi ()
}

Krok 1 zahrnuje spocitani sil ptisobici na jednotlivé koule, tedy tfeci sily mezi kouli a
platnem. Krok 2 provadi feSeni diferencidlnich rovnic pomoci eulerovy metody. Ze sil pu-
sobicich na téleso je postupné ziskédno zrychleni, rychlost a pozice(totéz plati pro thlové
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veli¢iny). V kroku 3 je provadéna kontrola kolizi. Pokud dojde ke kolizi, systém si o ni ulozi
informaci, ktera bude dale pouzita. V pripadé, ze pii kontrole kolizi zjisti systém prinik
dvou téles(koule a koule, koule a mantinelu) je nutné tuto situaci fesit. Dojde k rozpuleni
¢asového kroku(tedy casovy krok se zmensi) a krok simulace probihd znovu. Po vyfeseni
pronikajicich téles se v kroku 5 vyfesi odpovédi na kolize. Poslednim krokem je pfepsani
starych vypoctenych hodnot novymi.

P1i pouziti numerického feSeni je nutné v kazdém kroku mit uschovanou informaci o hod-
noté minulé a soucasné veli¢iny. Tato informace je dilezitd predevsim v situaci, kdy se
simulace dostane do takového stavu Ze, nelze pokracovat. To nastava pravé pii prianiku
dvou téles, kdy je nutné celou simulaci spustit znovu s polovicnim krokem a ptvodnimi
hodnotami velicin.
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Kapitola 3

Navrh a implementace

3.1 Vyvojové nastroje

Implementace projektu byla provedena v programovacim jazyce C+-+. Pro vizualizaci byl
zvolena open source knihovna OpenSceneGraph. Hlavnim rysem této knihovny je objektovy
pristup k prvktm, ze kterych je vysledné scéna slozena.

3.2 Fyzikalni systém

Cely systém je rozvrzen do nékolika t¥id. Propojeni je vidét na obrazku 3.1. Hlavni tfida
PSystem se stard o fizeni simulace. Obsahuje informace o podfizenych télesech, které se
ucastni simulace. Tiida PBall v sobé uchovava aktualni stav koule. Poskytuje metody,
kterymi je jeji stav aktualizovan. Informace o kolizi spravuje tiida PCollision. Reprezentace
mantinelu je dana tfidou PCushion.

Pro uchovévani prvku systému byla navrzena genericka kolekce FastManagedArray. Jeji
chovani do zna¢né miry kopiruje standardni kolekce jazyka C++, ale kladen je diraz pre-
devs§im na rychly pfistup k jednotlivym prvktm. Dalsi vyraznou vyhodou je automatické
uvolnéni paméti vsech prvki.

Pomocné reprezentace objektd a udalosti

PBall

Hlavni simula¢ni jadro
]

PSystem PCushion

—

PCollision
fy

Obrazek 3.1: Schéma propojeni t¥id pro fyzikalni simulator
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3.3 Graficky systém

Na obrazku 3.2 je zobrazeno rozvrzeni jednotlivych elementt scény do grafu scény v OSG.
Na kofenovy uzel je napojeno osvétleni celé scény. Spoleénym prvkem vsech dalsich uzla
je transformaéni matice. Kazdy prvek scény méa svoji vlastni matici(world matrix), kterd

jednoznacné urcuje velikost, pozici a otoceni ve scéné.

Hlavni svetlo

Obrazek 3.2: Schéma rozvrzeni scénového grafu v OSG

Pro zjednoduseni a zaobaleni prvki scény byl pro kazdy model vytvoren tfida - mani-
puldtor(Obréazek 3.3). Ten se stard o vytvoreni a manipulaci s objektem.

==

_ _

Obrézek 3.3: Tridy zaobalujici elementy scény
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3.4 Vysledky

Ukéazku z vysledné aplikace je mozno vidét na obrézku 3.4. Aplikace umoziiuje provedeni
uderu do koule pomoci klavesy se zvolenou silou nebo na zakladé rychlosti pohybu mysi.
Ovladani je standardné pomoci klavesnice a mysi.

\elocity: Simulation running. ..
Acceleration: 0
Angular ity:

¥
Rotational energy:

Obrazek 3.4: Ukazka aplikace
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Kapitola 4
Zaver

Cilem prace byla implementace simulatoru kule¢niku a jeho vizualizace ve 3D. V praci byl
nastinén zakladni koncept fyzikalné-simulacniho jadra. I kdyz byl popis predev§im zaméfen
na simulaci kule¢niku, témér vétsinu aspektl je mozné zobecnit a vyuzit pii tvorbé obecného
fyzikalniho enginu. Popis fyzikalnich velicin byl se snahou o co nejvétsi nazornost svého
pouziti. PTi studiu materiald o fyzice lze obecné narazit na 2 zakladni pristupy. Piistup Cisté
matematicko-fyzikalni, ktery pro zacatecnika muze byt prilis slozity a bez podrobnéjsiho
vysvétleni a piikladd ¢asto nepochopitelny. Druhy pfistup velmi ¢asto k vidéni je v podobé
zdrojovych kédu. Ty sice jistou vypovidajici hodnotu maji, ale bez bliz§iho vysvétleni je
tento pfistup bezcenny. Jakékoliv snahy o rozsifeni daného kédu jsou pak nemozné z dtivodu
neznalosti problému. Tato prace se proto snazila sjednotit oba pfistupy a pokud moZno
srozumitelnou formou objasnit dané problémy.

Neméné dtlezitym piispévkem prace bylo prohloubeni mych dosavadnich znalosti. V
oblasti fyziky - mechaniky jsem ucelil své znalosti a spolu s jejich aplikaci do interaktivniho
pouziti bylo jejich pochopeni mnohem snazsi. Pochopeni zakladniho konceptu simulace bylo
také velkym piinosem a v budoucnu se tyto nové znalosti jisté budou hodit.

4.1 Mozna rozsireni

Navrzena simulace pokryva pouze malou ¢ast moznych jeva ktery by bylo mozné simulaci
realizovat. Je zde velky prostor v oblasti optimalizace rychlosti. Velké moznosti jsou v
rozsireni fyzikalniho simulatoru v pridani dalSich interagujicich sil mezi télesy. Tteni, které
je v soucasné implementaci aplikovino pouze mezi kouli a platnem, by bylo mozné aplikovat
i mezi mantinelem a kouli, dvéma koulemi.
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