VYSOKE UCENI TECHNICKE V BRNE
y BRNO UNIVERSITY OF TECHNOLOGY

&
7

k
(2

FAKULTA INFORMACNICH TECHNOLOGII

USTAV POCITACOVE GRAFIKY A MULTIMEDIIi
FACULTY OF INFORMATION TECHNOLOGY

DEPARTMENT OF COMPUTER GRAPHICS AND
MULTIMEDIA

N
V7
\S

P

KRIVKY VYPLNUJICI PROSTOR

SPACE FILLING CURVES

BAKALARSKA PRACE
BACHELOR’S THESIS

AUTOR PRACE MAREK STANO
AUTHOR

VEDOUCI PRACE ING. ONDREJ SILER
SUPERVISOR

BRNO 2008



Zadanie

Zoznémte sa s roznymi druhmi kriviek, ktoré vyplnuju priestor.

Pokulste sa zov3eobecnit’ tieto krivky do viacdimenziondlnych priestorov.
Implementujte niektoré algoritmy kriviek.

Navrhnite u fraktalnych kriviek nerekurzivne rieSenie.

Zhodnot'te vysedky a and yzujte moZnosti vyuZitia tychto kriviek.
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Abstrakt

Ciel'om mojg prace je zoznamit sa s krivkami vypliiujlcimi priestor a pokisit’ sa zovSeobecnit’ tieto
krivky do viacdimenziondnych priestorov. Dalg sav praci nachadzaj (i informad e o rekurzivnom
anerekurzivnom rieSeni tychto kriviek a vyuzitie kriviek v praxi. Hlavnym ciel'om je zhotovit’
program, ktory dokaze vykreslit’ niektoré krivky.

Pomocou ziskanych znal osti navrhujem program, ktory vypocita siradnice zadang krivky a druhy
program, ktory pomocou tychto stradnic vykresli obrazok s krivkou. K vytvoreniu pouzijem

programovaci jazyk C a graficku kniznicu Gd.
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Fraktd, Hausdorffova dimenzia, Topologicka dimenzia, sebepodobnost’, rekurzia

Abstract

The objective of my work is introduce space filling curves, and try to generalize them to
multidimensional spaces. Below are in the work informations about recursive and non-recursive
solving of these curves, and usage curves in practice. The main objectiveis to create program which
can draw these curves.

Based on theory and practical knowledge | design program, which can compute the
coordinates of the curve, and another program which uses these coordinates to draw the

curve. To make this| will use programming language C and graphics library Gd.
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1 Uvod

Krivky vypliujlce priestor pouzivame v slc¢asngl dobe na rdzne G¢dy v pocitacovej technoldgii,
vo viacdimenziondlnych priestoroch na indexovanie, aebo vo wirdess sietach. Medzi ngjznamegse
patria Peanova krivka, Hilbertova krivka, Moorova krivka alebo Kochova vliocka. Tieto krivky mozu
byt tvorené v dvojdimenziondnom priestore, niektoré maju g trojdimenziondlne verzie, napriklad
Hilbertova krivka, alebo Kochova vlocka Patria medzi fraktane krivky.

Zaciatok mojg  préce je ofraktdng geometri, pri ktorg vysvetlujem Topologicku
aHausdorffovu dimenziu. Zaoberam sa krivkami vo viacdimenziond nom priestore. Spomeniem
nerekurzivnerieSenie kriviek avyuzijem ichv praxi.

V praktickg ¢asti vysvetl'ujem tvorbu niektorych al goritmov kriviek.



2 Fraktalna geometria
2.1 Vznik fraktalng geometrie

Rozvoj fraktdngl geometrie sa datuje v 60. rokoch 20. storocia aza jg zakladatela je povazovany
vedec amatematik pol'ského pévodu Benoit B. Manddbrot, ktory ako prvy matematik definoval
pojem fraktal. Uz pred Mandelbrotom sa vedci amatematici zaoberali geometrickymi Utvarmi
nazyvanymi fraktami, ale nikto z nich nedefinova obecne tento pojem, preto je prvenstvo pripisované
prave Manddbrotovi. AZ do 19. storocia sa vyuZivalo geometrickych Utvarov pravidd nych a hladkych
(priamka, Stvorec, kruznica), ale ak vezmeme do Gvahy Gtvary prirody skisme ich tymito Gtvarmi
popisat’. Prave koncom 19. storocia sa zacali objavovat’ Gtvary, ktoré medzi tie pravidelné nezapadali.
V roku 1872 ako prvy Karl Theodor Wilhelm Welerstrass zostrgjil spojitt funkciu, ktord nema nikde
derivaciu, nasledoval ho Georg Cantor so svojim diskontinuom (1884) Giuseppe Peano s krivkou,
ktora spojito zobrazuje Gsecku na Stvorec (1890) a Nids Fabian Hege von Koch sjeho nekonecne

dlhou Useckou ohrani¢ujicou konesna plochu.

2.2 Euklidovska vs. Fraktalna geometria

Klasicka Euklidovska geometria popisuje Gtvary pomocou tzv. topologicke dimenzie. O dimenzii ako
takg mobzeme jednoducho povedat’, Ze definuje, kolkymi parametrami mdzeme dané teleso popisat’.
Topologickéd dimenzia je celociselna apopisuje geometricky hladké apravidené Utvary, napriklad
dimenzia bodu je rovna 0, pre priamku je dimenzia rovna 1, pre rovinné teleso 2 a priestorové teleso
mé dimenziu 3. U fraktding geometrie vyuzivame necelociseni dimenziu. Podla nemeckého
profesora Felixa Hausdorffa sa nazyva Hausdorffova dimenzia. V- mnohg literatlire sa vSak stretavame
spojmom fraktdna dimenzia. Hodnota tejto dimenzie ndm udéva mieru clenitosti objektu. Cim je
hodnota Hausdorffovel dimenzie medzi dvoma ¢idami vacSa, tym je Gtvar ¢lenitgSi az pohradu

vyplnenia priestoru lepsi.

2.3 Fraktal

Termin fraktd pochadza z latinského slova fractus, prekladom rozbity. Presnd definicia, ¢o to fraktél
je, nebola Uplne definovana. Pouziva sa definicia Benoita Mandelbrota, ktory definoval fraktd ako



mnoZinu, ¢ geometricky Utvar, ktorého Hausdorffova dimenzia je vasSia ako dimenzia topologické

[1]

2.4 Sebepodobnost’

Sebepodobnost’ je jednou z hlavnych vlastnosti fraktdlu a zjednoduSene by sa dalo povedat, ze
sebepodobnost’ znamena opakovani e seba samého napriklad zmenenou verkosti, posunutim, rotéciou,
alebo skaosenim. [2]

3 Oboznamenie skrivkami

V tgto Casti budl spomenuté niektoré najznamejSie krivky vypliujlce priestor. Medzi tieto krivky
patria Kochova krivka, Hilbertova krivka, Peanova krivka arézne iné. Budl popisané ich vlastnosti,

histéria a spdsob akym ich vytvarame. Viacinformadi v [3].

3.1 Kochovakrivka

Kochova krivka jejedna z prvych popisanych fraktalnych kriviek. ZnédmejSia je ako sicast’ K ochove
vliogky, vytvoreng ztroch spojenych Kochovych kriviek. Pomenované je podla Helge von Kocha
(1870-1924). Bal to Svédsky matematik, napisal niekor'ko knih o ¢iseng tedrii, ale jeho najznameiSe
dido bolo Sur une courbe continue sans tangente, obtenue par une construction géométrique

élémentaire z roku 1904, v ktorom popisal prave tito krivku.

Tvorba Kochove krivky
Kochova krivka vznikne nekonecnym opakovanim jednoduchého postupu. Na zaciatku je
prosta tsecka (v pripade Kochove vliogky rovnostranny trojuhol nik tvoreny tromi takymi Gseckami).
V kazdom kroku sa potom spravi nasl edujlce:
1. Useckasarozddi natretiny
2. Nad prostrednou tretinou sa zostroji rovnastranny trojuholnik
3. Za&kladhatrojuholnika (byvala stredné tretina secky) sa odstréni



Tym sa z pdvodng Usecky stane krivka zloZend zo styroch Usediek (respektive z trojuholnika sa stane

Sest’cipa hviezda) a postup sa rekurzivne opakuje s kaZzdou takto vzniknutou tseckou.

Find
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Obrézok 1: Kochovakrivka Obrézok 2: Kochova vlocka(K ochov ostrov)

Kochova krivka vznikne ako limita pri opakovani tohto postupu do nekone¢na Jg dizka je
nekonegnd, lebo sa v kazdom kroku prediZi vZdy o tretinu — z troch Gasti Gsetky vzniknG Styri rovnako
dihé. Z toho vyplyva, Ze v kroku n bude dizka krivky (4/3)" dizky pévodng Gsetky. Hausdorfova
dimenzia Kochove krivky jetedalog 4 /log 3 = 1,26 (t.j. krivka zapliiuje priestor viac ako obycajna
priamka s dimenziou 1, ale nezapliiuje ho Uplne ako iné krivky s dimenziou 2).

Ako uZ bolo povedané Kochova vlocka (niekedy ju volame a Kochov ostrov) vznika tym, Ze sa na
pociatku pracuje srovnostrannym trojuholnikom miesto jeding Usecky. Vysledkom je teda plosny
fraktény Utvar. Obsah takéhoto Utvaru je (narozdid od jeho obvodu)konesny. V kazdom kroku sa
konvergentna geometricka rada. Obsah takejto Kochove vlogky je rovny 8/5 obsahu pdvodného
trojuholnika. U Kochove vliocky teda nekonecne diha krivka ohrani¢uj e konednu plochu.

Miernou modifikaciou pravidiel mozno vytvorit mnoho podobnych kriviek, napriklad pouZitim
&tvorcov namiesto trojuhol nikov, alebo Kochova antiviocka, pri ktorg trojuholniky smeruji dovnitra

povodného trojuhol nika a obsah frakta u tak zmensuja.

3.2 Peanova krivka

Krivky vypliujce priestor (Peanove krivky), st krivky, ktoré ako prvy popisa Giuseppe Peano Zijlci
v rokoch (1858 —1932).



Peanove krivky, na rozdiel od kriviek popisanych vysSie vypliuja cdy (2-dimenziona ny)
Stvorec alebo cdu (3-dimenzionadnu) kocku. Jeto vlastne spgjita krivka, ktora moze byt’ chgpana ako
nepreruSend cesticka pohybujlceho sa bodu. LepSia definicia je ,Krivka (s koncovymi bodmi) je
spojita funkcia, ktorg oblast’ je jednotkovy interval [0,1]“. Podl'a Peanove krivky vznikli d'aSie dve.
Jednu odvodil David Hilbert a druhti E.H.Moore, tieto krivky budd popisané nizSe.

Tvorba Peanove krivky

Peanova krivka vznikéa (ako skoro vSetky) opakovanim jedného postupu. Na zaciatku krivka
vyzera ako na obr. 3. Potom sa kazdy z deviatich Stvorcov rozdei na d’aSich 9 ado nich sa kopiruju
zmen3ené krivky z predchadzajlce iteracie podla pravidiel z obr. 4. Tym sa z ng stane krivka, ktora
vyzera ovela zlozitg Sie, alejeto krivka, pospajana z 9 kopii zakladng krivky. VSmnime si, ze krivky
z obrazka 4 dolu ktoré kopirujeme hore podrl'a pravidie, vznikli z jedng zakladng krivky z O iterécie
jednoduchym vertikdlnym prevratenim. Tento postup sa potom opakuje s kazdou takto vzniknutou
krivkou. DéleZité je g to, Ze Peanovu krivku vytvarame v &vorci 3" x 3" zatial’ ¢o jg odvodenia od

Hilbertaa Moora vytvarame v &vorci 2"x 2.

N
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Obrézok 3: Zakladny tvar Peanovej krivky Obrézok 4: Tvorba Peanova krivky

Obréazok 5: Prvé dve iteracie Peanove krivky



Na obr. 5 vidime, Ze z pohradu vyplnenia priestoru je Peanova krivka jedna z najlepSich,

pretozeje Hausdorfova dimenziajerovna 2 ¢o znamend, Ze vypliiuje cely priestor.

3.3 Wunderlichove modifikacie Peanove krivky

Walter Wunderlich vytvoril 3 modifikacie Peanove krivky. Popisal vSetky mozné krivky vyplijlce
priestor, ktorych kondtrukcia je vintervale 32" tj. &vorec o velkosti 3" x 3". Pozname dva typy
tychto kriviek, ato serpentinovil a zakrutovitd (Cervovitl). Vytvéranie troch Wunderlichovych kriviek
nebude podrobne popisané, mbzete ich vSak vidiet na obréazkoch 6,7 a8. BlizSie informacie

o Wunderlichovych modifikéciach Peanove krivky na[4].
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Obrazok 6: Wunderlichovakrivka 1
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Obrazok 7: Wunderlichovakrivka 2
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3.4 Hilbertova krivka

Tvorcom Hilbertove] krivky je Nemecky matematik David Hilbert. Zil vrokoch 1862-1943.
Hilbertova krivka je spojita fraktd na krivka vypliiujica priestor. Hausdorfova dimenzia tgto krivky je
2, ¢o znamend, Ze dokonale vyplije 2D priestor. Dizkakrivky je 2" —1/2" a exponencidne rasties n,

n jecisloiteracie (aebo krok vykreslenia).

Obréazok 9: Tvorba Hilbertove krivky

TvorbaHilbertovej krivky

Hilbertovu krivku tvorime z neliplného Stvorca (malen 3 strany, aebo tvar obrateného U). Na
obrazku 9 v strede vidime 1. iteréciu Hilbertove krivky. Kazdy zo styroch Stvorcov bol rozdeeny do
d’aSich styroch. Krivka v tvare obréeného U z prvého obrézka sa zmensi na polovicu svojg velkosti
akopiruje sa do kazdého zo Styroch sektorov. V Favom hornom rohu je jednoducho skopirovana,
v pravom hornom je horizontdne prevrédena V avom dolnom je otocend 090 stupiiov v smere
hodinovych rucic¢iek av pravom dolnom je oto¢enéd 0 90 stupiiov proti smeru hodinovych rudiciek.
Tieto 4 didy s spojené tromi ¢ast'ami, z ktorych kazda je rovnake velkosti, ako zmen3ené didy
obrateného U tvaru. Na obrazku 9 ich vidime nakreslené ¢ervenou farbou. Viac informacii o tvorbe
Hilbertoveg krivky na[8].

Na obrézku 9 vpravo vidime druhl iteraciu. Kazdy zo Sestnastich Stvorcov ziterdcie 1 je
rozdeleny na d’alSie Styri, atvar vzniknuty v iterdcii 1 je zmenSeny akopirovany. Znova, tri spajacie
Casti sUi pridané na dokoncenie krivky. V3etky iteracie pokracuju tymto istym spésobom. Krivka
z predchadzglicg iteracie sa zmenSi na polovicu astyrikrét sa skopiruje. V 'avom hornom rohu sa
skopiruje, v pravom hornom prevratend, v Favom dolnom oto¢end a v pravom dolnom oto¢ena opacne.
Krivka vzdy za¢ina v lavom dolnom rohu akonéi v pravom dolnom, nikdy sa neprekrizi, ani
nedotkne.

Na obrazku 10 sl prvé dve iterécie s farebnym pozadim na lepSie predstavenie konstrukcie

krivky. V kazdom 2x2 bloku Stvorcov krivka zagina v ¢ervenom, ide cez zeleny, modry akonci

8



v bidom. V prikladoch pre iterdcdu 1 a2 boli mriezkové ciary pridané na lepSie rozpoznanie

rozdelenia do Stvorcov 2x2. Tu mbZzeme pekne vidiet, ako je z&ladny tvar krivky len velakrét

zmenSovany a otacany.

Obrézok 10: Prveé dve iterécie Hilbertove krivky s farebnym pozadim

35 M oor ova krivka

Moorova krivka je takisto ako a Hilbertova odvodena od Peanoveg krivky. Jg tvorcom je Eliakim
Hastings Moore (1862-1932). Moorova krivka je spojita fraktalna krivka vypliiujuca priestor.
Hausdorfova dimenzia tejto krivky je 2, o znamend, Ze dokonal e vypliiuje 2D priestor. Dizka krivky
je2"—1/2"a exponencidnerasties n, nje pocet opakovani rekurzie, alebo krok vykreslenia.
Tvorba M oor ove krivky

M oorovu krivku tvorime takisto ako Hilbertovu z neliplného Stvorca v tvare obrateného U. Na
tegito krivke je oproti ostatnym zvléstne, Ze kazda d’alSia iteracia sa netvori z predchadzajlce iteracie
tgto krivky, ae je tvorend z predchédzajlce iteracie krivky Hilbertove. Prva iteraciu Moorove
krivky moZeme vidiet’ na obrézku 11 v strede.

Obrézok 11: Prvé 2 iterécie Moorove krivky



Vznikatak, Ze kazdy zo Styroch &tvorcov sa rozddi do d’alSich Styroch. Tvar obréteného U z obrazka
11 vlavo sa zmensi na polovicu a postupne sa kopiruje do kazdého zo Styroch sektorov. Do l'avého
dolného sa otoéi 090 stupiiov proti smeru hodinovych ruciciek, do pravého dolného sa otoci o090
stuptiov smere hodinovych rugiciek ahorizontdlne sa prevréti, do avého horného sa otoéi 090
stuptiov v protismere atieZ sa horizontalne prevréti ado pravého horného sa len otoéi 0 90 stupniov
v smere hodinovych ruiciek. Tieto 4 diely s spojené tromi ¢astami, z ktorych kazda je
rovnakej velkosti, ako zmenSené diely obréeného U tvaru tak isto ako u Hilbertove krivky.
Dal&iu (¢ize druhd) iteréciu vidime na obrézku 11 vpravo. Kazdy zo Sestnéstich &vorcov bol
opa’ rozdeleny na 4, ae tento krat nebudeme zmenXovat' tvar, ktory sme dostali
v predchadzajuce iteréeii, ale musime pouZit’ tvar, ktory vznikne po prvej iteracii Hilbertove
krivky (napr. obr. 10 v srede) atento zmensime na polovicu a kopirujeme podrl'a rovnakych
pravidiel ako pri prve iteracii. Pri tretgj iteracii opa’ zoberieme krivku z druhej iterécie
Hilbertove krivky atuto potom kopiruje podr'adanych pravidiel.

Vznikne ndm krivka, ktor4 zatina ikon¢i dolu v drede Stvorca, atakisto ako
Hilbertova sa nikdy neprekriZi ani nedotkne.

Pozname tieZ modifikovanu verziu Moorovej krivky, ktora satvori z kruhu, a mézeme

ju vidiet' na obrazku 12.

Ol e B

Obréazok 12; Modifikovana (kruhova) verzia Moorove krivky

3.6 Mortonovakrivka (Z-order)

Mortonovu krivku, alebo Z-order krivku popisal ako prvy G. M. Morton. Ve'mi ¢asto sa pouziva
v pocitatovych technol6giach. Jg nazov (Z-order krivka) je odvodeny od tvaru jg zékladng krivky,

ktora vyzera ako pismeno Z. Zobrazena je na obrazku 13 vlavo.

Tvorba Mortonovej krivky

Mortonovu krivku tvorime tak, Ze na zagiatku vpiSeme do Stvorca krivku v tvare pismena Z.
Prvu iteréciu vytvorime tym, Ze rozddime Stvorec na 4 menSie stvorce, zakladnd krivku zmenSime
na polovicu ado kazdého ztychto Styroch novovzniknutych Stvorcov skopirujeme zmenSenu

neotoc¢ent zakladna krivku. Pri Mortonove krivke si dbleZité spojovacie Giary, ktoré spajg tieto 4
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krivky do jedng. Prva spojovacia ¢iara zatina v spodnom kond krivky z 'avého horného rohu,
asmeruje k hornému koncu krivky z pravého horného rohu. Zo spodného konca tejto krivky zagina
druh& spojovacia ¢iara asmeruje k hornému koncu krivky v Tavom dolnom rohu, az jg spodného
konca ide tretia krivka do horného konca krivky z pravého dolného rohu. Pre lepSie predstavenie je

prvych pér iterécii zobrazenych na obrazku 13.

— / 4444ZZ%Z
77l ZZ \[Z/AZ

/ ' Z2ZAZ2Zz
277 12 Z | L

/ / Z/Z Z/Z Z7Z 22| Z7Z 122

MMZQM

Obréazok 13: Prvé 3 iteracie Mortonovg krivky

DaSieiterécie, ako mdZzeme vidiet na obrézku 13 vznikajt rovnako, ako pri inych krivkach.
Zoberieme krivku z predchadzajlicg iteracie, zmenSime na polovicu, skopirujeme ju do kazdého zo 4
Stvorcov a spojime pomocou spojovacich giar.

Mortonova krivka je spojita fraktdna krivka vypliujlca priestor, nikdy sa nepretne, ani
nedotyka sameg seba, pouziva sa v pocitacovych technol 6giach napriklad naindexovanie. Krivka vzdy
zatina v Favom hornom rohu, kon¢i v pravom dolnom azabezpecuje spolahlivy prechod celym
Stvorcom. Hodnota jg hausdorffovel dimenzie je rovna 2, takze a Mortonova krivka dokonae

vypliuje 2D priestor. Viac na[5].

11



4 Krivky vypliujUce viacdimenzionalny

priestor

V &asti krivky vypliiujlce viacdimenziondny priestor budd popisané niektoré krivky, ktoré
vypliiuj U trojdimenzionalnu kocku. Medzi tieto krivky patri napriklad 3D verzia Hilbertove krivky,
alebo trojdimenziondnaverziu Z krivky (Mortonove krivky). Na zaver kapitoly bude popisané nieco

o Stvordimenziondlnych krivkach. Viac informacii k tejto kapitolena[6,12].

4.1 Hilbertova krivkav 3D

Trojdimenzionad na Hilbertova krivka je takisto ako jg 2D verzia spojita fraktdlna krivka. Tvorime ju
v kocke 2x2x2 akrivka ju vyplni cell, takze jg Hausdorffova dimenzia je rovna 3. Z hradiska
vyplnenia priestoru je teda Hilbertova krivka v 3D priestore ako aj v 2D dokonala

Tvorba Hilbertovej krivky v 3D

Trojdimenzionalna Hilbertova krivka sa tvori podobne ako dvojdimenziondna zjedne
z&kladng krivky pomocou rekurzie. Zakladné krivka je zobrazena v kocke 2x2x2, ¢ize ndm vznikne 8
menSich kociek. Ked” sa na kocku pozerdme spredu, z&kladna krivka zagina v pravom hornom
prednom rohu, dalgf smeruje dolu, potom dolava aodtial’ hore. Z ravého horného predného rohu
pregdeme do l'avého zadného horného, odtial’ prejdeme dolu, potom doprava askoncime v pravom
hornom zadnom rohu. PrelepSiuilustraciu st méZeme tvar zakladng kocky pozriet’ na obrazkoch 14.a
alab.

Obrézok 14.a: Z&kladna Hilbertova 3D krivka Obrézok 14.b: Z&kladna Hilbertova 3D krivka
Z rbznych pohladov pri pohl'ade spredu.

Ked’ze uz mame zakladny tvar krivky, m6zeme prejst’ na prvu iteréciu. Vytvorime ju tak, Ze

kazdu z 6smich kocdiek, ktoré vznikli z pévodng kocky rozdelime na d’aSich 8, takze ndm vznikne
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kocka 4x4x4. Pdvodni krivku zmenSime na polovi¢na velkost’ a postupne otédéame a kopirujeme do
kazdg z 8 pbvodnych kociek podra zadanych pravidid. Pre lepSiu prehladnost’ si tieto pravidla
uvedené v bodoch. Pravidla popisuju ako v jednatlivych kockéch otdtame pdvodny tvar krivky. Treba
pripomen(t’, Ze na kocku sa pozerame spredu, aby sme si nepomylili smer ot&cania. Dozadu znamend,
Ze predna strana sa stane vrchnou, adoprava znameng, Ze predna strana sa stane pravou stranou.
Oznacenie jednotlivych kociek bude pomocou n, s, e w, b, f z anglickych nézvov pre vychod zdpad

sever, juh, prednd a zadnu stranu. (napriklad prava horna predna bude enf)

enf- v smere hodinovych rugi¢iek a potom prevrétime dozadu.
esf-  dopravaa potom dopredu.

wsf-  proti smeru hodinovych ruéiciek a potom doprava.

wnf- v smere hodinovych ruciciek o 180°.

wnb- v smere hodinovych ruciciek o 180°.

wsb-  proti smeru hodinovych rugiciek a potom dol’ava.

esb-  proti smeru hodinovych rugiciek a potom dorava.

wnb- v smere hodinovych ruciciek a dopredu.

V3etky tieto ¢asti sU pospgjané siedmimi didmi, ktoré maju velkost, ako jedna Usecka zmenseng
z&kladng krivky. MdZeme ich vidiet' na obrazku 15 preruSovanou ciarou. Poradie spgjania je presne
také isté ako smer zakladngj krivky. DaSiu iteréciu, GiZze druhi, spravime tak, Ze zoberieme krivku
z prveg iteracie, zmensime ju na polovicu, a postupne ju kopirujeme a otdcame podl'a hore uvedenych
pravidie. Kazda d’alSia iterdcia sa robi presne rovnako. Zoberie sa krivka z predchadzajlce iterécie,
zmensi sa na polovi¢nu verkost, potom sa kopiruje a otéca podl'a pravidiel.

Krivku mozeme nazvat’ g ako prechod pohybujlceho sa bodu celou kockou, pretoze ako uz
bolo hore spomenuté, krivka je spajita, vypliiuje cel kocku, a pritom sa nikdy nepretina ani nedotyka.

DaSieiterécie krivky s mdZete pozriet na obrézku 15.

\

\\

\\ \J\

~

A

/

Obrézok 15: DalSieiteréci e trojdimenzionélng Hilbertove krivky
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4.2 Mortonova krivkav 3D

Trojdimenziona na Mortonova krivka je takisto ako jg 2D verzia spgjita fraktalna krivka. Tvorime ju
v kocke 2x2x2 akrivka ju vyplni cdd, takZe jg Hausdorffova dimenzia je rovna 3. Z hradiska
vyplnenia priestoru je teda Mortonova krivkav 3D priestore ako g v 2D dokonala

Tvorba Mortonovej krivky v 3D

Mortonovu krivku tvorime v kocke 2x2x2 zo zakladnej krivky opakovanim jedného postupu.
Zakladné krivka za¢ina vpredu v 'avom dolnom rohu, potom prechadza do 'avého horného, odtial’ ide
dozadu do ravého dolného rohu, potom hore do avého horného zadného. Odtial’ prechadza krizom
cez ceu kocku do pravého dolného predného rohu, potom do pravého horného pokracuje v pravom

dolnom zadnom, a kon¢i vzadu v pravom hornom rohu.

Obrazok 16. Mortonova 3D krivka

Prvi iteraciu vytvorime tak, ze zakladna krivka sa zmensi na polovicu, kocka sa rozdeli na 8
menSich kociek, ado kazdg z tychto kociek sa skopiruje neotoéend zmenSena zakladna krivka. Tieto
krivky si spojené pomocou spojovacich Ciar ato v poradi, v akom smeruje z&kladna krivka. VZzdy
zvrchu zmenSengj krivky ide spojovacia ¢iara do zatiatku, cize spodku nasledujice krivky. Kazda

d'aSiaiteracia sarobi tym istym spdsobom pomocou krivky z predchadzajlice iterécie.
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4.3 Krivky v 4-dimenzionalnom priestore

Stvorrozmerny priestor

Stvorrozmerny priestor je priestor, v ktorom je kaZzdy bod definovany Styrmi rozmermi.
Clovek si svojim myslenim nevie $tvorrozmerny priestor predstavit, lebo Zije iba v trojrozmernom
priestore. V Stvorrozmernom priestore je mozné nie¢o také nepredstavitelné, Ze napriklad 2 roviny
majl iba jeden spolo¢ny bod. Takyto Stvorrozmerny priestor nazyvame a priestorocas aebo
Casopriestor. Je to priestor zjednocujuci fyzikdny 3D priestor acas. Pri popise pohybu musime
zaznamenat’ nielen polohu, ale g ¢as zaznamenavanej udalosti. Zaznam o kazdg udalosti sa sklada
vzdy zo Styroch ¢isd, kde tri z nich udavaju polohu udalosti v priestore ajeden Udg udéva cas jg
nastétia. Tato skutocnost’ méZeme povedat’ g inymi slovami:
“V&etky objekty aj my sa pohybujeme nielen v priestore, ale aj v case”.[6] Alebo by sme mohli
povedat’ skrétene v Gasopriestore. VSetky udalosti, dianie okolo nas, ae g vo vesmire sa odohrava
v Casopriestore. Na prvy pohl'ad by sa mohlo zdat', Ze tak&o mySlienka davat’” dokopy ¢as a priestor,
len tym, Ze sme vymys di novy skréeny nédzov neprinesie ni¢ nového. Ukazalo sa vSak, Ze v relativite
je to jedna z krdcovych myslienok. NavySe v tedrii relativity je dokonca nevyhnutné uvazovat' vzdy

dianie v rdmci ¢asopriestoru, nikdy nie osobitne v priestore a osobitne v ¢ase

Krivky vypliiujlce 4-rozmerny priestor

o

N
L PN Y

(b) Level 2

Obrazok 17: 4D Hilbertova, Mortonova, a Peanova krivka
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Krivky vypliiujlce &tvorrozmerny priestor si vel'mi zloZité na pochopenie, lebo ¢lovek si
nevie predstavit’ Stvorrozmerny priestor, preto nebudem podrobne popisovat’ tvorbu tychto kriviek.
Niektoré mozete vidiet na obrézku 17. Krivky na obrézku vznikaji pomocou koncentrovania
trojdimenzionalnych kriviek do jedného bodu, ktory sa nachadza v strede trojdimenzionalneho
priestoru. Krivky sa dagju vykreslit’ s réznou koncentraci ou prvych troch dimenzii do stredu kocky. Na
obrazku st vykreslené krivky po druhgj iteracii s koncentraciou prvych troch dimenzii do stredu 25%.
Samozrejme je nemozné sledovat’ smer krivky na obrézkoch, ich G¢elom je len lepSe predstavenie

tychto 4D kriviek.
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5 Rekurzia a nerekurzivnerieSenie

Kriviek vypliujucich priestor

Vé&cSina algoritmov kriviek vypliwujlcich priestor je vytvorenych pomocou rekurzie. V tejto kapitole

sa budem zaoberat’ tym, ¢o jerekurzia a ako sa vytvéraju algoritmy tychto kriviek bez rekurzie.

5.1 Cojerekurzia

Rekurzia znamen& sebaopakovanie. PouZiva sa velmi ¢asto v matematike ainformatike. V oblasti
matematiky pojem rekurzia chapeme ako definovani e objektu pomocou volania samého seba. Vyuziva
sa napriklad pre definiciu prirodzenych &isiel, stromovych Struktdr a niektorych funkcii.

V programovani rekurzia predstavuje opakované vnorenie volanie rovnakg funkcie (podprogramu),
v takom pripade sa hovori o rekurzivng funkcii. Neoddditel’nou si¢astou rekurzivng funkcie musi
byt ukonéujuca podmienka uréujica, kedy sa mé vnaranie zastavit. Ked’Ze toto byva nacastgSim
zdrojom chyb, je treba ju navrhnit’ dostatocne silnym spdsobom a preverit’ vietky mozné stavy. Pre
uplatneni e rekurzivnych a goritmov je treba, aby programovaci jazyk umozioval volanie podprogramu
eSte pred ukoncenim jeho predchadzajiiceho vol ania. Kazdy a goritmus pouZivaUci rekurziu je mozné

prepisat’ do nerekurzivneho tvaru pri pouziti zasobniku aebo ing pamét’ove Struktdry.

Z&kladnérozdeenierekurzi
Rekurzivne chovanie méze byt rozne v zavidosti natom, kol’ko podprogramov sa jg Gcastni.
Rozlisujeme dva zakladné typy delenia:
Priamarekurzia nastava, pokial’ podprogram vola priamo sam seba.
Nepriama (vzdjomna) rekurzia je situacia, kedy vzgomné volanie podprogramov vytvori
~kruh“. Napriklad v prikazovg casti funkcie A je voland funkcia B, vo funkcii B volame
funkciu C, ktoravolafunkciu A.
Druhé ddenie
Linedrna rekurzia natéva, pokial’ podprogram pri vykonavani svojg Ulohy vola sam sebaiba
raz. Vytvara satak linearna Struktira postupne volanych podprogramov.
Stromova rekurzia nastava, pokial’ sa funkcia alebo procedira v ramci jedného vykonania
svojg Ulohy vyvola viackrat. Vzniknutd Struktlru je mozné znazornit' ako strom. Pre dve
volaniav jednom priechode vznik& binarny strom, pre tri terndrny strom atd’.
Pri kombinacii spomenutych typov rekurzie je mozné docidit’ ve’'mi komplikovanych Struktdr. Je
treba pripomenit, Ze uz z charakteru takéhoto volania podprogramov sa neda docidit’ ing ako

symetrickg Struktiry. Rekurzivne agoritmy st vyhodné najma vtedy, ked’ problém, ktory sa riesi,
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alebo Udge s ktorymi sa ma manipulovat, sl definované rekurzivne. To vSak neznamena, ze
rekurzivne definicie automaticky zarucujl, Ze pouZitie rekurzivneho algoritmu bude najlepSim
sposobom rieSenia daného problému. Skutocne, objasnenie pojmu rekurzivny algoritmus
prostrednictvom nevhodnych prikladov, bol o najvacsim dévodom vzniku vSeocbecnych obév a antipatii
proti pouZitiu rekurzie pri programovani. SU¢asne vznikla domienka, Ze rekurzia je neefektivna. To
samozrejme neznamend, ze by sme sa mali zbavit’ rekurzie za kazdu cenu. Prave algoritmy kriviek
vypliiyjacich priestor s vhodné na aplikaciu pomocou rekurzie, pretoze sU tvorené pomocou
predchadzg ceho kroku. Napriklad Hilbertova krivka je tvorena Styrmi krivkami z predchadzajceho

kroku, zmenSenymi na polovicu.

5.2 Nerekurzivne rieSenie kriviek vypliujucich

priestor

Ako uz bolo spomenuté krivky vypliiujlce priestor sa tvoria pomocou rekurzivnych agoritmov,
pretoze kazdy nasledujici krok pouziva krivku z predchadzajliceho kroku. Preto je velmi tazké
vytvorit' tieto agoritmy bez rekurzie.

Pri tvorbe agoritmov bez rekurzie si musime krivku oznacit’ indexami, od zaciatku aZ po
koniec krivky na kazdom bode, kde sa meni smer krivky. Algoritmy bez rekurzie potom pouzivaju
tieto indexy na vypocitanie stradnic daného bodu. Ked’ chceme krivku pomocou takéhoto algoritmu
nakreslit musime najskor vSetky siradnice vypoditat', zapisat’ ich do tabulky aaz potom vykreslit.
Priklad na takyto al goritmus bez rekurzie mézete ngjst’ na[7].
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6 Vyuzitie kriviek vypliujucich

priestor v praxi

Krivky vypliujlce priestor pouzivame v sicasng dobe na rozne Ucely, hlavne v pogitacovych
technol 6giéch, napriklad v pocitacovej grafike, viacdimenziondnych priestoroch na indexovani€f9],
na preskupovanie vypocétov[10], alebo vo wirdess siefach [11]. Téato kapitola blizSie popisuje
jednotlivé odvetvia vyuZzitia tychto kriviek.

6.1 Pocitacova grafika

Krivky vypliujuce priestor mgu velké zastUpenie v pocitacove grafike. Nadli vela uplatnenia
v oblastiach pre pracu sinformaciami. Kompresia dét je typickou oblastou vyuZitia tychto kriviek.
Dag mdZeme nimi generovar’ textdry, ktoré sii pamérovo velmi naro¢né, (niekedy aZ 10x mensi
objem déat) a netrpia skreslenim, pri zvasSeni ako bitmapové textiry. St vhodné g pre kompresiu dat,
ked’ze jedna transformacia je v tomto pripade zapisana pomocou 6smich ¢isel. TUto metédu vyuziva
graficky formét FIF. Tato fraktdna kompresia je stratova a dosahuje pri vySSich stupiioch vizualne
lepSe vysledky, g ked porovnanie nie je jednoduché z dévodu odlisnych prgavov straty kvality
oproti napriklad JPEG. Priklad rekonstrukcie fotografie na obrézku 18.a pomocou cierng plochy
vidime na obrazku 18.b. Pévodny obrazok bol ana yzovany pomocou hierarchického ¢lenenia a boli

vyhr'adané podobné pod oblasti pre jeho komprimaciu.

Iterace 1 hterace 2

fterace 3 Iterace 15

Obréazok 18.a: PovodnalLena Obrazok 18.b: Rekonstrukcia obrézku Lena
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6.2 Vyuzitie fraktadlng analyzy pri hodnoteni
kvality tlace

Ked’ze krivky vypliiujUce priestor patria medzi fraktd ne krivky, spomeniem nieco o fraktding analyze
pri hodnoteni kvality tlace.

Pri hodnoteni kvality tlace hra v dneSng dobe std e v&cSiu Ulohu obrazové analyza. Slvisi to
so stde sa zvySujucou kvalitou arozliSovacich schopnosti zariadeni, ktoré vedia prevadzat” obrazy
do digitdlng podoby. Kvaita zaznamenanych obrazov zavisi predovsetkym na kvalite zaznamového
zariadenia. TakZe pre bezchybni obrazovd analyzu je potreba mat’ ¢o najlepSie zaznamové zariadenie,
ataktiez zdznam musi byt uloZeny v ¢o najlepSg kvalite, preto je treba pouZit’ len bezstratovl
kompresiu. Len pri splneni tychto podmienok mbzeme vlastnou obrazovou analyzou ziskat’ parametry
obrazov, ktoré objektivne vypoveda U o vlastnostiach povrchov potlagenych materid ov a pléch.

Programy na spracovanie digitanych fotografii pouZivgju integrane transformécie
obrazovych d& (ato bud’ periodickych, resp. harmonickych alebo wawel etovych). Tieto transformécie
mbZeme vyuZit' k zistovaniu fraktdlneho charakteru ciar, ploch, respektive povrchov aobjemov 3D
objektov. Pri fraktalngj analyze hrg G dolezitl dlohu dva parametre: Fraktalna dimenzia D afraktdna
miera K. Fraktdlna dimenzialezi v intervale D=<0,E>, kde E je rozmer euklidovského priestoru, jeto
vlastne nam uz znama Hausdorffova dimenzia. Pre D—0 je zmena Struktlry ako funkcie velkosti
mierky najvécSia(to j e charakteristické pre obrazy, v ktorych ana yzovana Struktira zabera vel’'mi maly
priestor , napriklad bod v priestore, na priamke) Pre D—E sa Struktira nemeni v zavislosti na ver'kosti
mierky (analyzovany objekt zabera cdy anayzovany priestor). Fraktdna miera lezi vintervae
K=<Ko-Kmax>, kde Kmax je celkovy pocet e ementérnych buniek v objekte. Pomocou fraktéing miery
sa d& urcit, ako je priestor zaplneny danym objektom. Napriklad Peanova krivka pokryva 100%
plochy obrazu to znamend, Ze Fraktédna miera bude rovnd : K/Kmax = 1. K ur¢eniu fraktalnych
parametrov sa vel'mi ¢asto pouZiva metdda ,,box-counting“. Tato metddu mozno pouZit' k analyze
binédrnych dét, ciernobidych obrazov (farebnych obrazov vytvorenych prahovanim, t.j. priradenim
dierng, resp. bidg farby podra urcitych kritérii v RGB, HSV priestore). Vysledkom obrazove

analyzy jetzv. ,box-counting* fraktdna dimenziaafraktdlna miera.

6.3 DalSie vyuZitie kriviek vypliujtcich priestor

Ako bolo uvedené v ivode tgto kapitoly, krivky vypliivjdce priestor maju velké vyuzitie
v pocitatovej technologii. Dalde vyuZitie, ktoré nebolo vteto kapitole popisané je napriklad
indexovanie Na to sa naj¢astejSie pouZiva Mortonova (Z-order) krivka, a pretoze mé jednoduchy
priechod viacdimenziondnymi Gtvarmi [5]. Pekny priklad nato, ako sain dexuje v &vorci pomocou

z-krivky je na obrazku 19. DalSie vyuZitie kriviek je v projektovani antén. Kvéli ich vlastnostiam
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ako si napriklad pri Kochoveg krivke, Ze nekonetne diha krivka ohraniéuje kone¢nd plochu su

.....

vysidat' alebo prijimat’ elektromagneticky signal. Anténa, ktora vyzera ako Kochova krivka je na
obrazku 20.

Obrézok 19.: indexovanie pomocou Z-order krivky

Obrézok 20.: Fraktdlna anténa
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7 Tvorba programu

Jednym bodom zo zadania bolo pokuUsit’ sa implementovat’ niektoré algoritmy kriviek. Vytvoril som
krivky Hilbertovu, Peanovu, Moorovu aZ_order krivku. Program je vytvoreny v programovacom
jazyku C. K vykreslovaniu kriviek som pouzil grafickd kniznicu Gd. Je to jednoducha kniZnica, ktora
slUZi navytvaraniejednoduchych obrazkov.

Program je rozdeleny na dve ¢asti. Prvy program vypocitava siradnice krivky podl'a zadanych
parametrov avypiSe ich na &andardny vystup. Druhy program spracuje tieto stradnice, pomocou
grafickeg kniznice Gd vykresli obrézok s krivkou a ulozi ho pod ndzvom ,, menokrivky levelkrivky.gif*.

Prvy program sa vola krivky. Splsta sa s parametrami — meno krivky aleve krivky. Po
spracovani tychto parametrov sa program podla ndzvu krivky rozhodne, ktor( proceddru spusti.
Sulradnice vSetkych kriviek sa vypogitavaji pomocou rekurzivnych agoritmov. Krivky s tvorené
rotaciou kriviek z predchadzajlce iterécie a spojovacimi ¢iarami. Na tom istom principe funguje g
prvy program - krivky. Z hlavng funkcie sa zavola napriklad funkcia hilbert() s parametrami n, a UP
kde n je leve krivky, aUP je otocenie zakladng krivky. UP preto, lebo prvy level krivky je otogeny
hore. Potom v tel e funkcie sa opét’ vola tato funkcia ale uz s parametrami n-1 a oto¢enim podra toho
ako je na rade. Medzi tymito maymi krivkami sU eSte spojovacie ciary. Pravidla ot&cania

aspojovacich ¢iar pre Hilbertovu krivku st na obrézku 21.

U= 3Ji=-UtC
d= U->J4 J«l1
M= Ctr«r+3
L =TllCtC-U
Obrazok 21.: Pravidla otétania pre Hilbertovu krivku

Vo funkcii pre Moorovu krivku mézeme pekne vidie® ako sa tvori z predchadzajuce iteracie
Hilbertovg krivky. Z hlavng funkcie main je zavolana funkcia moore s parametrami n aUP, alev tele
tgto funkcie sa nevolarekurzivne funkcia moore, ae hilbert.

Program po vypocitani siradnic vypiSe na Standardny vystup najskdr meno krivky alevel, aby
program navykreslenie vedd o aku krivku ide a potom vypiSe samotné stradnice vo formate [X,Y].

Druhy program sa vola kresli. Splst'a sa si¢asne s programom krivky pomocou pipy. Program
- kresli precita vSetky Udaje, ktoré vypiSe program krivky na Standardny vystup, pomocou prvych
dvoch udajov, ktoré st nazov krivky alevd vytvori sibor ,, menokrivky levelkrivky.gif“, do ktorého

pomocou nacitanych siradnic vykresli poZzadovanu krivku.
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8 Zaver

V' mojg préci som uplatnil ziskané vedomosti z oblasti kriviek vypliaujacich priestor
a zhotovil som program, ktory dokéZze vykreslit' niektoré krivky podla zadanych parametrov. Je
to jednoduchy program, ktory sa moze rozsirit’ pridanim d’alSich kriviek, grafickym rozhranim a. i.

K vytvoreniu som pouzil programovaci jazyk C a grafickd kniznicu Gd.

Stadiom odborngj literatlry som si zna¢ne rozsiril vedomosti v oblasti pocitagove grafiky,

fraktdngj geometrie a hlavne v oblasti kriviek vypliiyjlcich priestor. Naucil som sa pracovat’
s grafickou kniZnicou Gd.
Vzhradom k tomu, Ze k tgto téme je mao dostupng literatary v podobe knih, viac informacii som
ziskaval priamo z internetu, alebo z ¢lankov z réznych vedeckych ¢asopisov dostupnych tieZz na
internete. V&:Sina odbornych ¢lankov je uvedena v anglickom jazyku, preto bolo naroénejSie tieto
informaci e spracovat’.

Verim, Ze t&o praca bude prinosom a pre Studentov pocitatovel grafiky aludi, ktori sa

zaoberg U fraktal nymi krivkami a krivkami vyplaujlcimi priestor.
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10 Zoznam priloh

Priloha 1. Manuél.
Priloha 2. CD so zdrojovymi textami.
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Priloha 1

Téato priloha obsahuje navod ako pracovat’ s programom
Program krivky sa spista s parametrami: -nazov_krivky leve krivky:
Pre Hilbertovu krivku —hilbert
Pre Peanovu krivku —peano
Pre Moorovu krivku —-moore
Pre Z-order krivku —z_order
Priklad: krivky.exe—hilbert 2 : vypiSe stradnice pre Hilbertovu krivku leve 2
krivky.exe—z_order 5 : vypiSe stradni ce pre Z-order krivku level 5

Program kresli sa spliStabez parametrov ale musi sa spi&tat’ sli¢asne s programom krivky

Priklad: krivky.exe—moore 3 | kresli.exe vykresli Moorovu krivku level 3 a ulozi obrézok do stboru
moore 3.gif
Programy s nastavené aby vykreslovali tieto 4 krivky aZ do levelu 6. Ked’ zadate vySSi leve program

vypise chybu a skongéi.
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