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Abstrakt

Tato prace se zabyva problematikou nejkratSich\cgsafu. Hledanigchto cest pdit mezi zakladni
problémy teorie grdfscetnymi praktickymi aplikacemi. Problém hledani mejKich cest Ize ro#iit

na dw skupiny. V prvni z nich hledame nejkratSi cesjgdnoho konkrétniho uzlu do vSech ostatnich
uzli a v druhé hleddme nejkratSi cesty mezi vSemi péniyoli grafu. U kazdé skupiny jsou v textu
uvedeny principy a algoritmy, které probléesi. Studovany a popsany jsou jak klasické, takvén
efektivrejSi metody. Z kazdé skupiny jsou vybrany, implerogéhy a experimentanporovnany

nékteré algoritmy pro hledani nejkratSich cest v graf
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Abstract

This thesis deals with shortest paths problem aplgs. Shortest paths problem is the basic issue of
graph theory with many pracitcal applications. Wan divide this problem into two following

generalizations: single-source shortest path pnoldad all-pairs shortest paths problem. This text
introduces principles and algorithms for generdilires. We describe both classical and new more
efficient methods. It contains information aboutvheome of these algorithms were implemented and

offers an experimental comparison of these algmsth
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1  Uvod

Informatika miZze jen &Zko existovat bez pojina postup teorie grafi, neba@ casto
vyjadiujeme vztahy mezidakymi objekty pomoci grafu. Grafy a grafové algory prostupuji nejen
teoretickymi zaklady oboru informatika, ale jejiglouzivani tvéi neodmyslitelnou sawst i tak
prakticky zangtenych oblasti, jakou jsou napprogramovaci techniky nebo {izcové sit.
Formulaci &jakého problému v pojmech teorie drafotiz ziskame velmi nazorny matematicky
model, pro ktery je &Sinou mozné posoudit existen@Seni problému a namost jeho vypdtu.
Sourasre dava moznost vyuZzit k vlastninieSeni gkterého z existujicich grafovych algoriimebo
jeho vhodné modifikace. Nabizi se relperné mnoZstvi postlmpri feSeni probléiin vyuZivajici
praw grafy.

Tak teba silnéni st’ Ize znazornit pomoci grafu tak, ZéZovatky odpovidaji vrchdim
grafu a silnice mezi nimi hranam. Kazdy Usek sénadpovidajici hrahma svou délku. NZzeme
tedy polozit nasledujici otazky. Jaké je nejkragsta z Brna do Prahy? Kolik ma kilometr kudy
vede?

Problém hledani nejkratSich cest je jednim z négulikjSich probléni sitové optimalizace.
Zasadg se rozviji v mnoha @&bvych optimaliz&nich algoritmech a je jiz vice n&fyti desetileti
studovan. Problém hledani nejkratSi cesty v graferau podobné problémy se vyskytuji &m
vSude: pi smerovani paket na internetu, f hledani dopravniho spojeni meziédwva misty, pi
planovani pohybu robota,fipsmeéné mezi jednotlivymi ndnami, @i oper&nim vyzkumu, pi
aproximaci lineérni funkce atd.

V nasledujicich kapitolach prostudujeme zakladngoddmy ieSici problém hledani
nejkratSich cest a provedemielpled novych a efektiwSich metod. Na téma porovnavanctito
algoritm jiz bylo v minulosti provedeno &kolik studii — nap. [12],[13],[21] a [41], ze kterych
budeme taktéZerpat.

Ve druhé kapitole se seznamimesktarymi zakladnimi pojmy, které jsou nezbytné padsd
studium dané problematiky.

Ve treti kapitole probereme kratce moznosti reprezenggai v pasitagi. Probereme si u
kazdé mozné reprezentace vyhody a nevyhody a dtasoformét, ktery poté pouzijeme pro
jednotlivé algoritmy.

Ve ¢tvrté kapitole si zavedeme pojem vzdalenosti nfugra

V néasledujici kapitole uvedeme problém nejkrat&iest a provedeme jeho rékehi na d¢
hlavni skupiny.

V Sesté kapitole ukdZzeme zakladni algoriti@gici problém nejkratSich cest z jednoho
daného vrcholu do v8ech ostatnich a viitve gehled no¥jSich a efektivijSich metod. Z nich pak
tii algoritmy experimentathporovname.

V sedmé kapitole se zaiime na druhou skupinu algoritina to na tyieSici problém
nejkratSich cest mezi vS8emi pary vrahdRovreéz popiSeme zékladni algoritmy a provedeme reSersi
novych a efektivnich metod. Ke konci kapitoly p#lkatgoritmy experimentathporovname.

Diplomovéa prace nenavazuje na baksitdu praci ani na semestralni projekt, ktery byl na
jiné téma obhajenipd rokem.



2  Zakladni pojmy

Predpokladantten&ovu znalost zakladnich matematickych pdjjako je mnoZina, relace,
kartézsky sotin, atd., které v textu jiz nebudu definovat a sewit se s nimi Ize ve&sSiné ucebnic
z prehledu - nap [2],[4],[6] nebo [9]. V této kapitole si objasnérpar pojni z teorie grai, které
jsou pro dalSi studium problematiky nepostradatdiukud by sé&ten&i zdal vyklad nedostatay,
|ze se obrétit nagkterou z @ebnic teorie grdf, nag. na knihu J.Nes#la [8].

2.1 (Neorientovany) graf

V literature je mozné se setkatinymi variantami definice pojmu graf. Neformélsegraf
sklada z tzv. vrchdl a tzv. hran. Hrana vzdy spojuje dva vrcholy a je orientovand, nebo
neorientovana. U hran orientovanych rozliSujem&asni a koncovy vrchol. Neorientované hrany
chidpeme jako symetrické spojeni dvou vréh@rientovany graf ma vSechny hrany orientovang,
neorientovany graf ma vSechny hrany neorientovanéd’ trochu formalsji.

Neorientovanym grafem nazyvame uspgadanou trojici G = <H, Up>, prvky kon€né
mnoziny H nazyvamdiranami grafu G, prvky konéné mnoziny Uuzly grafu G a zobrazenp
incidenci grafu G. Role incidencep grafu spdivd v tom, Ze frazuje kazdé jeho hran
neuspeadanou dvojici ufi: Je-lip(h) = [u, V], nazyvame uzly, v krajnimi uzlyhranyh. O hrag h
fikdme, Zeinciduje s uzlyu, v (spojuje uzlyu av). Zvlastni gipad mezi hranamiipdstavuji tzv.
smycky, pro které jep(h) = [u, u] (viz nag. hrana f na obr. 2.1)zolovanym uzlemgrafu nazyvame
takovy uzel, s nimZ neinciduje Zadna hranai(nagel 7 na obr. 2.1).
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Obrazek 2.1: Neorientovany graf

Privlastek ,neorientovany“¢asto vynechavame, bude-li to z kontextu jasnékdM se
setkavame i s definici grafu, v niZ se vypoustidence. Za hrany se v takové definici povaZiijino
neuspoadané dvojice uil Kazda dvojice uzl pak nmiZze ugovat pouze jedinou hranu. Toto omezeni
nebude na zavadu u ghafv nichZz nefipoustime existenci tzwovnobéznych hran (tzn. hran se
shodnou mnoZinou krajnich w2l- takové grafy se nazyvgjrosté. Naopak graf, ve kterém existuje
alespa jedna dvojice rovnaiZnych hran, budeme nazyvaultigrafem. U prostych graf je tedy
mozné ztotoznit hrany s odpovidajicimi neusganymi dvojicemi krajnich ul- incidence je



potom Zejma a nenifeba ji v zapisu prostého grafu u¢adDalSi druh graf Ize ziskat tak, Ze
zakaZeme existenci siBk - prosté grafy bez srtgk budeme nazyvatbyéejnymi grafy.

Uplnym grafem nazyvame obsejny graf, ktery mé uzli a praé (n nad 2) hran, nelédo je
pocet tiznych dvouprvkovych podmnozin jeho tuizla kazdé dvadiezné uzly jsou v &m spojeny
hranou. Fidanim libovolné hrany mezi dma tiznymi uzly aplného grafu jiz tedy nutrdostaneme
multigraf.

2.2 Podgraf

Graf G' = <H', U',p"> nazyvamepodgrafem grafu G = <H, U,p> (zapisujeme GI G),
jestlize plati:

(H' O H) & (U' 0 U) & Oh O H ') = p(h)). (2.2.1)

2.3 Mnozina soused

Necht G = <H, U,p> je graf,u O U libovolny uzel a AO U libovolna podmnoZina uil
MnozZinou soused I'(u) uzluu nazyvame podmnozinu uiztlefinovanou vztahem:

I'(u) ={vOV: hOH: p(h) = [u, v]}. (2.3.1)

2.4  Stupei uzlu

Necht G = <H, U,p> je graf,u O U libovolny uzel.Stupném dg(u) uzlu u v grafu G
nazyvame p&et hran s nim incidujicich. Symbol@G) a A(G) ozn&ujeme minimalni, resp.
maximalni stupg uzlu v grafu G.

2.5 Sled

Predstavme si nyni nasledujici prochazku pakém grafu: vyjdeme z &itého uzlu grafu a
po rgjaké hrag s nim incidujici pejdeme do uzlu sousedniho, odtud po dalSichdannového uzlu
atd., aZ se dostaneme $akému cilovému uzlu (pdpnazgt do uzlu vychoziho). Posloupnosti hran
a uzh, po nichz budeme takto postéppiechazet, hraji v teorii gréfvelmi dileZitou roli, takZe nyni
podame jejich fesnou definici.

Nechi pro danou dvojici uzlu a v grafu G = <H, Wp> existuje posloupnost uzh hran:

S = <U01 hll Uy, h21 -y Un-1, hna un>1 (251)



kdeh, O H, pth) =[u, ul]proi=1,2,...,nuOUproi=0,1, .. ny=u, u, =Vv. Pak tuto
posloupnost nazyvamgledemgrafu G mezi uzlyu av. Uzly u, v jsou krajni uzly sledu Su(je
podateni, v koncovy uzel), uzly, U, ..., Upq jSou vnitni uzly sledu SCislo n €0) nazyvame
délkou sledu S a zndime d(S). Sled s alespdgednou hranou, v&mz jsou uzlyu a v shodné,
nazyvame uzaenym, ostatni sledy ¢etre sledi nulové délky) nazyvame otsanymi. Ri urceni
sleducasto stdi zadat pouzeifsludnou posloupnost hramsh,, ..., hy>, u prostého grafu tdeme
naopak pouZzit posloupnost azug, ui, U, ...,U>.

opakovag Zadnou hranou grafu a go@ni uzlem grafu - pro&zavedeme zvlastni ndzvy nasledujici
definici. Mezi nimi mizeme totiZ nap hledat ty sledy, které maji nejmensi délkki fievre zvolené
dvojici krajnich uzl). Tak se dostdvdme k otazce zavedeni vzdalenagrafu, které se podrobn
vénujeme v kapitole 4.

2.6 Tah, cesta a kruznice

Tahem grafu G nazyvame takovy jeho sled, #mZ jsou vSechny hranyizné.Cestou grafu
G nazyvame takovy jeho tah, ¥mz kazdy uzel inciduje nejvySe seétha hranami tohoto tahu.
Kruznici nazyvame uzaenou cestu.

Z kazdého otéeného sledu S =hg, hy, ..., h,> mezi uzlyu av neorientovaného grafu Ize
vybrat cestu spojujici tytéZz dva uzly. Pokud S nee$tou, musi prochazetkterym ze svych
vhitinich uzh x opakovad. Potom je ale mozné vypustit z S v8echny hramh&zgjici se mezi
prvnim a druhym gichodem uzlenx - tak dostaneme sled S o menSi délce, ktery spejéje tytéz
uzly u av. Je-li S cestou, jsme hotovi; jinak proces opakged zaatku. Po konéném pdétu kroki
nutrg dosgjeme k cest, neba’ délka sledu S se stale zmen3uje a sled délkyAdjye cestou.

Velmi dilezitou vlastnosti graf je propojitelnost tznych dvojic uzk pomoci sled (a tedy
pomoci cest). Pro vyjdeni této vlastnosti zavedeme pojem souvislostiugr@buvislym grafem
nazyvame takovy neorientovany graf, mezi jehoaiboymi dwma uzly existuje sled.

2.7 Orientovany graf

Hrany v neorientovaném grafu jsou obogsmé - mizeme jimi prochazet v obou moznych
smérech. V rgkterych aplikacich je tato vlastnost hran na zavatiuvyvojovém diagramu musi byt
hrany orientovany, aby mohly jednozn& vyjadit c¢asovou naslednost jednotlivych operaci.
V elektrickém obvodu nam zase orientace hran rdzo@dpokladany sgr nagiti. Ve schématu
silni¢ni si€ nam orientace zachycujéipustny smir prijezdu ulici atd. Vhodnym modelem je pak
orientovany graf.

Ve znazorgni grafu se orientace hran vyfagomoci Sipek, ve formalni definictgustavuje
orientaci hran usgédani krajnich ugl - hrana jiz neinciduje s neus@danou, ale s usfadanou
dvojici uzli. Doplréni orientace hran graf jistobohacuje - oproti neorientovanému grafu je mozno
zavést mnoho novych pojmieSit nové druhy probléim a roz&fit tak moznosti imé aplikace teorie
grafi.

Orientovanym grafem nazveme usgadanou trojici G = <H, Ug>, prvky kon€né mnoziny H
nazyvameorientovanymi hranami grafu G, prvky koné&né mnoziny Uuzly grafu G a zobrazem :
H - U x U, které nazyvamencidenci grafu G. Toto zobrazenitipazuje kazdé hranuspdadanou



dvojici vrchola. Jestlize prdn O H je o(h) = (U, V), nazyvame uzeal pocatecnim a uzelv koncovym
uzlemhranyh, rovnsz tikame, Ze hranh je orientovanaod uzluu k uzluv. Existenci hrany z1 dov
vyjadiujeme také zapiseml'v, uzel u nazyvame fedchidcem uzluv nebo obdob® uzel v
naslednikem uzlw. Formalg Ize relaci nasledovani na mnoZinzli orientovaného grafu zaveést
vztahem:

urv = ¢ Ch O H:o(h) = U, v). (2.7.1)

Orientované hranyy, h, nazyvamerovnobéznymi, kdyz platic(h;) = o(hy), neboli kdyzh;, h,
maji stejné peatetni a stejné koncové uzly. Neni-lieba rozliSovat p@adi uzh, které hranah
spojuje, nazyvame je jako u neorientovanych igrafajnimi uzly hranyh. Je-li o(h) = (u, u),
nazyvame hrant orientovanou smykou (privlastek ,orientovand“ u hran, sisk, apod. budeme
dale vynechavat, bude-li z kontextu jasné, Ze de§® orientovany graf).
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Obrézek 2.2: Orientovany graf

Podobr jako u neorientovanych giafrozliSujeme podle vyskytu rovn&inych hran
orientované multigrafy a prosté orientované grafy U prostych orientovanych gfaize ogt za
mnozinu hran povazovatipo odpovidajici podmnozinu kartézskéhocsou H 0 UxU, a incidenci
o mizeme pak z vyja@ni grafu vypustit. V tomto ifpad® se mnoZina hran shoduje s relaci
néslednostl” orientovaného grafu.

Uplnymsymetricky orientovanym grafem nazyvame prosty orientovany graf, & <UxU,
U>, tzn. graf, v 8mZ je kazda usgédana dvojice uilspojena orientovanou hranou.

Abychom mohli co nejvice vyuzit analogickypbjmi pro grenaSeni vysledkmezi o¥ma typy
grafi, ukdZzeme nejprve zakladni moznostghodu mezi orientovanym a neorientovanym grafém, p
némz se fakticky nezemi struktura grafu. Z orientovaného grafu G = <H,d3 mazeme ziskat
odpovidajici neorientovany graf préstak, Ze zruSime orientaci hran, podébmizeme z
neorientovaného grafu G = <H, |g> ziskat orientovany graf tak, Ze kazdou z jehanhugitym
zpasobem orientujeme.émto prechodim budemetikat zruseni, resp.zavedeni orientacev grafu a
jejich presnou definici zde uvé&tdnebudeme.

Jinou moznostitpchodu od neorientovaného grafu k orientovanéfnagehovéani jeho cha-
rakteru s ohledem na propojitelnostiujg tzv. symetricka orientace neorientovanéharafu: Pro
kazdou hrantn, p(h) = [u, V], u # v vytvotime dvojici op&né orientovanych hrah' : o(h’) = (U, v) a
h": o(h") = (v, u). Pfipadné sm§ky pouze orientujeme, tzn. ppgh) = [u, u] vytvotime jedinou hranu
h':o (W) = (U, u).

Orientovany graf &= <H, U, 6,> nazyvameopa¢né orientovanym vzhledem k orientovanému
grafu G = <H, U,c,> (zapisujeme &= G, ), pokud pro incidence; ac, plati vztah

c1(h) = (U, V) = ox(h) = (v, u) pro kaZzdou hranb O H. (2.7.2)



2.8 Orientovany sled, spojeni

Vyuzijeme nyni moZnosti jednoz&ragho pechodu od orientovanému grafu
k neorientovanému prasdnictvim zruSeni orientace k tomu, abychom zavpdjmy vyjadujici
propojitelnost uzl bez ohledu na orientaci hran.

Sledem orientovanéhagyrafu G nazyvame takovou posloupnostiwlhran, kterd je sledem
v neorientovaném grafu G' vzniklém zruSenim oriemtgrafu G.

Analogicky zavedeme i specialni druhy siled uzawieny sled, tah, cestaa kruZnice
orientovaného grafu Timto jsme pouze vyt¥di piedpoklady pro vyuZiti zakladnich pajma
poznatk o neorientovanych grafech pro grafy orientovangniNcavedeme a na grafu z obr. 2.3
ilustrujeme nové specifické pojmy, ve kterych sddarientace hran odréazet.

Obrazek 2.3: Spojeni a cykly

Necht’ pro danou dvojici usl u av orientovaného grafu G = <H, @y existuje posloupnost
uzlhi a hran:
S = <U01 hll Uy, h21 -y Un-1, hna un>1 (281)

kdeh O H, o(h) = (U, w) proi=21,2, ...,nudUproi=0,1, .. ny=u, u, =Vv. Pak tuto
posloupnost nazyvangpojenim grafu G z uzluu do uzluv. Uzelu je paateinim, uzelv koncovym
uzlem spojeni Sislo n & 0) nazyvame délkou spojeni. Skirest, Ze existuje orientované spojeni z
udov, budeme téz stim¢ vyjadiovat zapisem u- V.

Rozdil mezi sledem a spojenim orientovaného gsafutiva tedy v tom, Zze u spojeni se
poZaduje souhlasna orientace vSech jeho hran ¥eusod pa@ateiniho ke koncovému uzlu. Pro
orientovany graf na obr. 2.3 nagledy (ogt zapisované jen jako posloupnosti hrapyFS<a, d, > a
S, = <c, g, k>, nejsou spojenimi, zatimco sledy¥Xa, e, k, i> a $S= <c, g, i> jsou spojenimi z uzlu
1 do uzlu 6.



2.9 Orientovany tah, cesta a cyklus

Orientovanym tahem, resp.orientovanou cestounazyvame takové spojeni, které je tahem,
resp. cestou po zruSeni orientace. Weagu orientovanou cestu nazyvaesyklem. Stejré jako u
neorientovanych grafpovazujeme i orientovanou cestu nulové délky eafenhou, cyklus tedy musi
obsahovat alesfigednu hranu. V orientovaném grafu na obr. 2.3 jdidve uvedend spojentd S
orientovanymi tahy, Sje dokonce orientovanou cestou. Cykly tohoto gjatw nap. spojeni $=
<e, k, h> a §=<k,i>.

Je ¥ejmé, Ze z kazdého spojeni z ualdo uzluv Ize vybrat orientovanou cestu meamito
uzly (obdobg jako u sledu v neorientovaném grafu). Mezi sledspajenimi jsou vSak také dosti
vyznamné rozdily: neni napmozné tvrdit, Ze mezi dwma uzly orientovaného grafu neexistujelbu
viitbec Zadné, nebo nekadmeé mnoho spojeni. Ret niznych spojeni v orientovaném grafuize totiz
byt konegny, prestoze tento graf obsahuje nekéméemnoho fiznych sled. Propojitelnost uZzi
pomoci spojeni lIze vyj&d novym druhem souvislosti, specifickym pro orievané grafy.
Orientovany graf G nazyvamslné souvislym jestlize pro libovolnou dvojici uil u, v existuje
spojeni z uzlw do uzluv a spojeni z uzly do uzluu (tedyu - vav — u). Graf znazorény na obr.
2.3 je sice souvisly, ale neni silsouvisly, nebt nagF. z uzlu 5 nevede Zadné spojeni do uzlu 4.

2.10 Strom

Z aplikainiho hlediska pat stromy k nejpopulaiSim pojmim teorie grai. Stromem je
kazdy souvisly graf bez kruznic. Pro kazdé dva elglstromu existuje pr&vjedna cesta, ktera je
spojuje. V programovani jsou stromy povazZovany el dalezity druh datovych struktur. Pomoci
stromi maZzeme také fehledré vyjadit systematicky postup probirani vSech moZzZno#tir@Seni
n¢jaké (grafové) ulohy. Nap strom vSech maximalnich cest grafu G , kterédnéiyeji z uzlw.

2.11 Koienovy strom

Za orientovany strom obeg&npovaZujeme jakykoliv orientovany graf, ZhoZz vznikne
zruSenim orientace strom. Jako negativfiklpad miZzeme uvést tvrzeni v neplatném orientovaném
zreéni:

Graf G je orientovanym stromem peatehdy, kdyZz mezi kazdymi jehama uzly existuje
prave jedina orientovana cesta.

Abychom mohli poZadovat existenci orientovanycht,cesisime jeden uzel orientovaného
stromu odliSit od ostatnich a spokojit se s existéjedingné) orientované cesty z tohoto uzlu do
libovolného jiného. Uzel, ktery byl zvolen za zaklarientace, se nazykéien.

Kofenovym stromems kaenemu nazyvame takovy orientovany strom T, ve kterém je
kazda cesta spojujici uzel u s libovolnym uzlenrigrdovanou cestou. Délku cesty Zéne do uzlu
x nazyvamehloubkou uzlu x v korenovém stromu T a zdiane hk(x). Hloubkou hI(T) stromu T
rozumime maximalni hloubkwjakého jeho uzlu.



Je Zejmé, Ze vybrem kdeneu v neorientovaném stromu je jednoZmaurcena odpovidajici
orientace hran v Kenovém stromu, a nemusime ji proto na diagramedenkeoych stror
znézotiovat. Pro vyjateni toho, Ze uzal je ka‘enem kaéenového stromu T, pouZivame oZeai T,.

Kazdy uzel kéenového stromu kroénkorene ma pr&v jednoho pedchidce, zatimco
naslednilk maze mit libovolny poet (Wetrg Zddného). Tato vlastnost dokoncédamvé stromy pka
charakterizuje. Vrcholy, které nemaji naslednikanazyvajkoncovénebo tédisty a kazdy kéenovy
strom ma alespbjeden koncovy uzel.

2.12 Orientované grafy a binarni relace

Kazdy orientovany graf duje binarni relaci nasledovahina mnoZig svych uzi. To Ize
ovSem chapat také obraéenkazda binarni relace R na libovolné mnédihmaze byt vyjadena po-
moci prostého orientovaného grafu jako jeho ret@&stedovani. Stavzit giimo graf G = <R, U>,
Vv némz jsou spojeny hranou ty usadané dvojice uitl(u, v), které jsou v relaci R (tzn. pr@hplati
uRv). Studium prostych orientovanych giafe tedy kryje se studiem binérnich relaci. Ukazgate
Ize pojmy tykajici se binarnich reladiepést na orientované grafy.

Vlastnosti binarnich relaci se na grafech projakia:

reflexivita - kazdy uzel ma sndyu

tranzitivita - kazda dvojice uglpropojitelna spojenim je spojenéimo hranou

symetrie - graf je symetricky orientovan

antisymetrie - kromg pripadnych sm§ek neexistuji dvojice oga¢ orientovanych hran se stejnymi
krajnimi uzly

asymetrie - ma-li graf hranuy, v), pak jizZ nesmi mit hranw,(u)

ireflexivita - graf neméa zadnou siu
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3 Reprezentace grai

Radu probléra v informatice formulujeme pomoci teorie grafAbychom tyto problémy
mohli reSit na péitaci, musime mit k dispozici takovou reprezentaci gradtera je vhodna pro
pocitacové zpracovani. Mezi vhodné reprezentace z tohlstdidka nemizeme poitat znazorani
grafu pomoci obrazku, které jsme dosud pro ilusfvapni teorie grafi pouZzivali. Struktura grafu je
totiz zcela vyjatéena v jeho incidenci, nebo-li vaani krajnich ul hran. Naproti tomu bitovad mapa
zachycuijici obrazek grafu je vedle dalSich nevyhplolyteiné panétové narana a pro reprezentaci
jeho struktury nevhodn&. Obsahuje totiey@zré neuZiténa data o konkrétnim tvaru a rozmist
grafickych prvki vyjadtujicich uzly a hrany grafu. Neznamena to vSak, yehom @i feSeni
grafovych uloh nikdy neuvazovali vedle strukturnpiipadnou visualni podobu grafu. Tytéigady
jsou v8ak omezeny jen na specialni grafové aplikdGeudlni znazorni struktury grafu je
ptedevSim vhodné jako prostlek styku s uZivatelem.

Existuji dva druhy reprezentace grafoaticova a spojova Maticovy popis graf ma spise
teoreticky nez-li prakticky vyznam. Poskytuje totidzbu mezi teorii gréfa lineérni algebrou, jez
dava vedle moznosti charakterizovat vlastnostitgedfebraickymi prosedky i fadu zajimavych
tvrzeni. Rizné varianty spojové reprezentace jsou standargpisobem vyjaéeni grafu pi realizaci
grafovych algoritnd. Oproti maticové form maji jednak men3i asymptotickou palovou sloZitost,
ale gedevSim umatuji dosahnout pro&sSinu feSenych uloh i lep&fasové slozitosti algoritinve
srovnani s maticovou reprezentaci (vice 0 moznbstgarezentace v [1]).

Maticovou reprezentaci neorientovanych @raide reSit nebudeme (Ize najit viplusné
literature) a gejdeme rovnou na orientované grafy.

3.1 Matice orientovanych grafi

Mezi zakladni formy vyjaieni struktury orientovanych gtapati matice reprezentujici du
incidencic, nebo relaci nasledovanigrafu. Podame nyni definigidhto matic pro orientované grafy
a ukdzeme jejich vlastnosti.

Nech’ G = <H, U,s> je orientovany graf s mnozinou hran H kg,{h,, ..., hy} @ mnoZzinou
uzhi U = {uy, W, ..., Y}. Matici incidence grafu G pak nazyvame ceiselnou maticiA = [ay] typu
(n, m), jejiz prvky jsou dany vztahy:

ax = 1 pokuds (hy) = (u, w) pro jistéy; O U,
ak = -1 pokuds (h) = (U, u) pro jistéy; O U, (3.1)
ax = 0 v ostatnichifpadech.

Vytvoieni matice incidence ilustrujeme na grafu z obt. Blatice A (v obrazku zapsana
schematicky formou tabulky) ma tolikdk, kolik ma graf G u#l, paiet sloupé je roven pétu hran
grafu G. Kazdy sloupec obsahuje jeden prvek 1 enguivek -1, ostatni prvky jsou rovny nulegeb
prvka 1 v i-témiadku je roverds'(u;), paset prvki -1 v i-témiadku je roverds (u). Kazdy sloupec
maticeA obsahuje pravdvé jednitky (jednu kladnou a jednu zapornou), nékazda hrana inciduje
se d¥ma uzly (smygky zde neuvaZzujeme). Tvar matice incidence zalezhgpitel na pdadi, v
jakém jsme ¢islovali uzly a hrany grafu. Zé¢na @islovani vSak zfsobi pouze permutat¢édki
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nebo sloupgé matice A. Velmi snadno se z maticA orientovaného grafu ziska matide
neorientovaného grafu vzniklého zruSenim orientadstoay pouZijemedy|.

a b c d e f g h 12345

1/1 1-1 1 0 0 0 0 101011

& 2|-1 0 0 0-1 1 0 0 200100
A=3 | 0 0 0 0 0-1 0 1| V=3|00010

4/ 0 0 0-1 1 0 1-1 4/010001

5 0-1 1 0 0 0-1 0 5/10000

Obrazek 3.1: Matice incidence a sousednosti

Necht G = <H, U, > je orientovany graf s mnozinou tzU = {uy, Uy, ..., U}. Matici
sousednostigrafu G nazyvameétvercovou celdiselnou matichV = [v,] fadu n, jejiz prvky jsou dany
vztahem:

Vic = [o (Ui, Wy)- (3.2)

Prvekv, tedy utuje paet orientovanych hran vedouciclwzo u. V piipad prostého grafu
je maticeV maticovym vyjagenim relace naslednodti grafu G, relaci fedchazeni™ vyjadiuje
transponovana matidé’ . Matice sousednosti orientovaného grafu neni rbsgmetricka. Na obr.
3.1 je u grafu row¥ uvedena jeho matice sousedndstNa rozdil od matice incidence nezachycuje
matice sousednosti vzajemny vztah hran @ gzhfu, dovoluje vSak vyj&d pripadnou existenci
smyek (nenulovymi diagonalnimi prvky).

S pouzitim Booleovych operaci lze sgfiat matici dosaZitelnosti R jako maticovou
reprezentaci reflexiviitranzitivniho uzagru relace naslednodii Pro prvky této matice plati:

i = 1 pokud existuje spojeni z uzludo uy, (3.3)
rik = 0 v op&ném gipad.

Pri vypoctu je nejlepsSi vyuzit vztah®R = I'* a pcitat matici R jako matici reflexivi-
tranzitivniho uzédru relaceI” pomoci Floydova-Warshallova algoritmu (uveden hiAdatice
incidenceA i matice sousednost poskytuji o daném grafu té&hstejnou informaci, naproti tomu v
matici dosazitelnos® je obsaZzena pouze informace globalniho charaktamiz se lokalni vlastnosti
grafu ugit nedaji.

Existuji dalSi druhy matic, které se pouZivaji Kadyeni struktury grafu. Vice o nich Ize
nalézt v @ebnicich teorie grafnebo v [1].

MaticeV a gedevsim pak matic& obsahuje pro grafy o&t8im p@tu uzki mnoho nulovych
prvka. Ztoho plynou zékladni nevyhody maticového vigdd grafu pro pdeby pcitatového
zpracovani. Z velikosti matid neboV vyplyvajici pamdtové naroky a fedevdim rozptyleny
charakter informace, kterou jgeba pouZivat i realizaci ¥tSiny operaci &eSeni typickych uloh na
grafech. Pagtrové naroky je sice mozné snizit na inosnou mezitigubinarni povahy ukladanych
Gdaji, tim se vSak dale komplikujefiptup k jednotlivym hodnotam (zato operace rnapcelymi
fadky lze realizovat po#émn¢ efektivre). Pro zadavani struktury grafu formou vstupnich @a
maticové vyjadeni rovrez nevhodné - je néphledné a nedovoluje snadnou kontrolu spravnosti
zadani.
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Obrazek 3.2: Matice dosazitelnosti

3.2 Spojova reprezentace grafu

Jako nevyhody maticové reprezentace grafu jsme liupadetové naroky a rozptylenost
uloZzené informace. Z programovacich technik jefd@mama spojova metoda ukladédkych matic
- jejimi variantami jsou i spojové #poby vyjadovani struktury grafu.

Zakladni forma spojové reprezentace neorientovagéaiu G = <H, U,p> se stava z pole
Adj obsahujiciho |U| odkaz(ukazatel) na seznamy sousidednotlivych uzlhh z mnoziny U. Pro
kazdy uzelu O U obsahuje spojovy seznahdj[u] jeden zdznam pro kazdou neorientovanou hranu
=[u, V] O H s druhym krajnim uzlem Zaznam typicky obsahuje identifika¢iglo) uzluv, pripadre
identifikaci nebo dopiujici Udaje tykajici se hrarty paradi zaznari je obecg libovolné.

12345
1101011
210110
3/|01010
411101
5/10010
12345
1/]01010
2|00100
V=3 00110
4 |01001
510000

Obrazek 3.4: Spojova reprezentace orientovaného gra
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Na obr. 3.3 ukazujeme neorientovany graf sprades jeho moZnou spojovou reprezentaci. Je
vidét, Ze panitova slozitost spojové reprezentace je dand&teau délky pole ukazatil(t.j. |U|) a
celkovou délkou vSech seznansoused (t.j. 2|H|). V asymptotickém vyjdeni to gedstavuje
O(JU|+2[H]) =O(JU[+[H[) =O(max(|U], [H])).

Pri prechodu k orientovanym grtah se na spojové reprezentaci #mic nezngni, zaznamy
ve spojovém seznamu vSak odpovidaji orientovanyandm vychazejicim z daného uzlu. To
znamena, Ze pro kazdy uzeld U obsahuje spojovy seznaAdju] jeden zaznam pro kazdou
orientovanou hranu h =(v) 00 H s koncovym uzlem. Tento zdznam fize vedle identifikace uziu
opét obsahovat i dalSi udaje, raplélku hranyh pro hrano¥ ohodnocené grafy, atd. Moznou
spojovou reprezentaci orientovaného grafu ukazujemebr. 3.4. Kazda hrana se nyni v seznamu
naslednill projevi pra¥ jednou, coz sice znamena mensi skutepanitové naroky reprezentace,
ale jeji asymptoticka pastiova sloZitost bude sta@(|U|+|H|) jako pro neorientované grafy (vice viz

[1]).
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4  Vzdalenost na grafu

Co je to vzdalenost? Jak pro dany graf G a jehgidwali u, v urcime vzdalenost d( v)?
Praw témto otazkam se budemenovat v této kapitole. Vzdalenost je matematickpggna pojmem
metrika (viz literatura). My si vyst&ime se vzdalenosti v grafech, tj. s grafovou metrikZaneme
zobecgnim samotného pojmu vzdalenosti, kter4d bude definav prosednictvim optimalni
(nejkratSi) cesty mezi dwma uzly, coz znd, Ze se problematika vzdalenosti kryje &wanim
nejkratSich cest.

Predstavme si dopravni plaresta vyjadeny grafem. Jaka bude nejkratSi trasa pejead z
mista A do mista B? Kter&ast nésta je z daného mista nejobtiirdostupna? Do kterého mista
postavit pozarni zbrojnici, aby&a v piipact pozaru co nejvyhodsi umiséni vaci vSemcéastem
meésta? Tyto a dalSi podobné otazky \Sujszcela zakonit v potebu zavedeni vzdalenosti na grafu
(vice viz [6]).

Vzdalenosti uzii u av v neorientovaném souvislém grafu G = <H,d3, nazyvame délku
nejkratSi cesty spojujici tyto dva uzly; #iae ji ds(u, v). VétSinou bude z kontextu jasné, v jakém
grafu vzdalenost uvaZujeme, takZze budeme index echavat a psat présd(u, v). Zakladni
vlastnosti vzdalenosti shrnuje nasledujici tvrzeni.

Necht G = <H, U,p> je neorientovany souvisly graf. Potom pro libow®lieho uzly, v, z
plati:

a) vzdalenost dy v) je celé nezapornésl|o;

b) d(u, v) = 0; pritom d(u, v) = 0, pra¢ kdyZzu=v; (4.1)
c) d(u, v) = div, u);

d) du, v) <d(u, 2 + d(z Vv);

e) je-li du, v) > 1, pak platifz O U(u# zz v & d(u, v) = d(u, 2) + d(z V)).

Vlastnosti b), c), d) jsou tzaxiomy metrikykteré by nila sphovat kazda funkce tena k
vyjadrovani vztal blizkosti a vzdalenosti natjaké mnoZzig, vlastnosti a) a e) jsou specifické pro
nasi definici vzdalenosti na grafech (podrébm [6]).

4.1 Vzdalenost na orientovanych a ohodnocenych

grafech

Vzdalenost na orientovanych grafech ma velmi mngml&ného se vzdalenosti na grafech
neorientovanych, je zde vSak nejra¢eden podstatny rozdil fgme neni symetrickou funkci svych
argument. P formulaci tvrzeni obdobného jako 4.1 bychom teadlyselicast ¢) vynechat. Spini
vlastnosti a) je podmémo silnou souvislosti vyS&tvaného grafu. Zbyvajici vlastnosti b), d) a e) Ize
pievzit beze zimy.

Zavedeme pojemzdalenostid(u, v) z uzluu do uzluv v orientovaném grafu - definujeme ji
opét jako délku (t.j. peet hran) nejkratSi orientované cestyuzdo v. Je fejmé, Ze takto bude

15



vzdalenost definovana pro vSechny dvojiceijeh v gipad silné souvislého grafu. Pokud v grafu
Zadné cestauz dov neexistuje, fizeme povazovat vzdalenostgy) za nekonénou.

AZ dosud jsme ib urcovani vzdalenosti povazovali vdechny hrany stejlouhé — takové
pojeti je vSak pro mnoho aplikaci nevyhovujicipdéeba pi zavedeni vzdalenosti uvazovat moznost
ohodnoceni hran grafu reélnyttisly. Zavedeme tedy jeStalSi zobeatni vzdalenosti takto : Ne€h
G = <H, U,c> je orientovany graf s redlnym ohodnocenim hkatd — R. Bez Ujmy na obecnosti
budeme pedpokladat, Ze G je prosty graf (jinak&taybrat z kazdé skupiny rovné&inych hran tu,
kterd je ohodnocena nejmensSitislem) a pro libovolné spojeni S =hi< hy, ..., he> grafu G
definujeme jehav-délku vztahem

d,(S) = Zk:w(hi) (4.1.1)

W-vzdalenostid,(u, v) z uzluu do uzluv grafu G rozumime nejmensi w-délku spojenido
v, pokud takové spojeni v grafu G existuje. Je-lwz uzluu nedostupny, pokladame(d, v) = .

Takto pojaté chapéani vzdalenosti nam das&ivaplika&ni moznosti. Ohodnoceni hran w
muze mit v konkrétnich aplikacich gtafizné interpretace: krofrskut&né délky gjaké Kivky to
mize byt nap. casovy Udaj, cena, ztrata nebo jakakoliv jina kdanjejiz Ghrnné mnoZstvi se ziska
souwtem ohodnoceni jednotlivych hran. Vét8iné pripadh budou hodnoty w{) nezaporné, apriori
vSak nechceme vyl@it ani moznost zaporného ohodnoceglitarych (nebo vSech) hran grafu.

V takovém pipact ale vznika otdzka, zda maegchozi definice dbec smysl. Pokud méa
néjaka orientovana cesta Qualov neprazdny pmik s cyklem grafu G, ktery ma zapornou w-délku,
pak se s kazdym opakovanymiazenim tohoto cyklu do spojeni s cestou C staleupnivysledna
w-délka, takZze minimalni spojeni neexistuje. V talah piipadech budeme pokladai(d, v) = -co.

Vaimnéme si po tomto doplmi pivodnich viastnosti vzdalenosti (4.1) a zkusme,kygh
piipadech lze pro w-vzdalenost formulovat ales@malogické vztahy, pokud by stejné vztahy
neplatily.

a) vzdalenost d(, v) je celé nezapornéislo - tuto vlastnost Ize zachovat jef pezaporném
celatiselném ohodnoceni vSech hran.

b) d(u, v) 2 O; pritom d(u, v) = 0, praw kdyz u = v - tuto vlastnost Ize zachovat jeti p
kladném ohodnoceni vSech hran.

c) d(u, v) = d(v, u) - se symetrii jefeba se u orientovanych giiadefinitivné rozloit.

d) d(u, v) £d(u, 2) + d(z V) - trojuhelnikova nerovnost plati beze&y i pro w-vzdalenosti,
neba’ je dana podminkou minimality a stavym charakterem geni w-délky cesty.

e)je-li d(u, v) > 1, pak existuje uzek O U tak, Zzeu # z# v a plati d(u, v) = d(u, 2)+d(z, V) -
pro w-vzdalenost je mozné vyslovit analogické twizee jen feba upravit jeho fgdpoklad.
Podminka ¢(u, v) > 1 totiZ nevyjatlje to, co je pro @kaz zapdiebi, tedy existenci &akého
vhitiniho uzlu na minimalni castZobecrnim viastnosti €) dostaneme nasledujétuy

Nech’ G = <H, U> je orientovany graf s ohodnocenim hsanH - R a bul’ s jeho zvoleny
uzel. Potom pro kazdou hrarnw ¢) 0 H plati :

dw(s, V) < dy(s, u) + w(u, v). (4.1.2)
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5 Hledani nejkratSi cesty

Nalezeni nejkratSi cesty je podproblém problémuadmé optimalni cesty, tj. nejlepSi podle
nejspolehli¥jSi a nejporuchaySi cesty (popis jednotlivych problénv [3]). Fri feSeni &chto uloh se
pouZziva tzv. Bellmaitv princip optimalnosti, kteryika, Zze kazd&ast optimalni cesty je optimalni
cestou (pokud vede z mista A do mista C optimadsiac pes misto B, musi byt i cesta z A do B
optimalni). Optimalni cesty jsou podmnoZinou vibeané ttidy probléni, a to problém obchodniho
cestujiciho (TSP), vyZadujici nalezeni cestyspkazdy vrchol v éitém pdadi tak, Ze zgname a
korgime v tom stejném uzlu, tak aby délka cesty bylaimalni. Aplikace TSP zahrnuji - proddva
navstvujici zakazniky, zasobovani palet z centralniho skladu, svoz odpadu, prohlidkyobud
bezpeénostni agenturou atd. a negeografické aplikacendwdhu VLSI aZ po sekvenci DNA.

Hledame-li nejkratsi cesty v multigrafech,ibeme z kazdé mnoZziny paralelnich hran
vynechat v8echny kro¥mejkratSich z nich, aniz by to¢ho viiv na délku nejkratSi cesty. V klagéin
ohodnocenych grafech Ize vyliutaktéZ smyky, neba@ nemohou byt obsaZzeny v Zadné &est

V nasledujicim textu budemerqvdzié uvazovat orientované a ohodnocené grafy. Kazda
hrana bude ohodnocenajakym realnym ¢islem. Nejlépe by bylo uvaZovat jen nezagorn
ohodnocené hrany, nicmé&fe vylowit nemizeme. B urcitych ulohach se nam zapérohodnocené
hrany hodi. Pojem nejkratSi cesty Ize brat jakcezoini pojmu vzdalenosti. Za vzdalenost dvouiuz|
povazujeme délku nejkratSi cesty mezi nimi ve smgskétu ohodnoceni hran.

Pokud budou v grafu zaparrohodnocené hrany a &h hran se ¢kde podé vytvorit
zaporg ohodnoceny cyklus (vémZ sowet ohodnoceni hran da zapor€iélo), vznikd problém,
neba prichodem cyklu se vzdalenost zmenSuje — coZz neod@addchu co by jsme intuitivn
predpokladali, nebdspojeni pes cyklus Ize libovolé zkratit az do minus neko¥a. Tuto situaci se
budeme snazit detekovat.

Az tak ndm nebude vadit, poku@jaké dva uzly spolu nebudou propojitelné. Pak lejic
vzdalenost je e. Jestlize z uzlu do uzlu neexistuje cesta, pakzge povazovat za nekofr&
vzdalené. Naopak, kdyZ sejaké spojeni z1 do v dotykd zapor& ohodnoceného cyklu, tak jejich
vzdalenost Ize povaZovat za.-Je teba si definovat jak €mi nekonény budeme péitat.

a+ () = (o) +a=w; az-o aje libovolné konmécislo (5.1)
a + () = (<) + a = e; azow
(c0)+(-00) = 0

5.1 Obecné ohodnoceni hran

Jak jsme jiz nazrédi v Gvodu této kapitoly, p reSeni problému nejkratSich cest nam bude
velké problémy zfisobovat obecné ohodnoceni hrarékidré algoritmy davaji spravny vysledek
pouze pro neziporné ohodnoceni hran¢ Rymu tak je? Bdi to plyne z aplikace, kdy se v problému
reSeném danym algoritmem zaporné ohodnoceni newjskyproto pi vyvoji algoritmi nebyla
nutnostiesit zaporné ohodnoceni, nebo je towadiu rychlosti algoritmu. &koliv vime o existenci
zaporrg ohodnocenych hran, ndm jdéegevsSim o rychlost vy@tu, pak se s tim musimeijak
vyrovnat - nap. se nabizi moznostghodnotit ohodnoceni hran (viz dalSi kapitoly).
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Pro¢ vibec zaporné ohodnoceni, kdyZ to moc neodpovidé délan? Ohodnoceni si Ize
piedstavit i jako cenu, kterou musime zaplatit Z&clpod hranou. Zaporné cena znamena,kelm
zaplati nam. HorSiffpad nastava, vyskytnou-li se v grafu zaporné cyRiichodem timto cyklem
dokonce vydlame a je vyhodné poém prochézet stale dokola a postéEmizovat aktualni cenu
spojeni. Po nekora¢ mnoha piichodech ji snizime az na minus nekoee(nekonén¢ vydélame).
Pokud graf obsahuje zaporny cyklus, tak optimaksienngjSi reSeni neexistuje. Nalezneme sice
nejkratSi cestu, nebosr kong&ném grafu je jen kor@é mnoho cest, nicméntakova cesta nebude
nejlevrejSimeSenim dané ulohy.

Obrézek 5.1: Zaporny cyklus

V prabéhu vyetu algoritmi bude u kazdého uvedeno, zda Ize nebo nelze gmoeziapori
ohodnocené hrany.

5.2  Problemy hledani nejkratSich cest

Mame celkenttyti zakladni varianty problému minimalnich cest.

a) Z jednoho konkrétniho uzlu do jiného uzlu

b) Z jednoho konkrétniho uzlu do vSech ostatnidh uz
¢) Ze vSech ugldo jednoho pevného uzlu

d) Ze vSech uzldo vSech ostatnich

Da se ukazat, Ze prvii typy problénti jsou velice podobné, protoZze kdyZz hledam nejkratSi
cestu z jednoho uzlu do jiného konkrétniho uzll,tausim nutd prochazet fes rgjaké dalsi uzly a
celkem se ndm hodi niggstat, kdyZirou ndhodou najdu konkrétni cilovy uzel a nestwjiZ tak moc
velkou namahu dojet a zjistit vzdalenosti a nepdiraesty ke vdem ostatnim (saffeae nemusim,
ale je to v zasadstejny problém).

Nasledujici text bude proto rof#dn na d¢ c¢asti, v prvni budeme hledat nejkratSi cesty
Z jednoho konkrétniho uzlu do v3ech ostatnichnis Zie nam tato variantasi i problémy a) a ¢) a
v kapitole 7 budeme hledat nejkrat3i cesty mezinv&ojicemi uzii.

Mezi dalSi varianty problému nejkratSich cestripa¥. urcit nejkratSi cestu prochazejici
zadanymi vnitnimi uzly nebo nalézt prvnidhnejkratSich cest mezi &wma uzly, atd. Nkdy mohou
byt ¢asové a pa#rové naroky hledani nejkratSi cesty vlivem sloZitagafu tak vysoké, Ze se
spokojime s miré suboptimalni cestou, kterd se nalezne rychle @zgmnymi naroky na pat.
Mezi postupy pouzivané priteSeni takto formulovanych dloh pfatlgoritmy tzv. heuristického
hledani, které tvid sowast metod uié inteligence.
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6 NejkratSi cesty z jednoho uzlu

Nejprve si provedeme &ité zjednoduSeni. Od této chvile budemélikstru¢nosti ozn&ovat
pocet uzii |U] grafu symbolem a paet hran |H| grafu symbolem

Zakladni dlohou $ uréovani vzdalenosti v orientovaném grafu G = <H, @>nplezeni
nejkratSich cest z jednoho zadaného szl U do vSech ostatnich iz O U grafu G. Algoritmus
reSeni této zakladni ulohy Ize pouzit i v dalSictiavddch hledani nejkratSich cest:

1) Problém nejkratSich cest do jediného cilovéha spaiva v nalezeni nejkratSich cest ze vSech
uzti u O U do peve zadaného cilového uzlu Stai ziejme feSit zakladni Ulohu v opaé
orientovaném grafu G

2) Problém jediné nejkratSi cesty 8p@ v ukeni nejkrat3i cesty pro jedinou zadanou (ééganou)
dvojici uzhi u, v 0 U. PokudieSime zékladni alohu s vychozim uzlemvyieSime tim sotasre i

problém jediné nejkratSi cesty. | kdyz sézm zdat, Ze se jedn& o problém jednodussi nekjadra
tloha, neni zndm Zadny algoritmus, ktery byl asymptotickou sloZitost v nejhorSintijpace lepsi
nez algoritmus pro zakladni ulohu.

3) Problém v3ech nejkratSich cest znamena naleegkratsi cesty pro vSechny (uggdané) dvojice
uzla u, v O U. Také tento problém Iz#&eSit s pouzitim algoritmu pro zakladni dlohu tak, j&j
pouzijeme postugnpro kazdy uzel grafu v roli vychoziho uzlu. ExjstuSak rychlejSi postupy,
kterym se ¥nujeme podrobdji v nasledujici kapitole.

6.1 NejkratSi cesta v neohodnocenem grafu

Délka cesty v neohodnoceném grafu je rovnétpdiran, které cestu vytigji. Vzdalenost
mezi vrcholyu a v je délka nejkratSi cesty meaiav. Pokud neexistuje cesta meriav, tak je
vzdalenost nekortea. Takto definovana vzdalenost odpovida vzdalemagtodnoceném grafu, kde
je kazda hrana ohodnocena jetiou. V tomto pipadt je mozno nalézteSeni pomoci algoritmu
prohledavani do 8{y, jehoz vypdet pron vrcholi am hran trvdO(n+m). Prohledavani doi&ly vsak
muze dat nespravny vysledek u ob&oamodnoceného grafu, a to i kpacd, Ze ohodnoceni hran jsou
nezaporna.

6.2 Prohledavani grafu do S¥ky (BFS)

Prohledani grafu, t.j. systematické& prohlidka v§etio uzt i hran, pati mezi nejjednodussi
a sowasre nejpotebrgjsi algoritmické postupy na grafech. Prohledavangiky (angl. breadth-first
search) fedstavuje zakladni variantu postupu prohledavamijeho hlavnich mySlenek vychazeji
dalSi dileZité grafové algoritmy - n@pDijkstrav algoritmus hledani nejkratSi cesty (viz nize).
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Pro zadany graf G = <H, U> a vyzmmy uzels se progednictvim hledani do &y
systematicky prodtuji hrany grafu G s cilem ,nalézt* kazdy uzel, ktge dosaZitelny z uzls.
Prohledanim do 8y se sodasré stanovi vzdalenost oslke kazdému dosazitelnému uzlu, a jako
vedlejsi produkt se tak zislsirom hledani do Sfky - nadéle jej pro stiinost budeme oziavat
jako BF-strom - obsahujici vSechny zdosazitelné uzly. Pro kazdy uzel v obsazeny v dostitomu
je cesta z kienes do uzluv zarove nejkratSi cestou g dov v grafu G. BF-strom je tedy séasré
stromem nejkratSich cestz uzlu s do v3ech dosazitelnych uzlV popsané podabfunguje
algoritmus prohledavani do‘&y pro neorientované i pro orientované grafy.

Nazev tohoto zifisobu prohledavani vyjégie uniformitu postupu,ipkterém se hranice mezi
objevenymi a (dosud) neobjevenymi uzly roviéomd posouva na celé sv&cé. To ma za nasledek,
Ze algoritmus objevi vSechny uzly lezici ve vzdasnk od uzlus diive, nez prvni uzel ve
vzdalenostik+1. V priibéhu prohledavani je kazdy algoritmem zpracovavarsl nzng&en nejprve
jako ,novy* (NEW), potom jako ,otekeny“ (OPEN) a nakonec jako ,uzany“ (CLOSED). Na
zatatku jsou vSechny uzly nové. Jakmile algoritmusrpémarazi fi prohledavani na dity uzel,
ozn&i jej jako oteveny. Jako uzaeny pak ozné kazdy uzel, ktery uz negatdo hranice mezi
objevenymi a neobjevenymi uzly - tedy uzel, ktetyzar&ent nema Zzadného nového souseda.

BF-strom obsahuje na péitku pouze sy koren, kterym je uzeb. Jakmile se v fibe¢hu
prochazeni seznamu sousddaslednik) néjakého uzlu u objevi novy uze| dopini se BFstrom o
hranu (1, v) a uzelv. Uzelu se tak staneifpdctidcem (rodiem) uzluv v BFstromu. Kazdy uzel ize
byt objeven nejvySe jednou, takZzeiie mit také nejvySe jednohdepchidce. Vedle zékladnich
relaci vyjadenych pojmy pedchidce a néaslednik budeme pouzivat také reflextvanzitivni
uzawry téchto relaci pojmenované jakdegek a potomek. Je tedy kazdy ugeatachazejici se na
cest z s do x (véetrg uzlu x samotného) f@dkem uzlux a naopak uzek je potomkem kazdého
takového uzluy. Je dilezité nezapominat, Ze vSechny #oviané relace jsou odvozeny podle
struktury BF-stromu, nikoliv podle vychoziho graftakZze relace ,byt f@dkem" nebo ,byt
potomkem" maji charakter usigaani.

Algoritmus 6.1 Prohledavani do diky

BFS (G,s)

1 for kazdy uzeb O U - {s}

2 do stav] := NEW

3 pl] := NIL

4 di] := o0

5 stavfg] := OPEN

6 p[s] := NIL

7 d[s]:=0

8 INITQUEUE; ENQUEUESF)

9 while not EMPTYQUEUE

10 dou := QUEUE_FIRST
11 forkazdév [0 Adj[u] do
12 ilstaviy] = NEW then stavpy] := OPEN
13 plv] :==u

14 dv] :=d[u]+1
15 ENQUEUR)
16 DEQUEUE

17 stauj] := CLOSED

V algoritmu 6.1 hledani doi&y BFS gedpokladame, Ze vstupni (aleyny) graf G = <H, U>
je zadan pomoci spojové reprezentace. Algoritmadani dale pouzivétkolika pomocnych Udéj
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vztahujicich se ke kazdému uzlu a frontu, do nlad&kotevené uzly. Stav kazdého uallzachycuje
proménna stav], predchidce uzluu je uloZzen v pronné pQ]. Pokud uzel u nemé Zadného
piedchtidce (je to nap uzel s nebo dosud neobjeveny uzel), pak jg§ p[ NIL. Vzdalenost od
poc¢atkus k uzlu u p@ité algoritmus v proknné di.

VSechny uzly mimo s ozdéme jako nové, zatim nedosazitelnésa bez pedchidce.
Samotny uzeb oteweme s nulovou vzdalenosti sdovnéZz bez pedchidce a uloZime jej do fronty.
Dokud neni fronta prdzdna, vybereme z ni prvni i@y uzel a jeho sousedy, #tgsou novi,
oteweme, uéime jim vzdéalenost ii@dchidce a uloZime je do fronty. Odebereme urelfronty a
zaveme jej.

Kromeé padateini inicializace se nikdy nefde stav uzlu zémit na NEW, takZe test nadce
12 zarduje, Ze se Zadny uzel néde ulozit do (a tedy ani vybrat z) fronty vice fpednou. Operace
ukladdani a vybirani maji pro frontu slozitd®(1), takZze celkovytas operaci s frontou j©(n).
Seznam souséduzlu se prochazi pouzdipvybirani uzlu z fronty, a to nastava pro kazdyeluz
nejvySe jednou. ProtoZe celkova délka seZnawused pro vSechny uzly j@O(m), spotebuje se
prochadzenim sezndnsoused celkow nejvySeO(m). Inicializatni ¢ast ma ovdem sloZito€d(n),
takze celkova slozitost bud&n+m). Casova slozitost algoritmu BFS je tedy stejna jakotpova
slozZitost spojové reprezentace grafu.

Nyni se budeme&novat algoritmu BFS s ohledem na vlastnosti jinvekgného BF-stromu
a spdtenych hodnot d]] pro uzly dosazitelné z uzla Méli bychom potvrdit jiz dive uvedené
prohlaSeni, Ze pro kazdy (z uztudosazitelny) uzel u je hodnotaufifrovna vzdalenosti d( u),

a BF-strom je tedy stromem miniméalnich cest z uzldo v3ech dosaZitelnych wzIRadka 14
algoritmu se provadi pouze pro objevené - a tedydosazitelné - uzly, takZze se jenom prd n
pocateni nekonéna hodnota dff zmeéni na konénou. Nedosazitelnym ubhn zistane hodnota
d[v] = 0 = d(s, V).

Zpusob, jakym se v algoritmu BFS zachycuje struktuFasBomu je velmi Usporny: kazdy
uzelv ma prostednictvim své hodnoty g uréeného svého (jedinéhojguchidce, gipadre priznak,
Ze zadného fedchidce nema (p] = NIL). Toto vyjadeni struktury je vS8ak moZné pouze pro
omezenou ffdu grafi a navic umaiuje efektivié realizovat jen &které operace. Odkazy na
piedchudce v poli py] vyjadiuji sice strukturu BF-stromu, jejich zakladni smjeslvSak u&ovat
piedchidce uzlu v na nejkratSi cést uzlus dov.

Lze také pouzit algoritmprohledavani do hloubky (angl. depth-first search), ktery probira
hrany vychazejici z posleimalezeného uzlw, ktery méa je&t n¢jaké neprobrané hrany. Kdyz
probere vSechny jeho hrany, vrati se zpatky k uzhthoz se do uzlw dostal, a z #ho pokr&uje po
dalSi dosud neprobrané h&anTakovym zfisobem se postupuje tak dlouho, dokud se neobjevi
vSechny uzly dosazitelné z prvniho vychoziho uBlakud zbyva &aky neobjeveny uzel, zvoli se
jako dalsi vychozi uzel, a prohledavani do hloubdl¢ pokr&uje z reho. Tento postup se opakuje tak
dlouho, azZ jsou objeveny vSechny uzly.

Podobr jako @i hledani do §ky uchovéavaji se iip hledani do hloubky o kazdém uzlu
urcité pomocné udaje, namisto fronty d&wch uzh je zde ale (implicitni) zasobnik zdji§ici
implementaci rekurze.iPobjeveni nového uzlu v jako naslednika uzlse stejd jako u hledani do
Sitky pritadi pp] := u.

Algoritmus ot rozctluje uzly do ti skupin: nové (dosud neobjevené), dené a uzaene.
Otewenym se uzel stane po svém prvnim objeveni,iazgvje poté, co byl kompletrprozkouman
jeho seznam sousidvedle toho se kazdému uzlu tidgluji dvé casové ,znaky“ uchovavané v poli
d[u] a f[u]: znatka du] odpovida okamziku objeveni uzlu(t.j. okamziku jeho oteeni), znéka f[u]
odpovida jeho uzaeni (tj. okamzZiku skafeni pichodu jeho seznamu souégdTyto zna&ky
vypovidaji nejen o fib¢hu prohledavani, ale odrazejiadu vlastnosti grafu, a tak &asto pouZzivaji
v dalSich grafovych algoritmech. Hodnotami &slajsou firozenacisla od 1 do &, neba pro kazdy
uzel nastava prévjednou jeho objeveni a prayednou se uzde. Po pidéleni ukité hodnoty se

21



znatkovacicita¢ zvysi o 1, a tato hodnota budé&dglena iste. Vysledna sloZitost celého algoritmu
DFS jeO(n+m). Pseudokdd algoritmu DFS zde uveden nebude ajlmalgzt v [1].

Ve étSireé aplikaci maji hrany jinou nez jednotkovou délkieba ohodnoceni hrany
nagiklad odpovida délce Useku silniceefpokladejme, Zze délky hran jsou nezaporna &ela.
Prohledavani do &y, tak jak jsme ho pouZili vySe, nebude fungoyattoze pima hrana z do
v mize byt mnohem delSi nez cesta vedouci po dvouydfathkranach — Gpravou algoritmu BFS se
dostaneme k algoritmu Dijkstry (viz kapitola 6.4).

6.3 Relaxace hrany

Algoritmy teSici problém hledani nejkratSi cesty z jednohokié&iniho uzlu do vSech
ostatnich (neboli single-source shortest paths lpnop jsou postaveny na nasledujicim st
Zjistim vzdalenosti z uzls do v3ech ostatnich dizh podivam se na jakoukoliv orientovanou hranu
v grafu. Pak musi platit trojuhelnikovd nerovndgaera je zachovana diky tomu, Ze vzdy bereme
nejkratSi cesty. Z uzlado uzluv to nemize byt dal, nez kolik to bude'gs libovolny uzelu a ges
hranu, ktera ho spojuje do uzluPokud by toto neplatilo, pak neplati, Ze vzda&ti® délka nejkratsi
cesty (formalgji v [1]). Pro libovolnou hranuy, v) 0 H a uzels 00 V plati : d.(s, V) < dy(s, u) +
w(u, v). Tato nerovnost plati nejen pro kéné vzdalenosti, ale i pro a <o.

5 d(s,v) v

d(s,u) u w(u,v)

Obrézek 6.2: Trojuhelnikova nerovnost

A ted mizeme rozhodit na grafu péteeni vzdalenosti a ty upravovat pokazdé tak, Zze se
podivame na jednu hranu a zjistime, zda jeéalrpodminka nerovnosti. Pokud je, nic &éche.
Pokud neni, pak to znamend, egptuto hranu h mi vede kratSi cesta a tudiZ tdidlenost mzeme
snizit. Toto je zakladni mySlenka pro operaci, &ktétamerelaxace hranyh.

Jes¢ neZ fejdeme k vlastnim algoritim tieba se podivat jaké datové strukturyiebtijeme.
Algoritmy maji mnoho spotmého s prohledavanim grafu dak$i Prostednictvim odkai na
predchidce zachycuji strukturu stromu nejkratSich ceskuBachceme cestu &#mé rekonstruovat,
pak je nutné si uchovavat hodnotwlpktera odkazuje uzel, ktery je¢quichidcem na nejkratSi cést
Co treba u kazdého uzlu uchovavat je aproximovana vadateod vychoziho uzlst A nakonec jest
potieba pomocné (prioritni) fronty, ve které budemeidit otetené uzly pro dalSi zpracovani.

VétSina algoritni v této kapitole ma dvspol&né operace a ty sidepopiSeme, abychom je
nemuseli u kazdého algoritmu opakovat. Prvni z rjehnicializace algoritmu. Provadime ji
standardnim Zjsobem. VSem u#tm nedefinuji pedchidce (tzn. NIL), vS8em ui#m déame
nekoné€nou vzdalenost (zakladni aproximaci vzdalenostiyjenkou uzlu s, ktery inicializuji na
pocateeni vzdalenost 0.
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Algoritmus 6.2 Inicializace algoritmu pro hledanicest

INIT_PATHS(G,s,w)
1 for kazdy uzeb O U

2 do p[u] : = NIL
3 di] : =
4 dls|:=0

Na rozdil od prohledavani dorl§y je poteba hodnotu df prab&zné upravovat, neldprvni
nalezeni uzlu je8t nezarduje, Ze se k &¢mu dosplo nejkratSi cestou. Kazdé nasledujici
»Znovuobjeveni* tohoto uzlw miZe zmisobit snizeni dosavadni hodnotyld[neba’ pii uréeni w-
vzdalenosti nehraje roli get hran minimalni cesty, ale s@i jejich ohodnoceni.

SniZzovani hodnoty d] ptfitom vychazi z nasledujici zakladni dvahy: je-luldhorni mezi
skute&né vzdalenostis, u), potom plati (podle [6]):

du] + w(u, v) = d(s, U) + WU, V) = d(s, V), (6.1)

takze také hodnota d[ + w(u, v) pro libovolnou hranuy v) je horni mezi vzdalenosti
dw(s, V). ProtoZe hodnotu horni meze je mozngegmvat pouze tak, Ze ji snizujemejbeme novou
hodnotu dy] ur¢it jako du] + w(u, v), jakmile bude nova hodnota mensi, nez byla hapetdchozi.
A jsme zpétky u elementérni operaetaxace hrany (u, v). Ta je onou druhou zakladni operaci
vétSiny nasledujicich algoritin

Algoritmus 6.3 Relaxace hrany

RELAX(u,v,w)

1 if d[v] > d[u] + w(u, V)

2 thenp[v] : =u

3 ay] : = d[u] + w(u, v)

Lze-li d[v] zmenSit, tak ho zmenSime a také upravimedpghidce. Na obr. 6.2 jsou dv
rozdilné situace, na kterych ukazujenténék relaxace. V prvnimifpadt je podminka n&adce 1
operace RELAX spkna, takZe po relaxaci je nova hodnota] dhensi. Ve druhémifpad se
relaxaci hodnota d] neznenila. Jak je bezprosdre vidét, po provedeni relaxace hrany ¢) bude
hodnota df] zarwens sphovat nerovnost @f < d[u] + w(u, v). Mohla ji sphovat jiz ged relaxaci, a
pak se nic nezémilo, nebo platila nerovnost ofi#a, a pak setprelaxaci dosadila do df hodnota
nova. Formalni zilvodreni a dalSi tvrzeni o operaci relaxace Ize nalg¢1i.v

um& UM(;
a 8 4 5-

RELAX(u,v,w) l RELAX(u,v,w) ,:'
v u v

u 2
4 6 4 5
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Obrazek 6.2: Relaxace hrany

Stadle ndm ale chybi jednoduchy navod, jak hrany rptaxaci vybirat, abychom dostali
skuten¢ efektivni algoritmus hledani cest. Navrhu a aralystoZitosti takovych algoritin se
vénujeme v dalSich odstavcich.

6.4  Acyklické grafy

Starosti se zapornymi cykly zcela odpadaji u ackilth grafi (neobsahuji totiz Zadny
cyklus), pro které lze navrhnout vyr@&zmjednoduSenou variantu se slozito®(in+m). NejkratSi
cestu v nich nalezneme jednoduchyniisgbbem. Nalezneme topologické usmtani uzi a pak uz
jen prochazime vrcholy v nalezenémigdi a relaxujeme hrany z nich vedouci. Hrany mohyitu
ohodnoceny libovokk tedy i zapora.

6.4.1 Topologické uspdaadani

Topologické usptadani umime udat pomoci algoritmu prohledavani do hloubky.
Topologickym usptaddanim se rozumi takové Uplné ugm@ni uzl, v némz je pro kazdou hranu
(u, v) uzelu pred uzlemv. Takové uspi@dani Ize &jme zavést pouze pro acyklické grafy, nébo
libovolny cyklus (&etrg smyky) by takové usp@dani znemoznil. Lze jej vyjéd tak, Zze uzly
saadime do jediné horizontalni Urayra orientace vSech hran pak musgismat jednim srirem -
nap. zleva doprava. Topologické usadani grafu neni obegmiréeno jednozniné. Casova slozitost
popsaného postupu jéermeé O(n+m), neba prohledani do hloubky trv@(n+m) a k pidani nového
uzlu na zaatek seznamu pibujemeO(1) pro kazdy =z uzli zpracovavaného grafu. Algoritmus
topologického usp@adani acyklického orientovaného grafu lze najiterdtue.

3 4

6T

7/
Obrazek 6.2: Acyklicky graf v topologickém usgpdani

Pro testovani acykihosti a sotiasré pro topologické usgddani grafu se nabizi jeddalsi
postupy. Zcela neefektivni by ovSem bylo hiagystematicky prochazet vSechny orientované cesty
grafu a testovat, zdasktera z nich nelze uzé, a vytvdit tak cyklus. Rozumgsi je hledat v grafu
G podgraf splujici néjakou jednoduSe @¥itelnou podminku pro existenci cyklu. Takovou srmadn
testovatelnou podminku nabizi nasledujici tvrzeni.

Necht’ pro uzly neprazdného orientovaného grafu G = <M,plati 8;'(U) = 1 pro vSechna
u OU (tzn. graf G nema Zadny list). Potom graf G obgaltyklus. Nebo-li neprazdny orientovany
graf obsahuje cyklus, jestlize neméa Zadny list nebadny kaen (vice v [1]). Pro existenci cyklu v
grafu navic std, aby uvedenou podminku #plal rgjaky jeho podgraf - ukazeme dtevelmi
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jednoduchy postup, ktery takovy podgratiunebo jeho existenci vyléu Zakladem postupu je
nésledujici tvrzeni.

Orientovany graf G je acyklicky préwehdy, je-li acyklicky kazdy jeho podgraf G u}{ kde
u je libovolny kdaen nebo list grafu G.iPzjistovani acyklénosti tedy st&é vypustit z grafu gaky
jeho kden nebo list, potom jiny ken nebo list vzniklého podgrafu atd., az dgsme k prazdnému
grafu nebo k podgrafu, ktery uz Zadnyidw ani list nema. V souladu s rdgsiym zrnim
piedchoziho tvrzendvSem stéi vypousét nag. pouze kéeny grafu. Algoritmus je rowZ uveden v
[1] a jeho celkova slozitost je jako pro algoritmuguZzivajici prohledavani do hloubky - tedy
O(n+m).

6.4.2 Hledani nejkratSi cesty v acyklickém grafu

Mame-li acyklicky graf v topologickém usfaani, pak uz jen sthprochazet uzly v tomto
poradi a pro kazdy uzel relaxovat vSechnyjpuychézejici hrany.

Algoritmus 6.4 DAG algoritmus

DAG_PATHS(G,s,w)

1 topologické uspiadani uzl grafu G

2 INIT_PATH(G,s)

3 for kazdy uzel v paradi jeho topologického usfani
4 do for kazdé VI Adj[u]

5 do RELAX(u,v,w)

Zdavodreni ¢asové slozZitosti této varianty vychazi z toho,dfmtogické uspi@dani naadce
1 Ize provést ¥ase®(n+m). Hlavni cyklus se provadi pro kazdy uzel grg@dnou a vybr uzluu

trva konstatnéas. Ve vnitnim cyklu se pak relaxuje kazda hrana grafu jégnou, a to ofi v case
O(1).

6.5 Dijkstr v algoritmus

Dijkstrav algoritmus (Dijkstra tento algoritmus navrhl v7[}1 je moZzné chéapat jako dité
zobecrni postupu prohledavani grafu dékgi(viz vyse). Také i ném se pdinaje vychozim uzlem
s Sfi ve sméru k dosud wubec nebo jen ,,oklikou* objevenyrastem grafu systematicky posouvana
vina. Tato vina pohlcuje jen takové uzly, k nimieblyZz nalezena nejkratSi cesta.

Dulezitym predpokladem pouZitelnosti Dijkstrova algoritmu jeyahodnoceni hran w do
pouze nezéaporné hodnoty, jinak algoritmus nebudatdgpravné vysledkyResime tedy nejkratsi
cestu z jednoho uzlu do vSech ostatnich na oriantewm grafu G = <H, U> s nezapornym
ohodnocenim hranw : H R".

Zakladni kroky Dijkstrova algoritmu a Udaje uchoad@ o kazdém uzlu se kryji s tim, co
jsme popsali vySe. Jeho spetifost spéiva pouze ve zisobu vykru hran pro relaxaci. Algoritmus
postupr rozStuje mnozinu ul S, jejichZz aproximovana vzdalenostid§e jiz shoduje se skutieou
w-vzdalenosti g(s, u). V analogii s prohledavanim doi§f bychom tyto uzly monhli ozridt jako
uzawvene.
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Zbyvajici uzly grafu G, tedy U - S, jsou ungisg v prioritni front Q séazené vzestugn
podle hodnot dj]. PrestoZe se formatnnerozliSuji oteiené a nové uzly, na &tku této fronty jsou
vzdy uzly otevené, nebt jen ony maji fitazenu konénou hodnotu dj]. Nasledujici vyjateni
Dijkstrova algoritmu pedpoklada reprezentaci grafu pomoci seznamu nakiedn

Algoritmus 6.5 Dijsktr dv algoritmus

DIJKSTRA(G,s,w)
INIT_PATHS(G,s)
S:=0
INIT_QUEUE(Q)
for kazdy uzeu O U
do ENQUEUE(Qu)
while not EMPTY(Q)
do u := EXTRACT_MIN(Q)
S:=%1{u}
for kazdy uzel O Adj[u]
0 do RELAX(u,v,w)

P OO ~NOOTDS, WN P

Pti prvnim piichodu cyklem while se jako nejbliZSi vybere gréeels, ktery ma jako jediny
piitazenu konégnou (nulovou) hodnotu d]. Pi relaxaci hrany (, v) se v pipac Upravy hodnoty
d[v] predpoklada zazeni uzlw na odpovidajici misto ve fran@. Do této fronty se vSak zadny uzel
neuklada opakovantakZe z ni bude vybran pgajednou a hlavni cyklus n@dcich 6 - 10 se bude
opakovain-krat.

Kritériem tfazeni do fronty je df (horni) odhad w-vzdalenostiy(, u), tedy délky &jaké
minimalni cesty, a jeho vysledkem je strom mininnétrcest z uzls.

V literature jecasto tento algoritmus popisovan jako jedna z vatigadového algoritmu. | v
piipadt hledani nejkratSich cest je spha jak podminka optimalnosti podstruktury, tak dponka
hladového vybru (lokalré optimalni volba vede ke globd@noptimalnimu reSeni). Spravnost
Dijkstrova algoritmu a odteni vSech tvrzeni Ize nalézt v literwna. [6] a neni sotasti této prace.

Algoritmus je koneény, protoZe v kazdé iteraci prohlasi jeden uzalzareny. Vrchoti je n
a z kazdého vede nejvygehran. V pfibéhu algoritmu Ize testovat, jestli je hodnaofa&] vybraného
vrcholu v rovno nekonénu a pipadré skortit (k Zadnym zminam uz by stejhnedoslo). Podokin
pokud hledame pouze nejkratSi cestu do vrchodune do vSech vrchgltak lze skosit v momeng,
kdy budew prohlaSen za uz#eny. Pokud je vSak povoleno ohodnoceni hran zapaomiiée byt péet
vybéra z fronty exponencialni — vice v [11].

Neni gekvapenim, Ze od jeho uvedeni v roce 1959 byl gigos gednétem cetnychéisteni
a modifikaci tak jako numerickych experim@&nio zpisobilo vyrazné zlepSeni vykonu algoritmu
zvlase diky pouziti sofistikovanych datovych struktumiglementaci prioritni fronty. Takova datova
struktura musi podporovat nasledujici operace rakkb polozek, z nichz kazda je asociovana
klicem, ktery utuje paadi:

INSERT(i, k): pridej poloZku i do kolekce s Kiém k.

DELETE(i): smaz polozku i z kolekce.

DEL-MIN(): vrat poloZzku s nejmensim kKém z kolekce a vymaZz ji z kolekce.

DEC-KEY(i, k): nastav ki poloZky i na hodnotu k; hodnota k n&he byt &tSi nez aktualni
hodnota kite polozky i. Tato operace je obvykle implementovdako DELETE nasledované
INSERT.

Dijkstrav algoritmus bZi na grafech s uzly am hranami, vykonavé sekventilNSERT an
DEL-MIN a (hodrg) m DEC-KEY operaci. Pro v3echitydké grafy, kdan je asymptoticky $t3i nez
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n, bychom chili DEC-KEY operaci nejlépe ¥aseO(1). Rozlisime dva druhy datovych struktur
v zavislosti na tom jak j& neni operace DEC-KEY nékladna.

a) Prioritni fronta (PQ) podporuje operace INSERT, DELETE a DEL-MIMepodporuje
DEC-KEY vyznamuji neZz DELETE nésledovanou INSERT. Atomickd PQ pmdje INSERT,
DELETE, DEL-MIN v O(1) a udrzujem kli¢u.

b) F-heap podporuje vSechny operace a DEC-KEY je vyzngimevnéjsSi nez DELETE
nasledované INSERT. INSERT a DEC-KEY IzéaseO(1) a DEL-MIN a DELETE vO(log n).

Algoritmus rozéluje uzly na 3 stavy : nové (v anglické litergwzng&ené jako unlabeled),
otewené (labeled) a uz#gané (scanner). Nové uzly majMiihekong€no. Otewené uzly s konaou
vzdalenosti, jejiz minimdlni cena neni dosud zn@ama uzavenych uzl zname jejich minimalni
cenu. Algoritmus opakuje nasledujici kroky az jsdachny vrcholy uzaené.

- Vybere oteyeny uzelv takovy, ktery ma df) minimalni a zminime jeho stav na uzseny.

- Pro kazdou hranw(w), je-li d(v) + w(v, w) < d@), nahra’ d(w) hodnotou d{) + w(v, w) a
deklarujw jako oteweny byl-li novy.

Kli¢ k inné implementaci DA je pouziti haldy jako priofifronty. Halda se sklada ze sady
polozek, kazda sigruzenym kléem reélné hodnoty, ktera uniage operace INSERT, DEL-MIN a
DEC-KEY. V implementaci Dijkstrova algoritmu zalo®sho na hak] obsahuje hald& vSechny
otewené vrcholy a ki obsahuje aktualni odhad vzdalenosti. Mameperaci INSERTN operaci
DEL-MIN a nanejvydn-n+1 operaci DEC-KEY (vice v [7]).

Casovéa slozitost Dijkstrova algoritmu zavisi na iempentaci prioritni fronty. Rete:ni
inicializace a cyklus n#dcich 4 - 5 budou trvad(n). Hlavni cyklus se provedekrat a v ramci
kazdého pichodu probhne jednou vyér uzlu a zpracovani v3ech jeho naslednHedpokladame-li
realizaci prioritni frontybinarni haldou, Ize vylEr uzlu provést waseO(log n), celko¥ tedy budou
operace vytru trvatO(n log n). Relaxace hrany se provadi celkerkrat a i zméné hodnoty dii]
je treba z#adit uzelu na odpovidajici misto v prioritni frahtcoz trvaO(log n). Dohromady tedy
dostavame asymptoticka@asovou slozitosO(n log n + m log n) =O((n + m) log n) =O(m log n).
Tento vysledek ukazuje, Ze binarni haldu bude v§iBopouzit pedevsim praiidké grafy, kdy je
pocet hran linear&omezen pé&tem uzti.

Pro rekteré tidy orientovanych graf nag. grafy s omezenym ohodnocenim hran, rovinné
grafy a témsi acyklické grafy (obsahuji paimé velmi malo cykh vzhledem k mnoZstvi uzl které
maji — viz [19]) zlepSimeéasovou sloZitost Dijkstrova algoritmuti ppouZiti Fibonacciho haldy[18].
Pti jeji implementaci Ize sniZit celkovou sloZitosbpperaci vybru uzii naO(n log n) a nad(m)
pro Upravy péadi @i relaxacich, neltbjedna operace gazeni uzlu se snizenou hodnotou] dle pak
provadi v konstantnirfase. Celko¥ bychom tedy v tomtoifpads m¢li sloZitostO(n log n+m).

Pro husté grafy je ovS8em mozné zvazit i sekméimplementaci fronty Q v poli. Jde pak o
tzv. naivni implementaci Dijkstrova algoritmu, kterd hledd minimum mezi wekandidaty
v neséazeném poli. Vytr jednoho uzlu pak trv®(n), celkow tedy O(n®), naproti tomu sniZeni
hodnoty d[u] lze zajistit v konstantnin€ase. Celkova asymptotickéasova slozitost Dijkstrova
algoritmu je v tomto fipads O(n? + m) =O(n?).

Moznosti jak implementovat prioritni frontu v alggaru je mnoho. DalSi si uvedeme jen
v kratkém pehledu. Implementace pomoci Fibonacciho haldy dgeahejlepSihaiasu Dijkstrova
algoritmu, jsou-li hrany reatnhohodnocené a jen binarni porovnavani je uzité piéementaci haldy.
Je otazkou, zda jde tent@as zlepSit v fipact kdy hrany jsou gedré velka celacisla. Toto je
zkoumano v [47]. Datova struktura radix heap vyaapecialni viastnosti operaci haldy v Dijkstrov
algoritmu a to postupné operace DEL-MIN vracejicsholy v nesestupné posloupnosti dieid[
Nejjednodussi forma jednounbwé radix haldy, fvodné navrhovana Johnosonem [48], ktery ji
pouzije k ziskaniO(m log log C + n log C log log C). Na grafursvrcholy, m hranami a s
ohodnocenim hran nezapornymi celyéigly ohrankené hodnotou C jednoumsava forma radix
heap dav&as O(m+n log C), dvouulrokovy radix heap dava hrani@(m+n log C / log log C) a
kombinace radix heap &qutim uzivané Fibonacciho haldy dava O(miog C)). Nejlepsi pedtim
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zndmé hranice jsoO(m + n log n) pouzitim Fibonacciho haldy samotrn®(e log log C) pouzitim
datové struktury Boas-Kaas-Zijlstra [49]. Prostatiebny pro haldu jeO(n+C) ale niZe byt
redukovan pouzijeme-li hashovaniddi

Dal3i moznou implementaci je uziti datové struktatyucket - navrzené Dialem [34]. V této
implementaci algoritmu, dkdy mu tikame Dialiv algoritmus, udrZzujeme poleéthto datovych
struktur (bucket). Jednotlivirty bucket obsahuje vSechny ualymajici d(v) = i. KdyZz se zmni
vzdalenostni odhad uzlu, je ods#arz odpovidajiciho bucketu a vioZen do bucketu spwadujiciho
s novym d{) v FIFO pdadi. Uchovavame index L. Na &ku jsou vSechny bukety kr@ntoho
sindexem L = 0 prazdné. Uzel, ktery je vybran kadgie z buketu. Je-li bucket prazdny,
inkrementujeme index L. Operace ods#rdna vlioZzeni do buketu maji lineartdds a nejvyse
nC buckett musime prozkoumat algoritmem. Je-li ohodnoceni mazéporné je celkova sloZitost
O(m + nC). Pomoci této datové struktury Ize v litei@unajit implementace : double bucket, k-level
bucket implementation (v této varigrdokonce mze byt ohodnoceni hran zaporné).

MoZnou alternativou je wudrZzovani hodnoty t - r&Vv odhad vzdalenosti uzlu
zpracovavaného doposud a nastedybrat uzel s hodnotou (< t, jestli takovy existuje, jinak uzel
s nejmensi vzdalenosti, tato strategiefjmpena v bucket a R-heap implementaci.

Jsou-li uzly na zpracovani udrzované ve féontze ukazat polynomialniasovou sloZitost
pro tuto variantu Dijkstrova algoritmu na sitictivolnym ohodnocenim hran.

6.6 Dantzigav algoritmus

Ve stejné dob, kdy Dijkstra uvedl st algoritmus, se objevildada podobnych algoritim
(nag. [67]). Jednim z nich je i Dantzigova Uprava Femaéulkersonova algoritmu (vice viz [71]),
ktery je v rekteré literatile ozngen jako Dantzigv algoritmus. V jinych pramenech zase nalezneme
pod timto ozn&nim algoritmus préeSeni problému nejkratSich cest mezi vSemi parlgoliic(viz
dalsi kapitolafeSeného pomoci linearniho programovani a Dantzigivplexové metody. V této
praci bude za Dantziy algoritmus povaZzovan ten, jehoZ princip uvedéxta [20] a je navrZzen pro
feSeni nejkratSich cest z jednoho konkrétniho uzluséch ostatnich.

Nejprve séadime vSechny hrany v grafu dle jejich rostoucithdmoceni. V mnozi S
udrzujeme vrcholy, jejichZ vdélenosti jiz byly staeny algoritmem. Kazdy vrchol @ S ma svoji
kandidatni hranuc( t). A mame funkci LY j), kterd pro dva vrcholy, j O U udava cenu nejkratSi
cesty zi doj. Algoritmus je nasledujici:

Algoritmus 6.6 Dantzigav algoritmus

DANTZIG(G,s)

1 S:={

2 ds]: =0

3 inicializuj mnoZzinu kandidét{(s, t)}, kde (s, t) je nejkrati hrana vychazejicéz
4 while |S| <n do

5 vybereme platnou kandidatni hraout(s nejmensi vahou

6 S =8l {t}

7 df]:= d[c] + w(c, )

8 if |S| =nthen break

9 ridej k sa@ kandidad nejkratSi platnou hranu z ulu

10 for kazdého nep&tbného kandidatar(t) do

11 nahrd (v,t) v sad kandidat dalSi nejkratsi platnou hranou z v
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Nejdrive je vrcholus prifazena cena nejkratSi cesty rovna nule a mnoZindeotgch vrchal
S, pro které jsou jiz nejkratSi ceny znamé obsajegméhoclena. Pak pod omezenim, Ze vrcholy
c U S jsou blize ks nez nélenské vrcholy, takze L6, c) < L(s, u), mnozinu S roz8ujeme dokud
nejsou vSechny vrcholy ottané. VySe uvedeny algoritmus udrzuje kandidatskényhic, t) pro
kazdy uzek O S. Také udrzujeme informaci o cestach z vrelhjidlv S do vrchal stale vi¢ mnoZzinu
S k tomu, aby jsme vygetns snadwji rozSitovali S. Jestlize kandidatsky koncovy uzdke vns
aktualni mnoziny S, pak je povaZzovany za platného uchéegjinak je nadbytay. Dantzigv
algoritmus vyZaduje vSechny kandidaty platné. Siplkandidatsky vrchol tyto pozadavky, tak je
uzel c vybran na skenovani. Prohlizenimigného seznamu hran vedoucick ze zvySujicim se
cenovém ptadi, dokud nenalezneme uZneu hranu ¢, t). Pokud platnou hranu,(t) nanalezneme,
mame zarteno, Z& je nejblizsi vrchol (s pouzitim jedné hranyg kc nepati do S (vice v [33]).

Vektor d udrZzuje nejkratSi cesty pro vrcholy, které jsoevi#né, tj.c O S, d] = L(s, ©).
Cena hrany = dot je dana wg, t) a cena cestyips vrcholc ke kandidatskému uzltije dana
d[c] + w(c, t). Vrcholt by mohl byt kandidatem dalSich iz otemych vrchal v O S. VZdy, kdyZ to
je kandidat s vahou d[ + w(v, t) asociovanou s jeho kandidaturou. Bude celk{8] kandiddi s
koncovymi body rozptylenymi memk|S| novych vrchdl neleZicich v S.

V kazdém kroku algoritmu je koncovy bod s nejmer@iou kandidataiéan k mnozig S.
Jeli c vrchol takovy, Ze kandidatska vaha]dt w(c, t) je minimalni mezi vSemi otégnymi uzlyc,
tak t miZzeme pidat do mnoziny S s danou cenoud] df d[c]+ w(c, t). Pak dalsi kandidat uzluje
ptidan do mnoziny kandidé&t Kandidati na vrcholy, ki€ se staly zbytni odstranime @etrg c) a
postup opakujeme a zastavime, kdyZ |&| =

NejkratSi cestu mezi uzlg at vypcatitame iteranim postupem, ktery kazdému vrchalu
grafu gifadi hodnotu df] znamenajici nejkratSi vzdalenost tohoto uzlu otipgEniho uzlu. Zgtnym
chodem (od koncového k @atenimu uzlu) naleznemeftiglusnou nejkratSi cestu zdo t jako
posloupnost vrchél pro které je rozdil ohodnoceni roven vzdalenogtihledem k tomu, Ze
pocithme minima, std, kdyZz graf bude souvisly. Pokud ohodnoceni hragebnezaporné, pak graf
nemusi byt ani orientovany a ani acyklicky.

Uvedeny algoritmus nenalezne pouze nejkratSi aesizi danymi déma uzly grafu, ale i
nejkratSi cesty mezi vychozim a vSemi ostatnimy wzhfu. Hrany, které jsou séésti nejkratSich
cest, tvdi spolu se vSemi uzly podgrafiyodniho grafu - tedy strom nejkratSich cest.

Pokud velikost mnoziny |S| = n, vyZadujetiaes O(n) pro hledani kandidata s minimalnimi
naklady v poli kandidét Poté co jej nalezneme pelbujeme dalSO(n) k tomu, abychom rozhodli,
zda Aistavaji dalSi kandidati uzitei. DalSi co fispiva k dob behu algoritmu je skenovani seznamu
hran hledajici uzitsmé hrany. Kazda hrana grafu bude zkoumana maxéjatinou a poZzadované
usili je takO(n%). Celkové Usili je tako(n?). Cas pro tidéni O(n* log n) je absorbovan v celkové
slozitosti.

A¢ je Dantzigiv algoritmus velmi podobny standardnimu Dijkstromlgoritmu, Ize si
vSimnout, Ze na rozdil od Dijkstrova algoritmu verzi z roku 1959, neni generovéana jen délka
nejkratSi cesty, ale i nejkratSi cesta samotnd&kbijv algoritmus musel byt upraven tak aby udzoval
seznam vrchdl na nejkratSi cestnag. usklad®nim nejen vzdalenosti nejkratSi cesty, ale i
ptedchazejiciho vrcholu na nejkratSi €est této zakladni verzi Dijkslv algoritmus poskytuje
rozporuplné vysledky na realnych sitich, nebakové sit velmi omezuji souvislost (jejich matice
sousednosti jsou velntidké). Algoritmy profeSeni problému nejkratSich cestipbuji bul’ velmi
acinné implementacesthto zakladnich algorittnnebo by nily byt pouZité heuristiky (vice o par
fadki nize) k ziskani rychlejSialeSeni (naip pro real-time aplikace).

V literatu'e se objevuji dohady, Ze postup znamy jako Dijksalgoritmus byl objeven v
padesatych letech nezaviskdou analytils (vybrano z [79]). Jsou silné indicie, Ze v jistyaluzich
pied publikaci Dijkstrova proslulého listu [17] sej@mblo nezavisle &kolik algoritmi. V roce 1959
publikoval Dijkstra kratky referat do Numerische ti@matik. Ke konci téhoz roku publikoval
Pollack a Wiebensorglanek Solutions of the shortest-route problem - a review magazinu
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Operations research (OR), kde se porovnava 7 nkepydireSeni problému nejkratSich cest. DalSi
zajimavy historicky fakt je, Ze v listopadu 1959d&ge Dantzig pedlozil list nazvanyOn the shortest
route through a networlpro Management Science [20]. \ém navrhuje algoritmus preeSeni
nejkratSich cest vifpadech, kdy vzdalenosti z kazdého uzlu mohou bstiso fidéné ve zvysuijici
se posloupnosti a tim pademireme ignorovat dynamicky &itou hranu. Nema Zadny vztah k
Dijkstrové listu, ale ejm¢ je tam rjaky vztah k Bellmanoy praci [15], neb6 oba (Dantzig a
Bellman) pracovali ve stejné dbly RAND. Jediné co maji Dijksiw a Dantzigv list spol€né je
odkaz na Fonilv reportNetwork flow theory16]. Nedavno Dantzig a Thapa [68] poukézali nazeo
Dijkstrav algoritmus je ¢iSteény algoritmus nezavisle navrZzeny Dantzigem ve étajnoce. Nicméh
se zda, Ze oba algoritmy jsou navzajem podstatzdilné (viz komeni@ v [66]). Dantzigv
algoritmus byl prvni obdan moZznosti pouZiti strategie bi-direcitonal feéeni problému nejkratSich
cest (vice pozi). Nicmérg nebyla navrhnuta Zadn& politika omezeni pro obéusmu verzi jeho
algoritmu.

Jak se néslednukéazalo Dijkstév algoritmus ma silné keny v OR a Computer Science
(CS), nejspise proto se stal nosnym algoritmemtaidiiav algoritmus ma zastani, jak se mi povedlo
nalézt, jen v oblasti opafaiho vyzkumu.

6.7 Bellmaniv-Fordiv algoritmus

V ptipac grafi se zapor& ohodnocenymi hranami neni Dijkstr algoritmus pouZitelny,
ptitom w-vzdalenost z daného udwistava korektdé definovana pro vSechny uzly, k nimz veds z
orientovand cesta neprochazejici zadnym cyklenagernou w-délkou. Pro takovéipady zajisuje
Bellmanmv-Fordiv algoritmus nalezeni nejkratSich cest acast dokaze zjistit, zda se v grafu
vyskytuje zaporny cyklus a tim padem optimaleseni neexistuje. Zakladni informace Ize nalézt
v textech autarv [15] a [16].

| pti formulaci Bellmanova-Fordova algoritmu pouZijeteehniku relaxace hran popsanou
vySe, kterasystematicky snizuje horni mezeuplyzdalenosti g(s, u) tak dlouho, az dosdhnou svého
minima - tedy w-délky nejkratSi cestyszlo u. Jediny rozdil je ve vysu hran pro relaxaci: zatimco
Dijkstrav algoritmus relaxoval vZzdy jen hrany vychazejiciybraného uzlu, v tomtoiipad se
opakovas relaxujisystematickySechny hrany.

Algoritmus 6.6 Bellmaniv-Fordiv algoritmus

BELLMAN-FORD(G,s,w)
INIT_PATHS(G,s)
fori:=1ton-1do
for kazdou hranuy, v) O H
do RELAX(u,v,w)
for kaZzdou hranuy, v)(O H
do if d[v] > d[u] + w(u, V)
then return FALSE
return TRUE

coO~NOOTh~WNPE

Opakovas relaxujeme vSechny hrany grafu. V poslednim cyklhdek 5) provedeme j&St
jednou relaxaci f&s vSechny hrany, aledtgen zkoumame, zdagjaka z rozbBhnutych relaxaci bude
aspsSna. Tj. zda-li se takovou relaxaci mohlo docilitenSeni df. Pokud toto nastane, pak se
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prozradila existence zaporného cyklu v grafu a ritlgpois vrati hodnotu FALSE. Pokud graf
neobsahuje cyklus zaporné w-délky dosazitelny m szllgoritmus sko# s vyslednou hodnotou
TRUE, pro vSechny uzly 0O U plati du] = dy(s, u) a prostednictvim odka& p[u] je urken
odpovidajici strom nejkratSich cest z uzlu

U Bellmanova-Fordova algoritmu nelze postéiprytvaret mnozinu u#l, které jiz maji
piesré urcenu vzdalenost, nebo pii poslednim piichodu hlavnim cyklem se mohou &mit hodnoty
d[u] v8ech uzh.

Asymptoticka casova sloZitost Bellmanova-Fordova algoritmuQém), neba relaxace
hrany ma vtomto ifjpad konstantni slozZitost (na rozdil od Dijkstrova algou, nepotebuje
piesouvat prvky v prioritni frokt dokonce sté prvky prochézet v linearnim pedi) a provadi se
nmkrat. Owieni spravnosti tohoto algoritmu lze najit v litexatnagp. [6].

Idea algoritmu je nasledujici. Mame grafnauzlech. NejdelSi cesta (prochazejici vSechny
uzly) mize mit maximalé n-1 hran. Proto sta protcit relaxaci podél viech hran jen-{)-krat,
neba’ relaxace na sebe navazujici préatjazmensené hodnoty podél orientovanych cest gjwjge
n-1 iteraci se dostanou az k poslednimiozl Pokud by jegtzabrala relaxace v dalSimighodu, tak
to znamena, Ze dospiva akému uzlu znova ¢koliv se k mu jiz cesta naSlaitve). To nezné
nic jiné nez existenci zaparmhodnoceného cyklu.

Vystupem Bellmanova-Fordova algoritmu je booleoviBké#ce, vracejici FALSE vifpads
detekce zapornohodnoceného cyklu ve vstupnim grafu, jinak vieRUE. Zarové v hodnotach d
od jednotlivych u4l jsou vypd@teny vzdélenosti nejkratSich cest, které ovSentipept navratu
FALSE nelze vyuZzit.

Bellmaniv-Fordav algoritmus je obecHsi, ktery funguje i pro zapoénohodnocené hrany.
Ale pokud je hrartadow n* pak dava sloZitogd(n®). Coz nam uité nevyhovuje. Zkusime ho tedy
trochu upravit (rozsahleji o této modifikaci v [6Relaxace podél&gaké hrany bude v nasledujicim
kroku UsgSna pokud se gkterou pedchozi relaxaci snizila hodnotaud[(za takové sniZeni
povazujeme i p&ateni nastaveni d] = 0). Kdybychom si zapamatovali uzly, u kterychSth
v minulém ptibéhu relaxaci ke z#&mé hodnoty d{i], pak bychom jen zZthto uzi postupovali dal.
Dostavame tak nasledujici modifikaci Bellmanovaeema algoritmu.

Algoritmus 6.7 Upraveny Bellmaniv-Fordiv algoritmus

BELLMAN_FORD_Q(G,s,w)
INIT_PATHS(G,s)
INIT_QUEUE(Q); ENQUEUE(Q,s)
while not EMPTY(Q)
do u := QUEUE_FIRST(Q)
for kazdy uzel O Adj[u]
do RELAX_Q(u,v,w)

OOUl A~ WNPE

RELAX_Q(u,v,w)

1 if d[v] > d[u] + w(u, V)
2 then pf] :=u

3 dy] := du]

4 ENQUEUE(Q)

Lze-li d[v] zmenSit, pak to provedeme, upravime uzjredchidce a uloZime jej do fronty.
Na rozdil od gvodni verze, kde byl get pichodi hlavnim cyklem explicité stanoven, je nyni
ukonieni algoritmu vazadno na vyprazah fronty Q. V fFipack existence cykl se zépornou
w-délkou dostupnych z uzisise vSak fronta nikdy nevyprazdni, a vpbby tedy neskafil. Tento
nedostatek Ize odstranit, a tak ziskame variantatgjaymi vlastnostmi ohlednzapornych cyk,
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jako mel ptvodni algoritmus. Asymptotickd vypetni sloZitost této varianty je ro¥hO(nm), neb@
v nejhorSim pipac se do fronty Q budou opakovadostavat vSechny uzly grafu.

Ackoli je to nejlepSkasova sloZitost, zndma pro algoritmy hledajici rafd cesty, v praxi je
Bellmanmv-Fordiv algoritmusc¢asto pomalejSi nez jiné metody. Ve velk&Sine pripadh bude pro
praxi efektivigjSi vyuzit ugité heuristiky rodiovskych uzh. Fi nichz vybirame uzeV, jen pokud
P() neni ve fron.

6.8 Informované metody prohledavani

Pri ttide problémi feSici problém nejkratSich cest na rozsahlych dnafeag. silnicni st’) o
jejichz vlastnostech nhemame Zadnou pomocnou infornmentZzeme vylr uzh nijak cilewdomg
smerovat. Jinak je tomu vifpad, Ze charakter ulohy dovoli definovat nezapornodnmbici funkcif,
jejiz nizké hodnoty vyjadiji blizkost k cilovému uzlu. Hodnotici funkce tedgvoluje expandovat
jen nejperspektiwjsi uzly, a tak postupovat Zadoucimésem. Rychlost postupu oviem podsEatn
efektivreji dokaze vést hledani k cili. Vice k nasledujicitextu Ize nalézt v [1].

Nejjednodussi formu vyuZiti hodnotici funkceregstavuje gradientni algoritmus
(hillclimbing), ktery vychézi z prohledavani do hliky. Ri expanzi uzlu se nasledniciradi podle
hodnotici funkce a do zasobniku dtwch uzh se uloZi tak, Ze na vrcholu bude nejperspekjsirz
nich. Diky tomu postupuje hledani &mam k extremni hodnét miZze se oviem jednat jen o extrém
lokalni, ktery je stéle od cile vzdalen.

SystematitéjSim zpisobem vyuZiva hodnotici funkce algoritmussparddaného
prohledavani. Pracuje podolinjako gradientni algoritmus, ale otewé uzly uklada do prioritni
fronty podle jejich ocefni hodnotici funkci. K expanzi se pak vybird oéey uzel s nejmensi
hodnotouf - ale to je vlasth ndm dobe znamy Dijkstiv algoritmus, v 8mZ se namisto
(odhadované) vzdalenosti odgatku pouZziva prayhodnotici funkcd! Je-li vypaiet hodnotyf(u)
néjak zavisly na hodnétf pro greedchidce uzlu, je nutné vyuzit i ndleZiipravenou operaci relaxace
hrany a upravovat proiide generované uzly jejich ohodnoceni &azavat je znovu do fronty
otewenych uzh.

Az dosud jsme ifedpokladali, Ze hodnotici funkce j&jakou ad hoc stanovenou mirou
priblizeni k cilovému stavu. Tato funkce ale nenlaspolehliva &idit prohledavani pouze podle ni
mize zmsobit, Ze se expanduji uzly velmi vzdalené jak odiagku, tak i od cile. Vyhodné je tedy
uvazovat hodnotici funkci ve tvafu) = g(u) + h(u), kde g(u) predstavuje vzdalenost uzlw od
pocatku s a h(u) vzdalenost odu k cili t. Hodnotici funkce pak vyjddje délku cestyreSeni
prochazejici uzlenu. Vzdalenost zde (podobrako u Dijkstrova algoritmu) chapeme v obecném
smyslu, ne nuthjako paet hran nejkratSi cesty. Operatory ulohy mohoutoti¥ piitazeny fizné
ceny. Algoritmus usp@daného prohledavani s takto koncipovanou hodnétigici se nazyva
algoritmus A.

Algoritmus A tedy prodlouZi takovou cestu, kteravsdaném okamziku zda byt s@sti
nejkratSi cestyeSeni. Je ovSereba vyesit podstatny detail - jak se majicftat hodnotyg(u) a h(u)
definujici hodnotici funkci. V praktickych tGlohdokzname pravidlaipsného vypé&tu &chto hodnot,
neba’ jinak bychom patré byli schopni GlohuieSit @imo a nikoliv pomoci hledani. Namisto
presnych hodnog(u) a h(u) se tedy musime spokojit s aproximacegi{u) je odhad vzdalenosti
(ceny gechodu) od p#atku do uzlw ah'(u) je odhad vzdalenosti agdk cili t. Zatimco za hodnoty
g'(u) je mozné pouzit @bezne zpresiovanou hodnotu vzdalenosti gitanou jako v Dijkstroy
algoritmu, vypéet hodnot h'(u) je zcela zavisly na existenci¢jakych kvantifikovatelnych
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heuristickych pravidel, ktera by dokazala odhadovadalenosti v dosud nevygenerovadsti
stavového prostoru. Funk&gu) je tedy numerickym vyj&enim naSi heuristické informace, a tak se
ozna&uje jako heuristicka funkce. Algoritmus A, ktery epira 0 aproximovanou hodnotici funkci
f'(u) = g'(u) + h'(u),budeme nazyvatlgoritmem A*,

AZ dosud jsme i hledani cestyeSeni nebrali ohled na vyslednou délku nalezen8y.ces
Pokud je sothsti zadani poZzadavek nalézt nejkratSi cestu, meudijistit, zda a za jakych
piedpoklad zajisti pouZiti witého algoritmu spléni této podminky. Je nap zZ'ejmeé, Ze
prohledavanim do &dy (pop. obdobou Dijkstrova algoritmu pro ohodnocené oeya se nalezne
nejkratSi cesta,pprohledavani do hloubky to neni z&emo. Algoritmus, ktery zatwje nalezeni
nejkratSi cestyreSeni (pokud tbec rEjakd cesta existuje), se nazyy&ipustny algoritmus
prohledavani. VSimneme si nyni podminekipustnosti algoritmu A*, ktery pro Uplnost vyjache
ve zjednodusené podab

Algoritmus A* je tedy pipustny za porrné slabych pedpoklad o pouZité heuristické
funkci h'(u). BohuZel v praktickych Ulohach nelzasto o¥fit ani takto jednoduchou podminku.
Triviadlni volba h'(u) = 0 zarduje pipustnost, ale v tomtofipact dostavAme neinformovany
Dijkstrav algoritmus. Intuitive je jasné, Ze &Si efekt pro hledani ma heuristicka funkce, kw&o
nejvice zdola fblizuje k ideélni funkch(u).

Jestlize owieni @ipustnosti heuristické funkce bylo obtizné, pakovrzeni konzistence
prakticky vyloweno. Uvedené teoretické vysledky maji tedy jen v&lmezeny prakticky vyznam.
zjednoduSujicichiiedpoklad o struktite stavového prostoru.

Popsanymi algoritmy se zdaleka né&sspavaji vSechny vyvinuté varianty heuristického
prohledavéani. Existuje napobousnirna verze algoritmu A* nazvana SOH (symetrické clmauné
hledani) (viz [5]), ktera jeffipustnd a kterou lze docilit niz8ihogphw expandovanych uklnez i
prohledavani jednostranném. Zajimava je édvwarianta iterativnino prohlubovani IDA* (iteragiv
deepening A*), i niZ se na ptitku nastavi prahova hodnota hodnotici funkce & szlyssi
hodnotou se neuchovavaji. Pokud hledani ngespovy prah se nastavi na nejblize vys3i hodnotu
dosazenou v minulém {chodu. Podrob$Si prehled zakladnich metod hledani Ize nalézt v [25],
popis zahrnujici i viceprocesorové metody je k aiis@ nag. v [28].

Uvazujeme problém hledani nejkratSi cesty z jednbbdu do jiného (P2P) ve velkém
fidkém grafu, jehoZ typické aplikace zahrnuji pléodvcesty pro auta, kola a turistiku nebo hledani
spojeni ve viejné doprav, prostorové databaze a hledani na webu.

Uvazujme problém nalezeni nejkratSi cesty mezindy uzly v orientovaném grafu (P2P),
jehoz zakladni aplikace je poskytovaidicich instrukci jako ndp sluzby mapy a GPS. &8ina
algoritmi umoziuje hledat jen na mal&sti grafu a doba vygtu zalezi na pgu navstivenych
vrcholi. V aplikacichéasto patebujeme najiteSeni v obrovském prostoru. Heuristické hledasto
nalézareSeni jen na malém podprostordi Rledani uzivd odhady vzdalenosti k cili k i
nasledujiciho uzlu na céstPohl v [23] studoval vztahy mezi A* a Dijsktroehledem k P2P
problému. A pokud je omezeni v A* proveditelné, gakA* ekvivalentni s Dijkstrou na grafech s
nezapornymi ohodnocenimi hranieBzpracovani probihd na malém (konst.) mnoZstvinfkéz
Nasleduje vypeet a uchovani nejkratSi cesty mezi vSemi vrchakazdym z &chto meznili. Dolni
hranice jsou vyptitatelné v konstantnimiase za pouZiti vzdalenosti v kombinaci s trojulkedu
nerovnosti.

V [22] je uveden algoritmus hledani nejkratSi cgsbpZivajici A* hledani v kombinaci s novou
grafovou technikou dolniho ohr&eni pomoci meznik a trojahelnikové nerovnosti pidajici
optimalni nejkratSi cesty na orientovaném grafutoTechnika je efektivni iedevdim svym A*
hledanim s euklidovskymi hranicemi pro problémyigitich siti a nattde umglych problént.

V praxi nejznamgjsi Dijkstriv algoritmus heuristicky zrychluje ho#ntechnik, zatimco
optimalnost feSeni niZze stale vyhovovat.Ve ét8ine studii jsou takové techniky individud&n
porovnavany. Podle [50] zde uvedergii zndmé techniky a jejich mozné kombinace. Jejich
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zkoumani je v [50] provedeno n&kolika skut€énych automapéach, sitichiegné dopravy a ndadch
nahod® generovanych grafech. Obvykle takova zlepSeni dbijwa algoritmu nemohou byt
prokazateld asymptoticky rychlejsi nez originalni algoritmusplementovany pomoci binarni haldy.
Nicmére empiricky miZze byt ukazané, Ze vskutku zlepsi dobu drastickyrpnoho reéinych dat.
Beéhem posledni doby se vyvinulogékolik novych technik, které vygdtavaji a uchovavaji
dodaténou informaci o nejkratSich cestach, které vyuZiwdmedukci dobyeSeni i shortest-path
dotazu. Piizkum €chto technik provedli Willham a Wagner v [51].

6.8.1 Goal-directed search

Technika goal-directed search vyuzZiva potencidimkéi na mnozia uzli. Dané hranoveé
vahy jsou modifikované k tomu, aby nasowvaly hledani k cilovému uzlu. Potencial musi fplni
podminku pro kazdou hrarfy takovou, Ze jeji délkd(h) je nezaporna, aby bylo z&eno optimalni
reSeni. Vice o této technice v [52].

6.8.2 Bidirectional search

Nebo-li obousrérné hledani. Saasre bézi dw varianty Dijstrova algoritmu - jedna ze
zdroje k cili a jedna z cile ke zdroji. Obracendiargta je aplikovana na obraceny graf, tj. graf se
stejnou mnoZinou uila s obracenou mnozinou hran. UdrZuje dva vyhledgwastory a ob ¢asti
algoritmu se zastavi, kdyZ se jejich vyhledavacaizomty setkaji (tzn. kdyz jeden uzel je ozeay
jako uzaveny olgma variantami). Tento uzel lezi na nejkratSi €est zdroje a na nejkratSi cesid
cile. Vice o této technice v [53]. Pohl v experiteeh [54] ukézal, Ze hledany prostoiiza byt
redukovan. Navic je i vyvhodnéd kombinace této tdoheigoal-directed search.

6.8.3 Multilevel approach

Tento gistup vyuZziva hierarchické zdisri daného grafu. Tato metod#&zb na podgrafu
roz8teného vstupniho grafu. VyZadujéepzpracovani, ve kterém je vstupni graf rozloZzeri+do
(I=1) drovni a obohaceny dodatgmi hranami pedstavujici nejkratSi cesty mezi uzly. Rozklad
zavisi na mnozih uzli v kazdé arovnl. Tyto mnoZiny mohou byt stanovenéigmymi kritériemi -
nag. nejvyssi stupev grafu. K grafu mohou bytiglané ti raizné druhy hran: upward - vychazejici
z uzlu, ktery neni vybrany vjedné Grovni k uzlubvgném v drovni, downward - vychazejici z
vybraného k nevybranym uzh a level edges -tpchazejici mezi vybranymi uzly v jedné urovni.
Véha takové hrany je délka nejkratSi cesty mezickeopmi uzly. K nalezeni nejkratsSi cesty mezi
dvéma uzly pak postd Dijstrav algoritmus, aby uvazil relatienmaly podgraf multidroového
grafu (jista sada upward a downward hran a sadaigwgch ran prochazeni v maximalni arovni,
které musi byt vzaté pro dané zdrojové a cilovg)u¥l zavislosti na dotazu pak jen maly zlomek ze
v3ech hran pouZijeme k nalezeni nejkratSi cestptorerincip je vyhodny pro automapu a grafy
verejné dopravy.
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6.8.4 Shortest path containers

Tyto kontejnery poskytuji nezbytnou podminku prddau hranu, zda bude uznavarédm
hledani.Pesrgji hranicici box vSech u#gl, které jsou dosazitelné na nejkratSi €gstuzivajici tuto
hranu jsou uloZzené. VyZadujgeplzpracovani pitajici strom vSech nejkratSich cest. Pro kazdou
hranuh O H vypaiteme mnoZzinu $) toho uzlu, kde nejkratSi cestaca hranouh. PouZitim
daného rozvrzeni pak skladujeme pro kazdou hramunding box ) v asociativnim poli C s
indexem mnoziny H. To pak dostge ktomu, aby vykonal Dijksiv algoritmus na podgrafu
indukovaného hrananti s cilovym uzlem zahrnutym v Q] Tento podgraf riZe byt stanoveny za
behu vylowenim vSech dalSich hran v hledani. Lze si tedptavit tak, Ze kontejner je dopravni
znatka charakterizujici region do kterého vedou. Vyhleti prostor rize byt gezany ignorovanim
hran, které ndispivaji k nejkratsi cest

Goal-directed search a shortestpath containersr adgddich pistupi jsou pouZitelné jen
jestlize zname nebo poskytneme strukturu grafuildull approach a shortest path containers
vyZaduji redzpracovani, vypitavajici dodatené hrany a kontejnery v tomto iaai. Kombinace
téchto ¢étyi technik je velmi firozena, nebd vSechny modifikuji vyhledavaci prostor Dijkstrova
algoritmu nezéavisle na sébOtazkou je zda vyhledavaci prostor kombinace @nghnez prostor
jednotlivé techniky.

DalSim bodem je dodateé usili potebné k redukci vyhledavaciho prostoru. V goal-dedc
search musi byt vahy hran wiidny kEhem hledani - coz zvySuje dobsghin algoritmu danou za
navstivené hrany. &3inou se voli kompromis mezi redukci hledanéhstoro a dodataého Usili
za hranu ve vyhledavacim prostoru.

Asi nejznandjSi kombinaci technik je algoritmusLT (vice v [22]) zlep3ujici goal-directed
search pedp@itanim informaci o nejkrat3i cést meznik v kombinaci s obousénnym hledanim.

6.9 Goldbergiv—Radzikiav algoritmus

Predpokladejme, Ze uzly a v jsou otevené a existuje cestawdo v v piipustném grafu
obsahuijici zapognohodnocenou hranu. Pak je lepSi skenovat wpéed uzlemv, od okamziku kdy
vime, Zed(v) je wtSi neZ opravdova vzalenost edlo v. Na této mySlence je zaloZen algoritmus
Goldberga-Radzika (vice @m v reportu [39]).

Pro jednoduchost popisu algoritmufegpokladame, Ze graf G nema Zadné zaporn
ohodnocené cykly ani cykly s nulovou délkou. Golgfie-Radzilkiv algoritmus udrZuje mnoZzinu
otewenych uzh ve dvou mnoZzinach (oztime je teba A a B). Kazdy otéeny uzel je v pravjedné
Z nich. Ri inicializaci je mnoZina A prdzdna a mnoZina B afngie vrchols. Na z&atku kazdého
praichodu, algoritmus vyuziva mnoziny B (z tzkteré maji byt skenovan&hem pfichodu) k
vypoctu mnoziny A. A poté mnozinu B vyprazdni. A je laree uspdadana mnozina. &em
prachodu jsou prvky odstrény dle jejich usptAadanani z mnoziny A a ozfeny jako uzakené.
Nowvé otewené uzly pidame k mnozié B. Piichod kori je-li mnoZina A prazdna. Algoritmus k&in
je-li na konci pichodu mnoZzina B prazdna.

Nyni si uvedeme, jak algoritmus gith mnozinu A (z mnoziny B):

1) kazdy vrcholu O B, ktery nema Zadnou vychazejici zagowhodnocenou hranu, vymaze
z mnoZziny B a oznd ho jako uzakeny.
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2) mnoZina A se stadva mnoZzinou wzlosazitelnych z B v G. Ozdiane vSechny uzly v A jako
otevené.

3) mnozinu A topologicky sadime pro kazdy péar uzluyv O A, tak Ze @, v) O G, uzelu je
piedchidce uzluv.

MySlenka v bodu 3) odpovida princigearent-scan algoritmu (vylepSeni Bellmanova-
Fordova algoritmu, viz nize), ale je ragsia na v3echny hrany v grafu (ne jen rémpho
piedchidce). Optimalizace tudiz zavisi na faktu, Ze uzelebnejdiive skenovany, jestlize jiny uzel z
mnoziny A jako pedchidce tohoto uzlu, jiz skenovany byl. Abychom dodrzifinované ptadi
skenovani, bude mnoZina Aqul kazdym krokem lineagérsgazena. Diky tomu je vékteré literatie
tento algoritmus ozrgavan jakotopological-scannebotopological sort algoritmus Implementace
tohoto algoritmu je nutho nico komplex®jSi nez originalni implementace BF, néhwas svazuje
praw nutnost topologického sédéni.

Algoritmus 6.9 Goldbergiv-Radzikiv algoritmus

GOLDBERG_RADZIK(G,s)
A=0
B ={s}
while not EMPTY(B)

vyp@éti Az B

B =0

for vS8echny vrcholy W A do

for kaZzdou hranuy, v) O H
do RELAX(u,v,w)
B = B {oteviené uzly z RELAX(u,v,w)}

O O~NOO O~ WNPE

Algoritmus dosazujéasové slozitosti jako Bellméwm-Fordiv algoritmus, tedy &i v O(nm).
Ackoliv se zd4 byt timto ekvivalentni k originalninBellmanovu-Fordovu algoritmu, u mnohych
problémi je doba Bhu algoritmu podstatnrychlejsi.

Nyni predpokladejme, Ze G méa zaporné nebo nulové cykliorito gipad G nemusi byt
acyklicky. Nicmér pokud G obsahuje zaporny cyklus, Ize algoritmusik. Ma-li G cyklus nulové
délky, mizeme zkratit takové cykly a pokiavat ve vypétu.To snadno uddme (¥ udrZeni sloZitosti
algoritmu (viz [38]).

Implementaci Goldberova-Radzikova algoritmu Izedm@dusSit pouzitim DFS, k vygtu
topologického usp@dani v pipustném grafu (viz nap[11]). Misto uzaveni cykii nulové délky,
jednoduse ignorujeme &mé hrany objevenéhem DFS. Vysledn&azeni je v fipustném grafu bez
ignorovanych hran. Tato zma neovlivni spravnost ani sloZitost vySe uvederadgoritmu.

Algoritmus Ize modifikovat. Pokudiprazeni pomoci DFS bude hrana (v,w) zkoumand prvni
skenovana na nejkratSi cestn. df¢/) + w(v, w) < dw) pak d{v) nastavime na hodnotuMi* w(v, w)

a P(w) nav. Tato modifikace &i rovreZz v O(nm). Na acyklickém grafu algoritmus skdmpo prvnim
prachodu a BzZi v O(m+n).

6.10 Incremental Graph Algorithms

V tomto odstavci popiseme dva algoritmy. Prvni nesté vyvinul Pape a Levit [31]. Druhy
navrhl Pallottino [32], ktery i@dstavil rAmec incremental graph algofittim, Ze sjednotil tyto dva
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algoritmy. Oba algoritmy udrzuji mnozZinu otewnych uzh jako d¥ podmnoziny $a S, prvni
obsahuje otaené uzly, které byly skenované nejragadnou a druhd, ve které uzly skenované&jest
nebyli. DalSi uzel na sken je vybrany z $e-li § prdzdna vybereme uzel z.$, nazyvame vysoce
prioritni mnozinu a smnoZzinu s niZsi prioritou.

Pape-Levit algoritmus udrzuje fako zasobnik a,3ako frontu. Tento algoritmus je&tginou
implementovany s pouzitim datové struktury dequétera je jako fronta dovolujici vloZeni ne jen
na konec, ale i na gatek. Vice viz [21] a [32]. Tento algoritmus mahigg exponencialntasovou
slozitostO(n2") [35].

Pallottiniv algoritmus udrzuje Sa S pomoci front Q a Q a kZi nejhite v O(n’m).V praxi
je vice robust#si nez Pape-Levit.

6.11 Prahovy (Threshold) algoritmus

Glover a spol. navrhl v [36] nasledujici metodweritkombinuje myslenky Bellmana-Forda,
Dijkstry a incremental graph algoritmu (viz [21,,3B]). Tato metoda roztlje mnoZinu otekenych
uzli na d¥ podmnoziny NOW a NEXT, které jsou udrZzované jatanfa (inspirace zipdchoziho
algoritmu). Na z&atku kazdé iterace je NOW prazdna. Algoritmus tekéZuje paramett — tzv.
prah, ktery je nastaven jako vaZenyrpér minimalnich a pimérnych hodnot d[u] v mnoZiNEXT.
Béhem iterace algoritmusignese uzly v sl[v] <t z NEXT do NOW a skenuje uzly v NOW. Uzly,
které se stanou otgané hem iterace jsoufflané do mnoziny NEXT. Algoritmus kon kdyZ je
fronta NEXT prazdnéd na konci iterace. Pokud je olwo@éni hran nezaporné, algoritmu&zibv
O(nm) dle [12].

6.12 Dalsi algoritmy

Od roku 1959 jsou v8echny teoretické vyzkumy v feotatice hledani nejkratSich cest z uzlu
s do vS8ech ostatnich zaloZeny na Dijkstraadgoritmu nav&vujici uzly v pdadi zvySujici se
vzdalenosti ods. Dijsktrav algoritmus je zaloZeny n#&azeni vzdalenosti - a to neumime pro
orientované grafy uglat v linearnimcase. Nicmé& pro neorientované grafy s s agkelnym
nezapornym ohodnocenim hran mame deterministiaggriainus v linedrningase a prostoru. Tento
algoritmus se vyvaruje Uzkému hrdiazeni vytvéenim hierarchické bucket struktury, identifikujici
pary vrchot, které mohou byt navstivené djakém pdadi.

Rada rychlych algoritrn byla vyvinuta pro standardni model RAM (Randomesscmachine)

s velikosti slova log n se standardni instniksadou. Tért vSechny tyto algoritmy jsou zaloZené na
Dijkstrov¢ algoritmu a zlepSuji datovou strukturu prioritmority. Nalezeni algoritin s linearnim
¢asem jsou stéle top vyvoje. Zatimco Thorup (viZ)}4%vinul algoritmus O(n+m) pro neorientované
grafy, kde ohodnoceni hran je vintervalu 0 az Wwkdélka slova), aktuat nejlepSic¢as pro
orientované&idké grafy na RAM modelu j©(n+m log log n).

Ve WtSirg iteraci Bellmanova-Fordova algoritmu je operactaxace nadbytma. Ri
inicializaci pridame vSem ugim prongnnou sy), dle niZz poz¥i rozhodneme zda dany uzel budeme
skenovat. Prvnim takovym vylepSenim je parent-salyoritmus (zmisn jiz u Goldbergova-
Radzikova algoritmu), zaloZzeny na mysSlenci&dpskenovanim uzlu provedeme nejprve skenovani
jeho gedchidce. RPed kazdym skenovanim uzlu pgsime, zda jeho igdchidce je ve frort. Jen
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tehdy bude uzel skenovany. Na réegi myslenky je zaloZzen algoritmus Goldberga-RaZikz
ptislusny odstavec). Klasicky BellmanFordiv algoritmus a vSechny jeho odvozené derivaty
pottebuji O(mn), nicméh nekteré tyto algoritmy ukazuji dobré praktické chovdmo hledani
nejkratSich cest néidkych grafech — vice v [12] a [41]. Lze najit lémai algoritmy pro hledani
nejkratSich cest,&sSinou jsou vS8ak omezeny na rovinné grafy bez z&pohodnocenych hran. Pro
piipad povolenych zapornych hran existuje algoritmusase O(f* log n L), kde L je absolutni
hodnota nejvice zaporné hrany — vice v [42].

VétSina vyznamnych algoritinmaZe byt vidna jako specialniifpad modelu nejkratSich cest
dany Gallem a Pallottinem v [21]. V tomto modeluiwgeme vektor (d o, ..., d) s inicializaci
danou d = 0, d =  pro vSechny # 1 a mnoZina ugl nazvanych seznam kandidas inicializaci:

V = {1}. Algoritmy postupuji v iteracich a skéhkdyZ je V prazdné, typicka iterace je nasledujici
odstra uzeli ze seznamu kandidaV pro kazdou hranu,(j) O H aj # 1 jestlize ¢> d + g nastav
dj =d+ q.

6.13 Porovnani algoritmu pro ieSeni problemu

nejkratSi cesty z jednoho uzlu

Mezi zakladnimi metodami v této kapitole figurujiji3trav a Dantzigv algoritmus, ze
stejného obdobi a s podobnym principem. Porovnéatédiska historie jsme si ukazali jiz v kapitole
o Dantzigo¥ algoritmu. CoZ takhle je porovnat i z hlediska @xment: s jejich implementacemi.

Jako teti knim zvolime heuristické vylepSeni zakladnialgoritmu (v tomto pipad
Bellmanova-Fordova) a to GoldbérgRadzikiv algoritmus.

Experimenty provedeny na §iteci s 733 MHz procesorem, op&ram systémem Windows
XP a s 384 MB opetai pangti. Kédy psané v C a kompilované pomoci Mingw koldaru ve
vyvojovém progtedi Dev-C++ ve verzi 4.9.9.2. Vysledky byly &&ny na Skolnim linux serveru
Merlin.

Implementace pouZivaji seznamovou reprezentaciedoosti vstupniho grafu (seznam
ohodnocenych hran). Experimentujemeékatika reprezentacemi grafu se zvy3ujicim sétgrm n
vrcholi. V praxi maji problémycasto specifickou strukturu, proto né&mime jen poet vrchoti
vstupniho grafu, ale i get hranm. Generovany jsouditruzné typy grafu s ohledem nagad hran —
fidké, husté a uplné (légeceno uplné acyklické grafy, tzn. Ze jejich matitema pod diagonéalou
nekongna). VSechny reprezentace maji minindalnprvniho vrcholu dosazitelné vSechny ostatni
uzly grafu. DalSi vlastnosti vSech reprezentagijifabylo zmiréno, je acyklénost a v posledriiad
maji vSechny hrany kladné ohodnoceni. V experinednteedy nenastane situace, kdy by graf
obsahoval cyklus nebo zapérmhodnocenou hranu (neboktSina zvolenych algoritin se ze
zapornym ohodnocenim nevyrovna). Snahou bylo, abipgtlivé implementaceiznych algoritni
byly délané jednots, aby bylo mozné porovnat smyslupldobu Ehu. V nasledujicich tabulkach
jsou vysledky experimetit mame dobu d&hu implementace v sekundach (uzivatelg&g procesoru
bez vstupnich a vystupnich operaci) &gpmperaci relaxace. Pro zisk refemich dat provadime 5
az 10 khi implementaci na stejnych vygenerovanych reprezattagrafu, které pak pmeérujeme
poctem kEha.
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Ridké grafové reprezentace:

Dijkstrav algoritmus Dantzityv algoritmus Goldberiy-Radzikav alg.

n/m S po.relaxaci | s parelaxaci po.relaxaci
100/ 193 <0,01| 193 <0,01 1765 198
200/ 390 <0,01| 390 0,02 6993 390

300 / 586 <0,01| 586 0,09 14551 607
400/ 792 <0,01| 792 0,22 22830 797

500 / 989 <0,01| 989 0,42 38787 963
600/ 1196 <0,01| 1196 0,64 50286 1297
700/ 1391 <0,01| 1391 0,91 63456 1399
800 / 1591 0,01 1591 1,46 89067 1701
900 /1790 0,01 1790 1,85 116664 1829
1000 / 1995 0,01 1995 1,99 129742 1981

Tabulka 6.1: Dobadhu jednotlivych implementaci algoritha paet operaci relaxace

Husté grafové reprezentace:

Dijkstrav algoritmus | Dantzifyv algoritmus Goldbédv-Radzikiv alg.
n/m S po.relaxaci | s parelaxaci po.relaxaci
100 / 3548 0,01| 3548 0,04 2731 5584
200/ 14327 0,02| 14327 0,42 14959 24010
300 /31980 0,05| 31980 1,49 30427 55441
400 / 56933 0,13| 56933 7,97 47784 102338
500 / 88892 0,35| 88892 33,57 78640 170969
600/127903 | 0,71| 127903 79,31 107610 243640
700/174273 | 1,05| 174273 152,78 149013 326113
800/227917 | 1,46 227917 291,91 176829 436422
900/287865 | 1,92| 287865 460,98 228604 577234
1000 /355448 2,73| 355448 - - 666053

Tabulka 6.2: Dobadhu jednotlivych implementaci algoritha paet operaci relaxace

UpIné acyklické grafové reprezentace:

Dijkstrav algoritmus | Dantzifyv algoritmus Goldberiy-Radzikav alg.

n/m S po.relaxaci | s parelaxaci po.relaxaci
100/ 4950 0,01| 4950 0,04 3345 8891
200/ 19900 0,02| 19900 0,75 9965 34383
300 / 44850 0,08| 44850 2,22 29286 84902
400 / 79800 0,22 79800 17,27 51280 159405
500/ 124750 | 0,6 124750 62,79 68032 237856
600/179700 | 1,02| 179700 1227 102763 359930
700 /244650 | 1,42| 244650 230,16 149008 488951
800/319600 | 2,07 319600 489,04 146571 636387
900/ 404550 | 2,49| 404550 - - 797047
1000 /499500 3,47| 499500 - - 986164

Tabulka 6.3: Dobadhu jednotlivych implementaci algoritha paet operaci relaxace
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V grafech 6.1 a 6.2 si vSimamed¢po operaci relaxace pro jednotlivé implementadilkych
respektive Uplych acyklickych reprezentaci grafuD§kstrowvé algoritmu relaxujeme kazdou hranu
vstupniho grafu jedenkrat, zatimco &siho pdétu hran v grafu Goldbety-Radzikiv algoritmus
relaxuje rkteré hrany vicekrat. U Dantzigova algoritmu naopedukujeme peet relaxaci u &tSich
pocta hran ve vstupnim grafu pomoci @b vhodnych kandidét
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Graf 6.1: P¢et operaci relaxaceiidkych grafech
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Graf 6.2: Poet operaci relaxace v Uplnych acyklickych grafech

V grafu 6.3 je zobrazena dob#hin v sekundach pro implementaci Dijkstrova a Dayuza
algoritmu pro husté grafové reprezentace. Dolaubimplementace Goldbergova-Radzikova
algoritmu je pro stejnou reprezentaci vstupnihdwgpod 0,01 sekundy, tudiZz ani neni zobrazena v
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grafu a tabulkach vysledk To odpovida teoretickych odhad casové slozitosti. Dantziy
algoritmus je vyrazt horSi oproti implementaci Dijktrova algoritmu, m&bvybér vhodného
kandidata je nesmiértaso¥ nara@na operace, ktera zavisi napohran ve vstupnim grafu.

V grafu 6.4 ukazujeme zavislost dobyhn implementace Dantzigova algoritmu na
parametrech reprezentace grafti.Mfbéru vhodnych kandidatprochazime vzdy vSechny hrany, coz
se negativé projevi na vyslednértase.
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Graf 6.3: Porovnani dobybu implementaci v hustych grafech
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Graf 6.4: Doba &hu implementace Dantzigova algoritmu v zavisloattypu grafu
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Co se tyka pa#rové nargnosti jsou viechnytit algoritmy na stejné drovni ®(n+m), to
odpovida partove slozitosti spojové reprezentace grafu. Dokongaplementacich Dantzigova a
Dijkstrova algoritmu vyuZivame Gpdrstejné struktury.

A& jsou si principem Dantziy a Dijkstriv algoritmus velmi podobné, v experimentech se
ukazal Dantzigv algoritmus jako poraZzeny. Jedinégem je v experimentech lepsi, je porovnéni
poétu operaci relaxace. Jak uz bylo uvedeno, je tesapeno diky vyéru vhodnych kandidatskych
hran. Nicméa nam tato vlastnost snizuje vyra&zmychlost, jak si lze vSimnout ve vysledcich
experimeni. NejspiS i to je @vod vyrazegjSiho roz&ieni Dijkstrova algoritmu v oblastech
pocitatového vyhodnocovani.

Z davodu porovnani implementaci Dijkstrova a Dantzigalgoritmu je zvolena naivni
forma Dijkstrova algoritmu, kdy je prioritni fronienplementovana pomoci dynamického pole a ma
teoretickou ¢asovou sloZitost v nejhor§imiipad O(n?). Prvky vtéto front nejsou fazeny
a minumum tedy nalezneme aZ pdgtrodu celym polem. V implementaci Dantzigova algoui
nam docela dostasu (nezapdtaného do samotného experimentovani) zabetét@gni uspaadani
v3ech hran podle stoupajici hodnoty jejich ohodnbcK vykéru kandidata s nejmensi hodnotou
prochadzime mnozinu ugl do kterych jiz zname nejkratSi cesty. Zasadnliedibkacasu je ovSem
redukce nepéebnych kandidatskych hran, kdy prochdzime celymamem hran. Experimenty ndm
jen potvrdily, Zze pro husté grafy je tato metodaso¥ nevyhovujici. V implementaci
Goldbergova-Radzikova algoritmu bylo vyuzito zjedodeni popsané v kapitole u algoritmu,
a tim je pouZiti prohledavani do hloubky k v¥potopologického usgadani.

Spravnost implementace bylaé@na pomoci vystupu jednotlivych implementaci ninste
vstupni reprezentaci grafu. Ve vSech testovanygbagdech byl vystup vSeck implementaci stejny
tj. vypocteny nejkratSi cesty z prvniho uzlu do vSech osthtriVystupni soubory, vSechny vstupni
reprezentace grafu a zdrojové soubory implemetzagialézt naijflozeném médiu.
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7 NejkratSi cesty mezi vSemi pary uil

Problém nalezeni nejkratSich cest mezi vSemi dewjicuzhh (all-pairs shortest paths
problem), neboli utovani vzdalenosti mezi libovolnymi &wi uzly, by se dal jistchapat jakar-krat
zopakovany problém jednodu$si tj. hledani nejkregSity z jednoho uzlu do vSech ostatnich (viz
piedchozi kapitola). Nicmé&nco nam v tom vadi jéasova sloZitost. Vijpad grafu s nezapornym
ohodnocenim hran dostanem@asobnym pouzitim Dijkstrova algoritmu (zée@pokladu realizace
prioritni fronty pomoci Fibonacciho haldy) postup asymptotickou ¢asovou slozitosti
O(n? log n + nm). PouZiti binarni haldy vede na sloZit@tmn log n) a fi sekvernim uloZenim
fronty v poli ziskame algoritmus kubické sloZitaddtin®).

Pokud graf obsahuje i zapeérehodnocené hrany, nelze Dijkstrova algoritmu ppuakze
bychom museli opakovat hledani pomoci Bellmanovai&ea algoritmu. V tomto ifpad bude
¢asova sloZitost nalezeni nejkratSich cest mezi v&swjicemi uzh rovnaO(n“m), coZ pro husté
grafy dava hodnot@®(n®) a to neni jist vyhovuijici. V této kapitole si ukdzeme, Ze Izetppsvat
efektivngji.

7.1  NejkratSi cesty a nasobeni matic

Hledame-li nejkrat3i cesty (neboli vzdalenostilazdého uzlu do kazdého uzltimpo se nam
nabizi maticova struktura, kterd ndm tyto vzdalénako vysledek bude schopna dodat. Vysledkem
algoritmu hledani nejkratSich cest mezi vSemi abeojii uzti je soubomxn hodnot (v-vzdalenosti
popx. predchidci na nejkratSich cestach), pro které fegqzenou formou uloZenitvercova matice.
Kdyz budeme mit vysledek v podbinatice, je logické aby i vstupni datale maticovy forméat.
ProtoZe kroms struktury grafu musime vyjéid i ohodnoceni jednotlivych hran, vyttime jedinou
matici, ktera kombinuje matici sousednosti graffurskci ohodnocenw. Budeme pedpokladat, Ze
graf neobsahuje cykly zapormédélky (z divoda vyswtlenych vyse).

Necht je dan prosty (pokud by graf obsahoval rowiotg hrany, Ize se jich zbavit vybranim
té nejmensi z nich) orientovany graf G = <H, U>e&lnym ohodnocenim hram: H - R. Matici
w-délek grafu G nazyvametvercovou maticW = [w;] fadun, jejiz prvky jsou definovany vztahy:

w; = 0 pokud i =j,
wi = w(u;, b)), pokud i# j, (u, u) O H, (7.2)
w; =1, pokud # j, (u, ) OH.

Tato maticewW nam bude graf charakterizovat. Vychazi z matiagsednostV a zahrnuje
sowasre delky hran.
Matici w-vzdalenostigrafu G nazyvamétvercovou maticD = [d;] fadun, jejiz prvky jsou
definovany vztahem:
dij = dy(ui, W) (7.2)

V matici D nalezneme, jak daleko je z uzldoj, kdyZ nas opravdu zajima ta nejkratSi cesta.
Chceme-li znat kudy vede, musime roiziole hodnot pedchidci z Dijkstrova algoritmu, protoze
zde se jiz nejednd dgdchidce na jedné castale musime znatredchidce na cestach ze vSechiuzl
do vSech a k tomu ndm poslouzi matitedechidcha P.
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Matici predchidca grafu G (zkracehtéz p-matici) nazyvameétvercovou maticiP = [p;]
fadun, jejiz prvky jsou definovany vztahem:

p;j = 0 (NIL), pokud i = j nebo neexistuje cesta Hoy (7.3)
pj = Uy, kdeu, je predchidce uzlu una réjaké minimalni cestz u; doy

abcd
EDESM
3 oo [ F w
W=¢clw 3 01
dle e 2 0
abcd
al0 6 5 6
D_me?B
. “cle 301
dle 5 20
abcd
al0 a ac
p_ P[0 0O bc
c|0 ¢ 0O c
d|0O c doO

Obrézek 7.1: Matice w-délek, w-vzdalenostiradezhidch

Na obr. 7.1 ukazujemetilad grafu a jemu odpovidajicich matiedélek, w-vzdalenosti a
pfedchadci. Postugm, pomoci nichz se &irmaticew-vzdalenosti, se budemeénovat pozdji. Jejich
rozSteni vedouci k ziskani maticéeplchidci I1ze nalézt v literatte, ukaZzeme zde pouze vyznam a
vyuziti této matice. Hodnoty;pj = 1, 2, ..., n lezici v-tém fadku matice fedchidci P obsahuji
stejnou informaci jako (jednorozmé) pole hodnot pf] po skorgeni algoritmu hledani cest z uzlu
s =u; do vSech ud grafu. Jim odpovidajici podgraf je stromem nefdct cest z uzlu, takZe vyet
uzli tvoricich nejkratSi cestuwz dou; dostaneme pomocé nasledujiciho algoritmu.

Algoritmus 7.1 Uréeni cesty pomoci p-matice

CESTA(P,i,))

1 if i =] then write(i)

2 elseif p; =0

3 thenwrite(‘cesta z ‘,y‘do ‘,u;,' neexistuje’)
4 elseCESTAR.,i,p;)

5 write())

NejkratSi cesty v grafu o uzlech (a bez zapornych cykineobsahuji vice neh-l) hran.
Zkusime tedy postugnurtovat w-délky nejkratSich cest obsahujicich zvySujici sximalni péet
hran. Nech pro dva fizné uzlyu;, uy 0 U je P :u - u; n¢jaka nejkratSi cesta obsahujici nejvyse
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hran. Je-li uzeli predchidcem uzluy, na této cest pak je také dii cesta P* . — u nejkratSi
cestou 4y douy obsahujici nejvysear¢l) hran. Krom toho plati w(P) = w(P") 44w

SloZitost této procedury je dikietm vndenym cykim a konstantni sloZitosti viiiti operace
uréeni minima rovn@®(n®). Jeji struktura je shodna jako u procedury nésolmetic. Pra¥ pomoci
nasobeni matic je moznécitrpocet riznych spojeni wité délky mezi vSemi dvojicemi ukl Jelikoz
matice D(n-1) je hledanou matici nejkratSich cestizeme jeji vypdet provést pomoci procedury
(vice viz [6]) s¢asovou slozitostD(n®). Algoritmus je moZné implementovat tak, Ze jeho@ova
sloZitost bude niz&i ne@(n” log n), jak by vychazeloipuloZeni viech ptanych matic. B vypoctu
se vzdy pdtebuje pouze igdchozi a nasledujici matice v uvedené poslouprtagiie vystéime jen
se d¥ma maticemiadunxn (piipadré se temi, chceme-li uchovat i matici W). Parova sloZitost
bude tedy jer®(?).

7.2  Floydiv-Warshallav algoritmus

Pii vypoitu posloupnosti maticD™ pouzité k ziskani maticev-vzdalenosti postugn
zpresiujeme odhad w-délky nejkratSich cest uvazovanine siélSich (co do gtu hran) cest.
Floydav-Warshaltiv algoritmus (podrob#Si popis v [43]) ma rowE charakter postupného
zpiegiovani, ale tentokrat budeme rdeSiat mnozinu fpustnych vnitnich uzh nejkratSich cest.
Vnit¥nim uzlem cesty P = #y, U, ..., u> je kazdy jeji uzel s vyjimkou krajnich dzl; a uy, tedy
libovolny z uzfi {u, us; ..., U} Pripomaime, Ze stale uvaZzujeme pouze grafy bez z&porn
ohodnocenych cyll Algoritmus najde délku nejkratSich orientovanysgst mezi kazdou dvojici
vrcholi, navic ze vSech cest stejné délky vybere tu ser&im potem hran.

Jedna se o itetai algoritmus, ktery si lze ipstavit jako algoritmus gftajici jakousi
posloupnost matic. Zipdchozi matice vygibeme jistym postupem v nasledujici iteraci matici
s novymi hodnotami. Idea je nasledujici. V kazdéaiti zjistime jaké jsou délky nejkratSich cestimez
vdemi dvojicemi udl, stou omezujici podminkou, Ze tyto nejkratSi yaabhou prochazetips
vnitini uzly jen z mnoZiny prvnick uzfi. Postupd poset povolenych u#l zvySujeme. V maticD®
negipoustime zadné vifiti uzly (uvazujeme jenipmé hrany) a to jefpsré matice w-vzdalenosw.

To reprezentujeifpad, kdy mam uzel spojeny s jinym hranou nebddtaie nemajici Zadné vl
uzly. V dalSi iteraci povolime do cest zahrnoutejednitni uzel a to jen uzel,uV druhé iteraci
povolime vnitni uzly u; a u, atd. Vk-té iteraci povolim, aby vrii uzly cest byly z mnoziny
(Ugy .ony W)

Nectt DY = [d¥;] je matice, jejiz kaZzdy prveK'y§ vyjadiuje w-délku nejkratsi cesty z uzlu
u; do uzluy; majici vnitni uzly pouze z mnoZinyg, Us, ..., u}. Potom bude #jme d%; = w; a d";
= d;. Od libovolné matic®*" se dostaneme k matidi prostednictvim této tvahy:

- jestlize nejkratSi cesta z do y majici vnitni uzly z mnoziny {, U, ..., U} neprochazi
uzlem y, potom se hodnota prvk§% rovna hodnat d*%;.

- jestlize nejkratSi cesta: up — u; majici vnitni uzly z mnoziny {i, U, ..., U} prochazi
uzlem y, potom si ji nizeme pedstavit rozdlenou do didich cest; : u; — U ac; : ux — u;. Cestyc,

a c; jsou pak nuté nejkratSimi cestami mezi svymi krajnimi vrcholyjgich vnittni uzly jsou
vybrany pouze z mnozinyy, Us, ...,Ug1}-

Je tedy moZné formulovat nasledujici rekurentninégthodnot prvik maticeD™:

) —
di” =w, pokud k = 0,
dij(k) - min(dij(k—l)'dii(k—l) + dlgjk—l)) pokud k> 1. (7.4)
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To je jadro Floydova-Warshallova algoritmu a z tetkurentni definice jiz GZeme tento
algoritmus formulovat:

Algoritmus 7.2 Floydav-Warshalliv algoritmus

FLOYD-WARSHALL(W)

1 DO :=w

2 for k :=1tondo

3 fori:=1tondo

4 forj:=1tondo

5 dij(k) = min(dij(k—l),diﬁk—l) + dlgjk—l))
6 return D™

V8echny dvojice vzdalenosti si nejsnaze uloZime nutice nxn. Cely trik Floydova-
Warshallova algoritmu sgovd v tom, Ze vzdalenosti nefithime gimo, ale wn iteracich. Vi-té
iteraci sp@itame matici D Hodnota [fu,\ je délka nejkrat3i cestywdo v, kterd smi prochazet
pouze pes vrcholy {1, 2, ...i}. V nulté iteraci z&neme s matici B Hodnota Bju,\] je délka hrany
u, v. Matice D je tedy matice vzdalenosti (upravena matice soessil ktera misto jedeek
obsahuje délky hran a misto nul mimo diagonaly re&oné&na). V posledni iteraci skéfme
s matici D, ktera uz bude obsahovat hledané vzdalenostippeatesty mezi u a v smi prochazitsp
vSechny vrcholy.

NejkratSi cesta mezi av, ktera smi prochazetrgs vrcholy {1, 2, ..., i}, bd" projde ges
vrcholi a nebo ne. V prvnimifpads nejkratsi cesta neobsahuij@ jeji délka je D[u,v]. Ve druhém
piipadt cestu rozloZime na dva Useky feg fichodem dd a po jeho opousti. Ani jeden z Usek
neobsahujé a tak je délka této cestyfpu,i] + D "[i,v]. Co kdyZ ale oba Useky obsahuji stejny
vrchol w. SloZzenim Usakby pak vznikl tah. V tomtoifipact I1ze ¢ast tahu mezi afma vyskyty w
vypustit (cyklus v doi a zg@t) a dostaneme cestu, kterd neobsah@ebyla uvazovana v prvnim
piipack. Z toho plyne, Ze IDw,w] je rovno nule pro kazdéaw.

u
Obrazek 7.2: Postup vy dle Floydova-Warshallova algoritmu

K vypoitu D[u,v] potiebujeme znat jen hodnoty 1pu,v], D'*[u,i] a D™[i,v], ale posledni dv
hodnoty se &hem i-té iterace nezmi (viz [10]). Proto nizeme nové hodnoty '[,v] zapisovat do
stejné matice jako ipdchozi iteraci — iepsanou hodnotu 'Blu,v] jiz potiebovat nebudeme.
K vypoctu tak postai jedna matice, do které budeme zapisovat vSedhrace.

V ptipact zapornych cykl nemizeme pouzit Floyi/-Warshalliv algoritmus, neboby jsme
mohli dostat nespraviiéSeni ¥eSeni by nebyla cesta, ale tah, ktery navic nebptilmalni).

Uréeni asymptotick€asové slozitosti Floydova-Warshallova algoritmwsipadné: provedeni
minimalizace uvnit vnaieného cyklu trva konstanttias a opakuje se>-krat. Algoritmus ma tedy
gasovou slozitosD(n®). JelikoZ je jeho struktura velmi podobné algoritpta ndsobeni matic, Ize jej
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urychlit az na sloZitogD(n*°) pomoci stejného triku jako Strasseralgoritmus zrychluje nasobeni
matic. Nicmeég existuji rychlejSi algoritmy, proto zde toto uryehi nebude dale probirano (vice viz
[11] - kapitola 28). Algoritmus se tiia Ze pd&ita sekvencih+1 matic, nicmé#vSechny iterace matice

D se daji poitat na jednom mist(nenénime aktual® hodnoty na kterych v tu chvili zaviseji ostatni).
Asymptoticka pamrova sloZitost je oviel@(n?).

Chceme spiitat vzdalenost kazdé dvojice vrchpltak mizeme n-krat pouzit Dijkstiv
algoritmus (na kazdy vrchol). Lepsi je ale vyudtiyieav-Warshalliv algoritmus, péitajici vSechny
vzdalenosti fimo, rychleji a je& se snad¥ji implementuje. Dokonce je tak jednoduchy, Ze mbku
nam nezaleZzi ngasové sloZitosti, ale jen na rychlosti naprogramavéak je lepsi volbou nez
Dijkstra (podle [10]).

Timto algoritmem jsme se daili hodnoty vzdalenosti, ale nikoliv kudy vedou rrejisi
cesty. Pokud bychom to ¢itvédét, tak bychom si v gibéhu algoritmu museli pro kazdou dvojici
u, v pamatovat posledni vrcholigs ktery nam nejkratSi cesta vede. Tzn. RigyWarshaltiv
algoritmus niZzeme doplnit vyp&tem (se sloZitostD(n®)) matice pedchidcl P poté, co se dokail
vyposet matice w-vzdalenosti. Je také moZnéitad spolu s posloupnosti mati2® prabszng i
posloupnost matiB®, neba pro ni plati nasledujici rekurentni vztahy s&@Eni nastavent:

0) —
pi” =0 (NIL) pokudi = nebo w =, (7.5)

© —;
Pi” =1\ ostatnich fipadech (tedy pra;, u) O H.

Uprava matice v kazdé iteraci:

k) — k-1 k-1 k-1 k-1
© = Y pokud df? < dl +df

(7.6)

() = k-1 (k-1) (k1) 4 (kD)
i = Py pokud d;*™” >d," +d 7.

7.3 Johnsoniv algoritmus

Pfres nespornou jednoduchost a snadnou implementowatel Floydova-Warshallova
algoritmu je mozné vypet nejkratSich cest realizovat jesisporrji, pokud budeme uvazovéidké
grafy. V fidkych grafech neroste pet hran s&tvercem pétu uzii, ale ¥tSinou linearg s pa&tem
uzla, takZe asymptoticka sloZitost je pak vyréadepsi nezO(n®). BohuZel z této sloZitosti nelze
u Floydova-Warshallova algoritmu uniknout, prototjeba jinéteSeni. V tomto odstavci ukdZzeme
algoritmus navrzeny Johnsonem (viz [14]), jehoZ ngstpticka sloZitost proridké grafy je
O(n” log n + nm) Vysledkem tohoto algoritmu je matice w-vzdalehogtbo signalizace existence
zaporrg ohodnocenych cyllv grafu.

Zakladni my3Slenkou Johnsonova algoritmunjeasobné pouziti Dijkstrova algoritmu (viz
[70]). O této moznosti jsme se zminili jiZ nacatku kapitoly s tim, Ze je omezena jen na grafy
s nezapornym ohodnocenim hran. Aby jsme tedy mbljkistrav algoritmus v obecnémiipadt
pouZit, je feba nejprve upravitgwodni ohodnoceniv hran. Njak ho transformovat, aby vysledné
ohodnoceni hran bylo nezaporné, ale aby v gradtaly zachovany optimalni cesty (tzn. nelzgipt
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ke kazdému ohodnoceni hrany konstantu, fidiyp se nam optimalni cesty rozhodily. ProtoZe,
kolikrat je hrana na dané céstolikrat bychom fcetli uvedenou konstantu a tim bychom vice
pritizili cestdm s ¥tSim pd&tem hran na Ukorgeh s mén hranami). Kupodivu existuje Sirokéida
pirehodnoceni hrangrafu G zachovavajici optimalnost cest (viz [kikré Ize provést vaseO(nm).
Nové ohodnoceni' musi sphovat nasledujici dvpodminky:

- pro kazdou dvojici usl u, v O U je nejkratSi cesta pro ohodnocenishodna s nejkratSi
cestou pro ohodnocewn.

- pro kazdou hranw( V) 00 H je ohodnoceniv'(u, v) nezaporné.

Zavedeme obecny #ipob ffehodnoceni hran, ktery z&uje splréni prvni z vySe uvedenych
podminek. Pro zjednoduSeni zapisu vijgeine symbolem d( v) vzdalenost uzl u av platnou i
ohodnoceni hramv a symbolem dY, v) vzdalenost fi ohodnoceniw'. Ohodnoceny budou ne jen
hrany, ale i vrcholy. fedpokladejme, Ze mam kazdy uzel ohodnocen hodnlatoy kterou je
libovolné reain&islo.

Nech’ je dan prosty orientovany graf G = <H, U> s ohamttom hrarw : H — R a ng&jme
libovolnou funkcih : U - R, ktera gitazuje kazdému uzlu grafu &jaké realné&islo. Pro kazdou
hranu @, v) O H nyni definujme:

w'(u, v) = w(u, v) + h(u) - h(v). (7.7)

A¢ je ohodnoceni utzlh jakékoliv, tak pro takto zvolen&ghodnoceni je spéma podminka
zachovani optimality cestilaz v [1]).

Nyni se zarime na to, jak zvolit funkch pouZzitou gi ptehodnoceni hran tak, abychom
doséahli splani druhé z vySe uvedenych podminek - nezaporndsidmoceni hrarw'. Johnson
formalré pavodni graf roz&il pifidanim nového uzlus, ktery napojil hranami ohodnocenymi
hodnotou nula na vSechny ostatni uzly grafidgme uzek an novych hran).

Neboli zadany graf G = <H, U> s ohodnocenim hvan H - R rozsfime na graf
G' = <H', U'> takto: fidame novy uze$, z nthoz vedeme orientované hrany do vsecli geafu G.
Plati tedy U'= UJ {s}, H' = H O {(s, u) : u O U}. VSem no¥ ptidanym hranam wfme ohodnoceni
w rovné nule.

V takto vytvadeném grafu nefite uzels leZzet na Zadné orientované é&espojujici dvoijici
uzli pavodniho grafu G. Uzet bude tedy pouze patenim uzlem nejkratSich cest vychazejicich z
ngj do vSech ul pavodniho grafu. Graf G' obsahuje navic cykly se mapow-délkou, prag kdyz
takové cykly obsahovalipodni graf G (podrob#jSi popis s obrazky v [6]).

Predpokladejme nyni, Ze graf G (a tedy ani G') negiycse zapornow-délkou. Protoze
jsou z uzlus dostupné vSechny ostatni uzly, jsou v grafu Gékm¥ definovany vzdalenosti g(u) a
jsou kongné. MaZzeme tedy poloZit j = d(s, u) pro vSechnau O U'. Pro libovolnou hranu
(u, v) O H' z trojuhelnikové nerovnosti ziskany vztahv)h€ h(u) + w(u, v), takze definujeme-li
ohodnocenw' podle vztahu (7.7), bude plait(u, v) = w(u, v) + h(u) - h(v) = 0.

Touto volbou funkceh (ohodnoceni zvoleno jako vzdalenogidpného uzlus) je tedy
zarureno splgni druhé z podminek uvedenych piefpodnoceni hran.

Nyni je jiZz mozné vyjatit Johnsoflv algoritmus. Jako podprogramy se &m pouzivaji
Bellmaniv-Fordiv algoritmus (viz kapitola 6.7) a Dijkstv algoritmus (viz kapitola 6.5). S ohledem
na tyto algoritmy pedpokladame, Ze vychozi graf G je zadan spojovprerentaci pomoci seznam
naslednik. Vysledkem algoritmu jsow-vzdalenosti uloZzené do mati€enebo signalizace vyskytu
cykla se zapornowv-délkou. Pro zjednoduSeni zapisu algoritnfedpokladame, Ze kazdy uzel je
identifikovan girozenymeislem z intervalu <1n>.
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Algoritmus 7.3 Johnsoriv algoritmus

JOHNSON(G)

1 rozSieni grafu G na graf G

2 if not BELLMAN-FORD(G'w,s)

3 then write ,graf obsahuje cyklus zaporné délky"
4 else forkazdy uzeu O U*

5 do h(u) : =d(s, u)

6 for kazdou hranuy, v) O H'

7 do w'(u,v) : =w(u, v) + h(u) - h(v)

8 for kazdy uzel O U

9 do DIJKSTRA(Gw',u)

10 for kazdy uzev O U

11 dod,,: =d'(u, v) +h(v) - h(u)
12 return D

Neboli giddme uzek, sp&teme vzdalenosti zijglaného uzlu ke vS8em ostatnimirml a na
zaklad téchto vzdalenosti ohodnotime uzly. Pomoci tohotodabeoeni pehodnotime hrany (na
zarkend nezaporné) a tZeme pouzitn-krat Dijkstriv algoritmus z kazdého uzlu. &@pym
piehodnocenim ziskame skéné vzdalenosti. V grafu mohou byt zappohodnocené hrany, proto
musime pouzit Bellmdiv-Fordiv algoritmus (ale jen jedenkrat) k vyia vzdalenosti od uzls.
Pokud narazime na zaporné cykly samotny Belimdfordiv algoritmus to detekuje a my ¢tani
miazZzeme ukoiit.

Pro ugeni asymptotickécasové sloZitosti Johnsonova algoritmu je rozhodujidrat
opakované provedeni Dijkstrova algoritmu, nébwm spotebujecasO(n? log n + nm), kdeZto jedno
provedeni Bellmanova-Fordova algoritmu ijettuje jenO(nm). Tento odhad ovSentqapoklada, ze
pro implementaci prioritni fronty v Dijkstr@valgoritmu se pouzilo Fibonacciho haldy. Pokud
pouZijeme jen ohl¥ejnou binarni haldu, dostavdme vyslednou slozitdmtinsonova algoritmu
O(nm log n), coz je ale stale proidké grafy asymptoticky rychlejSi nez FlaydwWarshaltiv
algoritmus se slozitos®(n®). Pro pamitovou sloZitost jsou rozhodujici naroky na uloZeritioe
vzdalenostD, kterégini O(n?).

7.4  Dynamické programovani

Hledani nejkratSich cest mezi vSemi dvojicemiajel typickym giklademoptimalizaéniho
problému, pro jehoZzieSeni je vhodné pouZit metodiynamického programovani Zakladni
mySlenka postupu je podobna jako u algotittypu "rozdl a panuj" - tedy rozloZit problém na
podproblémy, ty rekurzivhvyresit, a pak kombinovat dilieSeni do celkového vysledku.

Tento postup dava dobré vysledky, pokud jsou viiukaodproblémy navzajem nezavislé,
vede v3ak k extrémdnneefektivnim algoritiim, jestliZze se stejné podulohy opakuji vicekrét.
V algoritmech zaloZenych na principu dynamickéhmgpamovani se kazdy podprobléniedi pouze
jednou, pouzitelné diil vysledky nizSich arovni rozkladu problému se w@waji, a tak mohou byt
pozdji opakovar pouZity pro uéeniieSeni a vySSi Urovni rozkladu (vice o této probtarear [1]).

Jako jednoduchyijklad aplikace této mySlenkyie poslouZzit navrh algoritmu pro vyget
n-tého prvku Fibonacciho posloupnosti definovanémaym vztahem F= K, + K, pron > 1
s paatenimi hodnotami = 0 a k = 1. Pokud tuto udlohueSime rekurzivnim algoritmem
kopirujicim tvar definini rekurentni formule, dostanemeSeni s exponencialdasovou sloZzitosti.
Naproti tomu jednoduchy itetai algoritmus, ktery ve dvou pomocnych pgemych uchovava
posledni a fedposledni spiteny prvek posloupnosti a na jejich zakladéi prvek nasledujici, ma
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pouze linearnicasovou slozitost. Algoritmy dynamického programdvéraji &tSinou linearnici
kvadratickou partovou slozitost, nehlb diléi vysledky uchovavaji formou jedno<i
dvourozngrnych tabulek.

Navrh algoritnii zaloZenych na dynamickém programovani je obeoonzné rozdit do
nasledujicich krok

1. ukeni struktury optimalnihteSeni

2. vyjadreni hodnoty optimalnihteseni rekurzivé

Dynamické algoritmy pro problém hledani nejkratSidst mezi vSemi vrcholy udrzuji
informaci o nejkratSich cestacHfigavanim a ruSenim hran a aktualizaci jejich vayylikace lze
nalézt v mnoha oblastech, jako hagiopravni s#t, databazové systémy (kde udrzuji dalkové vztahy
mezi objekty), data flow analyza a kompilatory mfétovani dokumentu aguevsim si@rovani.

Uvedu dva hlavni dynamické algoritmy pro all-paskortest paths problénKingav
algoritmus [78] pro orientované grafy s ohodnocenim hran kadncelymi ¢isly mensimi nez C -
O(n*® V(C log n)), jehoz hlavni my3lenkou jecorat dynamicky nejkratsi cesty mezi vdemi pary
vrcholi az do vzdalenostl a frepaitavat delSi nejkratSi cesty ziskané z kazdé dkacs.

Druhym je algoritmusDemetresca a Italiana [40], pro nezaporné realné vahy hran
s O(n*° V(S log n)), kde S je piet rozdilnych hodnot vah. Je zaloZzen na lokalniefkratsich
cestach (LSP). Cestaje lokdlni nejkratSi cesta, jestlize kazda jejdgesta je nejkratSi cesta (
nemusi byt bezpodmite® nejkratSi cestou). Historicka nejkratSi cestagekterd byla nejkratSi
béhem sekvence aktualizaci a Zzadna jeji hrana neloylg doby aktualizovana. Lokélmistorick&
cesta je takova, je-li kazda jeji podcesta hickou nejkratSi cestou (LHP). Hlavni mysSlenkou je
dynamické udrzovani sady lokélhistorickych cest, které zahrnuji lokalni nejkratsty a nejkratsi
cesty jako speciélnitjpady. Snahou je zmenSitqmt historickych nejkratSich cesteba transformaci
aktualizace sekvence z&hu do ekvivalentni delSi. 8aem operace aktualizace se odstrani veskeré
udrzované cesty, které obsahuji aktualizovanou thranpak se spusti dynamicka modifikace
Dijkstrova algoritmu paraléthze v3ech ual v kazdém kroku. NejkratSi cesta s minimalni vajeu
vytaZzena z prioritni fronty a v kombinaci sstdjicimi historickymi nejkratSimi cestami ttio
noveé lokalni historické cesty. Prostorova sloZitgbritmu jeO(mn log n) v nejhorSimifipad (vice
ve zmiiovaném textu [40]).

Na tomto algoritmu je moZno zaloZit novy statick§aaitmus. Pdet lokalnich cest v grafu
v nejhorSim pipact az O(mn), v reélnych grafech je typicky jen jedna lokahejkratSi cesta mezi
néjakym parem uii, ktera je také nejkratSi cestou. Takto navrhnoikélhi nejkratSi cesty by mohly
byt vyuZzity pro statické algoritmy. Toto omezenstjehlavné v ramci teoretickych poznaitkvylepsil
Thorup naO(n*(log n + log(m/n)))

Predeviim z praktického vyznamu v experimentech dosdh lepSich vysledk nez
teoretické meze a viipad vicekolovéhoiazeni dle velikosti dokonce rychlejSi nez opakované
pocitani feSeni statickym algoritmem. VedlejSim efektem jerbeni nového statického algoritmu,
ktery v praxi podstathredukuje poet kontrolovanych hran attde byt na hustych grafech rychlejsi
nez Dijkstfiv algoritmus.

7.5 Fredmaniv algoritmus

Prvnim algoritmem mirh zrychlujici O(n®) — pi pouZiti Floydova-Warshallova algoritmu
[11] je algoritmus Fredmd@w (vice o ®m vautoro¥¢ textu [58]) WZici v case
o(n® (log log n}* / (log n)®). Je uéen pro nezapotnohodnocené orientované grafy. Fredman
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v [46] poprvé realizoval moznost subkubického atgau. Uvedl porovnani mezi sumou hranovych
vah postaujici proieSeni all-pairs shortest paths v &jna tohoto faktu vyuZil k fedzpracovani a
VvyVoji svého algoritmu, ktery pak trochu zjednodlaSkrychlil Takaoka (vice v [63]).

7.6  Spirdv algoritmus

V [77] Spira gedstavil svéeSeni problému hledani nejkratSich cest mezi vpényi vrchoi
na pedpokladu, Ze vahy hran v grafu jsou nezavisléridiste nahodné promné z libovolné
distribuce. Hlavnim vysledkem jeho préace je navizagoritmu s pimérnou dobouO(n? log? n).
Algoritmus je pro orientované grafy s nezapornyrélmgm ohodnocenim hran. Jedn& séitau
variantu Dijkstrova algoritmu, kde Spira zlep&lsn-krat spu&tného Dijkstrova algoritmu. Strategie
Spiry, Dijkstry i Dantziga je v podstastejna. Je specifikovany konkrétni ugeZ ntho vypateme
nejkratsi vzdalenosti do vSech ostatnichiyzhtranim podél cesty z konkrétniho uzlstoupajici
délky. ZlepSeni v @imérné dolkd b&hu Spirova algoritmu oproti Dijkstrovifps zakladni vzor
Dantziga je dano eliminaci nadb§teych dlouhych cest v grafu. Vyvarujeme se pragiaséami, které
smetuji do uzh, do kterych jiz zname vzdalenost z uglu

Mame nezapoghvazeny orientovany graf a chceme nalézt pro v3egidny vrchoh (i, j),
kde 1<i#] <nnejkratSi cestu zdoj. Vratime se nachvilku k Dijkstrovi.iBdstavme si, Zze nejkratSi
cesty z uzlus do vSech ostatnich uizhalezneme Dijkstrovym algoritmem. DalSim dewm uzlem
(v autoro¥ textu oznaen jako labeled) se stane nejbliz§i novy uzel qeikd) k jednomu z jiz
otewenych uzh nebo k uzlus. Toto vede na moznotizeni hran fed samotnym éhem algoritmu.
Spiniv algoritmus toho vyuZije a vyZaduje $eénou seznamovou reprezentaci sousednosti dle
rostouci ceny. Totdazeni Ize pro kompletni uzlovy graf udlat v ¢éaseO(n? log n). Hrany, které
maji stejné ohodnoceni budouaseny dle indexu koncovych vrcliolVyskytuji-li se rovnajici se
délky cest a hran, e to vést v jistych fjpadech do pomalé implementace. Toto je jedina
komplikace tohoto algoritmu. Nicmé&maSim cilem je nalézt vSechngn-1) nejkratsi cesty v grafu
v lepdimease neD(n’).

Spiniv algoritmus je docela podobmng-krat pouzitému Dantzigovu algoritmu. Hlavnim
rozdilem mezidmito dwma algoritmy je Spirovo 2éeréni slabého pravidla kandidatury a uviin
silného pravidla kandidatury, které vyZaduje, aldychni kandidati byli uzZiténi. Slabé pravidlo
kandidatury si vynuti to, aby veSkeré kandidatsi@ny C, t) byly takové, Ze wg, t) < w(c, u) pro
v3echny nové vrcholy. Hlavni motivaci tohoto slabého pravidla kandidgafe to, Ze by jsme mohli
redukovat ndkladné skenovani seznamu sousednotiyycazié zpomaluje Dantzigy algoritmus.
VSimréte si, Ze v Dantzigayalgoritmu musi byt sam vrcholvné mnoziny S (vice v [33]). Pro
identifikaci kazdého nésledujiciho kandidata s milhim ohodnocenim ¥(log n) by sada
kandidati méla byt implementovana jako datova struktura birteeg tournament. Oslabené pravidlo
kandidatury naznaje, Ze kandidat s minimalni vahou se jiZz rutrestane uZitayy. Vybereme
kandidata s minimalni cenou v flemu haldy. Pak expandujeme mnoZzZinu S, ta jako utZizgn
obsahuje vrcholy, do nichZz jiz zndme nejkratSi yceSpira uvedl cenu #Z8eného mnozZstvi
kandidat, ktefi musi byt prozkoumaniébhem kroku algoritmuezeméasu straveného skenovanim
seznamu sousednosti hledajice urieehrany.

Idea algoritmu je jednoduch&. Nejprveradime hrany dan seznami, kazdy pro hrany
vychéazejici z kazdého uzlu. To Ize&aseO(n” log n). Vybereme piteini uzels. Oznaime nejblizsi
uzel k uzlus. Rekréme, Ze je to uzdl Klasicky jako ve ¥tSin¢ predchozich algoritiinaktualizujeme
vzdalenost uzlu od pa&atkus (d[t] = d[s] + w(s, t)). NejkratSi hranu z uzltiporovhame s délkou
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nejkratSi dalSi zbyvajici hrany uzti MaZzeme nastalo ozt uzel indikovany timto porovnanim,
jestlize nastane to, Ze hrana vychazejici z tiblude kratsi.

Algoritmus 7.4 Spiriv algoritmus

SPIRA(G)

1 for s:=1tondo

2 S:=§

3 dg:=0

4 inicializuj mnozinu kandid&{(s, t)}, kde (s, t) je nejkratSi hrana vychazejicgz
5 while|S| < ndo

6 vybereme kandidatni hraesut( s nejmensi vahou

7 if t 0 Sthen

8 S =B {t}

9 dl:= d[c] + w(c, 1)

10 if |S| =nthen break

11 ifidej k sa@ kandidat nejkratSi hranu z uzlu

12 nahtd (c, t) v sad kandidat dalsi nejkratSi hranoucz

Predpokladejme, Ze mame vyjteny nejkratSi cesty k-1 uzlim. Bez ztraty obecnosti
fekneme, Ze jsou to uzly 2, 3,k.a maji nejkratSi cesty délky,DDs, .., D.. PovSimneme si také, Ze
D; = 0. Redpokladejme, Ze délka nejkratSi zbylé hrany z uziud(i, m) pro X i < k. Hledame
minimum (D(1,i) + D(i, m) kde K i < k) tekneme, Zze minimum je D(]) + d{, m). Otexeme
(v autoro¢ textu [77] to symbolizuje, Ze se uzel dostane @os labeled) uzein, jestlize nebyl
dosud otekeny. Je-lim oteweny, tak vezmeme dalsi hranu waseném seznamu hran z uZlu
D(j, m), pridame d(1,j)) + d§, m) a minimalizujeme sadu ziskanou z minulé sady awdnim
d[j] + d(, m) novou hodnotou. Jeln novy (unlabeled) ozréme jej, d(1,m) = d(1,j) + d, m).
Vypocitame d(1,j) + df, m) a d(1,m) + d(m, ), kde dfn, s) je minimalni hrana v seznamu hran
Z uzlu m. Dale minimalizujeme novou mnoZzZinu ziskanou smamad(l, ) + d[m] z predchozi
mnoziny a pidame tyto d¢ nové hodnoty. Identifikujeme U&ného minimalniho kandidata
v nejvyse R(log n) porovnanich pro mnoZinuloprvcich.

Dale provozujeme turnaje nezbytné k zisku vSectkrag§ich cest z uzlu 1 a potom
postupujeme stefns uzly 2, 3, ..., n. Celkovy pet turnaji je maly ve srovnani g@dchozim
algoritmem O(n*/ log n).

Formalré popiSeme zZstek Spirova algoritmu, vice Ize nalézt v [77]. NBG = <H, U> je
orientovany graf, U je mnozina uizé H = {dj : 1<i<n, 1<j # i < n} mnoZina nezapornych hran,
kde d je vzdalenost ugli aj. V pripac, Ze hrana neexistuje; & c. Kdyz algoritmus skati v Dj,
bude délka nejkratsi cesty z uzldo uzluj pro rf hodnot {; j).

Patet kroki pottrebnych algoritmu k nalezeni nejkratSi cesty mezamiSpary uzik v n
uzlovém grafu, kde hrany jsou nezavislé nahodnéngmaé vybrané z pra¥godobnostni fukce
realnych prorinnachx, takovychp(x) = 0 prox < 0, je< O(n’ log? n).

Spira udlal dulezZity pravaépodobnostni fedpoklad, nazvany nezavislost koncového bodu
tak, Ze kandidat s minimalni cenou ztrati na kazdeéaholu s rovnajici se pragpodobnosti. Celkové
oéekdvané mnozstvi v¢u kandidadh bude O(n log n) do té doby, neZz my vybereme vSechny
kandidaty alesppjednou. Kazdy vytr by nas staD(log n) pro odpovidajici stromovou manipulaci,
takZe celkové usili k tomu, aby jsmetegili problém nalezeni nejkratSich cest z vrchotlo sySech
ostatnich je gmgérné O(n lod’ n). A celkové Gsili k nalezeni nejkratsi cesty mé&emi pary vrcholu
je O(n* log” n).

Fredman v nogjSi verzi svého algoritmu roZsije SpirovoreSeni (vice v autorévextu [46])
ieSi problém hledani nejkratSich cest mezi v3emy parholi na orientovaném grafu s nezaporn
ohodnocenymi hranamidaseO(n? log n lod n), kde il N.
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Spira ve svém textu uvaZuje nad zavislostmi ohoenmiobrany v grafu. Z jeho vysleidlla
empirickych vysledk chovani Spirova algoritmuéiného pozgi jingymi vyzkumniky vyplyva
nasledujici. &koli ohodnoceni hrany @ize zaviset na uzlu ze kterého hrana vede, je ragana
uzlu, do kterého hrana siaije.

7.7  Chaniv algoritmus

Algoritmus s dobou #u O(n%log’n), vylepsujici veskeré znamé algoritmy pracujici
s hustymi real&a ohodnocenymi grafy bez pouZiti rychlého nasobeaianVice o tomto algoritmu
Ize nalézt v autoravtextu [24]. Donedavna mezi algoritmy s nejlepSuysledky seradil autofiv
piedchozi algoritmus ©(n®/ log n) (vice o Bm v [55]), zaloZeny na jednoduchém geometrickém
ptistupu nevyzadujici explicitni tabulkové vyhledéivaebo slovni triky alaniv algoritmus [60] se
slozitosti O((n*® log®* log n)/ log™ n), ktery pekvapiv prolomil O(n® / log n), vyuZivajici
sofistikované slovni triky (word-packing - realizmé vykry z tabulky).

Chariv algoritmus micha elementy ¥guchoziho autorova algoritmu [55] a Hanova
algoritmu [60] vyuZivajice jednodussi geometrickisfup s word-packing triky. Vysledné hodnoceni
se blizi k limitucistych kombinatorickych algorittna to z dvodu, Ze booleovsky maticovy problém
nasobeni je specialntipad problému hledani nejkratSich cest mezi viery pzii a nejrychlejsi
booleovsky algoritmus nasobeni matic znamy, ktespoléha na algebraické techniky (pouZitérnap
v Strassenay algoritmu), je stale klasicky algoritmus problénityi Rugi ze sedmdesatych let
s dobou Bhu O(n® / log” n). CoZ je nejrychlejsi znamysté kombinatoricky algoritmus préeseni
all-pairs shortest paths v neorientovanych grafech.

Otazka astava, zda obeenall-pairs shortest paths problém by mohl bg&en v opravdu
subkubickéméase O(n*%) pro specifickou konstantd>0, uZitim rychlého nasobeni matic (jako
Strassenovei Coppersmith-Winograd) jako podprogram.

Je znamé [56], Ze libovolny all-pairs shortest pgbhoblém s redlnym ohodnocenim hran
muze byt redukovany na problém giéni vzdalenosti dvou libovolnych realnych hodnatverec
matic nxn (znamy jako problém min-plus nasobeni matic, davajw matice A a B a jejich
vzdalenost je definovan jako mati€es c;:= indexk ,ktery minimalizujeay + by, redukce je dana
pies rekurzi a nezvySuje asymptotick@sovou sloZzitost.

V [55] sledujeme, Ze problém gitdni vzdalenosti pravouhlych matixd a dxn maze byt
vidéno jako geometricky rozsah problému hledanitgerbytieSeny vO(n®) az do rozmsrud ~ logn
pouZitim znamych technik vypetni geometrie.Vzdalenost dvou matien muZze byt vyeSen
v O((n? n) / d) =O(n*/ log n).

V nové verzi algoritmu [24] autor dava jiny geonmeky pohled na problém gé&ani
vzdalenostinxd a dxn matic a navrhuje nové&Seni pro roziry do d ~ log n/log log n. &oliv
hodnota d je okrajo¢ horSi nez fedchozi geometricky ifstup, pravouhla vzdalenost je
ve skuténosti vyp@itdna v subkvadratickériase (v pedchozim fstupu tento rys neni) a vede
k nejzazSimu zlepSeni pro problém hledani nejlalatést mezi vSemi pary vrcliol

Jak je mozné vypdst pravouhlou vzdalenost®n?) ¢ase, kdyz sama m& polozek?

Polozky této matice jsou malé celésla z intervalu 1 ad, a tak Ize sbalit vicenasobné
polozky v jedno slovow = word size (w =Q(log n)). Lze tak uloZit seznam integefi
v komprimované fora Matici C Ize ulozZit jako komprimovany seznam. Keely cas je
subkvadraticky pro malé.
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Prehled algoritma pro #eSeni all-pairs shortest paths:

Floyd—Warshall [43] 1962 on®)

Fredman [58] 1976 o(n®log** log n / lod” n)
Takaoka [63] 1992 O(n® log*?log n / log”? n)
Dobosiewicz [57] 1990 O(n®/ log“? n)

Han [59] 2004 O(n® log5/7 log n/ log5/7 n)
Takaoka [64] 2004 O(n® log2 log n/ log n)
Zwick [65] 2004 O(n® log*?log n / log n)
Chan [55] 2005 o(n®/ log n)

Han [60] 2006 o(n® log”* log n / log* n)
Chan [24] 2007 o(n® log® log n / log n)

Tabulka 7.1: Algoritmy hledajici nejkratSi cestyzineSemi pary uz

7.8 Dalsi algoritmy

Problém hledani nejkratSich cest mezi vS8emi pachol je nesporé jednim z nejvice
znamych probléiin v navrhu algoritm, ¢asto studovany, nicmérslozZitost problémuistava stale
oteena. Je azipkvapuijici, Ze klasické algoritmy pro hledani cesjgdnoho konkrétniho uzlu pro
realrt ohodnocené grafy (Dijkstv (kladre ohodnocené hrany) a BellmanFordiv algoritmus)
zastavaji nezlepSené a piddké grafy feSeni problému all-pairs shortest paths splikacemi
Dijkstrova algoritmu s pouzitim scaling metodik doke porazi metodiky celtselného maticové
nasobeni nebo RAM/integer-based techniky.

Saunders a Takaoka uvedli v [30] rAmec, defindjtmicept trigger u#l, jako zobec#ni
zpétnovazebnich vrchal Tyto vrcholy li graf do jedinéné kolekce acyklickych podgiaf
takovych Ze jsou ovladanynito trigger vrcholy. Tento rdmec poskytuje algmitn hledajicim
nejkratsi cesty mezi v&emi dvojicemi wzlasovou slozitosO(mn + nr?), kder je paset takovych
trigger vrchol, nebo-li Siroky okruh acyklickych struktur uvhigrafu. Je-lir malé, pak je graf
povazovan za téen acyklicky.

Bloniarz [73] poskytl algoritmus s doboushu O(n® log n log n). Frieze a Grimmet [61]
O(n? log n), ale je vhodny jen pro ndhodné grafy.

RychlejSi algoritmy existuji pro speciélniipady all-pairs shortest paths problému pro
instance, kdy je graf neohodnoceny nebo rovinny. [P rekteré problémy hledani nejkratSich cest
se zatim d& obtiZnnajit efektivni algoritmy pro orientované grafitinco pro neorientované byly
vyreSené optimath Takovym problémem je &ovani k-nejkratSich cest mezi pary uzlDany
orientovany graf G s nezapornymi hranami, kladn§isiem k, dva uzlys at - cilem je najit
k-nejkratSich cest sazenych dle jejich délky. Neni-li Gloha omezenaaogklické spojeni, tak zname
pro orientovany i neorientovany grafgoritmus Eppsteiniav [29]. NejlepSi algoritmus pro paani
k-nejkratSich cest j&eniv algoritmus [26, 27] se sloZitostO(kn(m + n log 1)) - bylo sice gkolik
pokusi o zlep3Seni, ale zatim be&t$ich uspcha.

Pro specialni fipady grafi ohodnocenych omezenou mnoZinou celgédel I|ze pouzit
algoritmy Alona-Galila-Margalita [62] a Seidela [76] vyuZivajici nasobeni matic k nalezeni
vzdalenosti mezi vSemi pary vrchalelmi rychle.

Lze vyuzit paralélniho zpracovani, kdy vlakna intggme pomoci mezivysledk
Z jednotlivych vidken, k tomu aby redukovala prdganou jinym viaknem.

Algoritmus skrytych cest [72] objevuje skryté struktury "nejkratSich cegtafu pomoci
ofezavani vzdalenych zbyteych hran. Poznamenejme, Ze algoritmus ak&ukbnstruuje kazdou

,,,,,
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konstrukci cesty. Je to jednoducha modifikace dtigor konstruovani cest ve foentypicky uzivané
Dijkstrovym algoritmem. Slozitost zavisi na implemeci haldy - uZitim standardni haldy
O(mn log n), Fibonacciho haldy O(mnf+iog n). Algoritmus skrytych cest vyzaduje grafy
s nezipornym ohodnocenim hran, nicénénpiipact celatiselného ohodnoceni hran za pomoci
néjakého scaling algoritmu (Gabow-Tarjan [75] a Gedij38]) transformuje vahovou funkci
do nezaporné vahové funkce, indukujici strulktustejné nejkratSi cesty v grafu. Budemédsit
nejkratSi cesty na takovém grafu, rigjd pouZijeme jeden 2Zc¢hto algoritnéi na vytvdaeni kladi
ohodnocenych hran a pak aplikujeme algoritmus gkhytest.

7.9 Porovnani algoritmi pro FeSeni nejkratSi

cesty mezi vSemi uzly

Mezi zakladnimi metodami v této kapitole figurujeloydiv-Warshalv algoritmus.

Z nowjSich a efektivayjSich algoritnii si naimplementujeme Spir algoritmus a jelikoZz je tento
vylepSenimn-krat provedeného Dantzigova algoritmu, tak proeskpentalni porovnani vyuzijeme
i implementaci Dantzigova algoritmu pro all-pait®gest paths problem.

Experimenty provedeny na stejnéméppali jako v predchozich experimentech s algoritmy
pro hledani nejkratSich cest z jednoho konkrétnibo do vSech ostatnich. Vysledky byly ré&in
oweteny na Skolnim linux serveru Merlin.

Implementace pouZivaji seznamovou reprezentaciegowosti vstupniho grafu (seznam
ohodnocenych hran), jen pro FldwdWarshaliiv algoritmus je vyuZita maticova reprezentace
sousednosti. Experimentujeme &olika reprezentacemi grafu se zvysSujicim sétgm n vrcholi.

V praxi maji problémytasto specifickou strukturu, proto némime jen pd&et vrcholi vstupniho
grafu, ale i rozrér paitu hran. Generovany jsoi rtzné typy grafu s ohledem nadged hran fn).
VSechny reprezentace maji minimalnvrcholu 1 dosazitelné vSechny uzly grafu. Drukitastnosti
v3ech reprezentaci je acykibst. A posledni vlastnosti je kladné ohodnocengchs hran.

V experimentech tedy nenastane situace, kdy by @safihoval cyklus nebo zap&rohodnocenou
hranu (nebo vétSina zvolenych algoritihse se zapornym ohodnocenim nevyrovna). Snahoy bylo
aby jednotlivé implementaceiznych algoritnd byly délané jednott, aby bylo moZné porovnat
smyslupl® dobu khu. V nésledujici tabulce jsou vysledky experinienname dobu &u
implementace v sekundach (uZivatelstgs procesoru bez vstupnich a vystupnich operaoci) pr
jednotlivé vstupni reprezentace grafu. Pro ziskmne€nich dat provadime 5 az 8Hfi implementaci
na stejnych vygenerovanych reprezentacich graéué gak pimérujeme pétem kEhi.

V grafu 7.1 ukazujeme zavislost dobshin implementace Spirova algoritmu na parametrech
reprezentace grafu. Oproti stejnému porovnani uementace Dantzigova algoritmu ¥epichozi
kapitole je vidt jasné vylepSeni. Pokud bychoméladi graf zavilosti pron-krat provedeny
Dantzigiv algoritmus dostaneme podobné vysledky jako uugBad. Ri vybéru vhodnych kandidét
jiz neprochazime v8echny hrany, coz se projevivystednéntase. Z experimefitse nam potvrdil
vstupni pedpoklad, a to, Ze Siiv algoritmus vylepSuje dobwbu n-krat provedeného Dantzigova
algoritmu.
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Vysledky experimenti s implementacemi algoritma:

Floydav-Warshaliiv alg. | n-krat Dantzigv alg. Spifiv alg.

n fidky | husty | Uplny | tidky | husty | Uplny fidky | husty| Uplny
100 0,01]| 0,01 0,02 0,03| 0,1 0,1 0,02 0,03 0,04
200 0,09 | 0,09 0,09 0,17 0,39 1,03 0,0p 0O, 0,25
300 0,31| 0,32 0,3 0,47| 2,27 3,47 028 0,6 0,68
400 0,71 | 0,79 0,79 0,99 9,05 20,59 0,4 1,21 1,22
500 1,19 | 1,26 1,24 1,47 39,54 68,35 0,6p 187 1,56
600 2,07 | 2,06 2,04 2,23 89,1y 132,3 0,88 185 28
700 2,85| 2,89 2,88 2,95 163,6244,38 1,13 | 2,91| 4,28
800 3,72 | 4,04 4,2 3,98| 310,6993,69 1,45 | 3,65| 6,28
900 549 | 5,58 5,87 5 508,84 1,68 | 525 | 6,93
1000 | 7,01| 6,92 7,04 6,79 - - 1,85 7,77 10,82

Tabulka 7.1: Dobadhu jednotlivych implementaci algorithv zavislosti na typu grafu

12

10 ~

—fidky
6 — husty
aplny

1000 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Graf 7.1: Doba &hu implementace Spirova algoritmu v zavislostiygutgrafu

V grafech 7.2 a 7.3 si vSimame dobyhb implementaci vidkych respektive hustych
reprezentaci grafu. Neni pro ndgkvapeni, Ze u nastajiciho pétu hran ve vstupnim grafu roste
i doba hu implementace-krat provedeného Dantzigova algoritmu.

Podivame se na experimentalni vysledky implementdogdova-Warshallova algoritmu.
Pokud bychom udali graf zavislosti doby &hu implementace na p hran vstupniho grafu asi
bychom Z&adné zavislosti nenasli. Je to dano tinpraeujeme s maticovou reprezentaci, kde jsou
uvedeny vSechny hrany bez ohledu na to, zda eixigtbp ne.
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Graf 7.2: Porovnani dobyhu implementaci vidkych grafech
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Graf 7.3: Porovnani dobyhu implementaci v hustych grafech

Co se tyka pasrové nargnosti implementace Floydova-Warshallova algoritmacpjeme
s maticinxn tj. O(rf). U implementace Dantzigova algoritmu sice vyt sO(n+m), nicmés pied
kazdym zn bé¢ht musime datové struktury updatovat. Implementade@p algoritmu vyZaduje pro
kazdy uzel seazenou mnozinu hran zjnvystupujicich. Musime pitat s nejhorSimifjpadem, kdy
z kazdého uzlu fize vésin-1 hran tzn. narmnost jeO(n?).
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V implementaci Floydova-Warshallova algoritmu vyétae s jednou matici velikostixn
implementovanou pomoci dynamického pole obsahwjicthprvki. Navic vyp@itavame matici
piedchidci pomoci druhého pole. Pro implementasirat bihu Dantzigova algoritmu vyuZijeme
v3e z implementace Dantzigova algoritmu a s men§idatem ukazatélna kandidaty zopakujeme
pro kazdy uzel. Implementace Spirova algoritmugzena na rozdeni hran vstupniho grafu do
seznan, kazdy pro hrany vychazejiciho z jednotlivého uzuvyuziti binarni haldy pro rychly
vybér minimalniho kandidata.

Spravnost implementaci algoritntovreZz owifena na zaklad porovnani jejich vystupnich
dat. Ty Ize nalézt spolu se zdrojovymi kddy tidogeném médiu.
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8 Zaveér

Cilem préace bylo studium existujicich a reSerS@owjSich a nejefektivéjSich metod pro
nalezeni nejkratSich cest v grafu. Ukazalo se, rdbl@m nejkratSich cest byl jiz dlouhdadu let
studovan a rozhodrse v dnesni débvyvoj novych a efektivijSich metod nezastavil. Kazdy rok se
objevi rekolik novych feSeni, které sice nepatrmebo jen pro wité druhy problém zlepSuji
dosavadni principy, nicménpoznatky a mysSlenky z nich mohou pomoci k dalSinhepSovani.
Z tohoto divodu nebylo mozné z hlediska velkého rozsahu nasatdupl vSechny existujici
metody. Zan¥til jsem se proto hlavhna ty principy, které #i vétSi prinos v efektivig nebo pinesly
néjaké nové myslenky pro nasledny vyvoj novych algodi Velkd wtSina no¥jSich metod, které
autdi zverejiuji ve svych pracich, se vyskytuje jen v anglickg@xyce a bylo by Skoda se s nimi
neseznamit.

Aby tato prace nebyla jen teoretickyrbepledem, tak po domlgvs vedoucim prace bylo
vybrano Sest existujicich metod, které byly implatogany vjazyce C. Nasledn byly
experimentalsy porovndny mezi sebou dleckolika kritérii. Experimenty krog o¢ekavanych
vysledki z teoretickych poznatkpiinesly i zajimavé skutmosti. Redevsim odhalily évod pra se
na Dantzigv algoritmus opomenulo a masénse z&al praktikovat Dijkstév algoritmus i pes to,
Ze se v principu moc neodliSuji a bylyepstaveny v téuit stejny rok. Vysledkem fekvapila
i implementace Spirova algoritmu. Nejital jsem v porovnani s-krat opakovanym Dantzigovym
algoritmem takové zlepSeni dobghi.

Co se tye dalSiho mozného ro¥8hi prace je ¢kolik moznych smirt pokratovani. Vyvoj
algoritmi pro hledani nejkratSich cest neustale pakma s¥tlo swta spaiuji jeS€ efektivrgjsi
metody, neZ jsou uvedeny v této praci. Hiwnoblasti problému nejkratSich cest mezi vSemy par
uzli je hlavni vyzkum veden pro model RAM, kde praitdr problémy dosahujeSeni linearniho
¢asu. DalSi oblasti je dynamické programovani. Atgor v této oblasti byly v praci uvedeny jen
v kratkém vy¢tu a hlouksji nebyly studovany. Roz&ni je vhodné i v oblasti experiméntlisg by
bylo prinosné implementovat a porovnat vice ngalgoritmy z kazdé skupiny. Zajimavé by bylo
i experimentalni porovnanitiznych implementaci prioritni fronty v Dijkstrévalgoritmu nebo
porovnat fizné heuristické vylepSeni Bellmanova-Fordova atguri
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