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Abstrakt

Tato prace predstavuje Bayesovskou neuronovou sit na zakladé modelu Occamovy britvy.
Prvni ¢ast prace shrnuje zakladni poznatky o neuronovych sitich a Bayesovo pravidlo. Je
vysvétlen princip Occamova ostii a detaily Bayesovské neuronové sité. Rovnéz je predstaven
realny priklad pouziti k predikci sesuvu pudy. V druhé ¢asti prace je predstaveno, jak
vytvorit Bayesovskou neuronovou sit v jazyce Python. Je ukazan demonstrac¢ni program,
ktery na experimentélnich datech ukazuje vlastnosti Bayesovskych neuronovych siti.

Abstract

This paper introduces Bayesian neural network based on Occams razor. Basic knowledge
about neural networks and Bayes rule is summarized in the first part of this paper. Principles
of Occams razor and Bayesian neural network are explained. A real case of use is introduced
(about predicting landslide). The second part of this paper introduces how to construct
Bayesian neural network in Python. Such an application is shown. Typical behaviour of
Bayesian neural networks is demonstrated using example data.
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Kapitola 1

Uvod

Tato diplomova prace na téma Bayesovskych a neuronovych siti se zabyva propojenim
téchto dvou svétl. Na jedné strané stoji umeélé neuronové sité, které reprezentuji model
pripominajici ¢ernou skiinku. Vybranym neuroniim je ptiloZzen vstup. Neurony v siti poté
provadi vhodné operace a ze sité se vrati vysledek.

Oproti tomu Bayesovské pravdépodobnost stoji na znamych pravdépodobnostech a za-
vislostech mezi daty, které pracuji s neurcitosti. Vime presné, co déldme. Vime piesné, proc
to délame. Jen je nutné pocitat s neurcitosti vstupt i vystupti. To je znacny rozdil oproti
neuronové siti, ve které nemusime chapat, proc¢ sit déla to, co déla. To nastavé diky pritom-
nosti parametri uvnitt sité, jako jsou napriklad vahy, které se béznému uzivateli nejspise
jevi jako magické konstanty. Vysledek sité je samozrejmé jednoznacny. Opét rozdil vuci
Bayesovu pristupu.

Presto je mozné tyto dva svéty propojit. Uvnitt prace je rozebrana Bayesovska neuro-
nova sit (BNN). Tato sit je v zakladu umélou neuronovou siti (NN), ale priddva neurcitost
k parametrum sité. Misto vahy v siti mame pravdépodobnostni rozdéleni vah. Misto vystupu
mame pravdépodobnostné rozlozeny vystup. Misto magické ¢innosti sité vzniklé nékterym
z ucicich algoritmii mame Bayesovskou inferenci pracujici na principu — ¢im jednodussi, tim
lepsi.

Prace je rozdélena do kapitol. V kapitole Neuronové siteé shrnuji poznatky o klasickém
pristupu k neuronovym sitim. Popsana je topologie, uceni i pouziti sité. Poté nésleduje
podkapitola o preuceni. Zminéni této nevyhody sité je dulezité, nebot pravé Bayesova (popft.
Bayesovska, uzivaji se oba terminy) neuronova sit tento problém do zna¢né miry fesi.

Dalsi kapitola s ndzvem Vybrané pojmy z neurcitosti strucné predstavuje nékolik za-
kladnich pojmu z této oblasti, které prace potiebuje. Zejména se vénuje Bayesovu pravidlu
a entropii.
kapitole bude rozveden muj predchozi vyrok — ¢im jednodussi, tim lepsi. Bude ukézano, ze
jednodussi modely jsou pravdépodobnéji spravnéjsi nez ty slozité. Jednoduchy model je
vhodny pro neuronovou sit. Pravdépodobnosti ziskame Bayesovym vzorcem. Tim vznika
propojeni mezi svétem neurcitosti a svétem neuronovych siti.

Nasleduje kapitola Bayesovské neuronové sité. V této kapitole popisuji, jak sit obecné
funguje, véetné jejiho matematického modelu. Je ukadzana navaznost na Occamovu britvu
i priklad ndvrhu nékterych implementaci. Predstavena je implementace podle Neala [11]
a metoda zalozena na Kullback-Leiblerové divergenci.



Kapitola VyuZziti sité predstavuje skutecny nedavny priklad z Vietnamu, kde klasifikator
pro urceni nachylnosti oblasti k sesuvu piudy podaval lepsi vysledky, kdyz byl implementovan
jako Bayesovskd neuronova sit.

V kapitole Demonstrace BNN popisuji vytvoreni demonstra¢niho programu, ktery je
schopen fesit zadané regresni tlohy. Resit umi pomoci standardni umélé neuronové sité
i pomoci Bayesovské neuronové sité. Rovnéz jsou predstaveny nastroje, které byly k vytvo-
feni programu pouzity.

Experimenty s timto programem a jejich interpretace je v kapitole Exzperimenty s BNN.
Popisem vysledki téchto experimentu a shrnuti klada i zapori BNN se zabyva kapitola
Zhodnoceni BNN. Nasleduje uz jen kapitola Zdvér, ktera stru¢né shrnuje dosazené vysledky
a nabizi témata pro budouci vyzkum.

Po precteni prace by mél ¢tenar pochopit, co je to Bayesovskd neuronova sit a v ¢em se
lisi od obvyklé umélé neuronové sité. Ctenaf porozumi, na jakych hypotézach tento piistup
stoji a informativné bude chapat matematiku, na které jsou Bayesovské neuronové sité
zalozeny. Ctenaf bude schopen vytvofit vlastni sité v jazyce Python a bude védét, co od
téchto siti miize ocekavat.



Kapitola 2

Neuronové sité

Pokud chceme pochopit ¢innost Bayesovy neuronové sité, je zapotiebi chapat samotnou
neuronovou sit. Neuronova sif je model strojového uceni zalozeny na jeho biologické pred-
loze. Mezi vyhody tohoto modelu patri zejména jeho schopnost najit souvislosti mezi daty,
o kterych nemédme tplnou informaci. Jelikoz vyhody Bayesovy sité budou spocivat zejména
v tlohach regrese a klasifikace zalozené na modelu MLP (Multilayer perceptron) uéeného
pomoci algoritmu backpropagation, zamérim se na tento konkrétni model.

Celkovy model se skladé z pospojovanych komponent zvanych neurony. Pro tcely klasi-
fikace ¢i regrese je potfeba mit data, jejichz vystupni hodnota je znama. U klasifikace jsou
dostupné vzorky dat, o kterych vime, kterou tridu kazdy z nich reprezentuje. Pro ucely
regrese obvykle data zna¢i namérené hodnoty funkce, kterou se snazime moelem ziskat.
Tato data se rozdéli na tii skupiny [11].

Prvni skupinou jsou trénovaci data. Trénovaci data se pouziji k nastaveni fidicich pa-
rametru sité (vahy, biasy, viz. déle) tak, aby model data reprezentoval co nejlépe. Druhou
skupinou dat jsou data validac¢ni. Ta se pouzivaji k testovani samotného modelu sité, jeho
neménnych parametrt (angl. hyperparameters), jako je napriklad koeficient uceni ¢i po-
¢et neurontl v jednotlivych vrstvach. Jinymi slovy, valida¢ni data se pouzivaji k porovnani
vice modeli s odlisné nastavenymi hyperparametry. Posledni skupinou jsou data testovaci,
ktera jiz naucenou sit podrobuji testu, jestli je schopna spravné zaradit vzorek do jeho tridy
u klasifikace a odvodit spravnou spojitou hodnotu v tloze na regresi.

V nésledujicich podkapitolach bude model neuronové sité rozebran podrobnéji.

2.1 Neuron

Neuron je zakladni stavebni jednotka neuronové sité. S okolni siti komunikuje pomoci svych
vstupl zp...x, a svého jediného vystupu y. Spoje mezi neurony, po kterych se prenasi
vystupni informace jednoho neuronu jako vstupni informace dalsiho neuronu, jsou parame-
trizovany vahami w — pravé tyto vahy jsou ridici parametry modelu, které se béhem uceni
budou ménit. Ulohou neuronu je transformovat své vstupy na vystup. K tomu vyuzivé dvou
funkci.

Prvni funkce se nazyva bazovou funkci. Jejim tkolem je zpracovat vSechny vstupy na
jedinou hodnotu w. V pripadé sité backpropagation se vyuziva linearni bazové funkce:

n

u:9+21‘i-w1

=1



Hodnoty z jsou vstupy neuronu (kterych je celkové n), ndsobené piislusnymi vahami w
a nasledné pri¢teni konstanty 6 (angl. Bias). Bias slouzi jako prvotni posun funkce a slouzi
jako pomocné konstanta pro rychlejsi uceni (je-li alespon ¢asteéné znadm feseny problém
a pomoci heuristik predpfipravit neuron na ocekavané ¢islo). Pokud zadné heuristiky nejsou
pouzity, je standardnim pristupem zvolit bias jako dostatecné malé ¢islo — generované napt.
z normalniho rozdéleni.

Hodnota u bude pomoci druhé funkce transformovana na vystup. Této funkci rikdme
aktivacni funkce. Pro model backpropagation se ¢asto vyuziva funkce zalozend na sigmoidé
(obr. 2.1) ve tvaru:

Obrazek 2.1: Sigmoida

Dalsi z moznych aktivacnich funkci je funkce zalozend na hyperbolickém tangentu (obr.
2.2):

e2v — 1

Odvozeni vzniklo obdobné jako u tangentu — jen misto sin a cos je uzit sinh a cosh:

sinh u B (eu — e_“)/z
coshu (e +ev)/%
G (1)
el-et + 1 (€2u+ 1)/}(

ev ev

y = tanh(u)= = (2.3)
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Obréazek 2.2: Hyperbolicky tangens

Volba spravné aktivacni funkce, pripadné jeji modifikace (napr. posunu v osach), vzhle-
dem k Tesené tloze, je dilezitym bodem vyvoje sité a muze znatelné ovlivnit rychlost i kva-
litu uceni [9]. V poslednich letech se stava ¢im dél vice oblibenou usmeérnovaci aktivacéni
funkce (angl. rectifier), zejména velmi jednoduchd varianta zvand ReLU (Rectified linear
unit, obr. 2.3).

U pro u >0

y = maz(0,z) = {

0 pro ostatni pripady

-10 -5 5 10

Obréazek 2.3: Usmérnovaci funkce — ReLU



Pro usmérnovaci funkei existuji i dalsi varianty, napt. funkce zvand SoftPlus (obr. 2.4),
ktera je spojita, a oproti ReLU ma derivaci i v bodé nula.

y=In(1+e") (2.5)

L L L
-10 -5 5 10

Obrazek 2.4: Usmérnovaci funkce — SoftPlus

Abych predvedl, Zze na spravné volbé aktiva¢ni funkce skutecné zalezi, ukazi regresni
ulohu ucéenou stejné dlouho na stejné topologii, jen s jinou aktiva¢ni funkci. Lze vidét, ze
aktivacni funkce hyperbolického tangentu (obr. 2.5) pro tuto regresni tilohu podava znaéné
horsi vysledky néz funkce SoftPlus (obr. 2.6)

Stav NN na konci uc¢eni

30 : :
[ |
= ® trénovaci data - (x, y)
20l| = predikovany vystup
[ ]
10} .

2
=1 [ ]
& o
>
>
E [ ]
g -10f
=]
[=]
ey

-20+}

[ ]
-30f -
[ ]
-40 .
—6 -4 -2 0 2 4 6

Hodnota vstupu

Obréazek 2.5: Ukazka nevhodné aktivacni funkce - tanh



Stav NN na konci uc¢enf

50

= = trénovaci data - (x, y)
— predikovany vystup

=50}

Hodnota vystupu

=100

7150 L L L L L
_6 -4 -2 0 2 4 6
Hodnota vstupu

Obréazek 2.6: Ukazka vhodné aktiva¢ni funkce - softplus

Poznatky o neuronu v siti MLP (u¢ené napt. metodou backpropagation) lze shrnout na
nésledujicim obrazku 2.7.

Bias
0
1 o— W1

\ /T\ Vystup

Vstupy < 220 - W2 ~@ *@ - Y

) . Aktivacni
Bazova
funkce

€3 wa funkce

Vahy

Obrazek 2.7: Neuron

2.2 Sit a jeji fungovani
Neurony v siti jsou usporadany do vrstev v tzv. dopredné siti. Doprednd sif se vyznacuje
vSemi nasledujicimi body:

Neurony jsou organizovany do vrstev, pficemz neurony stejné vrstvy mezi sebou ne-

maji zadné spoje.

Spoje mezi neurony jsou topologicky orientovany jen v jednom sméru.

e Spoje jsou pouze mezi neurony sousednich vrstev.

Sit mad maximalni mozné mnozstvi spoji.
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Prvni vrstvu nékdy nazyvame vstupni vrstvou, nebot vstupy neuront v prvni vrstvé odpo-
vidaji zakdédované vstupni informaci. Posledni vrstvu nazyvame vgstupni vrstvou. Vystupy
neuront z této vrstvy reprezentuji zakodovanou informaci o vystupu sité. Vrstvy od prvni do
predposledni nazyvame skryté vrstvy, které transformuji vystupy neuronti predchozi vrstvy
na vstup pro neurony néasledujici vrstvy.

Je obvyklé, Ze vSechny neurony v siti maji stejnou bazovou funkci. Oprati tomu se ¢asto
stava, ze aktiva¢ni funkce se lisi u neuronu vystupni vrstvy a ostatnich vrstev. Existuji
pripady, kdy se jako vystup (napf. u regrese) bere primo hodnota vznikla z bazové funkce,
tj. ¥y = u.

Vstupni Skryté Vystupni
vrstva vrstva vrstva
Vstup 1 —

Vstup 2 — Q\QH Vystup

Vstup 3 — /

@,

Obrazek 2.8: Neuronova dopredné sit

Béhem tvorby sité je potieba najit vhodné mnozstvi skrytych vrstev a do nich umistit
vhodné mnozstvi neuronu tak, aby sit byla schopna dostatecné dobie reprezentovat data
z trénovaci mnoziny. Sit mé vzdy jednu vystupni vrstvu a alespon jednu vrstvu pred ni.
Pokud by sit mélo jej jednu vrstvu, byla by schopna fesit pouze trividlni linedrné separo-
vatelné problémy. To jsou problémy, které lze vyresit jedinou pfimkou v prostoru — napt.
u binarni klasifikace by vSichni reprezentanti prvni tiidy musely lezet v jedné poloroviné
a reprezentanti druhé tridy v druhé poloroviné roviny rozdélené danou primkou.

Uceni sité spociva ve snaze minimalizovat chybu na trénovacich datech. Vezméme si
klasifika¢ni dlohu. Mame zaradit vzorky do prislusnych t¥id. To se v klasickém podani déla
tak, ze do vystupni vrstvy umistime tolik neuroni, do kolika tiid chceme klasifikovat. Sit
funguje tak, Zze po prilozeni vstupu na vstupni vrstvu si pockdme na vysledek vystupni
vrstvy. Vstup bude klasifikovan do té t¥idy, jejiz reprezentant (neuron) nabyva extrému ve
své hodnoté vystupu.

Snahou je, aby vstupni data byla spravné klasifikovina namapovanim na patfi¢né re-
prezentanty vystupni vrstvy. To sif déld pomoci zmén svych vah. Otestujeme vzorek a na
zakladé informace, jak testovani dopadlo zpétné ménime vahy predchézejicich vrstev. Cilem
je, jak jiz bylo zminéno, minimalizovat pocet chybné zarazenych vzorku, tj. vyraz

n

Eq = ; > (i —t:)? (2.6)

=1

mé byt minimalni. Cislo n je pocet trénovacich vzorki. Hodnota t je tiida, do které
vzorek patii. Siti odvozend tfida je oznacena jako y (vysledek klasifikace). Toto samo-
ziejmé neni jediny mozny pristup. Vyraz, ktery chceme minimalizovat, miizeme volit dle
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typu tlohy. U regresni dlohy je obvykle volena minimalizace stfedni kvadratické odchylky
vystupu sité vuci ocekavané hodnoté, coz je zobecnéni rovnice 2.6. Hodnota y zde znaci
predikovanou hodnotu a ¢ je ocekavand hodnota (hodnota zde neni diskrétni reprezentant
tfidy, ale hodnota z obecné funkce). Pravé zptsob uceni bude zasadni odlisnosti Bayesovych
neuronovych siti.

2.3 Preudeni sité

Problémem popsanych umélych neuronovych siti je jev zvany preuceni (angl. overfitting).
Tento jev zpusobuje, ze sit se nauci trénovaci mnozinu prilis tésné a Spatné zobecnuje.
Podivejme se na obrazek z prace [10], ktery problematiku ndzorné ilustruje.

- .
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W Ny
Vs ’ R
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{ o T
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i ! ™ (e}
f ‘. f ! : Model Control Parameters
f + 13
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& ] f__. - .
»
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a 4! 4 '}
! L

I } | - Model Control Parameters

Obrazek 2.9: Ilustrace preuceni - prevzato z [11]

Na obrézku je znazornéna uloha neuronové sité pro regresi — ¢ast (a) az (c). Z jedné
vstupni hodnoty (na vodorovné ose) se sit snazi predpoveédét jednu vystupni hodnotu (na
svislé ose). Body v prostoru zndzornuji data trénovaci mnoziny. Ktivka znazornuje chovani
sité, presnéji jeji vystup vzhledem ke vstupu.

V ¢asti (a) lze pozorovat situaci, kdy je sit v pocateéni fazi uceni a zatim nereflektuje
trénovaci vzorky dostateéné presné. Po néjaké dobé uceni, kdy sif minimalizuje stfedni
kvadratickou odchylku, se dostaneme do stavu (b). V tomto stavu je sit jiz mnohem lépe
naucend. Nicméné stile pozorujeme body, kterymi kiivka neprochézi,a proto nechdme sit
ucit déle. Dostdvame se do stavu (c). Lze vidét, ze kiivka sité relativné presné interpoluje
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body. Problémem je zbyly tvar kifivky. Budeme vérit hypotéze, ze mezi tfetim a Ctvrtym
bodem je nahly vzestup a pad kfivky? V kapitole o Occamové britvé ukazi, ze hypotéza (c)
je s velmi vysokou pravdépodobnosti chybna.

Doslo k preuceni sité. Pokud se budeme snazit sit naucit trénovaci vzorky zcela bez-
chybné — funkci pro chybu minimalizujeme témér na 0 — pak tim velmi pravdépodobné
zhorsime schopnosti sité zobecnovat zadany problém [14]. To se projevi na velkém poctu
chybné zarazenych vzorku z testovaci mnoziny. Podotknu, Ze zarazeni testovacich vzorku
do mnoziny trénovacich vzorkiu by problém nevyftesilo. Sif by se preucila interpolaci pres
vice bodu a podezrelé chovani kiivky by nezmizelo. Pokud bychom chtéli, aby se sit vzdy
s jistotou naucila presné, potirebovali bychom nekoneé¢né mnoho vzorkua. Pak nejspise mame
analytické Teseni problému, které vzorky generuje, a sif neni viibec potieba.

Vidime, ze stav (b) je kvalitnéjsi nez stav (c). Je potieba ve vhodném okamziku zastavit
uceni. V ¢asti (d) je zndzornéno, ze vhodny okamzik by byl, kdyz je soucet chyby trénovacich
dat a chyby testovacich dat minimalni. Problémem ovsem je, jak takové misto najit, a jak
nastavit hyperparametry sité tak, aby se chyba minimalizovala. Cast obrazku (e) mirné
predbihd k Bayesovskému piistupu k neuronovym sitim. Pro dany model (definovany svymi
fidicimi parametry a hyperparametry) ukazuje, kdy je hypotéza sité nejpravdépodobnéjsi.
Jelikoz jsou ¢asti (d) a (e) vhodné umistény nad sebou, mizeme pozorovat, ze maximum
se nachéazi pod mistem, kde jsou chyby minimélni. Tam uceni pro zvolené parametry kon¢i.
Néasledné muzeme zkusit jiné hyperparametry. Vice o feSeni tohoto problému v kapitole
Bayesovské neuronové sité. Vice o tom, pro¢ je uzita logaritmicka funkce, bude objasnéno
v kapitolce o entropii.

Ukazuje se, ze sit mé tendenci se preucit, pokud nastane alespon jedno z nésledujicich:

e Uceni probiha prilis dlouho a sit se preuci na datech.

e Neni dostatecny pocet trénovacich vzorku a sit neni schopna odhalit spravné zavislosti
mezi daty.

e Jsou chybné nastaveny hyperparametry sité. Naptiklad ptilis mnoho neuronti ve skryté
vrstvé Casto vede k preuceni sité.
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Kapitola 3
Vybrané pojmy z neurcitosti

Dalsi téma, jez je potfeba nastinit k pochopeni Bayesovych neuronovych siti, je proble-
matika neurcitosti. Zasadnim pojmem v neurcitosti je podminéna pravdépodobnost. Misto
toho, abychom pouzili béZznou statistiku, pouzijeme model berouci v tivahu nejen vsechny
dostupné informace, ale také zavislosti mezi nimi.

3.1 Podminéna pravdépodobnost
Necht P(a) znac¢i pravdépodobnost ndhodného jevu a. Tato pravdépodobnost lezi v inter-
valu (0;1). Moznost P(a) = 0 nazyvame jevem nemoznym. Hodnotu P(a) = 1 pak jevem
jistym. Podminénou pravdépodobnost zna¢ime jako P(a|b). Vyznam je pravdépodobnost
jevu a za predpokladu, ze je jev b pravdivy.

Toho se da vyuzit pii zjisténi pravdépodobnosti toho, Ze nastane vice jeva zaroven.

P(a,b) = P(alb) - P(b) (3.1)

Pokud mame statisticky model s iplnym rozdélenim pravdépodobnosti, pak mizeme dosadit
do vzorce a ziskat podminénou pravdépodobnost piimo. Dalsi dilezitou vétou je [0]:

P(a) = P(alb) - P(b) (3.2)
vb

Tato véta nam rikd, ze néjaky jev lze ziskat z podminénych pravdépodobnosti tak, ze
seCteme vsechny vyskyty podminénych pravdépodobnosti vzhledem k jinému jevu. Pokud
toto pravidlo zobecnime pro celou teorii (model s parametry) H, dostaneme

P(A|H) =) P(A|B,H) - P(B|H) (3.3)
VB

3.2 Bayesovo pravidlo

V této casti odvodime dilezité Bayesovo pravidlo, které budeme v dalsim vyuzivat pro
inferenci. Vyjdeme z rovnice (3.1), kterou pouzijeme dvakrat:

P(a,b) = P(ab) - P(b)  P(b,a) = P(bla) - P(a)

14



Pritomnost jevi v pravdépodobnosti neni zavislé na jejich poradi, a proto plati P(a,b) = P(b,a).
Pokud se ndm rovnaji levé strany, pak se museji rovnat i pravé strany, tj. P(a|b)-P(b) = P(bla)-
P(a). Po upravé této rovnice dostaneme zakladni tvar Bayesova pravidla pro inferenci:

P(bla) - P(a)

P(alb) = PO

(3.4)
Toto je zasadni rovnice, ze které budu v dal$im vychazet, a proto kazdy z ¢lenti této
rovnice ozna¢im jeho anglickym nézvem dle nésledujictho predpisu:

Posterior — Likelthood - Prior (3.5)
osterior = Tvidence .

V literatute existuje i zjednoduseny zapis ignorujici normalizacni ¢len Fvidence, ktery
nabyva na vyznamu az pri srovnani riznych teorii. Z historickych divoda se misto znacky
= uziva symbol «.V tomto piipadé je tvar zapisu:

Posterior o Likelihood - Prior (3.6)

3.3 Pravdépodobnostni rozdéleni a hustota

Jiz vime, ze P(a) znaci pravdépodobnost ndhodného jevu a. Otazkou ovSem je, jakych vSech
ruznych hodnot muze jev a nabyvat, a jak moc jsou jednotlivé moznosti pravdépodobné.
Nejprve se podivame na diskrétni variantu rozdéleni pravdépodobnosti. Predpokladejme,
ze mame homogenni hraci kostku ve tvaru krychle. Jev a bude oznacovat vysledek jednoho
hodu. Pak existuje pravé Sest moznych vysledki tohoto hodu. Za predpokladu, ze je hod
ndhodny, muzeme fici, ze kazdd moznosti ma pravdépodobnost 1/6. Tim jsme popsali r0z-
déleni pravdépodobnosti jevu a. Samoziejme plati, ze soucet pravdépodobnosti vSech jevi
je roven jedné (tj. sto procent).

Hod kostkou

20 T T
IS
>
- 18 .
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2 16.67 16.67 16.67 16.67 16.67 16.67
3 ® ® ® ® ® ®
o
2 16] 1
e}
5
ol
14 =

1 2 3 4 5 6

Hozené ¢islo

Pokud by byla pouzita podvrzena kostka, na které pada Sestka dvakrat castéji, ovsem
jednicka a dvojka pada jen s polovicéni frekvenci, pak by rozdéleni vypadalo nasledovné:
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Toto rozdeéleni lze rozsirit i na spojité jevy. Méjme generator, ktery ma za tikol generovat
¢islo ze zadaného intervalu. OvSem z nékteré ¢asti tohoto intervalu se ¢isla maji generovat
Castéji nez z jiné ¢asti. Toto postihneme tzv. funkei hustoty pravdépodobnosti f(x), kdy
funkce pro hodnotu z fika, jak pravdépodobné je vygenerovat tuto hodnotu. Mame-li in-
terval obsahujici nekonec¢né mnoho hodnot, pak nastava situace, kdy je statisticky nemozné
vygenerovat jedno konkrétni ¢islo s pravdépodobnosti vétsi nez nula, a proto neptjde uzit
diskrétni pristup.

Jak jiz bylo naznaceno, bude se pocitat pravdépodobnost, ze ¢islo bude vygenerovano
z daného pod-intervalu. Tato pravdépodobnost je definovana jako plocha pod funkci hustoty
omezena krajnimi hodnotami intervalu, a to je vzorovy pripad pro vypocet integralu. Plati,
ze

!
Pla € (k;l)) = /k f(z)dx (3.7)

Opét musi platit, ze plocha pod celou funkci hustoty reprezentuje vSechny mozné vy-
sledky (muze generovat pravé 100% moznych pripadu), tj.

/00 f(z)dz =1 (3.8)

Obréazek 3.1 ukazuje priklad ¢asto uzivané hustoty rozdéleni, zvané jako normélni (Gaus-
sovo) rozdéleni pravdépodobnosti. Toto rozdéleni je uréeno svym stifedem p (nejpravdépo-
dobnéjsi hodnota v rozdéleni) a odchylkou o (¢im vyssi, tim vyssi pravdépodobnost jevi
vice vzdalenych od stfedu). Normalni rozdéleni ma tvar:

1 _@-w?
f(:v):ame 20 (3.9)
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Obrazek 3.1: Normalni rozdéleni pravdépodobnosti se stfedem v nule a odchylkou jedna

3.4 Entropie

Entropie je pojem, ktery definuje miru neurcitosti systému. Nizkd entropie zna¢i uspora-
dani systému, tzn. implicitné vime, jak se systém chova. Vysokd entropie znac¢i vysokou
neurcitost. To znamena, Ze o systému potiebujeme vice informaci, abychom byli schopni
usoudit, jak se systém chova. Entropie je definovana v rfadé oborti. Nejprve se podivejme
na termodynamickou entropii, kterd intuitivné prezentuje problém.

Méjme uzavienou naddobu. Vnitiek nadoby je rozdélen na levou a pravou ¢ast a v nddobé
je dané mnozstvi ¢astic plynu. Predstavme si, ze budeme pozorovat jednu konkrétni ¢astici
znacenou jako x. Bude nés zajimat, jestli je v levé, nebo v pravé ¢asti nadoby.

Prvni zkoumana situace bude, kdy leva a prava c¢ast nadoby bude oddélena pevnou
prekazkou a vsechny castice plynu jsou v levé casti. Pouzijeme nase pozorovaci zafizeni,
které prohlési, ze pozorovana Castice x byla nalezena v levé ¢asti nadoby. Otazkou je, jak
moc byla tato informace uzite¢na. Odpovédi je, ze viibec, nebot jsme si tuto informaci mohli
odvodit primo ze stavu. VSechny castice byly v levé Casti, a proto i pozorovana castice x
tam bude také. Jednd se o deterministicky systém. Entropie je nulové, nebot pro vyteseni
ulohy nepotrebujeme zadnou informaci.

V druhé situaci méjme 80% céstic v levé ¢asti a 20% v pravé ¢asti nddoby. Jak dobrd
bude v tomto ptfipadé informace o tom, kde se nachazi ¢astice z7 Ocekavame, ze Castice
nejspise bude v levé c¢ésti, ale jisti si nejsme. Informace bude hodnotnéjsi nez v prvni
situaci. A tato informace bude nejhodnotnéjsi v situaci, kdy zaddnou ze situaci nemizeme
uprednostnit pred jinou, tzn. vSechny stavy (¢astice v levé ¢asti, ¢astice v pravé ¢asti) jsou
stejné pravdépodobné. Tuto hodnotu lze samoziejmé vyjadiit matematicky.

Prvnim zptsobem vyjadteni je Boltzmannova entropie definovand jako:

S =kglnW (3.10)
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V této rovnice je kg = 1,38 - 10723 Boltzmanova konstanta a W udéva, kolik stavii
existuje v daném rozloZeni makro-stavu. Necht n je pocet cCastic plynu, ners a npigne jsou
pocty Castic v levé a pravé ¢asti nddoby. Pak nés zajima, kolika zptusoby lze rozdélit n ¢astic
do téchto dvou stavi. To se spocita jako:

!
W=t (3.11)
Nieft: * Mright:

Schvalné nebyla zaddna hodnota n, aby si ¢tenar uvédomil nevyhodu tohoto pristupu.

vvvvvv

a to je tzv. Shannonova entropie, kterd k vyjadreni neurcitosti vyuziva aditivni logaritmic-
kou funkci. Entropie je pak ziskana jako:

=1
S(X) == P(g)-logy P(q:) (3.12)

Mnozina X obsahuje pfipustné jevy, v nasem piipadé je X = {Zyievo, Tnapravo}- Volba
zakladu logaritmu dva je vhodn&, nebot neurcitost je v tomto reprezentovana v bitech.
Sémantiku lze chapat jako pocet ztracenych bitt, ktery bylo potieba pouzit k dodate¢nému

. v v . ’ def
popisu dat. Dodateéné je dodefinovano logo0 = 0.

Ted je mozné exaktné vycislit entropii v popisovanych situacich.

S{P(L)=1,P(R)=0})=—(1-logyg1+0-logy0) =—(0+0)=0
S({P(L) = 0,8, P(R) = 0,2}) = —(0, 8log, 0,840, 2-log, 0, 2) = —(—0.258—0.464) = 0, 722
SHP(L) = 0,5, P(R) = 0,5}) = —(0,5 - logy 0,5+ 0,5 - log, 0,5) = —(—0.5 + —0.5) = 1

Jak bylo ocekdvano, maximélni neuspordadanost nastava v situaci, kdy jsou vsSechny
moznosti stejné pravdépodobné. To vyplyva z klasického problému: zvol ¢isla x,y tak, aby
r+y=zax-yjemaximalni (z je libovolna zadana konstanta).

r=z—y

zoy=(z—y)-y=z2y—y*

Hledani maxima vede na derivaci a nasledné hledani extrému (poloZeni derivace nule).

d(zy — y?)
dy
z—2y=0

y=2z/2
x=z—2/2=2/2
r=y=2z2/2

=0

Toto plati pro dvé ¢isla. Obdobné lze rozsitit pro n ¢isel na promyp, = z/n. V tuto chvili
staci dosadit za z celou pravdépodobnost jedna a ziskdme, ze maximalni entropie je pri
rovnomeérném rozdéleni vSech stavi. Entropie bude vyuzita pti uc¢eni Bayesovské neuronové
sité.
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Kapitola 4

Occamova britva

V této kapitole se zabyvam principem zvanym Occamova britva (anglicky Occams Razor).
Tato hypotéza, pochazejici jiz ze ¢trnactého stoleti, tvrdi, Zze jednodussi modely jsou pravdé-
neuronové sité maji problémy s preuc¢enim. Tento problém existuje i diky vzniku ptilis slo-
zitého modelu dané sité — s prilis mnoho fidicimi parametry. Nasledné jsme si predstavili
Bayestuv zpusob pro praci s neurcitosti.

Déame-li tyto informace dohromady, zjistime, Ze spoc¢itanim nejpravdépodobnéjsiho mo-
delu ziskdme model nejjednodussi (plati-li tato hypotéza), ktery ma rovnéz nejmensi na-
chylnost k preuceni, a proto je pochopeni Occamouvy britvy zasadni.

4.1 Motivacni priklad

Nejprve se podivejme na motivaéni priklad ke studiu Occamouvy britvy [12]. Méjme posloup-
nosti ¢isel:
-1,3,7,11

Nasim tikolem je odhadnout, jaké bude nasledujici ¢islo. Dovolim si prezentovat dvé hypo-
tézy. V obou hypotézach bude x oznacovat predchozi ¢islo v posloupnosti. Prvni hypotéza
tvrdi:

Hi: v =2 +4

Pro ziskani nasledujiciho ¢isla posloupnosti vezmi predchozi a pricti k nému ¢tyri. Hypotéza
miuze byt pravdiva, nebot —1+4 =3, 344 =7, 7+ 4 = 11. Podle této hypotézy by
nésledujici ¢islo bylo 11 + 4 = 15.

Druhé hypotéza, kterou predstavim, opét pocita nasledujici ¢islo z predchoziho, a to

pomoci predpisu:
1 11 7t 11

Validitu tohoto modelu potvrzuji vysledky znazornéné na obrazku 4.1. Dle této hypotézy
mé byt nasledujici ¢islo —219/11.
V tuto chvili se nabizi otazka. Kterd z hypotéz Hi Ho je pravdépodobnéjsi. Occamova
britva samozirejmé uprednostni prvni z hypotéz, nebot je jednodussi. Rozeberme si proc.
Occamova britva vyuziva k porovnani hypotéz mnozstvi dat, které hypotézy mohou na-
byvat. Porovnani budeme provadét pomoci rovnice vychézejici z 3.4 ve tvaru (¢len evidence

Ho i1 =
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Obrézek 4.1: Test hypotézy Ha na www.wolframalpha.com

se pokrati):
P(HA|D) _ P(H1) P(D[H.)

P(Ha|D)  P(H2) P(D[H2)

Chceme porovnat kvalitu hypotéz v zavislosti na datech, kterd povazujeme jako spravna
(pravdivost zadani prvnich étyt ¢isel nezpochybriujeme). Toto pocitdme na levé strané rov-
nice. Clen P(H1)/P(Hs2) znazornuje nase pocitecni predstavy o pravdépodobnosti pravdi-
vosti hypotéz. Predpokladejme, ze vuci zadné z teorii nemame predsudky a jejich pocatecni
pravdépodobnosti nastavime na stejnou hodnotu. Tim se tento ¢len zkrati na 1. Zbyva ndm
¢len:

P(D|H.1)

P(D|H2)
Tento ¢len porovnava pravdépodobnost dat za predpokladu, ze jsou hypotézy pravdivé.
Porovname, kolik moznych dat mize byt v hypotézach.H; je linedarni funkce, kterd zavisi
na prvnim c¢isle v sekvenci a na konstanté, kterou budeme pri¢itat. Abychom se vyhnuli
praci s mohutnostmi a nekonecnem, omezme se na celd ¢isla mezi —50 a 50. Prvni ¢islo

posloupnosti i pri¢itana konstanta tak mohou nabyvat 101 moznosti, a proto:
P(DIM1) = —— - —— = 0.0001
Y7101 101

Hypotéza Hz se dé vyjadiit pomoci poc¢éateéni hodnoty posloupnosti (1/101) a pomoci tif
zlomkt. Predpoklddejme, ze zlomek bude ve tvaru, kdy je kladny jmenovatel (znaménko
umistime do ¢itatele). Zlomek —1/11 lze vyjadfit ¢tyFmi moznostmi, a to:

~1/11 v —2/22 V —3/33 v —4/44

. Obdobné zlomek 9/11 lze vyjadrit jako 9/11 v 18/22 Vv 27/33 V 36/44. S omezenim
¢isel do padesati 1ze zlomek 23/11 vyjadrit jen pomoci dvou tvari, a to 23/11 V 46/22. Ve
vysledku mame:

1 4 1 4 1 2 1
P(D = = . =) =.=).(Z==.=—)=25.10"12
(D) = 15 <101 50> <101 5o> <101 50) 510
Konecné porovname pravdépodobnosti:

P(D/Hy)  107*
P(D|Hz)  2.5-10-12

=4-107
A zjistime, Ze hypotézu H; preferujeme nad hypotézou Ho v poméru Ctyficet milionu ku
jedné. Kdybychom neomezili ¢isla od —50 do 50, tak by hypotéza H; vyhrila jesté drtivéji

(az do nekone¢né lepsi hypotézy pri zddném omezeni).
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4.2 Shrnuti Occamovy britvy

Occamova britva funguje velmi dobre ve spojeni s Bayesovou logikou. Ta diky Bayesové
vzorci bere v ivahu nejen pravdépodobnost hypotézy na zédkladé prezentovanych dat P(H|D),
ale rovnéz bere v tvahu, jak moc je model dobry na zakladé pfitomnych dat P(D|H).

Podivejme se na obrazek 4.2. V ném vidime hypotézy H1, He, nad nimiz nemame zadnou
pocatecni preferenci. Vodorovna osa predstavuje prostor dat. 1 je jednodussi model s méné
parametry, a proto jsou jeho moznosti limitované. Pokud ale spravné reprezentuje oblast,
ve které se skutecné nachazeji data, tj. oblast C1, pak je vyssi pravdépodobnost, ze je model
H1 lepsi nez komplikovanéjsi model Ho, ktery by postihoval daleko Sirsi rozlozeni dat.

Evidence

P(DIH)

POH)

ARV RN

: — D
(.1

Obrazek 4.2: Demonstrace Occamovy bfitvy - pfevzato z [12]

Tento obréazek 4.2 1ze chépat i jako aplikaci No Free Lunch Teoremu [5]. Tento teorém
tvrdi, Zze kazdy z efektivnich algoritmu strojového uceni mé stejnou vypocetni naroc¢nost pro
mnozinu vSech existujicich problémt. Jinymi slovy, pokud néktery algoritmus podava znacné
lepsi vysledky pro danou tfidu tloh nez druhy, pak existuje jina tfida tloh, pro kterou je
prvni model znac¢né horsi nez druhy. Toto je, ¢eho se snazime dosdhnout. Vytvafime model
tak, aby dobre fesil zadanou tlohu. Funkei hustoty pro P(D|H;) adaptujeme na pfitomnd
data tak, aby model stéle dobfe reprezentoval ocekavana data. To sice muze zhorsit vysledky
pro jinou sadu tloh, ale nas zajim4, jestli sit se zadanymi parametry generuje pro ndhodné
vstupy data, kterd poté skutecné prijdou. Nefesime, jestli nase sif dokaze vyrtesit i zcela
jinou, irelevantni tlohu.
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Kapitola 5

Bayesovské neuronové sité

5.1 Teoreticky zaklad

V klasickém pojeti tvorby neuronové sité uceni probiha jako hledani optimélnich hodnot vah
jednotlivych neuronit daného modelu H;. Tento model je definovan svymi hyperparametry,
jako je pocet neuront skryté vrstvy a obdobné koeficienty. Hleda se takovy vektor vah w,
ktery minimalizuje chybu sité — model prizpisobujeme datim.

V bayesovském principu ovSem nebudeme uvazovat jen jedno spravné feseni pro w,
ale budeme brat v potaz celé oblasti feseni — Tidici parametry jako vahy budou ndhodné
proménné. Pro kazdé feseni definujeme jeho pravdépodobnost jako P(w|D,H;) urcujici,
s jakou pravdépodobnosti jsou vahy w spravné v modelu H; vzhledem ke vstupnim datiam
D.

Bayesovské neuronové sité jdou s inferenci jesté dal. Jak bylo nastinéno v kapitole o Oc-
camové britvé, porovnavat muzeme modely i mezi sebou, a to na zakladé evidence (pri-
pomindm, Ze evidence je v této praci ndzev pro jmenovatele z pravé strany vzorce 3.4)
dat. Z principu Occamovy britvy tim ziskdme jako nejpravdépodobnéjsi model ten nejjed-
nodussi. Nejjednodussi model pak velmi dobre zobecniuje a méd mnohem mensi problémy
s preucenim.

Dalsi vyhoda téchto siti je, ze nepotrebuji klasickou délbu dat na trénovaci, validacni
a testovaci. Jak plyne z Bayesova vzorce, data a model se budou navzijem korigovat. Nasim
tikolem bude vyhodnotit modely — tim ziskdme Tidici parametry (vektor vah, popf. i biast).
Néasledné porovndme modely viaci sobé, coz povede k zisku optimalnich hyperparametri.
Rozepisme si kol inference uvniti modelu H; pomoci Bayesova vzorce:

P(D|w,H;) - P(w|H;)

PwlD M) = =5 D)

(5.1)

Evidence vzorce 5.1 budeme vyuzivat k porovnavani riznych modeli. Prior rika, jakych
hodnot pravdépodobné bude nabyvat vektor vah w v daném modelu. K tomu se ¢asto vyu-
zivd ndhodné Gaussovo rozdéleni [13]. To znamend, ze v rdmci jednoho modelu spocitame
posterior pomoci ¢lenu likelihood. Jelikoz typické metody pomoci strednich chyb a odchy-
lek nejsou v Bayesoveé teorii prukazné, budeme posterior vycislovat pomoci Hessovy matice.
Kazdy ¢len této ¢tvercové matice ma tvar (i, j iteruji pres parametry sité a znaci ¢islo fadku
a sloupce):

22



0 f
6951833 5

(Hess a)ij = (5.2)
Vy¢islenim ziskdme nejpravdépodobnéjsi vektor vah wpes. Vycislovana funkce pro Hes-
sovu matici je:

a = —VVlogP(w|D,H;) (5.3)

To znamena, Ze pomoci gradienti hledime minimum logaritmicky vzaté pravdépodob-
nosti vah pfi danych datech (to nds vraci k ¢asti (e) obrazku 2.9). Nezapomindme, ze
v klasickém pristupu jsme hledali minimum chybové funkce. Navrh chybové funkce uvedu
dale. Rovnéz se neni tfeba obavat slozitosti vypocta. Pozdéji zjistime, ze tyto vzorce jsou
matematicky korektni, ale misto tohoto mizeme pouzit Gaussovy aproximace, a ty budou
feseny pomoci metody Monte Carlo s vyuzitim Markova Tfetézce.

Naésledné se dostaneme do faze, kdy srovname modely mezi sebou. Postupovat budeme
obdobné jako v kapitole o Occamove britve. Budeme porovnavat posteriory modela vzhle-
dem k pritomnym dattim (obdoba, jak jsme si v motivaénim prikladu omezili data na —50
az 50). Posterior spocitame jako:

P(Hi|D) a P(D|H,) - P(H;) (5.4)

Prior rovnice 5.4 opét znazornuje nase pocatecni ocekdvani o kvalité daného modelu
a dovoluje ndm explicitné preferovat néktery model nad jinymi. V nasich ivahach jsme vici
modelum indiferentni (je ndm jedno, ktery zvitézi — zajima nas jen jeho uspésnost), a proto
Prior vSéem modelim nastavime konstantni.

Zbyva ndm vyhodnotit [ikelihood. VSimnéme si, ze likelihood ve rovnici 5.4 je roven
evidence z rovnice 5.1. Opét se jedna o clen, ktery uvazuje pravdépodobnost dat v modelu
dle Occamouvy britvy. Obecné se dé spocitat (diky rovnici 5.1) jako:

P(DIH;) = / P(Dlw, H) - P(w|H;)dw (5.5)

Pojdme se dikladnéji rozebrat pritomnost Occamovy britvy v porovnavani modelu. Vy-
chodiskem k nésledujicim tivaham bude obréazek 5.1.

Na obrazku vidime t¥i modely (lisi se svymi hyperparametry) — model H; , Ho a Hs.
Tyto modely jsou pro jednoduchost v jednodimenzionalnim prostoru, kde je jedinym ridicim
parametrem vaha w. Tim se vyhneme praci s maticemi a je mozné problém smysluplné
zakreslit do dvourozmérného obrazku.

Kazd4d z hypotéz (reprezentované svym modelem) H; mé pocateéni hustotu rozdéleni
z jinak Sirokého péasu piipustnych hodnot hledané vahy w . Sitku prioru H; budeme znaéit
owi - Hypotéza H1 mé jen mélo pripustnych hodnot, H3 je nejobecnéjsi a ma jich nejvice.
Ztejmé plati: oyws > oywa > oyl Jelikoz zaddnou hypotézu nepreferujeme nad jinou, tak
pro kazdou vygenerujeme s Gaussovym rozdélenim stejny pocet ndhodnych dat lezicich
v prislusném rozdéleni. Tato data jsou znazornéna jako body a vlozime je do modelu.
7Z rozlozeni bodu na svislé ose lze usoudit, ze modely produkuji vyssi hodnotu dat pro vyssi
hodnoty hledané vahy.
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Obrazek 5.1: Occamova bfitva v Bayesové neuronové siti - prevzato z [10)]

Tato nahodné generovana data se aplikuji pro vypocet posterioru, stejné jako v nasich
piedchozich ptipadech. Ziskdme kiivky o, p. Stied tohoto rozdéleni bude nejpravdépo-
dobnéjsi vaha wpes; pro danou hypotézu. Tim jsme splnili prvni ¢ast tikolu — vyhodnoceni
jednoho modelu. Déle definujeme Occamiv faktor jako:

Owi
OccamFactor =

(5.6)

Owi|D

Tento faktor ndm 1ika, jak se zméni mozné hodnoty parametru (nasi jedné véihy w)
v zavislosti na ziskanych datech (koresponduji se svislou osou). Nésledné si z Bayesova
vzorce na svislou osu vyznacime P(D|H,;), tj. pravdépodobnost dat vzhledem k predpokladu
platné hypotézy. Data pouzijeme nami vygenerovand. Vice bodu v oblasti se projevi jako
vyssi kiivka (funkce hustoty). Tuto ¢ast jsme vidéli na 4.2, jen pootocenou o devadesit
stupn.

Posledni ¢asti je prichod skutec¢ného vzorku pro srovnani vsech modeli. Necht prijde
novy vzorek dat D (na obrdzku oznacen prerusovanou ¢arou). Ten vidime jako bod na
svislé ose. Nejpravdépodobnéjsi teorii uc¢ime jako maximum z hodnot P(D|H,;). Vidime, ze
P(D|H;1) v bodé D nabyva hodnoty blizké nule (viz. Gaussovo rozdéleni), a proto je model
‘Hiextrémné nepravdépodobny. Zbylé dva modely maji podstatné vyssi pravdépodobnost,
a jelikoz P(D|H2) > P(D|H3), jako nejlepsi z téchto modelt zvolime Ha.
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5.2 Historicka implementace

Nyni se podivejme na jeden konkrétni model Bayesovy neuronové sité [3]. Puvodni funkci
chyby z kapitoly on neuronovych sitich E; obohatim o dalsi ¢len, regularizator. Tento
regularizator bude mit za kol zvyhodnovat mensi hodnoty vah nad vétsimi, nebot velké
hodnoty vah velmi silné ovlivnuji sit a vedou k pfeuceni a ke spatnému zobecnovani. Cilem
bude béhem uceni minimalizovat navrzenou chybovou funkci:

S(w)=p0-Ej+a-E, (5.7)

E; je obvyklé znaceni pro chybu sité vici ocekdavanym vysledkim. Reguldtor E,, je
definovéan jako >, w?. Cim vyssi hodnoty vah, tim vétsi bude tento ¢len. To zptisobi vétsi
hodnotu chybové funkce, coz dany model ¢ini méné pravdépodobnym, nebot preferujeme
nizké hodnoty vah.

Koeficienty «, 5 jsou hyperparametry, které budeme ménit béhem inference modelu (tj.
béhem druhé ¢asti inference). Vahy w se pocitaji jako prvni pomoci nésledujici inference,
korespondujici s funkci S z rovnice 5.7:

P(Dlw, §) - P(w|e)
P(Dlev, )

P(w|a,p,D) = (5.8)

Pokud uvazujeme Gaussovo rozdéleni pravdépodobnosti v datech, pak mtizeme jednotlivé
¢leny spocitat jako:

(o) = 5o - eapl(—ac- 1) (5.9)
Zw(@) = / exp(—a - Ey)dw (5.10)
(Dw, 8) Zdl(ﬂ)fxp(—ﬁﬂd) (5.11)
Za(B) = / exp(—B - By)dD (5.12)

Slozenim téchto poznatkt vime, jak provést inferenci pro vahy z rovnice 5.8:

exp(—p - Ey) - exp(—a - Ey)
ZS(a7 IB)

P(w|a, 8, D) = (5.13)

Zs(o, B) = /exp(—ﬂ -Eq— - Ey)dw (5.14)
Méme vdhy. V dalsim musime vytvorit lepsi model (s kvalitnéjsimi hyperparametry

a, ). Opét je muzeme ziskat pres integral. Jelikoz ale musime zaroven integrovat pres
vSechny hyperparametry, vznikne naptiklad:

P(w|D) = /PD|wB P(wla) - P() - P(a)dadB (5.15)
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Toto je naro¢ny pristup, a proto zvolime aproximaci:

v = Z m — o - trace(A™) (5.16)
i=1
~

new — 5 11 1

a 5 B, (5.17)
n—7

new — 5 11 1

row =37 (5.18)

Hodnota m udéva pocet parametri. Matice A je Hessova matice, trace je funkce podéi-
tajici sumu prvka na hlavni diagonale dané matice. Uceni probiha nasledovné:

1. Zvol si ndhodné pocateéni hodnotu hyperparametri o, a fidictho parametru pro
vektor vah w.

2. Minimalizuj S(w) z rovnice 5.7 nalezenim co nejvhodnéjsich vah (uprav vektor vah w
pomoci rovnice 5.8).

3. Spocitej nové v , s jehoz pomoci vy¢isli nové hodnoty hyperparametri «, 3.
4. Pokud nebylo dosazeno pozadované konvergence, vrat se na prvni bod.

Pokud mame naucéenou sit, pak je pripravenda k pouziti. Ze vstupu x chceme pomoci sité
naucené na datech D ziskat vystup y. To ziskdme jako integral pres vSechny vahy vzhledem
k jejich pravdépodobnosti. Zapsano formalneé:

P(yle.D) = [ Pyl w) - plu|D)du (5.19)

Dobrou zpravou je, ze veskeré integraly se daji pocitat pomoci metody Monte Carlo
(s vyuzitim Markovova Fetézce)[13]. I tak tento zpusob predstavuje velmi nérocény algorit-
mus, ale dobrou zpravou je, ze v neddvné dobé vznikl novy algoritmus, ktery je znacné
rychlejsi a jednodussi na pochopeni. Tento algoritmus, postaveny na Shannonové entropii,
popisuji v nasledujici sekci.

5.3 Kullback-Leiblerova divergence

V soucasnosti na popularité nabyva pfistup [15] postaveny na entropii vyuzivajici Kullback-
Legblerovu divergenci. Nejprve se ovsem podivejme na pojem ocekdvdni. V Bayesovych neu-
ronovych sitich pracujeme s ndhodnymi proménnymi, které jsou urceny svoji funkci hustoty.
Otéazkou je, jak z této proménné ziskat jednu konkrétni hodnotu, a to nejpravdépodobnéj-
stho reprezentanta. Pravé toto tesi funkce ocekdvdni.

Ocekévani se da chapat jako pramér pro spojitou funkci. Pramér diskrétni funkce je
jednoduchy — pouzije se vazeny priumér vsech moznych stavii nahodné proménné, kde vahy
jsou udany pravdépodobnosti vyskytu dané moznosti (¢im pravdépodobnéjsi moznost, tim
vétsi vaha), tj.

n
H= Z q:ipi (5.20)
i=1
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Kde @ je mnozina vSech moznosti definovana jako Q@ = {qi1,q2, - ,qn} a p(q@) = pi.
Rozsiteni pro spojitou variantu probiha obvyklym zpisobem. Misto jednotlivych vzorku
budeme integrovat spojitou proménnou g. Misto jednotlivych pravdépodobnosti uzijeme
funkei hustoty f(q). Takto vytvorenou funkci nazveme ocekdvdnim.

= /OO f(q)-qdq (5.21)

Dale pripomenme Shannonovu entropii 3.12, kterd znazornovala, kolik v priméru bit
informace je potreba dodat, abychom popsali neurcitost systému. Idealni situace byla nulova
entropie pro deterministické systémy. Nyni uvazme, ze kromé daného systému mame i jiny,
referencni systém. Kullback-Leiblerova divergence (déle KL) ¥ika, jak moc se zkoumany
systém lisi od toho referenéniho a vyuziva se pravé entropii. Je-li divergence nulova, pak
je systém zcela stejny jako nas referencni. Cim vice je divergence vzdélend od nuly, tim
vic se zkoumany systém lisi od referencniho. KB divergence neni symetricka, a proto neni
metrikou.

Nécht p je zkoumany systém, ¢ referencni systém a X = {x1,z9, - ,z,} je mnozina
pripustnych stavi systému (danych pravdépodobnostnim rozdélenim). KL divergenci spo-
¢itame jako rozdil entropii zkoumaného a referen¢niho systému.

Dicp(p || ) = Xiy plai) - (logy p(wi) — logy q(x:)) = iy plas) - logy A2

pozn. Dgr(p|l ) # Drr(q || p)

—

(5.22)

~

Pokud pracujeme se spojitymi veli¢inami, pak KL divergenci poc¢itdme pomoci funkce hus-
toty (misto pravdépodobnostniho rozdéleni):

Dicrlpll )= [ plo)-1og, {;Ejjida: (5.23)

S vyuzitim ocekavani mizeme konecné prepsat KL divergenci jako

Drr(p |l q) = E[logy p(x) — log, q(x) | (5.24)

Pokud se vratime k piikladu jednoho hodu hraci kostkou a budeme zkoumat chovani
viuci rovnomérnému rozdéleni, pak je divergence:

1/6

Dkr(Hod_kostkou || Uniform) =6 - ( -logy 176

——)=0 (5.25)

Z toho vyplyva, ze hod kostkou je shodny s rovnomérnym rozdélenim. Obecné lze pouzit
libovolny zaklad pro logaritmy, ilohu hledani extrémi to nijak neovlivni — zédklad dva pouze
opét umoznuje interpretaci vysledku na bity. Pokud bychom zkoumali podvrzenou kostku,
kde Sestka padé dvakrat castéji, ale jednicka a dvojka pouze s polovi¢ni frekvenci, vyslo by:

Dg(Hod_kostkou || Uniform) =3 (% - logy };g) +2- (3 - logy 11//162) + (5.26)

+1- (% - log, }@ —=3.-0+2--0,083+1-0,333 =0.166
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V predchozim jsem pouzival frazi referencni model misto referencniho rozdéleni. To ma
samoziejmé duvod. Jako referenéni model 1ze uzit nejen pravdépodobnostni rozdéleni (popf.
je moznost pouziti umélé neuronové sité. Necht p(z, z) je pravdépodobnost zadanych dat x
a Fidicich parametru sité z (obvykle vahy neuront a biasy). Necht g(z; A) je pravdépodobnost
parametru sité (z) vzhledem k parametrum hustoty rozdéleni referencniho modelu (\).

V siti provadime inferenci proménnych iteracné jako zlepseni odhadi parametr modelu,
ze kterého vyvodime lepsi fidici parametry sité. Dle algoritmu implementovaného v modulu
Edward [16] to provedeme néasledovné:

A" = arg min KL(q(2 ) || p(z | ) (5.27)
Po prepsani do formy obsahujici o¢ekavani ziskame:

AN =arg m/\m By llogq(z;A) — logp(z | x)] (5.28)

Jak si mizeme vSimnout, v rovnici vystupuje posterior pro fidici parametry sité (pocitany
i v rovnici 5.1)— tzn. vdhy po inferenci. Pokud bychom méli tento ¢len — logp(z | z) — tak
bychom nejspise postupovali od vysledku k zadani. Obvykle ale s vysledkem nezac¢iname. Nic
nam ovsem nebrani posterior na zacatku vygenerovat ndhodné a iterativné se ke spravnému
vysledku priblizovat.

Na pravdépodobnost parametri pijdeme, jak uz nékolikrat, pres pravdépodobnost dat.
Plati, ze:

logp(z) = KL(q(2;A) || p(2|2)) + Eqinllog p(z, 2) — log q(2; A)] (5.29)

V jedné iteraci jsou parametry modelu A konstantni, a proto muzeme zanedbat prvni
¢len rovnice (obdobné, jako jsme zanedbéavali ¢len evidence v predchozich pripadech). Zbyly
vyraz, nazyvany ELBO — Evidence Lower Bound — rozepiseme jako

ELBO(A) = Ey:nllogp(z,z) —logg(z;A)] = (5.30)
= Eq(z;A) [lng(l‘, Z)] - Eq(z;k) [lOg Q(Z; )‘)}

Zamysleme se nad rovnici 5.30. Prvni ¢len lze reprezentuje energii systému — schopnost
konat praci pti zadanych parametrech. Druhy ¢len udava entropii naseho modelu ¢. Inference
spociva v maximalizaci prvniho ¢lene, coz zlepsuje chovani na zakladé pravdépodobnostniho
modelu zkusebnich dat. Rovnéz se minimalizuje druhy ¢len — tim se zabranuje preuceni,
nebot piflis slozity model nebude jednoduché popsat pomoci nagich parametri A. Cim
Lze vidét podobnost s pfistupem z rovnice 5.7.

Nové parametry modelu ziskame jako:

A =arg maz ELBO(A) = Ey(;:5)[logp(z, 2) — log q(2; A)] (5.31)

Resen{ tohoto problému je opét pomoci aproximace (napi. metodou Monte Carlo pro S
vzorki):
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VAELBO()) ~ (5.32)
~ 3% [(logp(x, 25) — log q(2s; AV log q(zs; M)

V této rovnici jsou zs vzorky oc¢ekdvani z rozdéleni q(z; A). Celkem je S vzorku.
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Kapitola 6
Vyuziti sité

Bayesovské neuronové sité maji oproti klasickym sitim nékolik vyhod. Lépe zobecnuji a jsou
méné nachylné k preuceni. V této kapitolce rozeberu praci, ktera na konkrétnim ptiklade
demonstruje vyhody Bayesovy neuronové sité pred klasickou. Prace vyuziva algoritmu uceni
podle 5.7.

6.1 Priklad pouziti

Priklad pochazi z prace od D. Tien Bui [3], ktery se zaméril na klasifikaci oblasti ve Viet-
namu, ve kterych hrozi sesuvy pudy. Sesuvy pudy jsou ve provincii Hoa Binh (ta se nachazi
zhruba uprostied mezi zdpadni hranici s Laosem a severovychodni hranici s Cinou) ¢as-
tym jevem. Jen za poslednich 10 let bylo v oblasti detekovdno 118 sesuvii, s primérnym
rozsahem 3440m?2.

D. Tien Bui et al / Geomorphology 171-172 (2012) 12-29
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conditioning factors

Obréazek 6.1: Sit navrzend v préci [3]
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Autori se rozhodli vytvorit neuronovou sit, kterd na zdkladé vstupi reprezentujicich
deset geologickych a geografickych atributt vrati ve svém vystupu index, ktery bude na
zakladé své hodnoty reprezentovan jako:

1. V této oblasti je velmi malé riziko sesuvu pudy
2. V této oblasti je malé riziko sesuvu pudy

3. V této oblasti je stredni riziko sesuvu pudy

4. V této oblasti je vysoké riziko sesuvu pudy

Jednd se o regresni tlohu, kterou se autofi rozhodli zpracovat pomoci neuronové sité, viz.
obrazek 6.1. Zajimavé je, ze se rozhodli pro dvé metody uceni a nésledné klasifikace sité —
jak klasickou metodu backpropagation, tak Bayesovu metodu.

Vstupy byly rovnomérné prevedeny na ¢isla z intervalu (0.1;0.9). Napriklad dhrn srazek
470 — 540mm znamend, ze na vstup neuronu vstupni vrstvy reprezentujici srazky (Rainfall)
prijde ¢islo 0.37. Celd plocha provincie byla diskretizovana na ¢tvercové oblasti o délce hrany
20m. Timto rozdélenim bylo ziskdno mnohem vétsi mnozstvi dat (na ¢im vétsi plose sesuv
byl, tim vice novych zéznami po prerozdéleni vzniklo).

Pri trénovani klasickym priistupem byla data rozdélena na: 70% dat trénovacich, 15%
valida¢nich a zbylych 70% dat bylo testovacich. Nejlepsi sit obsahovala osmnéact neuronu ve
skryté vrstvé. Trénovani probihalo nékolikrat, vzdy s jinymi pocéateénimi vahami. Teprve
poté se zménil model priddnim dalsitho neuronu do skryté vrstvy.

Zajimavé je, ze Bayesova neuronova sit skutecné dokaze nalézt nejjednodussi model
implicitné. Jak lze vidét na obrazku 6.2, sit se ustdlila na 18 skrytych neuronech. Pfidani
dalstho neuronu vedlo po konvergenci inference k tomu, ze dalsi neuron byl v siti ignorovan.

b
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Number of
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35 +
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Obrazek 6.2: Konvergence parametri v Bayesové neuronové siti podle prace [3]

Obé sité samoziejmeé zjistily ocekdvané vysledky, a to Ze na sesuvu pudy se nejvice
podili sklon oblasti, typ pady, thrn sridzek a vyuziti pidy — les, zemédélska puda apod.
Otéazkou ovsem je, jak moc presné tyto sité reagovaly na testovaci data. Klasicka neuronova
sit méla tispésnost 86,1%, zatimco Bayesova neuronova sit byla tispésnéjsi, nebot dosahovala
presnosti 90,3%.
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Kapitola 7

Demonstrace BNN

Tato kapitola pojednava o demonstracnim programu, ktery byl vyvinut jako produkt k této
praci. Program ma format skriptu v programovacim jazyce Python. Divod vybéru tohoto
jazyka je objastnén v sekci Predpoklady pro vijvoj. Popis vysledného skriptu podava sekce
Demonstracni program.

Nasledujici sekce se zabyvaji experimenty s programem, které poukazuji na nékteré
specifika Bayesovy neuronové sité a srovnava je s vysledky bézné umélé neuronové sité.

7.1 Predpoklady pro vyvoj

Neuronové sité jsou jako model strojového uceni ndro¢né na prostiedky, nebot s rostouci siti
vyrazné narusta mnozstvi operaci, které je tfeba provést. To znamend, ze pro vyvoj aplikaci
pracujici se sitémi je vhodné mit schopnost provadét aritmetické operace efektivné. Zaroven
je pro potfeby demonstrace vyhodné mit moznost sit vhodné abstrahovat, aby nedochéazelo
k chybam a bylo mozné v rozumném case sité konstruovat a ze zdrojového kédu pochopit.
Tyto pozadavky s vyuzitim vhodnych moduli splnuje pravé jazyk Python.

Knihovna pro efektivni vypocty, kterou jsem zvolil, se jmenuje NumPy [17]. Tento modul
pri své instalaci vyuziva zdsadnich matematickych zdroji, jako jsou Blas a Lapack. Blas
(Basic Linear Algebra Subprograms) a Lapack (Linear Algebra Package) jsou zdrojové kédy
psané v jazyce Fortran, které se snazi co nejefektivnéjsim zpusobem fesit bézné matematické
problémy, viz. obr. 7.1

Samozrejmé existuji i komercni rozsiteni Blas, ktera se snazi nabizené operace dale op-
timalizovat. J& se spokojil se zédkladn{ verzi. Nad témito zdroji vznikne NumPy, modul pro
matematické vypocty, ktery se v mnohém snazi napodobit MatLAB. Zasadnim predpokla-
dem modulu je to, ze se pracuje s multidimenzionalnimi poli.

Nad timto modulem je postaven modul TensorFlow [2]. Jak ndzev napovidd, jedna se
o modul pro praci s tenzory — zobecnény vice-dimenzionalni vektor. Tento modul je schopen
prenést vhodné operace z CPU do GPU, coz vede k dalsimu zrychleni vypoctu (v dobé psani
prace TensorFlow podporuje pouze ¢ipy NVIDIA®)). Modul dale poskytuje operace, které
lze s vyhodou vyuzit v béznych neuronovych sitich.

Poslednim krokem je zastieseni téchto operaci pfimo pod sémantikou neuronovych siti.
To zajistuje modul keras [1]. Pomoci tohoto modulu je mozné snadno tvorit neuronové sité
dle nasledujiciho diagramu.

Definuj > Sestav sit 3 Natrénuj 3 Vyhod-

== Pouzij sit
R
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Level 1 BLAS

din scalar vector vector scalars E-element array
SUBROUTINE =ROTG ( A B, C, S5) Generate plane rotation
SUBROUTINE xROTMG( D1, D2, 4, B, PARAM ) Generate modified plane rotation
SUBROUTINE zROT ( N, X, INCX, Y. INCY, €, 5) Apply plane rotation
SUBROUTINE xROTM ( N, X, INCX, Y, INCY, PARAM ) Apply modified plane rotation
SUBROUTINE =SWAP ( N, X, INCX, ¥, INCY ) x ey
SUBROUTINE xSCAL ( N, ALPHA, X, INCX ) E +—ar
SUBROUTINE xCOPT ( N, X, INCX, ¥, INCY ) vz
SUBROUTINE xAXPY ( N, ALPHA, X, INCK, Y, INCY ) y+arty
FUNCTION  zDOT ( W, X, INCX, Y, INCY ) dot +— 2%y
FUNCTION  =DOTU ( N, X, INCX, ¥, INCY ) dot — 27y
FUNCTION  xDOTC ( N, X, INCX, Y, INCY ) dot — xMy
FUNCTION  xxDOT ( W, X, INCX, Y, INCY) dot + a + 2Ty
FUNCTION  xNRMZ ( N, X, INCX ) nrm2 e ||z|]2
FUNCTION  xASUM ( W, X, INCX ) asum + [[re(e)||1 + ||im ()] |2
FUNCTION  IxzAMAT( N, X, INCX ) amaz + 1°'k 3 |re(zg)]| + [im{zg)|
= mazx(|re(e)| + [im{e)])

Level 2 BLAS

cptions dim  b-width scalar matrix vector scalar vector
IGEMV ( TRANS, M, N, ALPHA, A, LDA, I, INCX, BETA, Y, INCY ) t Byy+ adTz4 By y+ ad¥z 4 8y, A —mxn 8,
xGEMV ( TRANS, M, N, KL, XU, ALPHA, A, LDA, X, INCX, BETA, Y, INCY ) + By, = aATz 4 8y, y = ad¥z 4 8,4 mxn s,
*HEMV ( UPLD, N, ALPHA, A, LDA, X, INCX, BETA, Y, IHCY ) f ;3
xHBMV ( UPLO, ¥, K, ALPHA, &, LDA, X, INCI, BETA, Y, INCY ) fef
xHPMV ( UPLD, N, ALPHA, AP, X, INCX, BETA, Y, INCY ) ¥+ oz + dy 0,2
xSYHV ( UPLD, ¥, ALPHA, &, LDA, X, INCI, BETA, Y, INCY ) v+ adz + fy s,
xSBMV ( UPLO, N, K, ALPHA, &, LDA, X, INCX, BETA, Y, INCY ) ¥4+ adz + gy s,
xSPHV ( UPLD, N, ALPHA, AP, X, INCI, BETA, Y, INCY ) v+ adz + fy s,
xTRMV ( UPLD, TRANS, DIAG, N, A, LDA, X, INCX ) r+ Ax,x +— ATz, z s,
xTBMY ( UPLD, TRANS, DIAG, X, K, A, LDA, X, INCI ) i s,
xTPMV ( UPLD, TRAKS, DIAG, W, AP, X, INCX ) s,
xTRSV ( UPLD, TRANS, DIAG, N, A, LDA, X, INCX ) s,
xTBSY ( UPLO, TRANS, DIAG, N, K, A, LDA, I, INCI ) s,
xTPSV ( UPLO, TRAKS, DIAG, W, AP, I, INCI ) s,

options dim  scalar vector vector matrix
xGER  ( M, N, ALPHA, X, INCX, Y, INCY, &, LDA ) V—oay’ + A, A—m=xn s D
xGERU ( M, N, ALPHA, X, INCX, Y, INCY, A, LDi ) \—ary’ + A A-—mxn C, 2
xGERC ( M, N, ALPHA, X, INCX, ¥, INCY, &, LDA ) A\ axy? + A, A—mxn C,Z
xHER ( UPLD, N, ALPHA, X, INCX, &, LDA ) A axx + 4 C,Z
xHPR  ( UPLOD, ¥, ALPHA, X, INCX, WP ) A aref 4 A Gz
xHER2 ( UPLO, %, ALPHA, X, INCX, Y, INCY, &, LDA ) A i ary” +yloz)? + A C,Z
xHPR2 ( UPLOD, ¥, ALPHA, X, INCX, Y, INCY, 4P ) A+ ary¥ 4 ylaz)? + 4 C,z
xSYR  ( UPLO, K, ALPHA, K, INCK, &, LD& ) Aars? +A s, D
x5PR ( UFLO, N, ALPHA, X, INCX, P ) A + arz? + A 8D
x8YR2 ( UPLOD, W, ALPHA, X, INCX, Y, INCY, &, LD4 ) A aryT +apeT 4+ A s, D
xSPR2 ( UPLO, %, ALPHA, X, INCX, ¥, INCY, AP ) A+ ary” +ayzT + A s, D
Level 3 BLAS

optiens dim scalar matrixz matrix scalar matrix
xCEMM ( TRANSA, TRAKSB, M, W, K, ALPHA, 4, LD, B, IDB, BETA, C, LDC ) C + aop(A)op(B) £+ 3C,op(X) = X, XT. X7 C-mxn S, D,CZ
xSYMM ( SIDE, UPLO, M, N ALPHA, &, LDA, B, 1DB, BETA, G, LDC ) C + adB 4 AC,C+ aBA+8CC - mxn A= AT 5D,C,Z
xHEMM ( SIDE, UPLO, M, N ALPHA, &, LDA, B, LDB, BETA, €, LDC) C+ adB+AC.C+ aBA+ACC mxn A= A" CZ
xSYRK ( UPLO, TRANS, ¥, K, ALPHA, A, LDA, BETA, C, LDC) €+ adAT +9C,C+ adTA+0C,C-nxn S,D,C, %
xHERK ( UPLO, TRANS, ¥, K, ALPHA, A, LDA, BETA, C, LDC )} C + adA¥ +3C,C+ aA¥A+3C,C—nxn C,Z
xSYR2K( UPLO, TRANS, ¥, K, ALPHA, &, LDA, B, LDB, BETA, €, LDC ) €+ adBT +&4BAT + 40, C+ aATB+aBTA+3C.C -nxn §D,CZ
*HERZK( UPLO, TRANS, ¥, K, ALPHA, &, LDA, B, LDB, BETA, C, LDC } C+ adBY +aBAY +80,C+ adA"B+aB"A+5CC—nxn CZ
*TRMM ( SIDE, UPLO, TRANSA, DIAG, M, ¥ ALPHA, A, LDA, B, LDB ) B + aop(A)B, B + aBap(A),0p(A) = A, AT A# B —mxn 5 D,C,7Z
xTRSM ( SIDE, UPLO, TRANSA, DIAG, M, ¥ ALPHA, &, LDA, B, LDB ) 2 B+ aop(A~")B, B — aBop(A~1),0p(A) = A, AT, A¥ B—m=xn S§DCZ

Obrazek 7.1: Operace dostupné v Blas, podle http://www.netlib.org/blas/

Nejprve je potieba definovat sif. Keras neuronovou sit nejcastéji definuje po vrstvach.
Tento model se nazyva Sequential a o¢ekava, ze bude nasledovat definice jednotlivych vrstev
smérem od vstupl k vystupim. V kazdé vrstvé je mozné definovat propojeni s vrstvou
predchozi. Nejcastéjsi pripad je plné propojeni znacené Dense. Plna hlavicka je:

keras.layers.core.Dense(units, activation=None, use_bias=True,

kernel_initializer=’glorot_uniform’, bias_initializer=’zeros’,
kernel_regularizer=None, bias_regularizer=None, activity_regularizer=
None, kernel_constraint=None, bias_constraint=None)

Parametr units udava pocet neuronti ve vrstvé. Velmi dilezity je i parametr activation
udavajici aktivac¢ni funkci neuront v dané vrstvé. Do prvni vrstvy vzdy pridame i informaci
udavajici dimenzi vstupnich dat (input_dim).

Na néasledujicim piikladu je vytvorena Ctyfvrstva sit. Dimenze vstupt je 3 (napf. plat,
vék, rodinny stav) a vystup bude jediny (napt. schopnost splacet). Prvni vrstvé preddme
informaci o tfech dimenzich, v posledni (vystupni) vrstvé nechdme jediny neuron. Aktivacéni
funkee jsou relu(z) = max(0,x) a sigmoid(z) = H%
model = Sequential ()
model.add (Dense (6, input_dim=3, activation=’relu’))
model.add (Dense (4, activation=’relu’))
model.add (Dense (5, activation=’relu’))
model.add (Dense (1, activation=’sigmoid’))
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Dale sestavime neuronovou sit pomoci jejtho modelu. K tomu slouzi klicové slovo com-
pile. Ten pozaduje t¥i parametry. Prvnim je typ uzitého optimalizatoru (které napiiklad
meéni koeficient uceni ¢i se umeéle pokousi zabranovat preuceni). Druhym parametrem je
funkce, kterou se sit snazi minimalizovat. Posledni parametr je seznam sbiranych metrik.

#ukazky pouziti

# klasifikace do n trid

model.compile (optimizers= s
loss= ,
metrics=[ D

# problem regrese pomoci strednt kvadraticke odchylky
model.compile (optimizers= s
loss= )

Vzniklou sit je potieba naucit na trénovacich datech. K tomu slouzi funkce fit. Dilezité
je predani vstupnich dat (sprdvné dimenze), ocekdvanych vystupnich dat a pocet epoch
uceni — uceni zde probihd uzivatelem stanoveny pocet iteraci.
fit(self, x, y, batch_size=32, epochs=10, verbose=1, callbacks=None,

validation_split=0.0, validation_data=None, shuffle=True,
class_weight=None, sample_weight=None, initial_epoch=0)

# outcome obsahuje sbirane metriky, jedna se o objekt History
outcome = model.fit(VstupyTrenovacichDat, VystupyTrenovacichDat, epochs
=1000)

Dale se vyhodnoti Gispésnost uceni. Je mozné pouzit trénovaci data a zjistit, jestli se
sit byla schopna vSechna naucit. Samoziejmé lze pouzit i valida¢ni data, jsou-li k dispozici.
Vyhodnoceni probihé funkci evaluate, kterd bere vstupy a ocekavané vystupy.

# outcome mnecht je napr. loss, accuracy

outcome = model.evaluate (X, Y)

# tisk accuracy

print (model .metrics_names[1], scores[1]))

V tuto chvili je k dispozici nauc¢ena analyzovana sit, kterou lze pouzit k predikci na
novych datech. K tomu slouzi funkce predict, ktera ocekava vstupy a vraci siti odvozeny
vystup.

|Y = model.predict (X)

Timto zpusobem lze pomoci modulu keras tvorit umeélé neuronové sité. Pro srovnani
s Bayesovymi neuronovymi sitémi by bylo vhodné opét vyuzivat TensorFlow. Dobrou zpra-
vou je, ze pro praci s ndhodnymi jevy (proménnymi) a pro Bayesovskou inferenci rovnéz
existuje modul postaveny nad TensorFlow. Tento modul se jmenuje Edward [16].

Tento modul fesi problém inference jako rovnici

P(z,z)
[ P(z,z)dz

X jsou pozorovand data, z jsou parametry sité, které nastavujeme. Snaha je dostat co
nejpravdépodobnéjsi model. Nejtézsi problém v této rovnici je vypocet integralu, avsak ed-
ward poskytuje fadu algoritmu pro Feseni (pomoci aproximace) tohoto problému v inferenci,
viz. 7.2.

Pokud budeme chtit simulovat Bayesovskou neuronovou sit, pak postupujeme nésle-
dovné:

P(zlx) = (7.1)
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Inference

Variationallnference MonteCarlo
KLgp KLpg MAP MetropolisHastings | | HMC | | SGLD
Laplace

Obrazek 7.2: Edward — implementované algoritmy pro inferenci, prevzato z: [10]

1. Budeme uvazovat parametry sité (vdhy, biasy) jako ndhodné veli¢iny s pocateénim
normalnim rozdélenim pravdépodobnosti

2. Vstupni data necht jsou ve tvaru {(z, yn)}, kde z,, € R¥ kde F je dimenze vstupnich
dat.

3. Necht ¢ je znamé odchylka
Pak pravdépodobnost kazdého vstupu definujeme jako

P(yn]:vn,zja2) = Normal(yn|NN(a:n;z),J2) (7.2)

Symbol z opét znaci fidici parametry sité. NN je model Bayesovské neuronové sité, ktery
funguje kuprikladu nasledovné:

Vn 1z, ~ Normal(z,|0, 1) (7.3)

T |20 ~ Bernoulli(z,|p = NN (z,;6)) (7.4)

Tyto rovnice rikaji, ze priory nastavime z normalniho rozdéleni jako ndhodnou proménnou
a likelihood ziskdme z modelu sité s proménnymi parametry z a neménnymi parametry 6.
Tim jsme vytvorili vzijemny vztah mezi daty a modelem. Iterativni volani inference
se postard o to, abychom dostévali ¢im dal vice pravdépodobnéjsi model. Dukaz efektivity
tohoto pristupu je predloZen v praci [15].
Déle uvedu demonstrativni kéd pro tvorbu Bayesovské neuronové sité. Sit definuji ma-
nualné jako:
import tensorflow as tf
def neural_network(x, W_O0O, W_1, W_2, b_0, b_1, b_2):
h = tf.tanh(tf.matmul(x, W_0) + b_0)
h = tf.tanh(tf.matmul(h, W_1) + b_1)
h = tf.matmul(h, W_2) + b_2
return tf.reshape(h, [-1])
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Timto jsem vytvoril tfivrstvou neuronovou sif. Prvni dvé vrstvy maji jako aktivacni
funkei hyperbolicky tangens. Posledni vrstva mé aktivaéni funkei f(x) = x. VSechny vstupni
parametry budou tenzory z TensorFlow, a proto mohou nabyvat libovolné dimenze (napft.
W_1 bude mit takovou dimenzi, kolik je neuronu v prislusné druhé vrstvé). Ted zbyva
pouzit modul edward pro pridani neurcitosti do modelu.

Vytvorim priory a posteriory ridicich proménnych sité. Vstup bude mit jen jednu di-
menzi, prvni dvé vrstvy budou mit pét neuront, vystupni vrstva bude mit jeden neuron.
Ziejmé tvorim model pro jednoduchou funkci, kde jediné y zavisi jen na x. Poc¢atec¢ni hod-
noty priord jsou z norméalniho rozdéleni se stfedni hodnotou 0 (v kédu loc) a odchylkou
jedna (v kédu scale).

from edward.models import Normal
#priors
#z jednodimenzionalniho wvstupu na pet mneuronu pruni vVrstvy
W_0 = Normal (loc=tf.zeros([1, 5]), scale=tf.ones([1, 5]))
#z peti meuronu pruyni vrstvy na pet neuronu druhe vrstvy
W_1 = Normal(loc=tf.zeros([5, 5]), scale=tf.ones([5, 5]1))
#z peti neuronu druhe vrstvy na jedinny neuron vystupni vrstvy (
jednodimenzionalni vystup)
W_2 = Normal (loc=tf.zeros([5, 1]), scale=tf.ones([5, 1]1))
#biasy petti neuronu pruni vYrstvy
b_0 = Normal(loc=tf.zeros(5), scale=tf.ones(5))
#biasy peti neuronu druhe vrstvy
b_1 = Normal(loc=tf.zeros(5), scale=tf.ones(5))
#biasy jednoho neuronu treti (vystupni) vrstvy
b_2 = Normal (loc=tf.zeros (1), scale=tf.ones (1))
#posteriors
gqW_0 = Normal(loc=tf.Variable(tf.random_normal([1, 5])),
scale=tf.nn.softplus(tf.Variable(tf.random_normal ([1, 5])))
)

gW_1 = Normal(loc=tf.Variable(tf.random_normal([5, 5])),
scale=tf.nn.softplus(tf.Variable(tf.random_normal ([5, 5])))
)
gW_2 = Normal(loc=tf.Variable(tf.random_normal ([5, 1]1)),
scale=tf.nn.softplus(tf.Variable(tf.random_normal ([5, 1])))
)
gb_0 = Normal(loc=tf.Variable(tf.random_normal ([5])),
scale=tf.nn.softplus(tf.Variable(tf.random_normal ([5]))))
gb_1 = Normal(loc=tf.Variable(tf.random_normal ([5])),
scale=tf.nn.softplus(tf.Variable(tf.random_normal ([5]))))
gb_2 = Normal(loc=tf.Variable(tf.random_normal ([1])),

scale=tf.nn.softplus(tf.Variable (tf.random_normal ([1]))))

Dale zadefinuji, jak vznika vystup sité. I vystup bude samoziejmé ndhodna proménna.
N znadi pocet trénovacich vzorkt dat.

#nacti trenovacti data do z_train (tensor vstupu) a do y_train (tensor
ocekavanych wvystupu) - v tomto pripade jednodimenzionalni tensor (=
vektor) s N pruvky

X = x_train

Normal (loc=neural_network(x, W_0, W_1, W_2, b_0, b_1, b_2),

scale=0.1 * tf.ones(N))

<
1]

Uceni probiha jako posloupnost inferenci dle algoritmu Kullback—Leibler. Inference
hleda nejpravdépodobnéjsi model. Ridici parametry sité jsou v prvnim argumentu jako prior
:posterior, druhy argument je seznam cilovych dat ve formatu ndhodnd proménnd:idedini
hodnota. Metoda KLgp vybere nejvhodnéjsi metodu feSeni (viz. obrézek 7.2 — nutno apro-
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ximovat integrdly) pro pocitani algoritmem Kullback-Leibler. Pocet prichodu algoritmem
definuji v hodnoté n__iter.

inference = ed.KLqp({W_0: qW_0, b_0: gb_O,
W_1: gqW_1, b_1: gb_1,
W_2: gqW_2, b_2: gb_23}, data={y: y_trainl})

inference.run(n_iter=2000)

Timto vznikly modely pro béZznou i pro Bayesovskou neuronovou sit. Jelikoz jsou oba
modely postavené nad stejnym modulem 7TensorFlow, je mozné tyto modely vérohodné
porovnavat.

Posledni modul, ktery je potieba, je modul matplotlib [7]. Tento modul slouzi ke kresleni
graf a funkci. Vyuziji ho pro vizualizaci vysledki jednotlivych experimentu.

7.2 Demonstracni program

Program vznikl v jazyce Python ve verzi 3.5 dostupného v distribuci Anaconda 4.2.0 [1].
Uzity modul NumPy byl ve verzi 1.12.1, modul TensorFlow ve verzi 1.1.0, Keras mél verzi
2.0.4 a Edward verzi 1.3.1. Verze Pythonu 3.5 byla zvolena z toho divodu, ze ve verzi 3.6
v dobé psani prace neni stabilné funkéni modul TensorFlow a pro verze 3.4 a starsi naopak
chybi podpora modulu Edward.

Nésledujici seznam popisuje piepinace programu. Zadné piepinace nejsou povinné, ne-
bot kazdy z nich ma implicitni hodnotu, kterd se pouzije, neni-li prepina¢ zadan.

e prepina¢ --task (popf. -t) slouzi pro specifikaci ikolu, ktery bude fesen. Hodnota
bayes je implicitni, a probéhne demonstrace BNN na zvolenych datech. Hodnota clas-
stc pouzije NN. Hodnota both zavola pro porovnani jak BNN, tak i NN. Hodnota
gen nebo dat (libovolna z téchto dvou) nastavi program, aby pouze vygeneroval data
a ulozil je do souboru.

e piepina¢ --experiment (popf. —e) slouzi pro volbu vstupnich dat. V rdmci programu
je k dispozici nékolik predpripravenych sad dat.

— hodnota gen, popr. dat bere za vstupni data ta, ktera byla diive vygenerovina
do souboru bnndata.dat.

— cos slouzi pro volbu dat generovanych goniometrickou funkci cosinus

— lin generuje linearné zavisla data

— noi vytvari konstantni funkei (predpoklada se, ze bude nastaveno zasuméni dat)

— log demonstruje data pro pfirozeny logaritmus

— pol, det a man ukazuje funkci pro netrividlni polynomy — tyto tii vstupy se lisi

zpusobem zadani dat a mohou byt uzivateli navodem, jak zadavat data vlastni

e prepina¢ —-layers (popr. -1) slouzi pro udani po¢tu vrstev tvorené sité. Minimalni
pocet vrstev, které lze zadat, jsou dveé.

e prepina¢ --neuronsperlayer (popf. -npl) udéva pocet neuronu ve vrstvach sité. Vy-
jimkou je vrstva posledni (vystupni), kterd se nastavuje podle po¢tu dimenzi vystupu
— v pripadé demonstracnich tloh je vystupni dimenze jedina.
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e prepina¢ —--inputs (popf. -i) udéva pocet vzorku trénovacich dat. Tento parametr je
bezpredmétny pro variantu, kde jsou data ziskdna ze souboru. V ostatnich pripadech
je minalni pocet vzorkd nastaven na tii.

e prepina¢ --noise (popr. -n) piidava ke vstupnim datim Sum. Sum je generovin
nahodné z normalniho rozdéleni se stfedem v nule. Hodnota tohoto prepinace udava
odchylku (je ofekévano nezdporné reélné ¢islo).

e prepina¢ --generations (popf. -g) udava kladné celé cislo. Toto éislo fikd pocet
iteraci uceni sité — 1 iterace znaci jeden priichod itera¢nim algoritmem pro uceni.
Pro predpripravené ilohy s implicitné nastavenou siti doporucuji udat pocet generaci
alespon v fadu jednotek tisicti — to plati jak pro NN, tak i pro BNN.

e prepinac¢ --outputdata (popf. —o1) neocekéva zaddnou hodnotu. Jedna je o prepinac
typu Bool. Jeho udanim program na zac¢atku ¢innosti vykresli data.

e prepina¢ --outputinit (popf. -02) je obdobny jako pfepina¢ -ol. Tento prepinac
ovsem vykresli stav sité pred tim, nez je zahijeno uceni.

e prepina¢ --bayesmean (popf. -bm) je opét prepina¢ bez parametru a fika, ze vysled-
kem BNN nebudou vzorky feseni, ale oéekavani.

e prepina¢ —-—activation (popf. —a) slouzi pro volbu aktivacni funkce BNN a NN. Mezi
podporované volby patti relu, sigmoid, softplus a tanh. ReLU je implicitni hodnota.

Na obrazku 7.3 lze spattit priklad pouziti programu na znac¢né zasuménych datech gene-
rovanych linedrni funkci. Ukazka vystupu je na obrazku 7.4. V prikladu je zvolena moznost
pouziti obou siti. Vystup je z ¢asti Bayesovské neuronové sité, kde jsou vahy sité povazovany
jako ndhodné proménné, a proto bylo pro potfeby znazornéni vysledku vzorkovano Sestnact
sad téchto vah. Pravdépodobnost vzorkovani vahy odpovidd pravdépodobnosti dané hod-
noty vahy (tzn. pokud sit néjakou oblast Feseni povazuje za velmi pravdépodobnou, bude
z této oblasti velmi pravdépodobné i vzorek).

Na vystupu pak lze spatfit chovani sité podle téchto sSestnacti instanci sité. Hodnotu
Sestnéct lze prenastavit v programu modifikaci hodnoty self.bnndrawsamples.

:wshowcase>python bnnxhlozeBl.py -t both —e lin —n B.5 —g 1588 -1 3 —npl 4 -a t
nh

hloze@dl: BNMsNN demo — 2817 — UUT FIT

ASK: Both BHN and NN

Edward learing started

15600-1500 [160x]1 I Elapsed: 65 |
Edward learing completed

Keras learing started

Keraz learing completed

3.36621
B.23347979784 t<

twshowcase>

Obréazek 7.3: Ukazka pouziti programu
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Hodnota vystupu

Stav BNN na konci uceni

3 ; mE '
= = trénovaci data - (X, y)

-]
Posterior vystupu --
2+ m

=2

6 -4 -2 0 2 4 6
Hodnota vstupu

Obrazek 7.4: Ukédzka vystupu z programu zadaného v obr. 7.3
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Kapitola 8

Experimenty s BNN

V této kapitole budu experimentovat s demonstracnim programem na pfedpripravenych
datech. Mym cilem je ukazat chovani BNN a srovnat jej s tradi¢nim pristupem NN.

8.1 Pozorovani procesu uceni

Pro prvni experiment jsem si vygeneroval data odpovidajici zasuméné funkci cosinus (obr.
8.1). Vygenerovano bylo tficet vzorku dat (x,y) : y = cos x+noise. Sité budou Fesit regresni
ulohu. Pokusi se zjistit, jaka funkce co nejlépe popisuje vygenerovana data. PFipominam,
ze kazda ze siti si pod slovy co nejlépe predstavuje néco jiného.

15 Data pro Ulohu

m ® (x-vstup, y - vystup)

1.0F L]

05 [

0.0 - L]

Hodnota vystupu

—0.5}

=107

=3 =2 -1 0 1 2 3
Hodnota vstupu

Obrazek 8.1: Vygenerovana data

Nejprve budu pozorovat chovani na implicitni siti, tj. siti se tfemi vrstvami a péti neu-
rony v kazdé vnitini vrstvé (znaCeno jako sit 3-5). Porovnavat budu BNN s NN, jejiz
aktivacni funkce jsou tanh a ReLU. Jako prvni ukazi stav siti po 250 prichodech algorit-
mem. Toto lze spattit na obrazcich 8.2 a 8.3. Vidime, ze Bayesovskéa neuronova sit ma stéle
velmi velky rozsah pripustnych hodnot pro své vahy a vysledek je znacné neurcity, a to
i v oblastech se zadanymi daty. Toto je dobrym signdlem k tomu, ze uceni jesté neskoncilo.
Uméléa neuronova sit s neurcitosti nepracuje, a proto je k dispozici jedina k¥ivka popisujici
chovani sité.
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15 Stav BNN na konci uéent

= = trénovaci data - (X, y)
Posterior vystupu L]
10} -
L = =
L]
[ - =
054 77 W

S /41 a
a ]
8 o
H A\
> 00f / \
g © 1/
1=} [}
g 7/-/ \
kel = ' ]

-5t Y, \‘

w/ \
= e
-10f =
L
L]
-15
6 “a -2 0 2 4 °

Hodnota vstupu

Obrazek 8.2: stav po 250 prichodech, sit 3-5, tanh

15 Stav NN na konci uéenf

= = trénovaci data - (X, y)
1.0} — predikovany vystup =

Hodnota vystupu

Hodnota vstupu

Obrazek 8.3: stav po 250 prichodech, sit 3-5, ReLU

Dale ukézi stav po 1000 priichodech na obrazcich 8.4 a 8.5. Stav po 4000 priichodech je
na obr. 8.6 a 8.7. Pro srovnani u ukazano i feseni NN se 4000 priichody, pokud je jako akti-
vacéni funkce zvolena funkce SoftPlus (obr. 8.8). Z prezentovanych obrazku vyplyva princip
uceni. NN zacind s parametry zcela nereflektujicimi data a postupné zlepsuje odhad vy-
stupu minimalizaci stfedni kvadratické odchylky. Oproti tomu BNN zacind ve stavu, kdy
na pocatku hustota vystupu postihuje vSechny mozné funkce (reprezentovatelné siti), ale
kazdou z nich jen s malou pravdépodobnosti. Béhem procesu uceni pak zvysuje pravdé-
podobnost rozdéleni parametri tak, aby sif s pravdépodobnymi parametry davala dobré
vysledky vzhledem k zadanym datim. Stav z pocatecni fize uceni lze vidét na obréazcich
z pocatku uceni 8.9 a 8.10 (30 pruchodu). NN zacinaji z niceho a snazi se najit feSeni
zesloziténim modelu. BNN zacinaji ze vseho a tfeseni hledaji jako zjednoduseni modelu.

Pokud bych chtél po BNN konkrétni vysledek misto funkce hustoty, pak mtzu vSechny
nahodné proménné — fidici parametry sité — nahradit jejich ocekavanim, jak je ukazano na
obrazku 8.11. Pokud jsou vsechny ndhodné proménné reprezentujici ridici parametry de-

41



terministické, bude i vystupni ndhodna proménnd deterministickd (100% pravdépodobnost
pro jednu hodnotu, 0% jinde).

Stav BNN na konci uceni

15

= = trénovaci data - (x, y)

Posterior vystupu L}

Hodnota vystupu

Hodnota vstupu

Obrazek 8.4: stav po 1000 prichodech, sit 3-5, tanh

Stav NN na konci ucenf

15

= ® trénovaci data - (x, y)
— predikovany vystup L}

Hodnota vystupu

Hodnota vstupu

Obrazek 8.5: stav po 1000 prichodech, sit 3-5, ReLU
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Stav BNN na konci uéent

15

= = trénovaci data - (X, y)

Posterior vystupu L}

Hodnota vystupu

Hodnota vstupu

Obrézek 8.6: stav po 4000 prichodech, sit 3-5, tanh

Stav NN na konci uéeni

15

= ® trénovaci data - (X, y)
— predikovany vystup L}

Hodnota vystupu

15 . . . . .
—6 -4 -2 0 2 4 6
Hodnota vstupu

Obréazek 8.7: stav po 4000 priichodech, sit 3-5, ReLU

Stav NN na konci uc¢eni

15

= ® trénovaci data - (x, y)
— predikovany vystup "

1.0F

Hodnota vystupu

-6 -4 -2 0 2 4 6
Hodnota vstupu

Obrazek 8.8: stav po 4000 prichodech, sit 3-5, SoftPlus
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Stav BNN na konci uéent

15 T
= = trénovaci data - (X, y)

Posterior vystupu L)
1.0} 4 1

0.5+ ) = B

0.0 |- A o 8

Hodnota vystupu
~

=051 8

-15
6 -4 -2 0 2 4 6

Hodnota vstupu

Obrazek 8.9: stav po 30 priichodech, sit 3-5, tanh

Stav NN na konci uéeni

15 T
= ® trénovaci data - (x, y)

— predikovany vystup L}
1.0} = 1

o
5
[ ]

Hodnota vystupu
o
(=}
m

I
=4
%)

-1.0f = 4

-15 . . . . .
6

Hodnota vstupu

Obrazek 8.10: stav po 30 prichodech, sit 3-5, ReLu, SoftPlus i Tanh

Stav BNN na konci uceni

15

= ® trénovaci data - (x, y)
Posterior vystupu L]

Hodnota vystupu

-1.5
i -4 -2 0 2 4 6

Hodnota vstupu

Obrazek 8.11: stav po 4000 priichodech, sit 3-5, tanh, Ocekavani
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8.2 Efektivita a problémy siti

Dale budu zkoumat chovani sité v meznich situacich. Prvni zkoumanou situaci bude stav,
kdy je nedostatek dat — toto je zndzornéno na obrazcich 8.12 a 8.13. Jak lze vidét, tak
i po velmi dlouhé dobé uceni zistava sit ve stavu, kdy jsou fidici parametry neurcité.
Toto se nezméni ani po delsi dobé, nebot s malym mnozstvim dat si sit neni jistd, jak by
mél vystup vypadat. Oproti tomu NN pouze minimalizuje stfedni kvadratickou odchylku
a dosahla chyby pouze okolo 3-10719, coz znamen4, Ze data byla aproximovana velmi piesné.
Nedostatek dat se projevi rozptylenéjsi funkci hustoty ridicich proménnych.

15 Stav BNN na konci uceni

= = trénovaci data - (x, y)
Posterior vystupu

1.0F

05

0.0 -

Hodnota vystupu

—0.5}

=1.0 fr———

-15

Hodnota vstupu

Obrazek 8.12: stav po 8000 pruchodech, sit 3-5, tanh

Stav NN na konci uéenf

15

= = trénovaci data - (X, y)
10| — predikovany vystup

0.5

0.0+

Hodnota vystupu
)
w

|
-
o

|
-
n

=201

Hodnota vstupu

Obrazek 8.13: stav po 8000 prichodech, sit 3-5, SoftPlus

Dalsi situace, kterou je zajimavé prozkoumat, je funkce zaloZzeni na zcela nahodnych
datech — sumu. Jak bylo feceno v rovnici 5.30, u¢eni spoléhd na minimalizaci entropie. Sum
mé maximéalni entropii, nebot vse z generovaného intervalu je stejné pravdépodobné. Pokud
jsou ovSem samotna data Sumem, jak se bude BNN chovat? Jak lze vidét na obrazcich 8.14,
8.15, 8.16 a 8.17, tak BNN se neurcité chova velmi mélo, a to jen na okrajich. Bez vyuziti
entropie BNN degradovala na NN — nebot pro stejné modely vznikly obdobné vysledky.
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Testovano bylo na dvouvrstvém modelu se Ctyficeti neurony ve skryté vrstvé. Prezentovany
jsou dvé rizné aktivacéni funkce.

Stav BNN na konci u¢eni

150 T
\ ® = trénovaci data - (X, y)
Posterior vystupu
100 e
2
=
> 50f .
g
=l
o
um
ot i
,50 L L L L L
- -4 -2 0 2 4 6
Hodnota vstupu
Obrézek 8.14: stav po 25000 prichodech, sit 2-40, SoftPlus
200 _Stav NN nalkonm uceni .
® = trénovaci data - (X, y)
—— predikovany vystup
150
2
2 100}
g
>
[
g
g sof
um
(1]
,50 L L L L L
-6 -4 -2 0 2 4 6

Hodnota vstupu

Obrazek 8.15: stav po 25000 priichodech, sit 2-40, Softplus
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Stav BNN na konci u¢eni
x ; ‘

®m ® trénovaci data - (x, y)
30 Posterior vystupu

40
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\/

Hodnota vystupu

,30 [
-40
,50 L
6 -4 -2 0 2 4 6
Hodnota vstupu
Obrazek 8.16: stav po 25000 priichodech, sit 2-40, tanh
30 Stav NN na konci uceni
® = trénovaci data - (X, y)
sl — predikovany vystup
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Hodnota vstupu

Obrazek 8.17: stav po 25000 priichodech, sit 2-40, tanh

Daéle se zaméfim na problematiku preuceni. Mé&jme malo dat (viz. obr. 8.18). NN pfi
dostatecné dlouhém uceni opét minimalizuje stfedni kvadratickou odchylku, ovSem vysledny
deterministicky model nemusi viibec odpovidat skutecnosti (obr. 8.21). Oproti tomu BNN
problém pfilis generalizuje (obr. 8.19). Pokud si vykreslim ocekavani tohoto modelu (obr.
8.20), tak pozoruji, ze si sit mysli, Ze se jednd o dva shluky a blize je v dohledné dobé

neanalyzuje.
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Hodnota vystupu
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Obrazek 8.18: Vygenerovana Data — okolo nuly chybi

Stav BNN na konci u¢eni

® ® trénovaci data - (x, y) N
Posterior vystupu

-4 -2 0 2 4
Hodnota vstupu

Obrazek 8.19: stav po 5000 prichodech, sit 3-7, tanh
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Stav BNN na konci u¢eni

0.6 T
® ® trénovaci data - (x, y) N
04l Posterior vystupu ]
[ ]
0.2} ] ]
= [ |
s
\g 0.0 |- 8
E [ ] [ ]
2 -0.2 = 1
o
o
I [ |
-0.4} 1
-0.6} -] g
,08 L L L L L
-6 -4 -2 0 2 4 6
Hodnota vstupu
Obrazek 8.20: stav po 5000 pruchodech, sit 3-7, tanh, ocekavani
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Obrazek 8.21: stav po 5000 prichodech, sit 3-7, tanh

Pfi zkouméni preuceni kvili prili§ slozitému modelu (velké mnozstvi vrstev s mnoha
neurony), lze zminéné chovani rovnéz pozorovat (obr. 8.22 a 8.23). Z toho plyne, ze BNN
sice netrpi problémem s preucenim, ale problémem s nadmeérnou generalizaci.
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Stav NN na konci uc¢enf
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Obrazek 8.22: stav po 20000 priichodech, sit 8-10, tanh
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Obrazek 8.23: stav po 20000 priichodech, sit 8-10, tanh

8.3 Dalsi priklady

V této casti pfedvedu nékolik dalsich experimentti s BNN. Obrazek 8.24 ukazuje, ze je-li
zkoumand funkce dostatecné jednoducha a dat dostatek, pak BNN velmi presné tuto funkci
aproximuje. Neurcitost je v tomto pfipadu miniméalni, nebot si je sit velmi jista, o jakou
funkci se jedna.
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Stav BNN na konci u¢eni
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Obrazek 8.24: stav po 5000 priichodech, sit 3-5, tanh

Dalsi obrazek 8.25 ukazuje zasuménou logaritmickou funkei. Sit i po uceni stéle vykazuje
nedeterminismus v oblasti s nakupenymi daty — hustota vhodné pokryva data, coz miize
byt zddouci chovani.

Stav BNN na konci u¢eni
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Obrazek 8.25: stav po 5000 prichodech, sit 3-5, tanh

Obrazky 8.26 a 8.27 pracuji s preddefinovanym polynomem s minimalnim sumem a s vel-
kym Sumem v datech. S malym Sumem lze pozorovat neurcitost v levé ¢asti grafu, kde sit
nemd data, a proto je zde vétsi neurcitost. Pridanim sumu zvétsime entropii a zhorsime

uceni.
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Stav BNN na konci u¢eni
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Obrazek 8.26: stav po 5000 priichodech, sit 3-5, tanh
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Obrazek 8.27: stav po 5000 priichodech, sit 3-5, tanh, pfidan zna¢ny sum
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Kapitola 9

Zhodnoceni BNN

V této Casti prace je shrnuti Bayesovské neuronové sité. Tato sit v principu funguje ob-
dobné jako umeéld neuronova sit. Rozdil je v tom, ze tidici parametry jsou nahodné pro-
ménné a uceni probihd inferenci. V ptipadé této prace byl pouzit algoritmus postaveny na
Kullback-Leiblerovy divergenci. Vysledek, reprezentovany jako ndhodna proménnd, miize
byt deterministicky interpretovan svym ocekavanim.

7 experimentt vyplyvd, ze BNN je fungujici alternativou k NN. Uceni ovSsem probihd
z opa¢nych pocétecnich stavi. NN zac¢ind z ni¢eho (pokud jsou pocéateéni parametry na-
staveny na nulu, popf. hodnoty blizko nule) a postupné zlepsuje svij vystup tak, aby
odpovidal trénovacim dattim. BNN zacina ze stavu, kdy sit reprezentuje vsechny funkce,
které je schopna popsat. Postupné pak omezuje tuto mnozinu tak, dokud nezbudou jen ty,
které dostatecné dobre reprezentuji trénovaci data.

U BNN neni treba rozdélovat data na trénovaci a validacni, nebot nehrozi preuceni
na tato data — naopak upfednostnime pravdépodobné modely a pomtzeme procesu uceni.
BNN maji ovSem problém opac¢ny k preuceni. Misto preuceni muze dojit k neprimérenému
zobecnéni, kdy vysledek degraduje na konstantni (popt. po ¢astech konstantni) funkei. Toto
nastava zejména u prilis slozitych siti. V takovém pripadé je vhodné provést pruning sité
(jeji zjednoduseni odstranénim vrstvy ¢i neuronu).

7 hlediska rychlosti lze fici, ze BNN byla v priméru dvakrat pomalejsi nez NN pri
stejném poctu pruchoda algoritmem. Nicméné algoritmy jsou natolik odlisné, ze toto neni
nujak prikazné o efektivité. Na obrazcich 9.1 a 9.2 1ze vidét, ze BNN konverguje k feseni
znacné rychleji nez NN. Pokud jde o metriku stfedni kvadratické odchylky (MSE), tak NN
vzdy vitézi. To je ocekdvané, nebot NN minimalizuje pravé MSE. BNN inference pracuje
s maximalizaci pravdépodobnosti modelu sité a minimalizaci entropie reprezentujiciho roz-
déleni (funkei hustoty) vici dattim. Z toho rovnéz vyplyva, ze sit ma problémy s reprezentaci
nahodného sumu. V tomto piipadé se BNN chova obdobné jako NN. Za zminku stoji, ze
BNN v implementovaném programu potfebuje inicializaci znac¢né rozsahlého modulu, coz
znamend, ze uceni BNN bude vzdy trvat o konstantu déle nez u NN. V mém pripadé se
jednalo o tfi a pul sekundy. Je na uzivateli zhodnotit, ktery pristup ve své tloze potie-
buje. Vhodné je zkusit tilohu vyftesit co nejvice zpiisoby a vysledky vii¢i sobé porovnat.
V idealnim ptipadé se ruzné modely shodnou na vysledku.

53



Stav BNN na konci u¢eni
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Obrazek 9.1: stav po 500 prichodech, sit 2-2; tanh
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Obrazek 9.2: stav po 500 prichodech, sit 2-2; tanh

BNN samoziejmé umi fesit i jiné problémy, nez je demonstrované regrese. Obrazek 9.3
prevzaty z [18] demonstruje BNN na bindrni klasifikaéni tloze — tj. zafazovani multidimen-
ziondlnich vstupni data do dvou ttid. Vstup je v prikladu dvoudimenzionalni, nebot tento
problém lze vhodné zakreslit do roviny. Cervené body reprezentuji trénovaci vzorky z prvni
tridy. Modré body reprezentuji vzorky z druhé tridy. Pozadi udava, které oblasti dat budou
klasifikovany do které tfidy. U neurcitych vysledki lze respektovat neurcitost a vybrat tridu
nahodné, ovSem s respektem k rozlozeni pravdépodobnosti (pokud je na daném misté vzo-
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rek z prvni t¥idy na 60%, pak ho rovnéz s 60% pravdépodobnosti do prvni t¥idy zaradim).
Jinym pristupem je klasifikovat vzorek vzdy do nejpravdépodobnéjsi tridy.
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Obrazek 9.3: ukazka klasifikace - pfevzato z [18]

55



Kapitola 10
Zaver

Prace predstavila Bayesovskou neuronovou sit a ukazala jeji vyhody i nevyhody. Vyhodou
sité je zejména jeji vétsi autonomie, kdy se az do konvergence navzajem koriguji ridici
parametry sité (vahy) s parametry reprezentujici ocekavané rozlozeni dat.

Jelikoz je uceni zaloZeno na Bayesovské inferenci vychézejici z Bayesova vzorce, ziskany
model respektuje velmi dtlezity princip — Occamovu britvu. Ta za nejpravdépodobnéjsi
hypotézu (popf. teorii, model) prohlasuje tu nejjednodussi.

Jednodussi modely (hlavné ty s relativné nizkymi absolutnimi hodnotami vah) pak lépe
zobecnuji a jsou méné nachylné k preuceni. Efektivita takové sité byla prezentovina na
praktickém prikladu.

Nasledné byl vytvoren demonstra¢ni program, ktery dokéze provadét regresi pomoci
neuronovych siti — samozrejmé i pomoci Bayesovské. Experimentalné bylo predvedeno, jak
sit funguje.

Bayesovska neuronova sit se da pouzit nejen jako alternativa k deterministické varianté,
ale také jako jeji doplnék. Pozadovand tloha se vyresi obéma zpusoby a vysledné modely
se porovnaji. Pokud se vyrazné lisi (NN je preucend a BNN je prili§ zobecnénd), pak z toho
vyplyva, ze byla zvolena nevhodna topologie sité.

Do budoucna je mozné zamérit se na automatizované hledani vhodné topologie (misto
pristupu hrubou silou). Bylo by zajimavé zkoumat, jestli lze topologii vhodné zakédovat do
ridicich parametri a dynamicky ménit topologii sité béhem uceni.

Dal$im moznym tématem je vyhledat a porovnat vSechny dostupné algoritmy uceni,
nebof zde jsou prezentovany pouze dva. Nealtv algoritmus, nebot byl pouzit v ukézce prace
z Vietnamu, a algoritmus vyuzivajici Kullback-Leiblerovu divergenci, nebot pomoci tohoto
algoritmu jsem vytvorit demonstracni program.

Jind moznosti navazani na préci je specializace na chovani hlubokych neuronovych siti
s vyuzitim neurcitosti. V tomto pripadé doporucuji zacit prozkouméanim modulu PyMC3
pro Python, nebot v tom se tato problematika od neddvna vyviji. Alternativné lze zkoumat
jiné t¥idy problém, nez je regrese. Kuptikladu by bylo mozné prozkoumat moznosti BNN
v oblasti uceni bez ucitele (shlukovéni).

Rovnéz by se slo zamérit na problematiku dolovani informaci z dat a prozkoumat, jak
si Bayesovské neuronové sité stoji vuéi zavedenym populdrnim algoritmim (napt. SVM).

Shrnu tim, Ze tato prace je pouze tvodem do problematiky Bayesovych neuronovych
siti a moznosti dalsiho prizkumu problematiky jsou dalekosahlé.
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